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❆❜str❛❝t✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❆✴❇ t❡sts ❛❧❧♦✇ ❝❛✉s❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✲
❢♦✉♥❞✐♥❣ ❜✉t ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉♥❞❡r✲♣♦✇❡r❡❞✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✉s❡s ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✈❡r ✷✺✵ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❆✴❇ t❡sts ✇✐t❤
❧♦❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✉s❡rs ✇❤♦ ✇❡r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s
❡①❛❝t ❛♥❞ ✉♥❜✐❛s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡
❞❡❡♣✲❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✬s q✉❛❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r②
❞❛t❛ ✐♠♣r♦✈❡s ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛♥❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ■♥ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❆✴❇ t❡sts ♦♥ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✱ st✉❞❡♥ts
❛r❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❜s❡q✉❡♥t
♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❊st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ ❆✴❇ t❡sts ❛r❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ❜✉t ♠❛② ❜❡
✐♠♣r❡❝✐s❡ ❞✉❡ t♦ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✳ ❆♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ st✉❞② ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜♦❛st ❛
❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❜✉t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ s♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❆✴❇
t❡sts ❞✐s❝❛r❞s ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✏r❡♠♥❛♥t✑ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✖st✉❞❡♥ts ✇❤♦ ✇❡r❡
♥♦t r❛♥❞♦♠✐③❡❞✱ ❜✉t ❢♦r ✇❤♦♠ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠♥❛♥t ❛♥ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ r♦❧❡ ✐♥ ❝❛✉s❛❧ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥✳ ❬✷❪ s✉❣❣❡sts ✜rst ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡♠♥❛♥t ❞❛t❛ t♦ tr❛✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛t❡s
t♦ ♣r❡❞✐❝t ♦✉t❝♦♠❡s❀ t❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❛t ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✭♦r ✐♠♣✉t❡✮ ♦✉t✲
❝♦♠❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s❡ t❤♦s❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s ❛
❝♦✈❛r✐❛t❡ ✐♥ ❛ ❝❛✉s❛❧ ❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜✉✐❧❞s ♦♥ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ✐♥
❞❡s✐❣♥✲❜❛s❡❞ ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ❡✳❣✳ ❬✺❪✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡♠♥❛♥t
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❬❡✳❣✳❪ ❬✶❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❬✷❪ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s s✉❝❝❡ss ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r r❡✈✐❡✇s t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❬✷❪✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡♠ t♦
❛♥ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t✿ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✽✹ ♠✉❧t✐✲❛r♠❡❞ ❆✴❇ t❡sts r✉♥ ♦♥ t❤❡ ❆❙❙■❙❚✲
♠❡♥ts ❚❡st❇❡❞ ❬✸❪✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✐♥❝❧✉❞❡ ✸✼✼ ❞✐✛❡r❡♥t t✇♦✲✇❛② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱
❛♥❞ ✹✶✱✷✷✻ st✉❞❡♥ts✳ ❆❧♦♥❣s✐❞❡ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❧♦❣ ❞❛t❛ ❢♦r
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✶✾✸✱✷✶✽ st✉❞❡♥ts ✇❤♦ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r s❦✐❧❧ ❜✉✐❧❞❡rs ✐♥ ❆❙❙■❙❚✲
♠❡♥ts ❜✉t ❞✐❞ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✽✹ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✖t❤❡ r❡♠♥❛♥t✳ ❲❡
✉s❡❞ t❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥
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❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❖✉r ✐♥t❡r❡st ❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♦♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts t❤❡♠✲
s❡❧✈❡s✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❞✉❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✳ ❖✉r
r❡s✉❧ts ❣✐✈❡ ❛ ♠✉❝❤ ❝❧❡❛r❡r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ✉s✐♥❣ r❡♠♥❛♥t
❞❛t❛ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✲❜❛s❡❞ ❝❛✉s❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✿ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ r❡♠♥❛♥t ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②
✐♠♣r♦✈❡s st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ s♦♠❡t✐♠❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳

▼❡t❤♦❞ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t i ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❧❡t Zi = 1 ✐❢ i ✐s
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ Zi = 0 ✐❢ i ✐s r❛♥❞♦♠✐③❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧✱
❛♥❞ ❧❡t Yi ❜❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✹❪✱ ❞❡✜♥❡ yci ❛♥❞ yti ❛s t❤❡
♦✉t❝♦♠❡s i ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❤❛❞ i ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♦r tr❡❛t♠❡♥t✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦ s♣✐❧❧♦✈❡r ❡✛❡❝ts✱ Yi = Ziy

t
i +(1−Zi)y

c
i ✱ ❛♥❞ t❤❡

tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❢♦r st✉❞❡♥t i ✐s τi ≡ yti − yci ✳
▲❡t xi ❜❡ ❛ k× 1 ✈❡❝t♦r ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❢♦r s✉❜❥❡❝t i✱ ❛♥❞ ❧❡t ŷc(·) ❛♥❞

ŷt(·) ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ R
k → R

1 t❤❛t ✐♠♣✉t❡ yci ❛♥❞ yti ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ xi✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ Pr(Z = 1) = 1/2✱ ❧❡t mi = 1/2(yci + yti)✱ s✉❜❥❡❝t i✬s ❡①♣❡❝t❡❞
❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛♥❞ ❧❡t m̂i = 1/2(ŷc(xi) + ŷt(xi)) ❜❡ ✐t✬s
❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ŷc(·) ❛♥❞ ŷt(·) ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t {ŷc(xi), ŷ

t(xi)} ⊥⊥ Zi✱
t❤❡♥

τ̂ =
1

n

∑

i∈T

Yi − m̂i

p
−

1

n

∑

i∈C

Yi − m̂i

1− p
✭✶✮

✐s ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r τ̄ ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss ❤♦❧❞s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ŷc(·)
♦r ŷt(·)✬s ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✖t❤❡② ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ♦r ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ♦r ❝♦rr❡❝t
✐♥ ❛♥② s❡♥s❡ ❢♦r τ̂ t♦ ❜❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✳

❬✷❪ ❝♦♠❜✐♥❡s t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t {ŷc(xi), ŷ
t(xi)} ⊥⊥ Zi✿ t❤❡ ✜rst

✉s❡s ❛ ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ i t♦ tr❛✐♥ ♠♦❞❡❧s
ŷc−i(·) ❛♥❞ ŷt−i(·) t❤❛t ✇✐❧❧ ✐♥✲t✉r♥ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥s ŷc(xi) ❛♥❞ ŷt(xi) ❛♥❞
✜♥❛❧❧② mi✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s Zi ⊥⊥ Zj ❢♦r i 6= j✱ t❤❡♥ {ŷc(xi), ŷ

t(xi)} ⊥⊥ Zi ✇✐❧❧ ❤♦❧❞✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s t❤❡ r❡♠♥❛♥t t♦ tr❛✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ŷr(·)✱

♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥s xr ≡ ŷr(xi)✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ xr ✐s ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡✱
✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② tr❡❛t♠❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s
x ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✜t t♦ ❛ s❡♣❛r❛t❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦
❛♥ ❡st✐♠❛t♦r s✉❝❤ ❛s ✭✶✮✱ ♣❡r❤❛♣s ❛❧♦♥❣s✐❞❡ ♦t❤❡r ❝♦✈❛r✐❛t❡s✳ ■❢ ŷr(·) ♣❡r❢♦r♠s
✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❛♠♣❧❡✱ s♦ t❤❛t |xr − yci | t❡♥❞s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ ❞♦✐♥❣
s♦ ❝❛♥ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥❀ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ✐❢ xr = yci ❢♦r ❛❧❧ i✱ t❤❡♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ♦❢ τ̂ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ ♦♥❧② t♦ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝t ♦♥ tr❡❛t❡❞ s✉❜❥❡❝ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐❢ ŷr(·) ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t t❤r❡❛t❡♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱
❛♥❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡s ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛r♠ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ τ̂ ✿ ✜rst✱ τ̂SS[xr,LS] ✉s❡s xr ❛s t❤❡
♦♥❧② ❝♦✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ✉s❡s ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❖▲❙✮ ❢♦r ❧❡❛✈❡✲
♦♥❡✲♦✉t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ŷc(·) ❛♥❞ ŷt(·)✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ✇❤❡♥ ŷr(·) ♣❡r❢♦r♠s
✇❡❧❧✱ ❖▲❙ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ Y ❛♥❞ xr ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❡❛r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ τ̂SS[x̃,EN] ✉s❡s xr ❛❧♦♥❣s✐❞❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦✈❛r✐❛t❡s
x❀ ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ŷc(·) ❛♥❞ ŷt(·) ❛r❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❖▲❙ r❡❣r❡s✲
s✐♦♥ ♦❢ Y ♦♥ xr ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ✐♠♣✉t✐♥❣ Y ❢r♦♠ ❜♦t❤ x ❛♥❞ xr✳





✹ ❆✳ ❈✳ ❙❛❧❡s ❡t ❛❧✳

s❤♦✇s t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ τ̂SS[x;RF ]✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠♥❛♥t ❜❛s❡❞ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❛s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❜② r♦✉❣❤❧② ✽✲✶✷✪ ✐♥ ❤❛❧❢ ♦❢ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱
❜✉t ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✸✵✪ ✐♥ ♦t❤❡rs✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❤❡r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❞❛t❛ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❡❡t
❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✖r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✖❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ❧❡❛r♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ■ts ❝❛✉s❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ❛♥❞
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝♦rr❡❝t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ q✉❛❧✐t② ♦r ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡
r❡♠♥❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡tt❡r ❞❛t❛ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧ ✜t ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❆❙❙■❙❚♠❡♥ts ❆✴❇ t❡sts s❤♦✇ t❤❛t ✐t s♦♠❡t✐♠❡s ✐♠♣r♦✈❡s
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❣r❡❛t❧②✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❛r❡❧② ❛t ❛❧❧✳ ❋✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s
✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡❢❛✉❧ts ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤❡♥
❛♥❞ ❤♦✇ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ■❊❙ ❣r❛♥t ★❘✸✵✺❉✷✶✵✵✸✶✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❉❡♥❣✱ ❆✳✱ ❳✉✱ ❨✳✱ ❑♦❤❛✈✐✱ ❘✳✱ ❲❛❧❦❡r✱ ❚✳✿ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ ♣r❡✲❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❛t❛✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s✐①t❤
❆❈▼ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❲❡❜ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ♣♣✳ ✶✷✸✕✶✸✷ ✭✷✵✶✸✮

✷✳ ●❛❣♥♦♥✲❇❛rts❝❤✱ ❏✳❆✳✱ ❙❛❧❡s✱ ❆✳❈✳✱ ❲✉✱ ❊✳✱ ❇♦t❡❧❤♦✱ ❆✳❋✳✱ ❊r✐❝❦s♦♥✱ ❏✳❆✳✱ ▼✐r❛tr✐①✱
▲✳❲✳✱ ❍❡✛❡r♥❛♥✱ ◆✳❚✳✿ Pr❡❝✐s❡ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣
❛✉①✐❧✐❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❛r❳✐✈ ♣r❡♣r✐♥t ❛r❳✐✈✿✷✶✵✺✳✵✸✺✷✾ ✭✷✵✷✶✮

✸✳ ❖str♦✇✱ ❑✳❙✳✱ ❙❡❧❡♥t✱ ❉✳✱ ❲❛♥❣✱ ❨✳✱ ❱❛♥ ■♥✇❡❣❡♥✱ ❊✳●✳✱ ❍❡✛❡r♥❛♥✱ ◆✳❚✳✱ ❲✐❧❧✐❛♠s✱
❏✳❏✳✿ ❚❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✭❛❧✐✮✿ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❞ s❝❛❧✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙✐①t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ♦♥ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆♥❛❧②t✐❝s ✫ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ♣♣✳ ✷✼✾✕✷✽✽✳ ❆❈▼ ✭✷✵✶✻✮

✹✳ ❘✉❜✐♥✱ ❉✳✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❝❛✉s❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥r❛♥❞♦♠✲
✐③❡❞ st✉❞✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ Ps②❝❤♦❧♦❣②❀ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ Ps②❝❤♦❧♦❣②
✻✻✭✺✮✱ ✻✽✽ ✭✶✾✼✹✮

✺✳ ❲✉✱ ❊✳✱ ●❛❣♥♦♥✲❇❛rts❝❤✱ ❏✳❆✳✿ ❚❤❡ ❧♦♦♣ ❡st✐♠❛t♦r✿ ❆❞❥✉st✐♥❣ ❢♦r ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✐♥ r❛♥✲
❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡✈✐❡✇ ✹✷✭✹✮✱ ✹✺✽✕✹✽✽ ✭✷✵✶✽✮


