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Capftulo 11

AREAS DE REGIONES POLIGONALES ’
. (" l\ . » . .

Ao - . . 4 oo

lglnterior

.\\‘
L 4

como una de las que se ilustran

D

e Una regién pollgonal es Una figura en un plano, como una de

és;as Q

- ’
N ¢

L @ .qué“puede "dividirse"‘en regiones triangulares. Con mayor

prec1816n

Lo peflniciones Una regién triangular es la reunién de un

triéngul@ y su interior.” Una regién‘goligonal es .la reunién

de un nimero finito de regiones triangulfres en un plano, tales
que si dos cualesquiera de ellas se intersecan, la interseccién
es o0 bien un segmento o un punto.

Las lfneas de trazos en, las figuras anteriores huestran la
maner# en que se podrfa dividir cada una de las figuras de este

modo. - He aquf otros ejemplos:

§
i




e

En los dltimos dos ejemplos las figuras tienen "agujeros".

La definicién no excluye esta posibilidad, 'y, por tanto, estas
figuras son regiones poligonales‘legftimas.

Por otra parte, la regién APDFQC no puede'dividirse' en

P, .

}‘ c ' ) ' F
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. 1

el .MBC y el .ADEF, aunque es la reunién’ de estos dos triéngulos
La interseccién de los dos tridngulos es el cuadrilétero EPBQ,

- que ciertamente no es un segmento ni un punto. Esto no signi-
flica que APDFQC no sea-una regién poligbnal, sino que el o
describirla como la reunién del AABC y el ADEF. no es suficiente
para demo§trar que 10 es."APDFQC es efectivamente una regién

poligonal, en la forma ilustrada a continuacién : o

. . % ° . | R /
Las regibnes poligonalés constituyen una clase muy extensa

de figuras. Desde luego, hay figuras sericillas e importantes

que no son regiones poligonales. Por ejemplo la figura for-

o

mada por una circunferencia junto con su interior no es de

este tipo

I

81 una figura puede dividirse en regiones triangulares,

-

esto es posible de mucnas maneras. Por ejemplo, un paralelogramo

- més su interior puede dividirse de muchas maneras. Aquf ilus-

tramos tresjde ellas.
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En este capitulo estudiaremoh 1as éreas de regiones poli-'
gonales, y aprenderemos a calgularlas. Lo? dieciséis pOstulados
ya presentados nos permiten hacer egﬁq, pero el trabajo seria
extremadamente diffcil y poco propio para un curso introductorio
de geometrfa como es éste. En cambio; présentaremos-la medida
del 4rea, en forma parecida a como 1o hicimos con. 1a medida de

distancias y de dngulos, usando postulados adecuados. -

&

Postulado 17. A toda regién poligonal le -
corresponde un nimero positivo dnico. '

' Qgiig}cidn' E1 ére; de una regién'poligonal es el nlmero
que Se. le asigna- segin el postulado 17. - .
De31gna%os el area de una regién R simplemente como el-
drea R. fﬁ los postulados SlgUlenteS cuande hablemos de una
_regién, por abreviar, se entendgré que hablamos de una regién
poligonal. ' '; . .
| Nuestra intuicién nos dice 3pe dos regiones de la mismna
forma y tamaiio deben tener la mﬁsma drea, no importa su posi-

cién en el espacio. Este comcepto fundamental nos sugiere el

postulado siguiente: ‘

¢ Postulado i§;- Si dos triéngulos'sonbcongruentes,

entonces las regiones triangu}ares tienen la misma

drea.

Si una regién se divide{en dos gértes, es claro qué'el.~
fssétea de la regifn debe ser‘_a suma de las-4reas delas partes. " -
' Esko es lo que dice nuestro préximo- postulado. Enunciémosldk;jf

sy consideremos pués su significado. r '
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. . Pdstuladb'19 ‘Supongamos que la regién R es

~ la reunidn de des regioneé Rl y R2 Supongamos que _ .
" 'Rl y R, se intersecan en a lo sumo un nume finito ’
.de ngmentoa y punLos Enthces el a de R es

la ssumd, de las 4reds de

Ry ¥y R

cacién de este postulado ' . _ - .

“En cada”figuna'la.!nterseccidn'esté marchdélcon-1£neés-gruesas,’*

. mentos en 1a segunda y en dos segmentos y un punto en la.

by giones triangulares, R

Ba

. { g 1.4 . 4

4 . ' ' T (’\
- S N .
. . I

v : -/

Las“tres flguras siguientes ilustran: ejemplos de 1a apli-

Y - I Y v

Yy consibte en un :segmento en la primera figura, en tres seg-

tercera, " - oo o o ' t e
) ) : . - . - .
Por-otra=parte, la figura siguiente es la reunién de dos _ '

. )

y- R2, pero su interseccidn ho consiste

1

La interseccidn es

/ en un- nldmero finito de. segmentos y guntos.

Entonces el postulado 19 no

\\\§f la regiﬁn cuadrildtéra del centro.

se "puede aplicar en este caso. . Si tratdramos de cal@ular el
- ‘ \ .

yR?_

. . 1)
Fue pensando

drea de toda la regidén sumando las dreas de R 3 el 4rea

¥
de la regién cuadrilétera se contaria dOS-veFesf.

%

’ "w ’ ' ) Y




Y

A

>

. remos la\correspondiente-unidad.cuadrada para

‘.de ung arista.-
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en esta. sitwacién por lo que ingistimos, en_la definiciédn de
regién poligonal, en que los triénguloé”hue determinan la
regién deberfar ser como allf especificados.

Al’'igual que ocurrfa en el caso de distancias y dngulos,
la "unidad de 4rea" puede elegirse arbitrariamente Sin embargo, .
conviene y- es costumbre escoger una unidad estrechamente aso-
ciada a la unidad.de distancia. Si vamos a medir la diatancia

'en pulgadas, mediremos el drea en pulgadas cuadradas, y en

general, para cualquier unidad de distancia que elijamos, usa~ .

¥ el 4rea.

Una manera de asegurar esto serfa enunciar Zomo un postulado

el que el 4drea de un cuadrado serd el cuagdrado de la longitud

. ! e :
(Entendemos por "drea de un cuadrado", desde 1uego, el

drea de la reglién poligonal que, es la reunién del cuadrado y su “
interior’. Andlogamente, entenderemos por 4rea de cualquier
cuadrilftero, el érea de la regién poligonal correspondiente ;)

#'_ La afirmaeién A = e2 ‘es, - sin, ~embargo, muy particular para
que sea adecuada. La dificultad’ estriba en que si establecemos

nuestra unidad de 4rea por el postulado A w 2, entonces
tendremos el problema de demostrar que la férmula correspondiente
serd cierta también para recténgulos Es decir,. tendremos que

demostrar que el 4rea de un recténgulo es el producto de la\

longitud de su base y la lohgitud de su altura. Desde luego,
" 81 sabemos que esto es clerito para los rectdngulos, concluiremos

inmediatamente que en-el.casg de los cuadrdados A = e2, porque v

todo cuadrado es un recténgulo. Podemos demostrar-la afirmacién
reciproca, pero la demostracién es més dificil'de'}o due uno -

B « .
. : C e
. . N '
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'/i> p;ziera creer. Lo més conveniente’ pbr ahora, es tomar como

postulado la férmula més general,_es decir, la de los rec-

~

. t@ngu}ds:

Postulado 20. El 4rea de tn rectdngulo es
St el producto de la longitud de su bag? y 1a lon-

\
( ) gitud de su altura. .

- ' b ' "
/{ | | "A=bh . |
- . : : //“\ | )

. Notards que en los pérrafos anteriores y en el postulado
20 cuidamos de decir, "longitud de su base" y "longitud de su
altura" De ahora en adelante, al usar el postulado 20, .,
diremos sencillamente: ' *

"El‘grea de un, recténgulo es.el producto de su base y su
altura". Esto quiere decir que a vecep usamos "base" y
"altura" para indicar segmentos reiﬁliineos y a veces para in-
dicar_sas_longiﬁudes. De ahora en adelante-hafemos esto gene-

“ralménte5 confiandd, en tu habilidad para distinguir p6r el _
contexto cu§l de'ljg sentidos de una palabra debe sobrentenderse.

$i "bisecamos un lado de un tridngulo" la palabra, "lado" tendrd ' =
R

su’ sentido origindl, el de un conjunto de puntos. 8i "cuadramos
un ladp de un tridngulo', usamds la palabrq‘"lado" para abreviap
"longitud de' un fado* Tales maneras de abreviar Serén,muy

. convenientes en este capftulo y los siguientes.

L}
oy

Podemos ahora, a base dé los cuatro postulados del rea,
calcular las freas de tridngulos, paralelogramos y varias otras

£iguras e _ .

ot
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Conjunto de problemaé/ll-l

¢
*, 1 . N .
1 it '
.
..

Muestra que cada'una de las figuras siguientes es poli-
gonal, indicando un modo de dividirla eh regiones

triangulares tales que si dos de ellas se intersecan, su
intersecclén es‘ﬁn punto o un segmento de tada una;de_ellas.
Trata de hallar en cada caso_él menor nidmero posible de
‘Epg{ones'tnééngulares. ' -

-

alcula el drea de un rgcgéhgulo de 50 pies de largo y
l6l pies de ancho.

2
a. Si duplicas la altura de un recténgulo y dejas la

misma base, jcémo cambia el érga?: ‘
ba. Si duplicas ambas, la altura y la base de un
recténgulo, jcémo cambia el 4rea? L ' RS
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. 1_ 9
. mdquina. Para) computar el ///// 9" 1 )
” cosfgiaéxglgzél un gran . "L‘ "
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(Cuéntas losetas, cada una cuadrédgly de § pulgadas de
lado, se necesitardn para cubrir un piso rectangular de
37 pies 6 pulgadas por 12 pies? N .

La}figura.nos muegtra una | 33 ff—_—_*

cara de cilerta parte de una .| 9"

9
a1

nimero de estas partes, es - T
. + s ) | “"
- necesario conocer el drea de _f '_i ’
. 4 '
*una cara. Las,regiones Lr 3
A - . 3 VI 9"
somBheadas no se van a pintar. B B Ty |
Malla el drea a pintarse. C "
e | '-*."—*'——22—-.'

R O

R ST

*6 .

;Serdn clertas o falsas las siguientes afirmaciones? -
Al . %

N

' Da una razén para tada respuesta.
"a. Un ;;ﬁ%ngulo es una regién poliéonal.
b;’ El pogtulado:l7ndi§e que a todo ndmero positivo A le
b corresponde aigund regién‘ﬁoligonal R.
¢. Toda regién éoligonal tiene una 4rea dnica. .
d. 81 dos tridngulos “son congruentes, enthcEs sus
.negiones t%iangulares tienen la misma érea: '
“e. La reunién de dos fegioneé pdiLgonales tiene un 4rea
‘igual a la suma de;las/ﬁ?eas de cada'dﬁa.dé las regioﬁes.
£, El postulado‘ZO nos asegura que el drea de*un cuadrado
_ de lado e es IA = e2..-" ) _
g. El interior de un trapecio es una regiénmpoligonal
/l\ Una regi6n triangular es una regidn poligohal
Una reglén rectdngular con bade 6 'y altura % %e- puede dividir
en. .cuadrados deslado 2, como en la figura 1. Notards que un .,
ctadrado de lado 2 es el mayor cuadrado posible que podemos

‘utilizar para divddir la regién rectangular en un numero

I
~
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exacto de cuadrados congruentes .o

- %
‘ o

-.”“. 7 ) '

. Figura 1 o Lo

. T - ' g WP
. | De agnefa andloga, dﬁ'c&adrado de lado % es el mayor S
: cdadrado posible que podemos utilizar ‘para dividir una
regién rectangul@r de base 4 y altura l% en un nuﬁero'
) ( e{acto"de‘quadrados cgngygentes, como en 1a'figa?é-2.
» " ) » 4
o |
Sy .‘. . N
‘ ~ 2 - ~
L ) : " . " Figura 2 _
S betermiﬁé el lado del mayor cuadrado posible que podemos
ca, ufiliZar para dividiy en un nimero exacto de cuadrados
congruente& las reglones rectangulares con las medidas \
. siguientés~ . . .o P
a. b= h=12 * d. bw=1.7 'h o= 1.414
b. b=35 how2d e. b=2.0 h o= V2
.  e...b=3.5 hwm=1.7 f. b= NZ | h= 43
. "' -
e
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_ ~ _ :
h/) 1Qué dificultad. encuent!as en las partes (e) y (£)? &Té'
" das cuenta de que esto tiene que ver c¢on lo explicado en

'el texto anteés de presentar el postulado 20? . ’

. *8. En la figura siguiente A, B, C,D, E, F, G se 1laman
vértices los segmentos AB, BC, CD DE., EG GA EF, FD FB

se 11aman-aris!as y las regiones: poligonales ABE, FED
"BCDF se llaman caras. El1 exterior de la figura también se

consideraré come- unaycara.

“Sea ¢ el nipero de caras, v el ndmero de vértices, y
l-’ﬁ el nﬁmero de ariétas' En un teorema descubierto por
Euler, un famoso matemético, aparece la siguiente eXpresidn'
¢ - a+ v, que se refiere a figuras de 1as que 1a anterior
es un ejemplo. Usando 1a figura, calculemos el valor de_
c - a+ v. Verds qQue c =4, va= 7, a=9, lo que da
‘c - a+ v_-‘2.h‘ R , v
« Usando las dos figutés qué siguen, calcula c - a + v.
// Observa que las aristas no tieneF neegsifiamente que ser -
segmentos. '

¢

..
L)




11-2 330

_ - SN A
b. Suponte que esta figura
es_uné seccibn de dn_mapa '

- en que se muestran, dig-

tritos;

'c..~LQué5caractérfscica observas en los‘resultados de los
~ tres cémputos? _ | |
Y - 'd. En la bafte (a) marca un punto en el interior del
’ cuadrildtero y dibpja Segmenﬁos_desde tada uno de‘loé
S cuatro v¥rtices al’punto. ;Cémo influye esEQ en el
célculo_Qe.kc -a+v? (Puedes explicar pbr‘qué?
'e. Marca un punto en el,exteriof,de'la figura de la
parte (a)" y.dnela a los dos vértices‘mds cercanos.
“AéCémo influye esto en los cémputos? N ¢
’f.  Si te interésg.este pfoblemq y quietres seguir estu-
diéndolo, lo verds tratado en "The Enjoyment of-
’ A Mathgmatics" por Rademacher y Roeplitz y en "Fundamental
"+ Concépts of. Geometry" por-MeserQe. . ’ '

4

i

- 11-2. Areas gg tfiénguldg,x cuadrildteros
. ‘ - . : N -

v Calculemog ahora alglnas éregs, baséndonps'en nuestros postu-

v -

lados. - I !

™

Teorémg'll;l. . Bl éfea de un triéngplo fécténgulo es la mitad

del, prodUch de. sus ﬁatetos. .
: A \ N~ L.

F4

. s
KN A v . *

-

t




|, Demostracién: Dado el APQR, . con un dngulo recteq en R;
®Sea - A el 4rea del APQR. Sea R' ‘1a interseccién de la .

p ela a PR'que pasa por Q y la paralela a QR que Ppasa por P,
* Entonces QR PR-es un recténgulo y APQR = AQPR' Por el postu-
~lado 18, esto significa que el 4rea del AQPR' es A. "Por el
postulado 19, el érea del rectdngulo es A + A, porque los dos

.Atrléngulos se intersecan s6lo en el segmento Pq.  Por el postu-
lado 20, el drea del rectdngulo-es ab. Por lo tanto,

C=sb .0
d o 1C N
' . : 'A‘= 2ab ' L

. que era lo; que tenfamos que demostrar:,

De estfo podemos obtener 1a f6rmu1a para-el drea de cualquier

triéngulo Una vez tengamos esta f6rmu1a, ella 1nc1U1ré el

B )

teorema 11-1 como un ¢aso particular.

Al

‘Teorema 11-2.° E1 4rea de un triéngulo es 1a mitad del

producto de Cualquiera e sus bases y la altura a esa base.
- t : . .

L J

———
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X . A .
. . .
’ ’.
“ v, s
ay . N .
. * - . J
B .
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Demostracién: §ea ‘A:”efﬂgxeaﬂdel triénguLU‘d&d&. “~tas
tres figuras ilustran los t:e?Q;asoa a c6néide}ar; - i '

-

(1) si el'pie de ia'aitufa.esté entrellos extremos de la. -

) / * se indica. Por el teorema anterior; estos dos

tridngulos tienen éreas-%%lh y %béh. Por el postdh

B " lado 19, tenemos : ‘ . ) .

: 4 Lyp 4l
o 7/, .s L A= 7k 1 2b2h E |
' v '~ Puesto que by by = b, tenemos C - f :
N SR

- .2(by + by)h ;

S, | : | _ ,

.. . . ’ “ ’ ( l ’

"a'—.bh T ' a v
¥ 2 ‘ : N
como querfamos demogtrar. ¢

-

(2) si el p{; de la altursg és-un extremo de la base, nada '

nos queéda por demostrar: a sabemos' or el teorema
q P ya P

‘ anterior que A = %bh 3 : L x>
. (3)’\EQL18 tercera figura, vemﬁs el triéngulo dado, con -
/”*\; ~ 4rea A, y dos triéngulos recténgulos (uno ‘mayor 'y
' otro més pequeﬁo) ‘ Tenemos . )
. 1. &
/ _ . 5bh + A = —(b + b)h. .

* El alumno explicar4i el porqué de este.pasoi

Deépejando algebraicamente A,‘obtenemos - A =:%bh,

que era lo que’se querfa demostrar. . o
A b [ - e A : N - L ) i v . ' ' :
o Notards que el ‘teorema 11-2 se puede aplicar a cualquier .
tridngulo de tres maner®s, porque cualquier lado puede tomarse
: c@(lé base; después 1o multiplicamos por la altura correspon- L
. .

d e y dividimos por 2, para‘ aé! conseguir el 4rea. La
figura que sigue ilustra las’ tres posibilidades para unvsolo
tridngulo. - Ty «- .
) A . ~ . o . ' N
2 | ‘
(Q ‘\. /? .. ¢ N "
_ . - ‘“ /
J ‘ S
. ¢ ’A . .




B

Las tres férmulas

1y n
20227

1
2b3h

L
7P1h1,

=333

tienen que dar

una misma respyesta, pojque

. todas ellas da

el

valor

correcto para e1 4rea de?

triéngu

lo.

Notar

el 4rea

" - L]

4

L

. ] ' -
también que una vez sepamos la manera de hallar,

a
déﬁun tridngulo, no tenemos gran problema con las dreas

- d regiones poligonales: todo lo que necesitamos es paﬁtif

las regiones poligonales en regiones triangulares (lo que sabemos
. que se' puede hacer) y luego sumar 1as éneas de las regﬁones

) triangu

1ares

Qrapecios

e

Teorema 11-3,

Demostracfdn'

SQ divide al paralelogramo en dos tridngulos congruentes,

postulado 18 nos dice, que fhgé
éreaQ iguales.
" 4rea del paralelogramo PQRS es.

-

Esto es bastaate trivial para el caso de. paralelogramos y(

El 4rea de \ un paralelogramo es el producco de

Dibuja la diagonal SQ

Pero el 4rea

_cualquiera de sus bases y la correspondiente altura.

Segin el teorema 9-14
El

tridngulos congruentes tienen
el APSQ = —bh

_Por lo tanto,'el_

~bh, como se: querfa demostrar .’

&‘.
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. Notards que el teS?ema 11-3. se puede aplicar a cualquier
paralelogramo de dos maneras, porque se puede tomar Cua1Quier
lado como base, y luego multiplicarlo por 1la altura correspon-
‘diente, para asi conseguir el 4rea.

‘ .
En el primer caso, tenemos que A = bh 'y en el segundo caso.
A =Db'h'. Estas dos expresiones -bh:y b'h’ debenAdar el
mismo resultado, pues ambas dan el valor correcto para el érea_.
del pa?alelogramo : ; b _ °
.E1 4rea de un trapecio puede bbtenerse éambién déscompo-

niéndolo en dos tridngulos. o .

' Teorema 11-4. El 4rea de un trapecio es 1a mitad del pfo-

ducto de su altura y 1a suma de sus bases

DehoStraci6n.‘ Sea ‘A el drea del trapecio Cualquier

diagonal divide al trapecio en dos triéngulos, con éreas

.éblh y ; 2 (Las lineas de trazos a,la derecha indican por’
. PO
qué el segundo tridngulo tiene la mfsma altura h que el primero)
Por el postulado-19;: 1 1 v
° v Am= Eblh'+'-b2h’

PN 1
. . . 2
t ’ - .
N . . .
. . .

e Y~

e




-355-

Algebraicamente, esto equiﬁﬁle a 1a f6rmu1a _ =
/ o A= -"h(bl + b2) .
.9 [

La férmula para el.irea de un triéngulo tiene dos conse-
cuehcias utiles, ambés‘obvias

Teorema 11-5. Si dos tridngulos tienen alturas iguales,

‘entonces la razén de sus 4reas es ‘igual a la razén de sus bases.

- . ’ . \
o . . . .

‘Datos: JABC y ADEF con altufas dguales.

Area delaMBC _ Pj- °
Area del ADEF By -

Demostrat'

Esto es féc1l de ver una vez tenemos 1a férmula A = lbh

X L 2 .
puesto que entonces: se deduce que 2 =,b1 — '
bl , . —1'b h Fz - b
. .Q‘- . 2 2 . . . A
' Teq;ema'li'6 Si dos triangulos tienen alturas iguales y
bases- iguales, entpnces tienen dreas 'Lguales. “

La demostracidn de este teorema es fdcil, pyes la fdrmula. )

A --%bh da el miqho resultado en cada caso. . C e




=, A
o

Conjunto de pgoblemas 11= 2

L)

f}..v..l' ‘En el triéngulo recténgulo ABC, con éngulo recto en. C
. AC =7, BC =24, AB= 25. j . |
Calcula el érea del AABC. |

Determina la altura de la hipoténusa, - .
“v - 2. La hipotenusa de un xriéngufo rectdngulo es 30 un cateto
' ' -es 18 y el 4rea del tridngulo es 216. "Halla la longitud

. -de la altura de 1a hipotenusa y lg longitud deuia altﬁfa
del cateto~dado.' : S -

. . 3;_l3:n el AABC, CDLAB § & Lse. N
L " a. Si AB=8,CD=9,
+AE = 6, calcula BC.

-, b. sifaB=11,-aE =5,
& gl caleula cD.
. c. 0 c.TBLCD = 14, AE = 104
L s - . BC= 21, calcula AB.

3

d. Si AB = ¢c, CD = h,

L ' . h' ' :BC = a, determina AE. = - ';f/f‘f
4. En la figura, CQ =-QD.:. @ .
Demuestra que\Area AABC = Area_AABpL"

. U-.'
5. 81 ABCD es un cuadrade, halla -
< ’ a el'éréa de la estrella dibujada = -
'a la derecha en términos de s y° b

4

Los segmentos que, forman el contorno

de la estrella son congruentes.

Iif—+-

> -—.—,—'?','-—_ <
O ————




‘6. En el paralelogramo ABCD, \ | ; & T
Z\EL"E LR y B LBA. S R )
.a.. 81 AE = 7, DC = 12, . BRI
. " BC = L,Q,_enton_ges : _- "'. ' B ‘;ﬁ L A "'-
, AR = . : o '/C/\\\ ' e ;
. b. Si AE = 10, AB = 18, E oAl S~
/ GB = 15, entonces - ' .
c. SLAF.=6, DC = 14, . o d
. “+\AE = 8, entonces .
. ) - IAD.-‘ ‘ . | . .
‘d. S1 GB = 16, AD = 20, T e 3
. .. AF = 16, entonces . S _ . >
7: Demuestra que las diagonales de - ) F ot
¢ un paralelogramo lo dividen en’’ )
‘cuatrq tr.iéngulos con éreas \ _ _ . o
Sgele T
* 8. Determina el 4rea’ del trapecio ABCD,, - ' oo ’
. .a sl AB =12, DC.=6, DE = 4. . o |
| b. ysl AB = 9, AD = 4, DC-Q,‘\_D- . c i
o2 SN
c. sl AE = 4, FB-6 DE-S ! L)
) | . DB = 13, DC = 6: .. A [ .
. d. sl AB="27,DE =7, A =3, £ b F'h Y
.. . EF=FB: . : s
e’ sLAE= 12, ER=3,FB=9, . . . .t
CF = FB, ’ '4 A N e
oo ) o ‘ | . J \ .
-~ s . [ ~ . \" ] w . )
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12.

.

1126 las rectas- CE DF AG en
. direccién este- -oeste. Encontré

'Demue%tyaJél teorema: 81 el *
B cqédrilétero ABCD tiene diago-

) g . ’ : <4
.

(

. Cq}cula el érea de un trapecio si su altura tiene .longitud

7y su mediana tiene lqngitud 14. (Sugerencigj V. el pro-

‘Un triéng@lo y un pqralelogramo'tienen dreas iguales y -

basqg iguales. ;Qué rélacidn'hayfentre sus ‘alturas?

pompara las dreas de:

q: El paralelogramo ABCD- y el lt*ﬁ&
' triéngulo BCE,

.blema 10 del anjunto de problemas 9-6.) - e

b. E1'ABCF y el ABCE..
c.: El AABF y el AFCD, si -
" F es el punto metlio de AD

d;. Los trifdngulos CFD y BCE y 8
el phrqlelbgrémo ABCD, si
F es el punto 'medio de AD. ,
Al medir €l terreno dibujado
aquf, un agrimensor marcé la
recta NG en. direcc16n nor te-sur *

y pasando por B Después loca-

que CF = 5 varas, DF = 12 varas,
AG = 10 varas, BG = 6 varas, '
BF = 9 varas, FE = 4 varas. ~

T —
Calcula el 4rea’'del terreno.

4(.

nales perpendiculareg,“su 4drea. .
es igual a la mitad del producto

de las longitudes de las diagonales. : f“_’
L .
s [ \ . v
4 M ‘2' 8 . /
. \' t f . / ) .




14,

15.
" 16,

*17.

.18,

.19.

‘a. Si- AD y BE son dos medianas_
" ‘del AABC que se intersesgp/)'

“
<

¢

Redacta Mnvcorolario del teorema del problema 13 ‘que se

ref*era al 4rea de un’ rombo

El 4rea de un cuadrildtero es 126 y la longitud de una -
diagonal es 21. si las diagonales son perpendiculares,.

cal ula 1A longitud de la otra diagonél. ' Yoo (;
‘Las diagbnales de un rombo tienen lbngitudeé de 15 y 20.

uCalcula su 4rea. Si una aPtura del, rombo es 12 determina

la longitud de un lado.

(Serd también cierto el teorema
de%,problema 13 si la regién 'fo
pofigoqal ABCD no fuera convexa,

como es el caso de la figura?
i .

Demuestra que una mediana de un triéngulo divide a &éste

eg dos tridngulos, cada uno de los cuales tiene un érea
igual a la mitad del 4rea del triéngulo original.

. en G, demuestra que
Area AAEG = Areas BDG. ®

b. Determina qué parte del

Area AABC es el Area ABDG,
(Sugeregcia: Dibuja CF,
- la otra mediana.)

Vol

(o
-~ '*4
|P. R
. 4
1Y . / N
‘ & :
"o S
~
¢ @ N
[ ’ .
¢ B f‘ \\‘
v £)) ¢
- fw R 1V

=539~ , 11-2
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]
-

— 1 .
20. Si AB es un segmento fijo en el )
“plano E, ;qué otras poaiciones de

\P en el plano E harén ‘que el 4rea
del AABP se mantenga constanpe?

“

» Describe el lugar de todas las
. posibles posieiones de’ P en el plano
" E que satisfagan la condicién,
e 'Describe el lugar de todas las
" ' - posiciones de P en el espacfb que
satisfagan la condicién.
. *21. La figuga de i.kderecha‘esté formada
por cuatro trMhgulos rect¥ngulos
y cuatro rectdngulos. Ndtards qué
hay un."agujero"
Unidad,
a. Suma las 4reas de las
“ocho partes (sin gontar

el "ggujetq"). R
b. -Demuéstra que se obtiene

cuadrado 'de .lado

8

L

posihlgs oo oy

A

. el mismo resultado
. tomando el semiproducto
de la longitud de la
- base y la longitud de
N ' la altura, < »

N
c. Explica por qué los

resultados obtenidos - L
en (a) ¥ (b) son
Liguales, a pesar del

agujero |
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*22. Una recla divide 4 una regién
rectangylar en dos regiones
de 1gual drea.. Demueétra .

"que esa.recta pasa por la
intersecci&n de ‘las diagonales
del recténgulo L o

x~._” 11-3: .El'teorema de Pitdgoras .

Ahora ‘que sabemos trabajqr con éreas, es relativamente
fécil demostrar el teorema de’ Pitégoras

Teorema 11-7. .(El teorema de. Pitégoras) En un triéngulo

recténgulo, elucuadrado de 1a hipotenusa es igual a la suma de '

los cuadrados de los catetos. . *

L Demostracién: Construimog un cuadrado cada' uno de cuygs”
" lados tiene 1ongitud a+ b. En este cuadrado dibujamos cud
triéngulos recténgulos coh catetos a y b, asf:

»




- . ’ . e
_h"‘. 1
N L . < )
‘). !
] ‘ !
[ .
e %
',’ il
. ji’a
| | ‘ ) . . N " ‘
Entonces, ‘ . . R “ . |
. ' (1) Cada uno de “los cuatro tridngulos recténgulos es.

congruente ‘al tridngulo dado, por el postulado L{AWL.
Por lo tanto, sus hipotenusas tienen longitud c '
. segin se indica en la figura.
'\}2) _El cuadrildtero formado _por ‘lds cuatro hipotenusas

’

es un cuadrado. Podemos demostrar esto del modo
siguiente: “ .

42 es un 4dngulo recto, porque m<Zy +m4z+ msx = 180,

Ly ﬁ Ly +msx = 90, (Los éngulos agudos de un triéngulo

recténgulo‘son complementarios.) Como cada ‘uno de 103 cuatro r

lados es igual a el cuadrildtero es un cuadr 04
(3) ET 4rea dél cuadrado mayor es igual al dtea del
cuadrado menor, mds las éreas de 1os cua p' triéngulos
rectingulos congruentes. . ‘ . ‘
* - Luego, - -
R | (a + ) = c? + 4(Fab). '

Por lo tanto, - ' o .
. : .92 . , .
a + ZabKW b2 - cZ + 2ab, '

2 + b2 - QZ,'que era lo que‘ibamos a demostrar.

y finalmente, a

4

. .€':"' *




Teorema 11- -8. Si el- cuadrado‘dﬁ un lado de un tri3ngulo es
. lgual a lavsuma de los euadrados de los qtros dos 1ados, en-

tonces el triéngulo e rectdngulo, con un éngulo recto ‘opuesto
al primer 1ado "

..
) ~ I/
? . . ) 4

Demostracidn: Dado el AABC, como en la figura, y

c? - a2 + b2 Sea el AA'B'C' un Lriéngulb rectdngulo con ; -

catetos a‘l b.

S

' . Sea d .la hipotenusa del segundo triéngulo Por el teorema E
\ q <
de Pitdgoras, . | - R
4 = a2 + b2.

N_ - Por lo tanto, d2 - c2. Como- ¢ y d son ambos positivos,
.esto significa que d = c. Por el teorema L.L.L., tenemos que
AA'B'C' & AABC.” Entonces, £C & £C'. Por tanto, £C 'es recto, /

- como se querfa demostrar.
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AT " Conjunto de problemas 11-3a - * . .

1. .Uthémbre'gamina-hacié el norte 10 millas. y después hacia
el este 3 millas. A qué distancia;estﬁ del punto de .
partida? ("En°vuelo directo") _
2, Un hombre camina 7 millas hacia el notte, 6 millas al este '
, «y luego 4 millas al norte. JA qué distancia estd del purito
de partida? . - R S -
‘3. Un hombre camina 5 millds hacia el norte, 2 millas al este;
1 milla al norte y finalmente 4 millas al este. (A qué
distancia estd del punto de partida? =~ = . Y. '

4. En el cuerpo rectangular indicado e el diagrama, determinal
la 10ngitud de AC y. la de AD.

+

Y

D
|
|
e I !
. )_ ————— -~ ‘
: P ¢
’ (// .
- ///3 |2 .
-//
< i
A 4 B '

5. (Cufles de los sigylentes conjuntos de nimeros podrian ser
las longitudes de los lados de.un tridngulo.rectdngulo?

a. 10, 24, 26 | d. .9, 40, 41 |
b.. 8, 114, 17 e. 1.5, 3.6, 3.9
| | A . 2 .2 .1 -
c. 7, 24, 25 £.1%, 25, 3 .

6. a. Demuestra, mediante il reciproco del teorema de Pitégoras,
que podemos determinar enteros que représentan longi--

« tudes de ‘lados da‘\fiéngulos recténgulos de la siguiente
manera:

Eligé dos anteros positivos cug{esquiera m,
'n tales que m>n. Entonces, n? - dz Y 2mp
‘serén lkas longitudes de los catetos de‘un

“~ tridngulo recténgulo, y m2 +'n? seré 1éalongitud
S de la hipotenusa.

-".

[$3




En el cuerpo rectangular de la
derecha, AW = 1, AB = 2, AD =2} .
Determina AY. 9 _.(Qr

En el AABC, AB - 14 BC = 15,
AC.= 13. B

B

b

Ef'AABC tieme un &ngulo:obtuso,
el, ZB, y AB = 6, BC = 14, AC'= 187

. Calcula la longitud de la altura,
, h_, de AB.

C

. tudﬁz enteras de lados de.tridngulos recténgumjeﬁ

" sigulente segmento desde A?

=345~
Usa el méiodo‘antgfior para hacer uha“liéta de longi- -
los Yque 1la’ hipotenuaa segﬁmenoruo igual que 25 Hay
sels tridngulos de esa clase. .
'St los &ngulos rectos y las ‘
longitudes son los de la

determina AY, AZ y AB.*
S1i. cont&ndas la disposicién que €<=~
hay en la figura, y tomas BC = 1 AN
.y m 2£CBA = 90, ;cudl serf la . N

1ongitud de AC? ;Y la del

[
..
.

figura

v
L@
’/

Notards que se va desarrollando.
una regla interesante. Lo °

K

A

v

Calcula la'longitud de 1a'
altura, h, "de AB.

Calcula la 1ongitud de la
dltura, ha’ de BC.




12..

13,

14,

15.

16 .

11-3 : . o _346_

.de 8. Determina la longitud de cada diagonal

“Calcula la longitud de 1a perpen-

. dicular desde cualquier vértice -

CA = 12,(3513?3._' Calcula CD; -

&

 Si'1as longitudes de los catetos

‘altura de la hipotenusa.

¢ ’ '

Un 6ngulo de un rombo tiéne medida .de 60 fy un 1ado 1ongitud

En el rembo ABCD, A(&- 6 y BD = 4

a cualquiera de los 1ados opuestos

En la figﬁra, EE_LEK, BC =5,

Las longitudes de los catetos del

tridngulo -rectdngulo ‘ABC son 15 y/8.
Calcula lalengitud de la h;poténuﬁa.
Calcula.larlongitud de la altura de

la hipotenusa. _ . . "1 . T

de un tridngulo rectdngulo ABC son
a y b, determina la longitud de la

El AABC es isésceles,, COnNCA = CB.
Las medianas AP y 36 sbn perpendicu- .
lares entre s{ en el punto S. Si

SP = n, determina la 1ongitud de

cada segmento y las dreas de las
regiones poligonales ASQ, ASB, ABC

y QSPC en términos de n. (No conviertaq
los radicales en‘decimalés.)' o

v




o

17,

~
*18

L por el General James A. Garfield . - )’-\

- a. S1 Ry S son los punLos medios

« ~ . =3h7- . ' ' 11-3 .

-0 ~ - - -
SO .
Una demostracidn*del teorema de '
Pitégoras, a base de la figura ' :

,de la derecha, fue descubierta “_ B Sk et WY

varios afios antes de llegar 'a S A \
ser Presidente de los Estados | e \
Unidos. Se publfcé alrededor ! % \
del afio. 1875 en el "New England 4 -:r\\\\g\ w\' )
Journa; of gpuca;ion". Demuestra | oo \\\gl
que a  + b =c5, expresando ",

algebraicamente el hecho de. que
‘el 4rea del trapeclo es igdal a .
la suma de las 4reas de los tres - ) | ‘
tridngulos. - Deberég‘expiicar en . ¢

la demostracién por qué ql ZEBA
es recto. :

¢

- ABCD es un cuerpo tridimensional _ I -.' 7

"a manera de_una pirdmide".

Observa que los puntos-A, B, Cy D
no estidn en un plano. Se nos da \\\8 e
que BD = BC = AC = CD = DA = 2.

, de BA y CD, respectivamente,

demuestra que RS~es perpendicular
n;ambos BA y CD.

4

" b. Determina la longitud.de TS. | B
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*19 , Eﬁ'ellAABD,‘elléABD es recto,
‘) AB = BC = 1, AC = CD. Calcula
' AD, mZADC y m< DAB.

v M . /
. .
-, .

'EL teorema de Pitégorasﬂtambién nos dice algo acerca de

1as formas de ciertos triéngulos sencillos. Dos relaciones o

muy dtiles constituyen los enunciados de los dos siguientes - ) !
teoremas. Presentamos figuras que sugieren sus demostraciones |
' Teorema 11-9 (E1l teorema ‘del triéngulo 30-60 ) La hipote-'
nusa de un triéngulo recténgulo es dos veces el largo de un

cateto si, y solamente si, las medidas de los éngulos agudos

soh 30 y 60.
¢ S
,
~
. ¢ ' ‘ \' ? . i .
. 'Teorema 11- fb (El tedrema del triéngulo recténgulo . ~

_isésceles ) Un vridngulo réctngulo es isésceles 8i, y sola-

N -

mente si, 1a.hipoteqp§a es~f%\\3ies el largo'de un cateto.

‘\"C-\/Z-o
0

‘ _ Conjunto de probleias Ll-3b
1. Las longitudes de dos lados de un triéﬁgulo son 10 y 14
' y la medida‘del &ngulo comprendidd entre qstos lados es 30.
| ' LCuél es la longitud de la altura del lado &e 147 gCu&l ¢
. es el 6rea del tri&ngulo? - \

‘ ' ' ‘: ("\‘“\f\\\éggg R '(f' .




* oy de hipotenusa s, la longitud del cate@o ﬁpuesto al
'éngulo de 60° es h'= EJﬁl ; DR : _

. 'Si una -altura de un triéngulo equilétero tiene 15 pulgadas

. cada uno de ellos longitud de 6 LCuél es la lpngitud de

‘La medida de un dngulo -agudo de un triéngulo recténgulo es

" AB = 2, AD = 3 ymsB = 60.

}gDe la hipotenusé,él cateto opuesto al éhgulo’d!‘60 ? 2Son
' esas razones las mismas para todo triéngulo recténgulo

‘:,- . s . . - . (.
r s ) ' '

Y ~349- ' | e 11-3 -

v . . .

Y i E . ¢ ’ . N
N " . . . .

v ' /

isésceles son 30 cada una y 10s lados c0ngruentes Eienen oo

Las medidas de" los énguldﬁ congruentes. de ‘un triéngulo

la base del triéngulo? ' ' _ _ - C

dos’ veces la medida del _otro éngulo agudo. Si 1la longitud

del cateto mayor” es 503' Lcuél es la lohgitud de La hipo- A
ténusa?: ; ‘ -

bemuestra que en cualquier triéngulo rectdngulo 30° - 60°

En el paralelogrpmo ABCD, '('

Calcula la longitud de la ;
altura ‘que va de A a DC

de largo, jcuél es la 10ngitud de un lado del triéngulo?
En un tridngulo regtdngulo que tiene 4ngulos agudos- de

30° y 60°, (cuél es la razén del catéto mds corto a la
hipotenusa? - &Y de la hipotenusa al cateto més corto?
(Del cateto m4s corto al cdateto opuesto al 4ngulo de 60° 7
LDel ‘cateto opuesto al éngulo de 60° al. cateto mds corto?

iDel cateto ppuesto al éngulo de 60° a la hipotenusa?

30° - 60° ? - S1 has trabajado cuidadosamente este problema, :
encontrarés que los resultados te ayudarén grandemente en

'

muchos de 1gs problemas siguientes.

o de los tridngulos isésceles - S

Calcula e1 érea de ada
cuyos lados. tienen longitudes de 20 pulgadas

cada urio y cyyos gulos en la base tienen .medidas de: - <o

. R ]
30 : _ b. 45 . . 60 : .
a." 3 - ' 6

<




L9,

’

Calcula el 4rea de cada uno de los triéngulos isésceles4

cuyas bases tienen longitud de 24 pulgadas y cuyos éngulop i'
‘en. la base tienen medidas dq e S _
el tes. b, 0 e, 60

Usa la informacién dada en lag figuras para determinar log

. s
’
valores numéricos pedidos en cada eje io.,. T e e
. ) L ) . . N— ’
. I3 . s b. - ; .

EASN
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11. En 1l4 fiéura,fXE.Lplano E,

el ABFH estd-en el plano Eé
HFLFB, AB = BH.= 6, y
 mZFHB = 30. -

.' v “IDa las ?edidas de\%qggsx
0 los segmentos y &ngulds

< © de la figura que puedas

4

detexﬁinar.‘

~ . A | '
. +%12, En el DABC, m<A = 30, AC = 4,
y AB'=. 3/3. Calcula BE.
lSerd AC,uniéngulq recto?

a
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*13.

14.

15.

16.

17.

18.

A

19 "'

-r:20.

-ambos perpendiculares a
AB, AE = FB y DF = CE. °

En el DABC 1lustrado en la
figura, determina BC.- (Suge-
rencia: Dibuja la altura: .
aesde c.) )

s B . : ._ . 4
La base de un triéngulo“isésceles tiene 20 pulgadas y un’
lado 26 pulgadas. Calcula el 4rea. . »
En la figura,dgn - FC, DE = CA, |
DFJ.FB y CFLFA. Demqestra

que ei\AFAB es: isésceles

\ A
En la ‘figura, DA y CB son .

Demuestra quer<x & Zy. . .
A ' . ° )

Demuestra el teorema: El i

érea de un tridngule equi-

ldtero de lado s. se da .
por la férmula Area -'% V3.

o

|
o
A
D

Calcula el érea de un triéngulo equilétero cuyés lados son
cada uno de 1ongitbﬁ _ :

a.. 2° | . e, W3
b.’ . 8 N . . . d' 7 o
El drea de un tridngulo equilétero es 9 J*ﬂ , Determina sus

~

&

"lado y su altura.» .

~El 4rea d® un tridngulo equilétero es 16~f3 Deteimina su '

lado y- su altura. \ .

,
A . . . . ' '

Y




.23, En el trapecio ABCD, 4ngulos

R ~ trapecio. _ .

*25. En la figura, el'plan;\E y e{

v

¢ o33 v -

. .

S

—ar

&
oY

}1-5- ~

21. Uncuadrado cuya érea es de 81 tiene su perfmptro con
‘ 1ongitud igual a la 1ongitud del per{metro’de un tri&ngulo
: equilétero Determina el 6rea del tridngulo equilétero.

227 La figura representa un cubo

" El plano determinado por los

. puntos A, C y F esté»seﬁalado
~ S1 AB mide 9 pulgadas% gcuél

es la longitud de AC? jCuél '
es la medida del <¢FAC? Cuél

es~el drea del AFACT -

i

-
©

.

en la base de 60° cada uno
‘comprenden una base de
longitud 12. El lado no
paralaio AD tiene :Ergitud

de 8. Calcula el\4rea del

24 Detgrmina el drea del

t

trapecio de la figura.

plano F se iatersecan en AB,
. formando el &ngulo diedro
. LF-AB-E, CGL plano E, *
.  DGLAB ylEBJ:KE. D es
el punto medio de AB y
BC ® AC. S1 AB.=-4 B, AG =.6,
mZCBG = 45 y'ms CAG = 45, '

H - 6.
[ ] \ -
|
| .
: .
Ef——— g
]
|
/P‘ "*'::: ¢
. // A
/ \y
/- - -
A - e

determina CG y mZ F-AB-E.

v
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*26 .

%28,

. a. Demuestra que la longitud de

"El recténgulo ABCD es la

La figura ABCD es un tetraedro
regular (Sus caras son equilé-
teras) . Sea e cualquier'

arista y sean NM.LAB y NM L DC.

A\

una bi-mediana,'es decir, del
segmento, NM, que une los.
puntos medios de aristas
opuestas, es 128.
" (Sugerencia: ‘Dibuja AM.)

b. -Demuestra que la longitud de la altura, AH, del

tetraedro es i%e (Sugerencia: Dibuja HC y HD.

(Estd H en ﬁ?? Recuerda que las medianas de un triéngulo
se encuentran en un punto a 3 de lavdistancig desde
cada vértice.)
ABXY es un cuadrado, AB = 6,
y m< X-AB-E = 60." K

proyeccién del cuadradb
ABXY en e1°plano E. LCuél
es el 4rea del recténgulo
aBdp? '

/

Dados dos rectdngulos cuglesquiera en un plano, &c&mo ‘se -

podrd dibujar una sola recta que divida a cada regidn

rectangular ‘en dos regiones de fgual 4rea?l . !
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. . . .‘ ] > . : - " -. . "
| Prdblemg' de ?epaso | '

Si pl lado de un cuadrado es el duplo del lado de otro

cuadrado, entonces el 4rea del ‘primer cuadrad es
L

~o,

%

veces el drea del segundo cuadrado>¢*

En el AABC CD~LAB AEJ_BC AB = 8, Ch =9 y AE = 6.
Determina BC.

. \ : : ' . o

Un hombre.camina 5 millas hacia el norte, 1uego 2 millas
al este, después 1l milla al norte y finalmente 6 millas .

" al este. tA qué distancia estaré del punto de partida?

Si la diagonal de'un cuadrado tiene 15 pies de largo,
lcudl es la 1ongitud de cada lado?

Calcula el 4rea de un triéngulo isésceles en el que 1a

bagse es 12 y cada lado-congruente es 10. ',

En la figura, PQRS es un p’

paralelogramo 6T1.§ﬁ, y ’ da
"SVLQR. S '
a. SLSV=7 ypses, ..
calcula el 4rea de / B
PQRS. _ g\\\
b, S18V=8,QTr =147y - -‘*\\ .
" - SR y 10, determina QR. B
. . . \0‘

e

~En un triéngulo equildtero, la Longitud de la thura es
"6 pulgadas. Cufl es la longitud da cada lado?

;"
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v

El lado de un rombo es 13 y una de sus diagonales 24.

Calcula su 4rea.

Yy -

En el AABC, la base AB - 12, la mediana Ch =8,y mz:ADC - 30.

El érea del AABC es .

Deduce una férmula paré el

" 4rea de la figura de la
‘derecha en términos de las

a longitudes indicadas.

Calcula ef‘érea de la regién
sombreada en la figura de

‘la derecha.

La diagondl AD del pent&gono

‘ABCDE de la derecha es 44 y

las perpendiculares desde
B, Cy E son' 24, 16 y 15,

respectivamente. AB = 25y
CD = 20.. }Cudl es‘“el 4rea

- .del pentdgono?

v .

-




13: -Qto: El paraleh.logr'amdlABCD

" en el que X X y E son puntos

*19 .

1)

-357- .

medios de AB y AD, respectiva-
mente. *

Demuestra-que el 4rea de la

.reglén AECX -es 1gual a %» A

del 4rea del. ‘paralglogramo.
ABCD. -

Dequestra qﬁe el éréa de un tyidngulo rectdngulo isésceles
eg igual a l del 4rea del cuadrado que tiene la hipatenusa
del tridngulo comd lado. '

Un tridngulo equilétero tiene un lado en un plano dado.

El plano del trifngulo estd inclinado a un éngulo'de 60°

con el plano dado. ;Cuil es la razén del drea del triéngulo
sal drea de su proyeccién en e@.plano?

Explica la manera de dividir un trapecio en dos_partes
que tengan érgﬁs i1guales por medio de una 7eﬂf:‘zue pase
por un vértice. %

Calcula la 1onéitud de la dfagonal de un cubo con arista

wn

de 6 unidades de largo. <

. En el cuerpo rectangular, H G
' |
!
]

AE = 5, AB = 10 y AD = 10/
a. Calcula AC., ] . E

b. Calcula AG. : ‘| s
Y A

‘Datos: . E1 cuadrado ABCD Y, A . B
como puede verse en la ' '
figura, 1oq_ghnt08'E y F de -
manera que EC LFC; el 4reas =~ F
de ABCD = 256 pies cuadrédos,

y el 4drea del ACEF = 200 ples

cuadrados. )
Determina BE. b ¢

oY
i
|
7
PS)
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Si W, X, Y, Z son puntos v
medios de los lados del

cuadrado ABCD, como en la

figura, compara el 4rea de i \ X

—

este- cuadrado con la dél S » S \
cuadrado RSPQ. ," s | R

*

- La figura muestra dos triéngulos‘recténguloé isésceles.

El primero de ellos tiene un cateto horizontal de 10
unidades de 1oni}tud y el segundo una hipotenusa horizon-

- tal de 14 unidades de longitud. ° T

F \

k__4L,,_r,

-
<

¢

a. Dibuja dos tridngulos asf en papel cuadriculado.
Rgcort% el segundo tridngulo y colécalo sobre el
Iprimgro para mostraxr que sus 4reas sonﬁaparentemente,‘
iguales. . L ] "

b. En la primera figura cuenta el némero de cuadritos 'y

el nimero de medios cuadritps (trifngulos rect&ngulos

is6sceles). A base de‘es;oé ndmexros, calcula el 4rea.

‘¢ Haz lo mismo con la segunda figura. T

~

d. Explica la discrepancia. N
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SEMEJANZA

12-1. La idea de semejanza

Prqporcionalidad En términos corrientes, dos. figuras

‘geométricas son semejantes si Fienen exactamente la misma forma,
'pero no necesar&amente elﬂw

1smo tamafio. Por ejemplo, dos
circunferencias cualesquiena son semejantes; dos cuadrados
cualesquiera son semejantes} dos trifngulos equiliteros cuales-
quieré son semejhntés; y dosLéegmenedgécualesquiera son seme-

Jantes.

~Aparecen.a continuacién dos ﬂ%iéngulos, lds medidas de

cuyés lados son’ las indicadas:

&




~ doble del .niimero correspondiente de la primera su

12-1 -360- ' ' ,

+

Estas figuras tienen'uda'relacién muy peculiar entre sf., Una

‘manera .de describir esta relacién, detun modo muﬁ'tosco, es .
.diciendo que el tridngulo de la izquierda se puede "estirar",

o el de la derecha se puede "encoger", pasta coincidir con e
otro gegin la correspondencia
 ABC «» A'B'C',

Desde‘luego,‘ebta correspondéncia no es unalcongruencia! pues
cada lado del tridngulo de la derecha tiéne doble largo que el
lado correspdndiente de} otro triéngulo. Llamamos semejanzas 1

ahlas'correspondencias de este tipo. M4s tarde, en este §
capftulo, daremos la definicién precisa de una semejanza.

Notaréds que las longitudes de los lados de nuestros dos
trjdngulos forman dos sucesiones de nd

ros positivos, )
a, b, c y a', b', c', que estén en una md& par%i-
cular: cada ndmero de la segunda sucesién es exattamente el
i6n, o,
dicho de otro modo, cada nimero de la primera sucesién es exac-
tamente la mitad del nimero correspondiente de }a'segqndq

sucesidn., Asf

a' = Za' N a = %a"
R VT b = b’
. . 1.,
. e' = 2¢c c = Ec 5
Otra manera de indicar_esto serfa escribir : ““~\\\\\ |
a' .b'.-c"-.z 6. ‘a_ _c',-'_l BN
a b ¢ ’ a’ b o 7 .
Las sucesiones de himeros poéitivos que estén relacionadgsfde
esta mangera se dicen ser proporcionales. Co ¢
Definicibén: Dos sucesiones de nimeros, a, b) Cy v Y o

P, q, ¥y ..., ninguno de los cuales es cero, son’ proporcionales

% ' ¢




. 8l _ : .
8.buca.. 6 RBe8af-
p q r | .a b ¢ .
Las proporcionalidades més senc#llas son- las que comprenden
solamente cuatro ndmeros; ellas tienen propiedades particulares
que vale la pena seﬂalar. Indicamos algunas de ellas para
| : :

referengia futura. :
. ’ .
Propiedadep algebraicas de una proporcién simple

si ., -~ ’ o a.c
. B
donde a, b, ¢, d son todos diferentes de cero, . & -
entonces . (1)  ad = be N I H,
i (2) _a._l). '/_
c d L , o
' R o>~

b d

‘(3)a+b c+d ’ ' o

v : . . -
(4) a-b_c-d |,

b d

Demostracién: De la ecuacién original. % - % , obtenemos

* (1) ad = bc, multiplicando” ambos miembros por bd;

(2): 2 - %, multiplicando ambos miembros por b,

(o c’
(3) a -:,b - 4c_‘._»:l- ;d’ sumaﬁdo ‘]_ .a amboe' miembros;
- -\"’ ! v / |
(& 252 =559, restando 1 de ahbos miembros. 1

- Podemos deducir otras relaciones, pero éstas son las de
mayor utilidad. AR o R
. Definigiéﬁ:- Si a,%b, ¢ son ndmeros positivos y % -

e

*
b
C

‘entonces b es la media geométsica entre a -y c.

De 1la propiedad (1) anterjor,; se deduce que la média ~ .

geométrica de ‘a y c es Jac.
' ) 4 ]
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’ _ Conjuntc_) de problemas Q-l
1. Completa cada enunciado: i
' . a.3d : -
. : a. Si o entonces la
b. si Xal 4
. ‘3 7 » entonces  4x = .
‘ %
i c. Si. % --"}j , entonces 6y = .
2. En cada una’de las siguientpp pr@po%cioneé, hallla X:
x 3 : 5. X
a-. 2 4 ’ c. -l; -]_.5
b, 2o b 2.1
b- X =7 o« 437X
3. Completa cada enunciado:
a. S1 3a = 2x, entonces "E - y Y % =
b. Si }5_-3 4 4m, entonces 3= > Yy 3= .
c. S$1 7b = l4a; entonces _ta; - D / 'FE = \
d. St 5-9 = 6x, entonces -5’5’- , Y 2.
: ‘ ‘ . X T
4. En cada una de las sigui.eptes proporciones, ekpresa el
nimexo a en términos de los ndmeros b, c y d:
P 2a', _ 4c 3b  Sa. ,
/,.r/v . a. 3b ) Sd ‘ -, C. acv - 7d
o 2b . Tc : b _6d
b. - d. 57 = o
o~ 5 L e o
O *5. Completa cada enunciado: '
(I = ﬂ .‘\ a 3 a+ b a-b>b
a. Si \-\b -1 _Fntonc?s > S <
. /K b. Si° 3" %, eritonces 11-'—5-'2'—?-_- sy -LE-—Z
S \C. ', si at call entonces 4. ,y &==¢
o c 7 c ¢
. : "_ 9. - é b + a - gl Iv‘. b - a
{ ‘..d._ Si b 3‘,' ent_iq‘nces‘ a S .
‘ ' ' :
.\y w -
,‘ "/"l I ¢
o ‘ "
< R \
‘ 5/-: - ® Y
.. N e - \




~Se puede afirmar prontamente que las sucesiones

"363* ' - o _ 12-1

M ' { ' N
g ' {/’*‘\' L \
Aqui aparecen tres sucesiones de hﬁmeros.

cionales dos pares cualesquie;a de estas sucesiones? 2
a. 3, 7, 12

) b 9, 21, .36
| c. —g') ‘%2) 10 | ' ¢

ayb
son proporcionales; ya que cada nimero de b es 3 veces el
numero correspondiente de a.

X c no es tan fAcil.

Comparar las sucesiones
Una manera eficaz de hacer tal

[

"comparacién ser{a cambiar cada una en una nueva sucesidn

proporcional que empiece con 1, es decir, e
' 7
a'-:\ 1, f-3—’ 4 -
b. 1, %, o
{
c 1,

—_— — .

En la siguiente lista. de sucesionzs de nymeros, jqué pares'

.de sucesiones son proporcionales? Prepara una lista -

completa de esos pares. BRI

_ ) - 1 9 .
a. 5, 7,7 9 £ 03, 5 1
b. 1, 2, 3 g.. 27, " 21,.. 51
c.. 9, 7, 17 " h. 15, 30, -45
4 2, ¥, g i. 10,. 14, 18 »

e. 18, 14, 34

w_ 'x_ 20

.81 g = 50 " 1 Lcuéies son los valores de; wyv? f

st a4 .11
X

” - ?, Jcufles son los valores de x, y, z?
\

gCuﬁles de los siguientes son correctos para todos los

valores de las letras, suponiendo que ningtn numgro que

- : ,/" - . -
AN ( N P :
.o . o

*

LSerén proper- ¥

NS

_ ter
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aparece en una sucesién sep cero? ‘ e
N R Y A L
. ’ ’ 3 - i ’ a+b ., L .
ntwmo YT TR '
) . ’ k X ‘z W
. . b = ! a, - = o
. Y 8 _t 1 c - d¢ ;
c ’;,'2"‘;'8_8_5 f THdT TN
11. " si. 1Tg - % - -gb-'.“_-i—a,__ jcuéles son’ los valores de p, cjx'p?"‘ L
-+ . 12. La media "geométr'ica de dos nimeros positivos a y ¢ es
b - Vac. La media aritmética de a Yyces d= 9—;—9 .
Halla la media geométrica y la-__medié -afitxgética }de". los -
pares siguientes: + . |
' diﬁk" - i a. 4 y ..' 9 . . : Ta d. .2 "'. y- 24 : .
b, 6y 12 7, T e. 2 y 3
7 ﬂw}nﬁ ‘ C. 8 y .10 ~ ‘ ‘ ‘ ) ' 1
-12-2.. Semejanias.entre tridngulos ‘ ,
. \Podemos ahora _x_'édactfar_ la definicién de una semejanza. ¢
.y i . . . ~
4 - entre dos tridngulos. _Supongamos que se nos da una correspon-:
dencia . . ) R ' o
. ABC «— A'B'C'
» entre dog trisngulos. L o - SR
' ! : ' . : '
/
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Comq se indica en Ia figura, ‘s es 1a 1ongitud del lado vy

opuesto'a A, b la del 1ado opuesto-a B y as{i suces&vamente

Si log dngulos correspondientes son congruentes, y S e

oy a .b Lec I -
(7 ‘ “ A b’ c' e v :
) entonges la correspondencia ABC'Fﬁ-A'B'C', es una emejénza,
4 . - P ;
y escribimos i\

©

AABCA‘AA'B'C'U . 'I.' :
Definicién O'Sea S. una correspondencia entre los vértices
<

.de-dos triéngulos S1 los 4ngulos correspondientes son. v,

congruentes“y los lados correspondientes son pfoporcionales,
entontes la correspondencia S es una semejanza3 y .decimos que . / .

los triéngulos son semejantes

Notar4s” que la definicidn exige‘dos cosas (1) los 4ngulos | L
correspondientes deben ser congruentes, y (2) los lados correspone--

dientes deben ser proporcionales Al pdner ambas condicifones * ] .
en la definicién, nos aseguramos de que 1a definicidn se puede

aplicar a figuras poligonales de m4s de ?res lados., Para ver”

qhé dificultadeSrpodrIan surgir al usar solamente Unavdéblas

- condiciones, veamos: cuél es la, situacign para los cuadriléter@s
o .- e .
. . ) R - ’ . e ‘“
- - B' o : L
o . B c B} . _
T« A 4 D co- A' . D' )
“ : - . . : . KA

’
4 .
I L . '

f - o
e

o Considetaqgrimero la correspondencia ABCD ‘«— A' B\p D',ventre los

{

. " ‘dos rectdngulos de la figura. Los é4ngulos correspondientes son
congruentes, porque.todos ellos son rectos, ‘pero los dos
.- recééngulos no tienen, de manera alguna,. la misma forma. . =

AR




;demost:arén més,adeladﬁ} en este'capitulo.

S AR e
e % \ - R b' 4 . S ' .
Considera abora'un cuadrado y un rombo, “con lados de '
longiEud 1 y 2, comd éstos~3 . D R
. . L ) - . * ,
LR " a |\ L~
, Y
' ! k y
v 'TA_.t__ \ D

En la correspondeﬁhia“'AﬁCﬁiﬁgfﬁ}B'C'D' los ladoé'corre9pon—
dien'tes ' son- proporcionales, pero las formas son bien diferentes.

Veremos s tarde que.en: e1 ‘caso de correspondencias entre

'triéngulo ». 81 se satisface una ‘de las dos condiciones, también

es satisfecha 1a otra. Es decir, 81 los énguloa corrd!pondientes

son congruentes, entohces los lados correspondientes son propor-
cionales; y recfprocamente, si los-ladop correspondientes son’
proporcionalés;“ehtonces los dngulos correspondientes son
congtuentes. Estas relaciones se presentayl en el teorema de

semejanza ALAJA. y el teorema de. semejanza’L L.L., que se. -

3

. e
! S Y AV

Conjunto de problemas 1742 ‘“+ -~ " PRlEECL

3

" s p) - . ’
1. Dada una semejanza AABC ~ ADEF, _ “ Co

~

¢ e

Lac

escribe la proporcionalidad entre los lados correspdndientes
usando la notacién AB AC, etc. Entonces'

a. Expresa, AB en téxminos de AC, DE y- DF. f )

__ b. Expresa BC en términos'de AB DE y EF
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Expresa AC en términos de BC, EF y DF.

e.. Expresa° BC -en férminos de AC, EF 1y DF.
f. Expresa AC en téyminos de AB, DE y DF.

c,
d. “Expresa AB enft@rminos de EC,' DE y EF. -

?
2. Mds abajo enumeramos cinco:conjuntos de 3 nidmeros. 'Sefiala
 qué Pares de conjuntos de/ndmeros (no necesar*amente en el

- orden dado) pueden ser longitudes de lados de triéngulos

semejantes Escribe en ‘cada caso las razanes iguales.

Por ejen,\plo ‘a, ) b; ‘ -'-2— -g- §—2 N T
al 3,74 6 . . d. 9, 12,- 18 '

b. 8, 6,12 e. 2, 4%1 4

e 3, 4, 9 )

3. Se sacan dos copias de un pegativo, una natural y la otra
ampliada. En la primera un' objeto tiene longitud igual a
2 pulgadas y altura de 1.6 pulgadas. En la ampliadaf el

mismo objetd tiene: ‘una longitud de 7.5 pulgadas. Determina

qué altura tiene en la ampliacién
4. Si AABC & AA'B' c', Lsabemos entonces que AABC~AA'B'C'?

~r

EXP“-C& por qué sf o por qué no. e

5, Demuestra que el tridngulo cuyos vértices son los‘punfos

medios de los lados de un tridngulo dado es seme japte al

4 tridngulo dado. : 0 :

*12-3. Teoremas fundamentiles de 1a'semejanza
- ~Considera un triéngulol&ABC Sean D y E dos puntos

diferentes en los lados AB Ly AC, y supongamos que DE y BC d

son paralelas

v SN

\ | )
oy

~




kY

Parece que la correspondencia ABC «> ADE debiera ser una

'seméjanza, y 1o es en efecto, como veremos pronto.f

Prepara-

remos el camino mediante una serle de teoremas

Teorema 12- 1

S
1idad )

(El teorema fundamental de la proporciona-

Si una recta paralela a un lado de un triéngulo, corta

a 108 otros dos lados en puntos distintos, entonces determina

gobre ellos segmentos que son proporcionales a estos lados.

0 gg otro mgdo:

AB - y AC .tales que

En el fAABC s

DE IIBC Entonces,
AB o AC |
AD AE

sean D y E puntos de

4
I

Demostracién

(1) En el AADE y en el OBDE .tomemos

AD y BD como bases, y la altura desde E a AB_como altura

comdn.

Entonces, por el ,teorem 11- -5,

¢

. drea ABDE B_D o .
drea A ADE AD . .o




. ’ . ' | '
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!

(2) En, el AAED‘y en el ACED tomemos AE y Eé :
como bases, y 1a altura qude D a Kﬁ como altura comin. _Enton-"

ces,por el teorema 11~ 5

frea CDE 3 CE  w L (
ADE AE : o
_ S
. : (3) ABDE y ACDE t enen la misma base, DE, y.alturas
- congruentes, ya que lgs rectas DE y BC son paralelas Por . tanto,
por el teoréma 11-6,. Coe A _ “ o
| . &rea’ BDE = dreaACDE. - .
N (4) De las obseﬁraciones (1), (2) y (3) deducimos
que " . o -

BD CE..-
- AD  AE - ‘ R

ABZaC  ‘|
AD AE .

fécil dem stracidn) " Ed decir, tenemos:
Teorema

2-2. Si una recta corta a dos lados de’ un - triéngulo;

y determina

. o .
egmentos proporciqnales a esos dos lados, entonces

es paraleia_ 1 tercer lado.
' tro modo: Sea AABC un tridngulo cualquiera. Sédas

to entre A §~B y: sea E un punto entre AycC. si

J . &-AQ b}
.AD  AE

— .\ s
entonces BC y DE sén paralelas.
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¢ . : “
. n i

s G . 4 .
,  Demostracién: Sea BG' la recta pasando por B, paralela

Q
DE, e inCersecando 'a AE en C'. Por ¢l teoréma 12-1,
Ly |

AB o AC' o
. ‘& ( ty {
. | S : AD  AE . ]
de manera que . - g N X
‘o S . ‘ ' " AB ' " | ,
. . . t - L ¢ amee . - . .
o . AC' = AE * o5 . o |
, Paero la ecuacién dada en la hipéteéis del teorema significa que
' . . . ) . AB . ' ) )
. . * . . v, i AC - AE AD .
Por lo tanto, AC' = AC. Y engonces C' = C, y BC es paralela a
¢ DbE, lo_que se querfa demostrar. oro
o N . Conjunto de(brobﬂemas 12-3a
L. En la figura, las 1ongitudes ' T, <
de 1os.segmgnto§ .son a, b, x, s .
}\ y,’;egdn aparécen sefialados. . i . - .

|"

o a+b ’ o
. = — —_—




" En lanfigura; :
a. 81 RH = 4, W -7,

~c. siRH =5, RF = 20,

“En la figura, DE || AB.

o o6 o.»

‘a. AB

Bf = 10, entonces AB =
b. sLRH = 6, HF = 10,
AB ™= 3, entohces BF = .

———

[
AF = ‘18, entonces BF =

Si AC = 12, CD = 4, CE'="8, halla BC.

SL AD = 6, BE = 105-GD = 4, halla CE. -

Si BGC = 22, EB = 6, CD = &, halla AC. |

. S1 AD = 5, CD = 7, BC = 18, halla BE. N
Si AC = 15, CE = 6, BC = 18, halla AD.
En la figura, los segmentos tienen
las medidas indicadas. lSer
posible que MNIIKL? Justific%’
tu respuesta.

: ’
;Cuéles'ée_los siguiéntes con juntos ' " o ‘
de valores hardn' que FG || BC?
14, AF = 6, -AC = 7,
ac =3 )
b. AB =12, FB = AC = 8,
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'd. AC = 21, GC =19, AB = 14, A
" AF =5, o o
" e. AB =.24, AC = 6, AF = 8,
_ GC = 4. - _
7] 51, en:la figura, DF || AB, o
demuestra que : a
a. DA'_FB '
Tt CD CF

(Sugerencia: Usa el teorema

12-1 y fesEa}l de” cada
. fraccién,) -
b’ \%-9_&

‘(DA) FB - A
¢- CB - CF
‘8. Dada la figura, algulen traté el:
" problema de c6mo balldr w, asf:
| 7219 -w | /N
. 9 - w
¢ Sugiere una ecuacién mds conve-

niente, LObfienes el mismo
resultado? ’

9. Dado que CD_-“x - 35
DA = 3x - 19, CE = 4, y
EB = x - 4, ;para qué

? valores de x serd

- DE ||AB?




~ o - 3

v

HE, HpA ;Deberé ser plana la. figura?

11. Demuestra que si tres o més
[ .
paralelas so¢n cortadas por

'_10. En la figura, ol EF || B, FG1IBC ¥ GHII??, demuestra que

dos secanted los segmentos

de las’ secanmes entre las

paralelas sop proporcionales.

De otro modo% Si las rectas
L)y L2 son éeéantes a las

paralelas AD *3 «F

AB _DE -
entonces BC EF .

12. .Tres golafessse extienden
de_la calle Nueva a la calle

Mayor, como en el dibujo. , r,)”_

'Las rectas de los' lados forman - .
dngulos rectos con la calle ’ I.|° 1 !‘ I
Mayor y el frente total de los

_'solaresmén la calle Nueva mide , /

360 pies. Halla el frente de L 6o’ 120' '

cada solar en la calle Nueva.

. P

Calle Mayor *
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13. Datos: Los " &\ ABC,
'XYZ, tales que RK Yﬁ
. '_ZC se encggntran en (

y ABIl XY, ﬁa Y2,
Demuestra que A X%,

e ()

,

14.. Un impresor quiere hacer ~ -
| una tarjeta, como la de
la figura, de 6 pulgadas

' " de largo y de tal ancho
' - que al doblarlh por la’

‘linea de Erazos tenga la

r misma forma que sin
doblarla. ;Qué ancho debe
tener la tarjeta? e

Teorema 12- 3 (E1l teorema de semejanza A.A.A.) Sea S"una -

correspondencia entre dos triéngulos Si los d4ngulos c.orr'espon- -

dientes son congruentes,.entonces la correspondencia S es una
semejanza. * | ' o _. .
. 0 de otro modo: Sea T A : C g
| ABC «» DEF .~ . |
. una cbr'respondencia entre dos triéniul‘os.‘ _ 'Si LA & /D, LB S/LE .

s

’ y 2C & LF,” entqnces

fABC~ADEF.
/ Nota'rés.que ara demostrar que la correspondencia es una
. semejanza, solamefte tendremos que probar que ‘los lados

correspondientes gon proporcionales.  (No necesitamos ocuparnos
de los 4ngulos, pfiées los éngulos correspondientes son congruentes
- por hipétesis ) [La proporcionalidad de los lados sigpifica que
- . 4 AB . AC . BC | -
- : | DE DF EF
. ' . .
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Bastard con demostrar que es clerta la primera igdaldad (E1
mismo argumento’ podrfa. repetirse exactamente para demostrar la

v -

validez de la segunda ecuacidn ) .
Ast, pues, debemos: demostrar que ,A% %%
‘ , b.
E F

Demostracidn Sean E'-y F' puntos de AR y AC tales que
E' = DE: y AF' = DF. Por el postulado L.A.L., tenemos que
/ o AAE'F' ¥ ADEF. |
* Por lo tanto, ZA'E'F' & /B, Asf, E'F" y BC son paralelas, 0

inci . S} coinciden, entonces AE'F' = AABC, vy, por tanto,
BC. & ADEF; /en este caso, * ' '
& /o : : .
‘ ) AB = DE y AC = DF, T
o'sea I T : ’ '
. Aﬁ AC 9, :
DE . DF

como querfamos demostrar. Si E'F' y ' BC son paralelas,

" entonces por el teorema 12-1, tenemos que . :
: * AB . AC ‘ .

| \ A AR L
_Perd AE' = DE y AF' = DF. Por lo tanto, -
) ‘ “ AB AC '
A : DE DF ’ .

~ como querfamos demostrar _ _ ‘ :

ELl teoreha que acabamos de probar nos. permite, demostrar un
corolario que, segin resulta, vamos a citar mis frecuentemente
que el teorema para mostrar que dos Friéngulos son semejantes
Recordemos del corolario 9-13«1 que si dos,Q§£$§ de 4ngulos
conrespondientes de dos triéngulos'son congruentes, el tercer

.

i
'/‘ ”

1 . < B
! . ,
; » .
: . /
. - Y . - -

\-

G~
N
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par ‘tiene la misma'brOpiedad Ast, del teorema 12-3 deducimos

inmediatamente el corolario siguiente. ”
,}_ Corolario* 12 231, (E1 corolario A A.) Seé S una'
correspondencia entre dos tridngulos. Si dos pares de 4ngulos

correspondienteu son congruentes, entonces 1a correspondencia S

.. es una semejanza.
+

k4
™

Por eJemplo, siy A = LD y LB 84 E, entonces
| l ' AABC~ A DEF
St ZA=/D y AC = (F, deducimos la misma copclusién. Y de |
_manera anéloga para el tkercer caso. ' | I /

Podemos ahpra justificar la afirmacibén que hicimos al prin-
cipic' de esta seccién, demostrando el siqlient:e corolario ¢
- gorglario 1273-2. Si una recta paralelala un lado de un

tridngulo interseca a los otros dos lados en puntos d_i-stintos,‘~

entonces determina un tridngulo semejante al tridngulo dado.

iR
¢

-
S
—~

si Bﬁ ||FC, \enttbnt:es ZADE = LBIb'y'LAEI‘). = /£C, siendo éngulo.s. .
_ corre's"pondi-en\:eé ' También ZA 2LA. Por 1o"‘tantol, A ADE £ A'ABC,” g
. por el teorema 12+3 o el corolario 12-3-1. . Lo

Teorema 12-4. (El teorema de semejanza L. A L.) - SeaV¥ S una

correspondenc‘La entre dos triéngulos' Si dos pareg de lados
correspondientes son proporcionales y los dos éngulos ‘compren- '

didos- son congruentes, entonces la correspondencia S es una
' semeﬂanza




- ..

iggﬁg&gg modo: 'Sea ABC « DEF -una correspond¢ncia entre dos
‘Eriéngulos. . . . '
si o ¢h®D 4
, _ AB _ AC , v
‘ DE DF '’ .
entonces - AABC ~ A DEF . . o

~O

DemostraciSn: "Sean - E' y F' puntos de AB y A8, tales que
AE' = DE y AF' = DF. Entonces : ' ‘

%

AB _ AC ~'
; AE' © AF'

4 - +—p — . o« B
Por ¢l teorema '}12-2, esto significa que E'F' y BC son paralelas.
‘Cuando dos rectas paralelas son cortadas por una secante, los
dngulos corregpondientes son congruentes. _Por:lo_tanto,

LB f e

W \ v ¢

y: 7C % /f,

Per'o sabemos, por el postulado L.A.L., que

"AAE'F' & ADEF,

© Por lo tanto, . ‘e E(/E

y - - (f S /F. .

Entonces, ' _ LB & E .
'y ; .. - 4C E/F.
~Por la hipbtesis ya sabfamos que

‘  ~zA =D, .

Luego, bor_el teo;emé Je semejaﬁza A.A.A., tenemos &ue ;
- . £ABC ~ ADEF,

como se querfa demostrar. : : o

] o . R - . ' )

. ! 1
\\ | ,
Y, . . < ) “

D - - . “ o '
- _377: . -j\\\\/12?3 _ -
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. Nos queda un/ﬁeoremg funaamental'més de°sémejanza de .
tridngulos. ‘ o t ‘ .
. Teorema 12-5,- (El teorema de semejanza L.ﬁ.L.)' Sea S una

‘corredpondencia entre dos tridngulos. Si-los ladog correspon-' P '_.

dientes son proporcionales, entonces la correspondencia S es

una sefie janza. v , t . .
' A de otro modo: -Sea ABC «» DEF una correspondencia @ntref:

dos’ tridngulos.

S1i o . ,' _A_I}'EA_C'H_EQ,
: ) . DE . DF EF
@ entonces o L AABC ~ ADEF.
®.

. -
- - » '

Demostracién: COmo anteriormente, sean E' y F' puntos de

-

AB y A"c' tales que AE' = DE y AF' = DF. . R
Afirmaciones | A . Razones -
- . _B . AC_ . . . 1T & .w .
L. DE ™ DF . . Hipdtesis L ‘
B AC o . . '
2, %E.= vl . Sustituci?b "
3. EfF' y BC son paralelos. Por 1la afirmacidn 2y n;{.»_
. _ .\ ‘. \ el teorema 12-2 CL
1 ce="yB y f =z:p v .Teorema 9 9 L o -
5. AABC~AAE'F' 5. El gorolario A Ao T
E Fl . AE' PRI 6 Def oo '
o e m o : . nicidn d t ién ulos
BC ~ AB N ' f fiane o
, - _ semejantes R CT
"\ 7. E'F' = BC%%— -fBO%% : . 7. Por las afirmaciones 6 y 1 i
14 . - :

r
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8. gg BC 0 EF:-IBC%% : S.Vﬁﬂipétesis \
9. E'E' = EF ’ 9. Pbr las afirmaciones 7.y 8
10, AAE'F' & A DEF ol 10. E1 teorema L.L.L. '
11, <e S /E y éf‘g‘ﬁF 11, Partes correspondientes
12, «B &/E yccC g‘ﬁF s 12. Por las «afirmdclonds & y PP
_. 13. "AABC~ADEF ., | 13. E1l corolario AAL
N o
*Conjunto de probiemas 12- 3b ..V

-
.

L. Sea ABC-&» DEF una CQEESSpOndenC a entre dos triéngulosﬂ

'6Cuéles de las siguientes condiciones serdn suficientes

« para demostrar que 1a correspondencia es una semejanza?

a. /A =/D, ¢BE= LE ,
L AB DE ' ' _ )
©* AC T DF | - : -

¢. Los lados correspondienteéwson proporcionales
o d. Ambos trifngulos son equildteros. 7
e. Ambos tridngulos son isésceles, y m<ZA = m«D.

"me=9o y AB'= DE. -
2. ala cufles de estos‘teoremas de semejanza po tienen su

anflogo entre los tebremas de congruencia L.AL., L.L.L.,

AVALA., A.A. ¢
3. (Cabe alguna posibilidad ‘de que en 1os siguientes ejercicios
el AI sea semejante al A1I? -
P .

a. Dos 4ngulos del. AL tienen medidas de 60 y'70,,mIentras_
que dos &ngulos del z&II.tienen medidas .de 50 ¥ 80.
b. Dos éngulos del -AI tiéhen medidas de 40 y 60, mientras_
que dos dngulqs del AII tienen medidas de 60 y 80. ‘
S . }i} ‘El AI es recténgulo mientras que el AII es isésceles
' y/uno de sus dngulos tiene medida de 40. .
d, E1 AI°tiene lados de 1ongitudeé'5, 6, 7, mfentras que
- gl AIIL tiene un péfimetro de 36,000. ) .J/j
. .

» -




&

o T - -
4. Aquf hay seis pares de fr!ﬁngulos. En cada caso indica sl

* loa- dos tridngulos son semejantes. Si- lo son, enuncia el
- teorema en que basarfas la demostracién correspondiente.

5. En la figura de la derecha,
, " ACLBC y CX LAB.
a. Nombra un 4ngulo que gea
* . congruente al /ACB,
b. Nombra un 4ngulo con la

A
misma medida que el /B.
c. Nombra un tridngulo -

L

seme jante al AACB.
ehmetey ¢

6. -Si las 1ongitddes de BX,“XE y
. FX som P, q Y r, respectliva-
-mente, ;qué longitud de XG nos
asegurarfa la semejanza de los
> - trifngulos? Si p ;\ﬁ?, Jdeber4
ser msZ D = 3mz E?

F




7.

8.

‘ . -381-4 <f/ \
.’ s /(
A chtinuaciGn hay una serie de afirmacidnes en las que pe

dan las longitudes de lqs lados de varios tfiéngulos. Para
cada par, decide si los triéngulos son semejantes, 'y después

presenta‘yn enunctado como uno-de éstos: . - ~
s 0 ) .
El A bs'semejante.al A , o</‘
v A
el A : no es. semejante al A .

Para cada par d¢ £ridngulos semejantes, redacta un enunéiado

que indique la prdporcionalidad de los ‘lados.

8. AB ='5, AF = 3, F:B-"Tj QR =15, Q3 =9, RFS-V21 ‘
b MT=2, MW-5, TWa6 B a7 139, RLa3l\ >

c.. AB =5, BC=2, ACad Xxye=2h Xz, vzo3 g

d. AB = 6, AC.:- 7, BC = 8, RS = 1o, R'r;as,,lsm'-so.

0. a¥ - 1.8, BC - 2.4, | ‘

© XW = 0.4, XT = 0.5,
)
_Datos: ;,B §,D° ' ol \
CD = 4AB
. Demuestra que BQ = 5BL.

"En cada figura se ha dibu{ do .un segmento paralelo a'la

Fig. b, Fige &

N "y

base de un tridngulo y se han ‘marcado las 1ongitudes,de

L]
i) <
. . 1

algunos segmentos , N

.a.;_Dunestra que X =

proporcién.)
b.

o

Demuestra que x =

" j»

. '(Sugek?ncia:

)

mv

Escribe una

[
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¥12.

‘Datos: ' En el diagfema: T

, 382 - .
' _ L2 _ .
‘c. Demuestra que x = k“ : :
. -t : L ' ' .
d. Demuestra que x = f . .

€ N

LDe qué otra parte es la parte c¢ un caso esﬁecial?

LDe qué otra parte es la parte d }un.caéd-especial?

e = Hu o

vértice? . ) . &
Explica cémo dos triéngulos pueden tener cingo partes
(lados, dngulos) de uno congruentes a cinco partes del
ofro y no ser triéngulcs congruentes

‘Demuestra que 69é~ -0
- 018 - 01D}

a. Si BR, CS y DT son_ ’ Tﬁ>\ - ‘
perpendiculares a BD, :
| nbmbra\los pares de p B 1
tridngulos semejantesi
b. Sefiala cuil de estas . .
| dos igualdades es - A S

correcta: .
© . . . z

E - 1)- —z- -m —.—L X o - .. p q ‘,-l,'.
y

)

“ LDependen los resultados del tamafio del éngulo_ep.¢¥

y q
¢. Seflala cuél_de-egfas -

‘dbs igualdades es ) QK' v . '
correcta’: e S

E-ﬂ,.i-._.g_.'_.. | o

p +
1
"X

X p X

q
d.. Demuestra que +

‘<h—‘
N -

P+taq’ . T B | “Cc. D

f~
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é? El problema, LCuénto tardardmr dos hombres en complethr

una tarea que uno solo puede hacer en 6 hogas y el étro
solo en 3 horas?", se puede résolver mediante la

ecuacién E + ; = . Resuelve esa ecuaci6n geométric -
: n
) ) mente., (Sugenencia Mira la parte "¢d) vy la figura )
13. Dado el paralelogramo ABRQ, con ) '
'ﬁ . la diagongl QB y el segntento '

. AF intersec&ndose en H, segln
.se ve en la figura demuestra
_QH,*'HF = HB * -AH.

!
’

14, En fa figura, si DB LAC
Y tambiép DQ = BQ = 2AQ~':%?C,
nfrdemueétrq que: o
. . a. DAQD ~ ADQC T
.. b ABQC ~ AAQD
(s EB P.BE;

. 'Y
¢ . ‘

15, . Demuestra el siguiente

teorema: La bisectriz de . - e o ' {
un éngulo de un trifngule _ ‘_ ‘ &
- dividg al lado opuesto’en S R gl

n : segmentos bropOrcionales
.., a los lados del Angulo.
. Dato: Elk\ABCd con la -
. bisectriz AD del 2 A o
«*  intersecando a Eﬁ'eﬁ D.
CD _ GA

* Demost : - —_ '
emostrar BE AB S, _

f} (Sugerencia: Dibuja BE1{"AD.)

L] T
' 3 N .
- . / t . \ . A ‘ f
. p ’ - “ o .
. . ) . d . . Y s
. . . - '.
[ W . ) [
’ .« g d
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*16. En el AABC, hagamos que las bisectrices de los &ngulob
Interno y externo en A corten a CB en los puntos D y D',

: _ B
regpectivamente.’ Dgmuestra que gDB - CD

(Sugerencia:
Dibuja BF|[D'A.)

DB ,

*N{. Si tenemds-un circuito eléctrico que consta de doS“aIambres -
“ ‘en paraleld, con resistencias R1 y- R,, entonces la resis--

Y

X/’Eggiia R del circuito se obtiene mediante la écuacién
7y 's_.'.él L o~ .

Usamos el siguiente diBujo para hallar R, conocidos R
" o . .

1Y Ry

hal 2V




fig&:i/i)//Colocamos uha regla ﬁasando_por R1 y R2 en las
. ) L) .
" escylas extdrnas, y leemos R en la tercera escala, Usando

.,_18.'

¢ - [ A W' o s l N
) -385- T 12-3
5"

Marcamos escalas numéricas sobre tres rayos, como en la

las escalas de la figira, escoge valores para Rl’ Rz,'halla
. | ' '
R en la figura, y comprueba tus resultados observando si 1

ecuacifén anterior se satisface.

’ ' : )
‘a. Demuestra que el método realmente funciona. Ff{jate en
la figura 2. '

b.  (Podrfa usarse el mismo diagrama para hallar R en la

ecuacién L l ?

En la figura, Wg'wwfa son
AL M LQ

Demuestra qde ARWT ~ AAIM, °
v ) W

e

medianas y

la figura, sabemos q‘é
LAB, FB L AB y RH L AF.
Demuestra que OHRA ~ ABAF
y que HR - BF = BA “HA. '

En
RA




- %21,

22.

Un método para hacer ampliaciones

'
-586-

—_—
Ca - —

]

La figuxa AIBICIDl se ha ampliado tomando n punto arbitrario

P, y:trazando los rayos PAl, PBl, PCl y‘fﬁl, localizandp Ay,
B,, C2, y D, de manera que PA, = 2PA1, PB, = 2PBl, etc.; y
finalmeénte dibujando los segmentos A B, 2By, K DZ’ etc.

a. Dibuja un objeto sencillo,run bloque o una mesa, por
el dibGjo por el método antes indicado.
uplicar PA,, PB), etc. ?

ejemplo, y ampl

;Serd necesario

b. ;Cémo podria mz ificarse el método para dibujar un figur

con lados la

’ A B
¢.  Demuestra que APApr/\P@BZ y K_B_

d. - Demuestra que M B D~ AAZBZD2

e. &Podrfa haberse hecho la ampliacién tomando :

dentro de la figura dada?
Dado el cuadrildtero RSTQ; como s
en la figura, con RS QT y AQXR~ ATXS,
demuestra que QR = T$.

14

-

Datos: AW4LMW BFRQ es un -
cuadrado, Q estd en AW y R en

‘WM, como ilustra la figu a.

Demuestra que AB *'WR = * BQ,.
y AB * FM = RF * 'BQ.

tad de los de AlBlClDl?

PA

2n

l




R

(
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23. Demuestra el siguiente teosxema: SI‘dbs'triéngulos son
s#me jantes, las medianas correspondientes tienen la misma
razén que los. lados correspondientes

H —R

’
‘

24. Demuestra' el siguiente teovema: Si dos tri4ngulos son
' semejantes, las alturas correspondientes ﬂ!enen la misma

razén que los lados correspondientes

25. Demuestra que si los lados de dod tridngulos bontreépectiva-
o mhte parélelos, los tridngulos son semejantes.
* Datos: AB HR, AF||HW ¥ BF Il RW.

Demuestra qué/AABF - AHRW,

)

Casol . Caso IT




. Dado que /A % /B y ?F = BD,

12-3 . 1 <

muestra que CD || AB.

|
b N

*27 .

\.

» émbemos\(v el Capftulo- S)QAue sil dos triéngulbs se

corres onden de manera que dos ladosfy el éngulo opuesto

a uno fle ellos en un tridngulo son respectivamente

' congru tes a dos lados y el dngulo opuesto-al lado correspon-

diente del otro (L.L.A,), los tridngulos no necesariamente

son congruentes. (Observa el diagrama.)

;Serd o no cierta la siguiente afirmacién? Explfcalo. T

Si dos tridngulos se corresponden de manera que dos lados
de un tridngulo sonuproporciokales a dos lados del otro,

y los dngulos opuestos a un par de lados’ correspondientes'

., son congruentes, entonces los triéngulos son semejantes
*28.

El AEDF es 1iséscel ,ngiendo
DE = DF. EL AAB “es$t¢i>que ;

a. JQué afirmaciones ciertas

hreHativas a semefanza y
proporciones se pueden

hacer en cada uno de los siguientes

- .

casos?

-




*30.

*31.

| . - =389~ S 123

1. Para el AABC y el pADE. \ L
2. Para el AABC y el AADF. ' f.

b. (Serd cierta'o falsa la siguiente afifmac16ﬁ7 Explfcalo
Si el AABC, D estd en el segmento AB y X en el seg=".

mento AGC de manera que AB _ BC, entonces BC y DX son
: AD DX

.paralglas. : o T . I

-

Se sirve una bola de tenis desde una altura de 7 piés pasando
sobre una red de 3 pies de altura. Si el servicio se hace
en lfnea recta desde una recta distante a 39 pies.de la red,

ta qué distancia de la red dard la bola en el pisd?

»

En el para!21ogram ABCD de 1la

figura, la recta interseca

— —t —
a AC elNE, a CD en G, y a AD

en F. Demuestra-que EB es la
media geométrica de EG y EF.

Sean AABC ¢ AXYZ tales-que AX.
BY y CZ son paralelas, y también

AC 1XZ. BA 'y ¥ se intersecan en

Dy BC y'?2 se intersecan en E.

Demuestra que ACIIDEIIXZ. .

’




g
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*32. Los &ngulos seflalados con
cuadritos en la figura son
rectos, ‘
. .l . . F—
~a. D t -\
a | emuestra que /or - '
. b. Demuesgtra luego qu ’
-B-E- - .—Ci). . A_C ;“ . —B£ .
AB  AC AB - AB
5’ :
.y
;: ‘4; . __":v\' e '—FJ
) ' M
S | P
_ v * : - .
12-4." Semejanzas tn los tridngulos rectdngulos ..
! Teoré@a 12-6. 'En cualquier: tridngulo rectdngulo,

corredﬁondiente a la hipotenusa divide al triéngulo en dos

- -triéngulos que son semejantes uno a otro y también semeJantes al

triéngulo orlginal

) AB.

-.cito que el primero;

a

- Entonces . /

Notarés que este nuevo enunciado del teorema es més expli-

AACD ~ AABC ~ ACBD.

R

’

w~;ggzg§iotro;aodo ~-Sea--al-AABC un triénguTo recténgulo con
C

»  dngulo recto Sea CD la altura desde C a la hipotenusa

nos' dice exactamente c6ho deberemos aparear’

la altura
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\ .
los vértices para obtener las semejanzas. otéréd'taﬁbién.dué-
sistema usamos al-apérear los énghloé: (L) lés dngulos rectos .
. van uno con otro,”cqﬁqwtiene que ser en cualquier seméjanza de
- triéngufos rectédgulos;_(Z)?.cada uno de los tridngulos pequefios’
tiene un éngulo comuin con el triéngulo'maybr, yfasi ese 4dngulo

se aparea consigo mismo, y (3) sé'apa ean los ,dos &4ngulos .

)
restantes. : S - _ / Lo
Demostracién: Enbla d L":'.i.racién, usamos para los 4ngulos -
. la notacién de la figura. '

L . ) ] ‘
. Como el £C es un shgl# ':fgct%, sabemos que 2a y s/b__son
complementarios:’ Es dec

I :’_‘-' ‘ | .. B :\
m4%+ m4b=90.  i" -

También, como «d es un -4ngulo recto, s o \
. - 4 '
. m4a¢;mzb'-9%/‘ p)
Por lo tanto, 9 b &b, ) ' B
Tambiény; B ca =za,. (esto es trivial) 3
g Lc s 2, o
: o

pues el /d es recto. Por,el teorema de semejanza A.A.A., tene®os

que

L

AA.CD ~ OABC.

La demosttacién de la otra mitad del teorema es juéﬁamenxe " RS

1a misma, con el dnico cambio de que el _punto B ocupa en ella’
el lugqr del punto A. '

desde el Vért{ce del éngulo recto'a la hibotenusa,
(1) 1la altura es 1a media geométrica de los segmentos

‘ que divide a la hipotenusa, y ' b"
o .(i)<i?:da ifieto es la media geométrica entre la hipote-

- nuga y el segmento de la hipotenusa adyacente a ese
cateto.. . .
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- 0 de otro ;o odo Sea el AABC un triéngulo recténgulo y c
su éngufg recto, y sea D el pie de la altura desde C a AB.

Entonces , _ : .o ‘
AD CD o ' -
-_— o b
(1) t = BD’ y.Fam ién
(2 A _AC BD _BC
(), A "2 Y BC " Ba°
’ »
A
. i i . ‘ 7 C v“ ’{ ‘ .
Demostraetdn: Por—et—teorema 12-6; A ADL ~ 4CDB.
L _ , AD _ CD
. . _ Por.lo.tanto, oD . BD
__— ' (2) Por el teorema "12-6, A ADC ~AACB.
. Por lo tanto, 22 ~ &€
. ’ -« Por lo tan % AC = AB’ ;
' h . ' . . | E)
' . Y También, ABDC'VABCA, : *
: BD _BC . . .
.y, por tanto, BC BA © YL
.
Conjunto de problemas 12-4
** 1. .Dado el triéngulo recténgulo ]
con la altura correspondignte ‘
_ a la hipotenusa y las longi- :
A ‘ tudes de los lados segin z X * _
aparecen en la figura, halla N '
- las longitudes no conocidas, - . . 7y
2, Sigue las instrucciones del | i
-problema 1. _
. Qb.". - ’-‘ -
/' . ‘ ! s
M ,, 8 .o 0\' "’
Y . ~ K]
» B . *
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' 3. En este tridngulo recténgulo, : | 3 «TXL\
" en el que se dibujé La altura | ;
correspondiente a la Hipote- . ¢
ndsa; es po§ible hallar un 6
'valor numérico para cada uno - /Y NX ?

/

"y 4reas es k2, puesi-

de los segmentos a, x, y.’

Determinalos.

4.- En un tridngulo recténgulo, si“la altura correspondiente a ’
" la hipotenusa es 12 y la hipote‘tsa es 25, determina la

longitud de cada cateto y la de los segmentos dé la hipote~

nusa. ’
- 5. El AABC es rectdngulo, con el
s dngulo recto’/n/C y altura CD )

.& / Si AD = 2 y DB —f8,
halla AC, CD y CB.

b. S1CD =9 AD = 3,
halla AC, CB y AB. -

c. Si €B = 12 -y AD = 10,

o~

Lcﬁéles son las longitudes ,

- . de los wtros segmentos?
d. si AC ;ﬁg\‘y«/bs =13
;cudles son las longitudes
de los otros segmentos? ' - .
fE-S. Areas\gﬂ tridngulos %Bemejantes L

° Dade un- ‘ctiadrado de lado a, y un cuadrado de lado 2a, es ~
,a\fé044*Ver que- &1 drea del segundo cuadrado es 4 veces el 4rea
del primero. (Esto es porque (2a) = &a ) En general, si
dos, cuadrddos tienen lados  a y ka, entonces 1a razén de sus

2 2 :
k"a 2
T ¥ ke .

'(ka)2
S
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Obtenemos un resultado andlogo para los triéngulos seme jantes.

Teoréma 12-7. La razén de las éreas de dos triéngulos seme~-

jantes es el cuadrado de la razén de dos lados correspondientes
cualeSquiera

Q

Demostracifn: Supongamos que AABC ~ AA'B'C'. Entonces i
Lo alab e, -
o B I’y c _
Sea k el valor comin de estas razoﬁes de modb que a’ = ka, =
b' = kb, c' = kc; sea BD la altura desde B a~AC, y sea B'D' la
altura desde B' a A’ e Como AABD Yy AA'B'D' son tridngulos
'Q(;;/ " rectdngulos, y <A ¥ /1A', tenemos que '
. “
AABD~A;N'B D'. °
Por lo tanto, | F_ = 1_ = k. :
Sean -Al y A, las dreas de los dos triéngulos. Enfonces
B : : -4 ¢ . 1
Ay = 3bh g\
. _l-_.l P ’
y . A2 2b if
) . 1 ,
= 5(kb) (kh)
-~ -
, ] . = k2 .(%bh) ,
. A .
- : 2w k2w (22 o (b'N2 ' 2
Por lo tanto, KI k (?r) (5_1 .= (E_) ) R

. lo que querfamos demostrar.

- : onjuntg.de problemas 12-5 , e
K 1. &Cuél es la razdn de las 4reas de dos tridngulos semejantes -
Luyas bdases son de 3 pulgadas y 4 pulgadas?; ;de x pul-
o gadas Yy y pulgadas? L ' !
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2. Un lado de uno d® dos triénguloé-semejantes es 5 veces el
lado correspondiente .del otro. Si‘el 4rea delybrimero es .
6, jcudl es el Area del segundo? '

3. En la figura, si H es el ' .

untq_pedio de_AF y K.el punto
medio de AB, quél'qeré la
razén del drea del AABF a}
§rea del AAKH? Si el 4rea
‘del AABF es 15, determina el -
drea del AAKH. ) K
"4. El 4rea del mayor de dos tridngulos semejant¢gs es 9 veces”

el 4reg del menor. ;Cudl $ers la razén d

uno de los ‘l4dos
del tridngulo mayor al lado éorrespondie e dgl menor?s
5. Las 4reas de dos tridngulos semejantes spn Z25 pﬁlgadas
cuadradas,y 36 pulgadas cuadradas N Ccal a+la base del m4s
pequetio sl la base del mayor es-80 pulgldas., o '
6. Las dreas deqdos tridngulos s mejaﬁtes_son.laa y 81. Si un.'
lado del primero es 6, jcudl es el lado correspondiente del
segundo? : ' . B '
-\l En el AABC, el punto D eéta en el lado KE y AD eg dos veces
- ~ CD. Dibuja DE paralelo a AB e intersecando a BC en E y
compara las dreas de los triéngulos ABC y DEC. ‘
8. Las aristas de un cubo son dos veces lagde otro cubo. L

LI LCuél es la razén de las sumag de susY;;Tﬁfﬁs? - RS
) b LCuél es la raz6n de las éreas totales de _sus superficies?

9. Qué longitud deberd tener un lado de un triéngulo equildtero
‘para qlie su fdrea sea dos veces la de un tridngulo equildtero

% ' . ' v

cuyo lado es 107° . ' -
'10. S1i dibujamos tridngulos semejantes "sobre el lado y la
" altura.de un tri&ngul&_equilétero, de modo que el lado y -
¢ la altura‘sean lades correspondientes de los tridngulos, S
demuestraﬁqﬁe la razén de sus freas es.de'é a3, - ‘

s, 'Q‘ N




| manera q?e el drea’del !

13.

N

14.

'pies,'lQO*pies y 150

.perpendicular desde una

‘tridngulo rectéﬁgulo equidista

\ %= - 3

'

Dos pedazos de alamb®® de igual ﬁrgo ge doblan para fdrmar
un cuadrado y un tridn@glo equildterd, respectivamente.

{Cuél es la razén de las reas de las dos figuras?
Un solar triangular tiene .
lados de 1ongitudes‘l30\

pies. - El largo de‘la
esquina al lado, de 140

pies es de 120 pies.

Se va a levantar una

verja perpendicular al
lado de iéquies de

solar quede dividida:en

| A
qué distancia-de A, a lo
largo de AB, deber4 levan-

dos partes iguales.

tarse-esa verja perpendicular?.
Demuestra el tedrgma: ‘E1l punto

medio de la hipotenusa de urt

dem 1log vértices.

Demuestra el teorema 11-9

usando el diagrama de la ) . B
derecha y el problema 13 . R . \ o
e '. K'>
. ' Pt tls . C
_ )
’ 1
4. ‘
4" '
", - L
. 8
a ~ Y ~U '




15,

(%16

A 3

que, el AABC es, un tridngulo -

'iguéi a la media aritmética.

T17.

e

*18.

‘ el plano dél ARST.

F?_es perpendicular al

.o - =597~

En el triéngulo de la figura,
AR = RC = RB. Demuestra .

recténgulo o ("
» ) L 4

Demuestra que la med{a geométkica de dos ndieros positivos

es ;menor que su media aritméticéj\exéépto cuando los dos

nimeros son iguales, en cuyo caso la media geométrica ‘es

B

Sean los dos
ndmeros dados las discancias AH y HB, sea HC perpendicular
a AB, siendo HC = VAH-HB, L R

y sea M el puq;o-medio de '
AB,

'(Sugerencia

Demuestra que el LACB

es.recto y-utiliza los dos
problemas anteriores.)

P-ABC es una:‘
pirdmide triangular que **

Datos:

tiene una seccién RST
paralela a la base ABC.

plano de la~base, y X'es.

la interseccién de PY con

drea ARS’I ™ PX .
‘Demuestra que go—- —pE = (py) 4 8 -
e

y L/

En la figura, el AABC es un
tridngulo récténgulq_cuya

hipotenusa es AB, y CH es la
altura desde C, Sean Kiy Ky

y Ky las dreas de AABC, AACH

y QCBH, respéctivamente.

Y
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T \g;“ La siguiente sucesién de enunciadosconstituye una demos-
f?hbidq\diferente del teorema de Pitégoras Da una razén

para cadaﬂﬁﬂﬁkﬁgmggfus enunciados:
¥R, Y a : ,
' : ! ;' Kl - K2 + K3 v?hﬁiﬁﬁh%ﬁm“_j : ' 7%
' T LK K A
2 12,
1

. . ) S “'iisﬁéd‘ -
3 o &S &t&%&- e
) : . T,

1 : _ :
J.. AACH~AABC~ACBH’

2

)

- _AC EQ.Q : | - : - o
4' .l | (AB (AB) ’ N : T o

s. B’ - (ac)? + (BC)?

Predmbulo. En lo§ siguieﬁteé problemas, conocemos las
longitudes He dos lados de un triéngﬁlo y la medida del 4ngulo
comprendido entre ellos, y deseamos saber la longitud del tercer
Lado. 'Por el teorema de congruencia L.A.L., el tercer lado queda

.- determinado unfvocamente, asi que debe haber una jnanerd de N
hallar el valor numérico de su 1ongtiud Otro modo de dax el

’ éngulo compksﬁdido es mediante un triéngulo recténgulo en el

cual &1 dngulo (o su suplemento) sea uno de los angulos. agudOS
Realmente, necesitamos s8lo el ndmero k = RS . Para el ‘cdlculo
numérico, egte’ ndmero, que depende del £R, se ha tabuladoy, y si‘
contamos con esta. tabla el cémputo de la longi tud del tebegr
lado “se hace en forma directa. El ndmero k se llama el coseno’ *
del £R, abreviado k = cosZR, y la thbla se llama una tablasde
cosenos. Por esta razén la f6rmu1a que- dedug}remos para. a .. K

liwe *
W

llama la ley de. cosenos. La volVetﬁ? ‘a encontran en la
tr{gonometrfa. S .3,'

‘ Ty
ML




s,

Ll

*20,

- %21,

’ L -399-
) _ | | '
En los dos tridngulos’ del

diagrama, /A a‘AR,__AC =},
AB = ¢, RS = k y el ¢S

es recto, Determina gﬁ_en
términos de b, c x k.
(Sugerencia: Sea D el ple

de 1a_a1tura a KE,-& sean
X, y, h como se indican en
la figura.

Expresa a en

" términos de h Y Vy; expresa
h y y

‘en términos de X,
by de la
seme Janza AADC ~ARST, expreéa

c, entonces,

X en términos de b Y, k.) «
En los dos tridngulos del -

diagrdma, el zBAC es el Y
suplemento del /R, AC = b

’ »C
RS“&; k y¢§ es rectc\

AB = ¢,

Determina a ‘en términos de '
b, ¢ y k. - " '
(Sugerencia: Sea D-el pié“de

la pefpendicular a AB desde C.
Entgnces AADC~ARST.) '

a. Sea m, la Iongitué/yéfla~mediana al lado BC del AABC,

y sean BC = a, CA'= b, AB“- c.
' 2
m> - —(b + c
N a.

que tiene lados de 1ongitudes

. : m2'+ m2 +'m2 -
' . a ¢

b

°

Demuestra que

. i )

a,\b; ‘C.
2

':,;,n-

z(a + b+ c2).

ASqan m - mb, m las Iongitudes de las medianas del AABC,

Defpiestra que

a




. 'En la fjgura, ﬁ6||KE.' .

"b. S1 FB =6, FH = 1,

d. S1 HA =6, FB = 12,

400~

¢ -7 Problemas de repaso

Si FA = 11, FQ = &4, = "
FH = 2, FB = ? F

. HA = 4, FQ = 17 [

. b, H[//f\\\\5\\\\o : . _
c. $1FA =9, FB =7, e ﬁ\\\\\\\\\;‘
” 1 / '
FH = 25, FQ= ? — .

———
.

{—

Fit = 3, QB = ?

‘a. (Serdn semejanteg los

dos tridngulos de la

figura si AB = 4,

AF = 9, QF = 3 y

AT = 227 - : B q
b. Si AB'= 5, AT = 3, ’

. AQ = 4%,'3cuéntq

deberd valer AF para
que ATAQ~ ABAF?

. Calcula la media geométrica y lé‘ﬁédia aritméti%a para
" cada uno de los siguientes ejemplosy

a.. 8 y 10 B b. &2 y 32

e

Dibuja dos figuras que no‘pean semejantes, pero-que,

tengan los lados de la una prOporcionales a los *gos.

_correspondientes de 1a otra. A { “
En. el triéngulo recténgulo ' a ‘
*. ABC, si FC es la altutacb L

L 'hipotenusa, AF =12 y BF = 3,
" "‘halla AC, FC .y .BC.




6. SLCD=x+3, DA = 3x+ 3,
- ~ CE =5 yEB=x+ 5, jcufl
‘aeberé ser el valor de x

4

_para que DE ||AB?

7. Dado en la figura que (B & /D,
" . CD = 4AB, demuestra que
BD = SBE.

8. Un 1ado de un triéngulo equiléterq[gs congruente a una
altura de otro triéngulo equildtero. ;Cuidl es la razén
de las dreas de los tridngulos? .

9. En el AAB@, AC LBC, CF L 3B, x. F y
AB = 20 y, FC = 8. cCalcula

) a,’B, j//;f . /'-~ a b

'10. Si AABC~ADEF y AACB~ADEF, demuestra que AB = AC.
11. Dado el rectédngulo ABFQ.

Q - F
de 1a'figura con WX 1 AF, ' :
, BuT | .
- .’ demuestra que: _ L X" .| -
., a. AF'XW .= A'QA . - | . - j‘gf{
7 b. QF-XW'= AX'QA : - "
_ N g A . W B
. c. . .AF-AX = AW QF . ) ;.

12. Los 4rboles. mds altos del mundo $obn los secoyas que hay |

a lo lakgo de la costa en la California septentrional.
Para medir uno de estos gigantes, te retifas\a alguna
distancia del &rbol y coloca( un palo_/en la tierra.
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Después colocas un espejo sobre el terreno y lo vas

moviendo, alef{4ndolo del 6819, hasta que veas, en &l en
l{nea recta al puﬁto mds alto del palo y el punto més alto”,

del drbol. Si el palo que colocasté en el terreno tiene
5 ples de altura y estd a 520 ples de la base "del drbol, y |
si el espejo estd a 8 pies del palo cuando _quedan alineados

el punto mds alto del palo y el del 4rbol, Lcuél es 1a al-
tura del &rbol? T -

L
Pus

En el:;riéngu%g_fecténgulo A s IR LI
ABC en el que CF'es la ' F
altura correspondiénte a 9| y '
la hipotenusa, y los X
 segmentos tienen las _ : . :
medidas que se indican en c W . ia

la” figura, determina )
X, ¥y, W.

Une los vértices del AABC la un punﬁo R fuera del triéngulo

Por cualquier punto X en AR, traza XYlIAB intersecando a

BR en Y. Traza YZ ”EE, intersecando a RC en Z. Demuestra’

)
N

semejante al tridngulo original?’ ;Cuéndo podemos estar
seguros de que lo seal? '

L T T

que AXYZ~ DABC \ |
. Cuando retratamos un tridngulo, ;serd la fotograffa slempre .
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EJERCICIOS DE REPASO |

.
*
u . . : . '

Escribe (1)-61 la afirmé;ién es cierta y (0) ‘s es falsa.
'Procura explicar por ‘qué Parcaste falsa una afirmaéién.
1. Un. éngulo externp de un tridngulo es mayor que cualquiera
~ de los §ngulos internos del tridngulo. S
2. En el paciv, y pasando por un punto exterior dado, hay
~ solamenWe una perpendicular a una recta dada.
3. El 4ngulo opuesto al lado mds largo, de‘un triéngulo es
siempre el dngulo mayor. ) '
4. En el AABC, si mszA<msB, entonces “AC.< BC.
Si ABLBC, entonces AB <AG, - a
Podemos construir un’ tridngulo con lados de longitudes-
351, 513 y 135. " : -
7. Si un éngulo de un triéngulo es mayor que un dngulo de un
segundo trifngulo, entonces el lado opuesto al 4dngulo’ del
primero -es mds largo que el lado opuesto al 4dngulo del
'segundo.“‘ | .

8. Dos rectas en el espacio sdn paralelas si ambas son

perpendi'culares a la misma recta. b . \ "o

s
9. Por/todo punto en un plano hay siempre una recta paralela

a una recta dada en el plano. .
10. -Dadas dos rectas y uﬁa secante a ellas, 'si un par de
' éngulos alternos internos son cdngruentes, el otro par es
también. de dngulas congruentes.
11. §i dos rectas son cQrtadas por uné' secante de manera que
uno de los 4ngulos alternos {nternos es 90° mayér que el

otro, las dos rectas son perpendiculares. :

12, si dos rectas son cortadas por una secante, hay exacta-

mente cuatro pares de &ngulos correspondientes.

4
13. Si dos rectas que se intersecan son cortadas a su vez por

una ‘sgcante, ningdn par de édngulos cdrrespondientes son
.. ocongruentes, .

t




14,

15,

16 .

A7,

18.
19
20.
21,

22.

23
24,

25,

26 .,

27.

'Si los énédlﬁs alternos internos formadgs -bf dos rectas

4

1 O

.

y una secante ho son congruentes, las dos rectas'son - ' . °

perpendiculares.

Dadas dos rectas paralelas y una secante, dos. éngu}os

internos a. un’mismo’ lado de la secante sonzcomplementariQs

Si L, M y N son‘tres rectas tales que L|I M 'y MIIN
entonces L || N. '

Si L, M y N son itres rectas tales que LJ.M y MLN, entonces

L LN. ' " I« !

vor

Como la suma de las medidas de los 4nguleg de cualquier . ,-
tridngulo es 3'veces 60, la suma de 1@5.:§Eigas_de los |

dngulos de cualquier cuadrildtero es 4 veces 60. .

8i dos dngulos de un triéngulo"éon‘cbnérueﬁtes a dos &angulos ™

~ de otro tridngulo, entouces los tercetos &ngulos son también
' congruentes Tooe

Si dos énglos y un lado de un triéngulo son congrurntes -a

dos 4ngulos y un}lado de otro triéngulo, 1os'triangulos

. '
son congruentes. v

*

Los 4ngulos agudos de un tridngulo récténgulo son complemqﬁ-f

~
"

tarios. . K ,
Un dngulo externo de un triénngo es el suplemento dé¢ uno

de los 4ngulos internos del tridngulo,
Si una diagonal de un’ cuadrilétero lo dfvide en dos

tridngulos congruentes, el canrilétero es un paralelogramo.

| Si) cada dos 1ados opuestos de.un cuadrilédtero son congruentes,

A

el cuadrilétero es un paraleloiramo : A}
lelogramo son congruentes.

Los éngulos opuestos de un par:

Una diagonal de un paralelogramo biseca q dos de sus
dhgulos.

4
’

Un cuadrildtero con tres dngulos rectos es un recténgulo,




‘28.

t

30.
31.

2.,

33.

; altura y la suma de sus bases.

34.

35.

36 ./

37.

38.

-39,

‘Un conjunto Ue rectas paralelas corta segmentos congruentes

N -Jo5- | C
T | '_ ‘

El perImetro del tridngulo formado al unir los puntos
medios de los lados de un triéngulo dddo, es la mLtad del ~

penfmetro del tridngulo dado. . ,

$i "las diagonales de un cuadrilétero son perpendiculares
y c0ngrueﬁtes, el' cuadrilgtero es un rombo. '

en cualqui%r secante. !

El &rea de un tridngulo recténgulo es el producto de la - 4

[} ! . s
hipotenusa y la altuta correSpondiente : f oo ,
El drea de un paralelogramo es el producto de las’ longi- Vooe

tudes de dos de sus lados adyaceqtes

El 4rea de un trapecio es 14 mitad del. producto de su

Si dos tridngulos tienen igual érea WY bases iguaf‘?
entonceg tienen alturas iguales. ) _ _

Si los catetos de un tridngulo %ectéqgulo tienen'lonéigi
tuaes'a;'b,-y si la h?poteqpsa eqxdé-longitud ¢, entonces
b? = (c - a)(c +4a). . |

Si las’ longitudes de los lados-de un triéngulo son 20, 21
y 31, el triéngulo es recténgulo . . .. !

P a

v

Dos triﬁnguios rectdngulos son congruentes si la hipote-
nusa y un cateto de uno .80n respectivamente congruentes
a la hipotenusa y hn ‘catito del otro. . ‘ S
S1 uno de log #&ngulos. de un trifngulo recténgqlb es de 30°, -

®

entonces un cateto tiehe doble longitud que el otro cateto., \
La longitud de 1la diagOnal de un cuadrado«se puede obtener |
multiplicando la longitud de un lado por V7. .
i una recta que ‘corga a dos lados de un“triéngulo deter— g

minaun triéngulo semejante al mayor, la recta es

-

paralela al tercer lado del triéngulo _ ‘.. J s
Si cada uno de dos tridngulos ti'ene dngulos de 36° y 3Z°' o

los dos triéngulos son semejantes. ' ;oo

7 N 2 B F' ' . L]
/ -\l :4
) , : ' ' s
4
. . !
a o (‘
Ao
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42, Sl.dos t;iédguios tienen un éngulo de uno congruen%e a uh“_'
éngulo del otro, y' dos lados de uno proporcionales a dos_

¢ jl lados del otro, los triéngufos son semejantes. .

43. Si Iys l os de un tri&ngulo tieren longitudes de 6, 12. y
10, Y 03 lados" de otre. tridngulo tienen 1ongitudes de 15,

"9y 18, enthces los tviéngulos son semejantes. _ g

v

4h . ‘gjp altura de un tridngulo recténgulo lo divide ert dos
i ' |

dngulos semejant es. . - n

© 45, “Un trifmgulo cuyos lados miden 4, 6 y 8 tendré un 4rea

mayor que la- mitaq/def\ﬁrea de un tridngulo cuyos lados
miden6, 9 y- 12{;, - :
46. Si &, B, X Y estén en un mismo plano, y si AX = BX,,
. AY = BY, entonces ABi.XY
'47. Si tres puntos no alifheados de un plano equidistan todos

de 1os puntos P y Q, entonces FQ es perpendicular al
ptano ‘

- 48. Si una recta que no estd en un plano es perpendicular a

.una rectas en el plano, entonces es pegypendicukar al plano.
49 . Una recta perpendicular a cada una de dos rectas en.un
plano es perpendicular af plano Ty

50. Si un plano bisecadg’gn segmento, todo pUHCOjdel'Elano
equidista de los extremos del segmento. _
51. +Si un plano es .perpendicular a cada una de dos rectag,.

o

las dos*rectas estdn en un mismo. plano.

52. Hay infinidad de planos perpendiculares a una recta dada.

\53. En un punto dé una recta hay infinidad de rectas perpen- *
i diculares a ella. o .

54. ?or uf punto fuera de un plano, pasa exactamente una recta

perpendlcular al plano 3

-

35, 1 la interseécién de un plaho y otros dos planos c0nsiste 1

en rectas paralelas, entonces -los dds plgnos son paralelos.

-56. Dos planos‘perpendiculargs a la misma rqcﬂh,son paralelos.
. WL

-




A\]

24O - . ' .

Si el plano E es perpendicular a KB y KB ||CH, entonces

ELCD

-#”.

S1 cada uno de dos pldbos es paralelo a una recta, los

planos son paralelos entre sf. o ,
S1 un plano ‘corta a las caras de un éngdio diedra, la

interseccifn se llama un éngulo rectilfneo del diedro.

La proyeccién de una recta sobre un plano es siempre una
M
recta. ‘ )




Capftulo 13

‘CuRCUNFERENCIAS Y SUPERFICIES ESFERICAS

'13-1. Definictones bdsicas
[

. . 4 . ’
En este capftulo comenzamos el estudio de conjuntos de
puntqg\?o constituidos por planos,. semjplanos, rectas, rayos
4 ’ ) :

y segﬁentos. Lad. m4s sencillas entre tales figuras curvgs son

la circunferencia y la superficﬂp esférica y porciones de

t
ellas. 'Como de costumbre al tratar con nuevas figuras, empe-
zamos con algunas definicilones.

Definicipnes: Una superfigie esférica as el conjunto de

los punto$ que estdn a una distancia especificada de un punto

- dado. Una circunferencia es.e¥ conjq?to de los pEntosﬂsituados
en un plano dado, que estdn a una distancla especificada de un
punto dado en el plano. En cada-caso el punto dado se llama (/
centro y la distancie dada el radio de la superficie_esférica

o de la circunferencia. , Dos o mds superficies esféricas o

* cikcunferencias con el_mL@mo centro se dice que son concéntricas .

- .
QjccunfergncLé J Superficie esférica

PQ]. = PQ2 - PQS - PQ,; '.-s‘radio oo
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‘Teorema 13-1. La interseccidn de una Sﬁperficie esférica
con un plano que pasa por su centro es una circunferencia con

el mismo centro y el mismo radio.

Demostracién: - Puesto que la superficie esférica incluye\'
todos los’ puntos que est&n a una distancia del centro igual al {
rédio, su interseccién con un plaﬁo que pasa por el centro serd
el conjunto de todos los puntos situados en él Pplano a dicha
distancia del centro, esto es, la circunferencia situada en
este plano, y con el mismo centro y el mismo radio. -/ o

‘Definicién: La circunferencia de interseccién de una
superficie esférica con un plano que pasa por su cdentro se llama

'circunferencia médxima de la superficie esférica.

Hay dos tipos de segmentos asociados con las superficies’
esféricas y Con las)circunferencias

Definiciones: na cuerda de ‘'Uuna circunferencia o de una

superficie esférica eq un segmento cuyos extremos. son puntos de
la, circunferencia o de la superficie esférica. La recta quel.
contiene una cuerda es una secante. Un didmetro es una-cuerda

A
que contiene el centro. Un radio es'un segmento, uno de cuyos <

extremos es el centro y el otro un punto de la circunferencia :

o de la 3uperficie esférica Este dltimo extremo se llama

extremo exteriordel radio

El uso de la palabra "radio" para significar tanto un segmento

como la longitud de éste, estd de acuerdo con el convenio intro-
ducido en el Lap{tulo 11 Del mismo modo usamos "difmetro"

para refenirnos tanto a una cuerda que pasa por el centro, como

'~ a su longitud

4
Nos referimos a una circunferencia diciendo circunferencia c, i

o simplemente C (C se usa con mds frecueﬁcia) Al plantear pro-

blemas es conveniente usar el convenio de que, circunferencia P
J

denota la circunferencia cuyo cent&a’gb P, con tal que Jno haya
~ ambigliedad respecto de la circunferencia a que nos' referimos

Observaciones andlogas se pp;ican a las superficies esféricas.

()
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' Conjunto de problemas 13-1 ’

l. Estudia la seccién 13-1 para que puedag decidir si los .
A siguientes'enunciados son ciertos .o falsos:

. - a. En una superficie esférica hay exactamente una cirpunﬁe-
rencia méxima. . o

b. Toda cuerda de una circunferencia contiene dos puntos de

la circunferencia. :
<\\\\. ¢. Un radio de una circunferemcia es una cuerda de la .

cincunferencia ’
d. El centro de una circunfere cia biseca a una sola de
las cuerdas de la circunferencia.
e. Una secante de una circunferencia puede intersecar a la
' circunferencia en un pumto solamente.
f. Todos los radios de una superficie esférica son

> congruentes. - ) I

R—

g&- Una cuerda de una superficie esférica buede-sefwmés
| larga que un radio de la superficie esfériéa ¥
h. Si una’ superficie esférica y una cirtunferencia tienen
) . el mismo_centro y se intersecan,. entonces la interseccién
~ es una circunferencia. .
2. Utilizando tu previo conocimiento‘acerca de las circunferen-
cias y las superficies esféricés, as{ como lo que se dice
en tu texto, decide si 1o enuncigdos.sigﬁientes‘son verda- |
~ deros o falsos: )
a. -Si una recta intersech 8 una circunfere<§ia/ﬁn un punto,
la interseca en dos puntos.

b. La interseccién de una recta y una circunferencia puede

ser vacfa. - e,

c. Una recta en el plano &e una éircunferencia y qué pase
por el centro de la circunferéncia tiene dos puntos

" comunes con ella. -

d. Una circunferencia y una recta pueden tener tres puntos

comunes.
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e. Si un plano interseca a una aupérficie egférica en ddél;hm}

untds al meno;, entonces la interseccién es una recta.
f. .Un plano no puede intersecar a una superficie esférica
en um bunto o ' . , \
g. Si un'blano interseca a un radio de ‘una superficie
esférica en su punto medio, entonces la interseccién deél
’plaqp y de la superficie esférica es una circunferencia.
~h., Si ﬂps circunferencias se intersecan, su interseccién

conshste en dos puntos.

3. Una ciudad ha sido planificada en. bloques cuadrados de . -
100 yar: as por cada 1ado. No temgds .en cuenta la anchura
de 1as' qlles en los problemas que siguen. . .
a. De$ ribe la localizaciép de los puntos que distan
N 'ZOOKyardas (en vueld de pédjaro) de una intersecei6n
alhes dada ‘

b. ‘De criLe la localizacidn de los puntos a.que un taxi

, pu;defllegar recorriendo 200 yardas a partir de

/
una intersecci6n de calles dada. (Las leyes de cir-
, culaci6n de -la ciudad prohiben las vueltas en (brma de

-

/U) ' A . ’ N

\
/ ’
J

Y Demgeétra el teorema: Un didmetro de una circunferencia

es. su ouerda de mdxima longitud.

. ¥ . - ’ ‘
& v o \

13-2.- Réctas¢fq§ﬁentes; el teorema fundamental para las circun-

/! ferencias

LJ

JDefinicioneé' El interior de una circunferencia es 1a
Lnterlor

reunidn del centro y del conjunto de todos los puntos del plano

de-’la circunferencia cuya? distancias al cengro son mehores que

, el radio. El exterior de lasircunferencia es el conjunto de

»

v

".todos los puntos del plané de la circunferencia CjZig"Qistancias

| | 10, SR

¥
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a1 centro son mayores que el radio. La reunién de la’circunfe-
rencia y de su interidr es una regidn cireular cerrada, 0 un
! .

cfrculo.

A
De estas definiciones se deduce que un punto en el plano de

una circunferencia 0 esté en el interior de la circunferencia,
o en la circunferencia, o .en el exterior de 1a circunferencia.
(Con frecuencia diremos "dentro" em vez de "en el interior de",
- etc.) - - '

Definiciones: Una tad%ente_a una circunferencia es una recta

en el plano de la circunferencia que interseca a ésta.solamente

en un punto. Este punto .se llama punto de tangencia o punto de.

contacto, y decimos que la recta y la circunferencia son tangentes
en este punto

En la figura, L es tangente a la .circunferencia en Q.

\

Necesitamos ahora averiguar qué posiciones relativas pueden
tener una recta y una circunferencia en el mismo plano. Las

tyes figuras siguientes parecen mostrar todas las.posibilidades:'

’ .
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] .
"En cada caso, P es el centro de la circunferencia y F es el

pie-de la perpendicular desde Pala recta, Veremos pronto que 

este punto.F, el piq de la perpendicular, es la clave de la - (/”ﬁ“
situacién. Si F estd fuera de la circunferencia, como en la '

primera figura, entonces todos los demds puntos de 1a recta

estdn tambiéh fuera, y la‘recta y la circunferencia no se

intersecan Si F estd en 1& circunférencia, entonces la recta
es una recta tqngente, como sucede en la segunda figura, y el
-punto de tangen%ia es F. Si F estd dentro de la circunferencia,
como acontece en la tercera figura, entonces la recta es una
recta secante, y los puntos de intersecci6n equidistan del
punto F. Para poder: Justif%car todo lo dicho, es necesario |

demostrar el teorema siguiente:

. Teorema 13-2. Qadasnyna recta y una circunferencia en el jf‘\\\

mismo plano, sea P el centro de la circunferencia y sea F el

' ple de la perpendicular trazada por P, a la recta. Entoncéﬁ,
o bien - . '
(1)‘ Todo punto de la recta es exterior a la circunferencia,
0 ' o
(2) F estd en la circunferencia, y la recta es tangente
- a la circunferencia en el punto F, o
*(3) F es interior a la circunferencia, y la recta

interseca a la circunferencia exactamente en dos
puntos que equidistan de F. . _

Este! teorema es largo, pero su longitud vale la pena, :
porqué una vez demostrado, todasilas.pfopiedades elementaies
referentes a secantes, qéngentes y cuerdas son simples corolarios *
de é1. | -

\

Demostracién: Para ello, mostraremos que si F es exterior a
la circunferencia, entonces vale (1); si F estd en la circunfe-

rencia, entonces vale (2); y;si F es interior ' a la cirgunferencia,

entonces vale (3).
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Si F es exteri£;n24é§ circunferencia, entonces vale (1).

. :

¥ ' ' X "

Sea r el radio de la circunferencia. Entonces PF >r. Por el

teorema 7-6, el segmento PF es el mds corto entre los que van _

desde P a la recta. Si'Q es otro_ﬁaﬁtd cualquiera de la recta,
{

_entonceg PQ >PF. Por consiguientek PQ:;r, y Q es'exte;ior a la

circunferenci

Si F estdyeh la circunferencia, entonces vale (2).

[

. »

» v
Y

Aqui tenemos PF = r., Si Q gs ot¥o punto cualquiera de la recta,
entonces PQ >r. (jPor qué?)™ Por tantd, la recta es tangente
a la circunferencia, y el.punto q@ ééngencia es F.

Si F es interior a la circunferencia, entonces :vale Q).

“
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La demostracifén es como sigue: Si Q"estd a la vez en la recta
. T

y en la circunfefencia, entonces APFQ es un tridngulo rectdngulo

cuyo éngulo recto esté en F. Po™ el teorema de Pitégoras, ot

. ' - PF2 + FQ? = 2,
fe modg FQS = r’ - BF,
d ' E
y L FQ =/ - PR

@El numero bajo el signo rqgical es positivo, porque PF<r.)
" As{ que, cualquier punto Q cdmun a la recta y a la circ¢unferencia,

tiene que satisfacer a: esta ultima ecuacién.

Oy o L0 -

Inversamente, cualquier punto Q que esté en la recta y.
satisfaga a*la(gcuaclén, tiene que estar,a la distancia‘ r de P,
cqmo €s facil mostrar sin méds: que retroceder en el proceso oo
algebraico que nos ha dado la ultima férmula. La ecuacién

0_ : ;.4_*_._ '
/Y 2

SR ST FQ =~'t” « PF '

.3 b

vy

( por cons&gu1ente, la que caracterlza los puntos ? que son
intersecaiones de la recta ¥ la circunferencia
Por el Lfeorema de la 1ocalizacién de pdntos, hay exactamente
;dos tales puntos, uno en "cada uno de los dos rayos que inciden
u",uf en . Evidﬁntemente, son puntos equidistantes de F. : , o
e ';\: 'Este razonamiento no se aplica cuando la recta pas;ﬁ;br el
punto P,,pero en este caso se tiene P = F, PQ = FQ = r, y hay
“dos puntos Q también, como antes. ) ' .
Podemos ahora pasar a nuestros primeros teoremas bédsicos
gobre tangentes y cuerdas que son corolarios del teorema 13-2.

Bn todos ellos se entenderi que C es una cfcunferencia en un
plano E, con centro en P. Para demostrarlos, s6lo 'necesitas
tener en cuenta el teorema 13-2¢y ver cudl de las tres condi-

ciones de la conclusién del teorema se aplica al casb en consi-

-

deracidn

Y
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Corolario 13-2-1. Toda recta tangente a C es perpéndicular'
al'radii/)razado por el punto de“contacto 5

Aqul es la Condicidn (21 la que se aplica y eilo gignifica
dUe la tangente y ¢l radio son perpendiculares '

Corolario 13-2-2. Toda recta en E, perpendicular a un_fédio
en su extremo exterior, es tangente a la circunferencia.

Puesto que el extremo exterior del radio debe ser F, se
aplica entonges la condicién (2), y tenemos .la tangencia.

Corolario 13-2-3. Toda perpendicular desde el centro de C

a una cuerda biseca a esta cuerdac

" En este caso (se aplica 13 condicidn (3) (En los casos (1)

y (2) no hay cuerda alguna.) ‘

4 Corolario .13-2-4. El segmento que une. el centro de C con el

punto medio de una cuerdg es perpendicular a lé cuerda. .
Utiliza el corolario 13-2-3 6 la cOndicién (3).

,Corolario 13-2-5. En el plano de una circunferencia, la -

mediatriz de una cuerda pasa por el centro de la ctrcunferencia

Utiliza los corolarios 13-2-4'6 13- 2- 3, 0 la condicién (3).

Corolario 13-2-6. Si una recta en el plano de una circunfe~

rencia-interseca al interior de la circunferencia, entonces corta ~

a la circunferencia.en exactamente dos pdhtos SR ‘

' Aquf también ,se aplica la dondtcibn (3). (En los c<;os (1)

y (2) la recna no’ interseca al interior de la circunferencih )

efinic16n Circunferencias ,con radios congruentes, se 11aman

@

CO ue.nte ¢ * ! -
Por distancia dh unh cuerda al centro de . Una c rcunferencia

v

entendemos la distancia entre él centro’: y la recta que contiene
la. cuerda, tal como fue definida: en la seccién 7\§v Las demostra-
ciones de los dos teoremas siguientes se deJan para que t§ las
hagas: ’

Teorema 13-3. En la misma circunferencia o en circunferéngias

congruentes, las cuerdas equidistantes del centro son congruentes.

9~ . .

N
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Teorema'lj-h- En la misma circdnferencia 0 en circunferen-_

cias congruentes, cada dbs cuerdas congruentes equidistan del

-~ a

centro? : ‘ : \5 - ' .
~ Las definiciones siguientes son ititiles en el estudio de 1as ‘ (
rectas y las circunferencias' L - ‘[

Definiciones' Dos circunferencias son tangentes si cada una ;
de“ellas es -tangente a 1a misma - recta en e1 mismo punto Si dos

circunferencias tangentes son coplanarias, se dirdn tangentes
exteriormente o interiormente seglin -que sus centros estén a.

- distinto ladd o del mismo lado de la tangente comin. = ; A

Tangente interiormente -~ Tangente éxtqgigrmente
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y -~ Conjunto de problemas 13-2

Indi¢a el nimero deloteogema o

‘cotalario que juskifiéa cada

una .de las conclusiones

siguientes: ’ '

(C es el centro de‘la circun- -

feneﬁcia en 1d?figura pléna.)

a. Si TA ='TB, entonces EEGZKE.

b. Si RS LCK, entonces RS es
_tangente a la circunferencia.

c. Si T eSté en el interior dé

1a‘circunferencia entonces KC intersecaré a la circunfe-, "

ren{ia en exactamente otro punto distinto de K

d. La mediatriz de FH contiene a(C. -7

.+ Si AB y FH equidistan de C, entonéeslxﬁ & FH.

o

g D e
. Si RS es tangente a la circ$Pferencia~CJ entoncgs.CK_LRS,jr_

&

L4

.81 AB = FH, entonces AB y FH equidistan da C..-

e
f
'gg Si CKJ.AB entonces AT '= TB!
h

s

Demdeéﬁra el corolarid'13 243 Toda perpendicular desde el

ceptro, C, d€ una circunferencia biseca.a»la:cuerdé;

Utiliza la figura gdjunta
ggré demostr?r el*coroldrio
13-2-5; En el plano de uria
'circunferencia, la mediatriz
de una cuerda pasa por el -

gentro de la circunflerencia .

L)

ERI

.
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jA ué'distancia estd
. -MN dbl centro de 1a”

Acircunferencia? o

S - 420 - N

- . . -

En 1la circunferencia C;.
KN = 40, y MN = 24,

.- En una circunferencia cuyo didmetro tiene 30 pulgadas,

se traza una cuerda perpendicular a un radio. La dis-

_tancig dg la .interseccién de la tuerda y elgradio al

extremo exterior del radio es de 3 pulgadas. Determina
la 1ongitud dé la cuerda. ' - 7

Se da 1a figura adjun;p, con - -C el ceﬁtto de la circunfe-

: rencia y'KTJ.RS Contesta los diez problemas de la

manera indicada a continuacién: ‘ : .

Escribé "A" si se da més informacién que la necesaria para’
resolver el problema. ' :

Escribe "B" si la informacién dada es insuficiente para

»~

resolver el problema :*-' w s

\ _ Y R 0
‘Escribe "C" si lg informacién es suficiente y no hay infor-
macién innecesaria en el enuﬁciadb. .
Escribe "p” si la informacién es contradictoria. L(}y

(No es necesario que resuelvas los problemas.)

. | - ' .
-~’1:;, JKP'= 4, PC =1, CI=6;, KP =%

b. RP =5, RS = ? . . K

¢ CT =13, CP =5, RS =21 b,
d. KP = 18, RS = 48, KC = 25, RK = %

PC = 354 RS = 24, BK = 7

KT = 40, RP = 16, CS™= 7 -

8. X8 =8, TK <« 16, PC = ?.
h. RK = 20, RS = 32, KP = 13, KT = ? ’
1.- RS = 6, KC=5, Pr =?
J. Pr=5, CS =6, RS =7
¥'f \ .

cas
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8. una circunferencia con centro P, una cuerda AB es paralela

a ung tangente y corta al radun>que pasa por el punto de

tangencia ‘en' su punto medivb. Si AB = 12, determina el
radio de la circunferencia N o

.9. Demuestra que las tangentes a una circunferencia en los
, extremos de un didmétro son paralelas. .

*10. En la circunferencia 0 con centro o0
‘ 0, AB es'un difmetro w AC

es una cuerda distinta

. e
. Co trazada por A, Si CD es )
. ’ la tangente en C, y- »
: - s — +~— -
, DO || AC; demuestra que DB -

es tangente en B.

-

[ [ ]

oo 11. Respeotp de las cireunfe- ‘ L
‘renclas concéntricas de
la figura .adjunta, demuestra

" que todas las cuerdas de la

, A circunferencia mayor que son
tangentes a’'la menor, estén’
bisecadas por .el punto de
contdcto, De otra manera:

Para cada circunferencia el

tentro es 0. AB es upa

cuerda ae la circunferencia .
mayor, que es tangentg a la
circunferencia mgkor en R, ' _ \
Demuesgra que AR % BR. S o

o : S
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Egvlé gigura ad junta,

-de las circunferencias.

‘k3:2\ L . | - 4224

o

En la figura adjunta se presenta
una cierta disposicién de

tres circunferencias tal que
una cualquiera de ellas es .
Eangente a las otras dos.
Dibu}a otras tres disposi-
ciones ﬁqsibles de Las'

tres circunferencias con
cada una de ellag tan-

gente a-las otras dos.

La tangente codﬁn )

© o .

1
o . . NEEN
4 ¢ .

Ay, B y C son los centros

v

AB = 14, BC = 10, y |
AC = 18. Determina el v

radio de cada circunfe-
rencia '

Demuestra que la recta de los centros de ‘dos circunferencias

tangentes contiene al punto de contacto. (Sugerencﬁa}

Caso I1I

Traza

.
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516 .

17.

18.

*19 .

”

. Demuéstrarque.DA = EC.

o - 423 -
8]
‘Demuestra el teorema 13 3

G, . 13'-*_'2--

C ‘-

‘E;/da.misma'qircunferenci
8

circunferencias congruentes, del

cué}das.equidisiante,
centro son congruentes. S
En la figﬁya ad junta, _{
P es el centro de 1a
clrcunferencia, y

mZ AEP = m/ DEP.
%estfa que AB & Eg

En la circunferencith,

RD L AB, RE LBC, y RD = RE.

L _ »

N .
Demuestra que los puntos medios de todas las cuerdas
congruentes de una circunferencia cualquiera estdn en una

circunferencia concénfrica con’ la original y «con radio

igpal a la distancia de una cuerda al centro demUestra -
también que las .cuerdas son todas tangentes a esta -

« circunferencia inter@of.
Se da:

.de la circunferencia O,

" AB es un difmetro

—
-CD es tangente a O en T,
KtlfCD, y Eﬁ.LEb. ¢
Demuestra que CO & DO.

0 en
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- 13-3. Planos tangentes, el teorema fuhdamental para 1a$

‘superficies. esféripas - ‘$

Una vez quelhayas estudiado y entendido 1lp expﬁesto en la

<dltima seccidén, encontrards muy pocas dificultades en la que
* vamos a Ilniciar. Veremos que superficies esféricas -y planos

en el espaclo se comportan de una hanera muy parecida a las
ci*cunferenkcias y rectas en el plano y que la analogia entre

los teore ,s de la secclén anterior y los de ésta es muy Intima. :
efiniciones: EL interigk de una superficie esférica es la
xeungén/de su centro y el‘conjunto de todos los puntos cuyas

distancias al centro son menores que el ‘radio. El exterior de'
la superficie esférica es el conjunto de todos los puntos cuyas -
distancias al centro son mayores que el radio.

Definiciones: Un plano que interseca a una'superficie

esférica en un solo punto se llama %éano tangente a la superficié

’ esférica Si el plano tangente interseca a la superficie edfé-

rica en el punto Q, entonces se dice que el plano es,tangente

a la s uperficie esférica ed Q. Q se llama'punto de tangﬁncig,

0 punto de contacto e

~

AR TN
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El teorema fundamental referente a superficies: esféricas
y y planos. es el siguiente ‘ _
Teorema 13-5. Dados un plaro E y una superficfe esférica .

sea F el pie del segmento perpendicular desde
Entonces, o bien

8 con centro P,
P aE.

(1) Todo punto de E es'exterior a‘é,,o

(2) FestdenS, yE es tangénte asenF,o

(3) F es interior a §, y la interseccién de § y E cOnsiste
en una circunferencia con centro F: )

Denmrostracién:

Si F es exterior .a S, entonces vale (1).
22 ¥ es exterlor a es =)

- - -

\

(4

La, demoét{isién sigue, casi palabra por palabra, la cornes~
pondienteg,a la circunferencia en el teorema 13-2. El dnico
cambio importante es el apoyarse ‘en el teorema 8- 11 (segmento

mds corto desde un punto-a un plano) en vez de hacerlo en el
- - s " ’ . )

t’e or ema 7 5. — )
Si F. esté en S,

- .
entonces vale (2).

?

13-3..

.
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' ’/] . . Aquf también, laf prueba es casi idéntica a la del teorema
- 13-2. . '

Si F es interior a S; entonces vale (3).

———————— —

) ‘-

-,
-

a Sea Q un punto cualquiera contenido en. ambos E y S. - Sea -
T el radio de S, y sea x = PF,

Entonces LPFQ‘es un 4ngulo récto, porque todé recta en E,’

)
pasando por F, es perﬁEndicular a Fﬁ. Por tanto,

FQ2 + x2 - r2,

/

| e R Ve f:i' -
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Puesto ‘que Q es un punto cualquiera de 1a interseccidn de E
.y S, entonces todo punto Q, de’ dicha - interseccién es tal, dheFQ '

es constant Por consiguiente, todo punto de 1la interseccién
estd en la circunferencia con centro en F‘X radio S e
2 2 o
r - x
L 2N @

Aunque hemos mostrado que todo punto de la interseccidn estéd
en la circunferencia, no hemos .probado que este conjunto de

puntos es la cincunferencia Esto es, ser{a concebible que
hubiera algunos punth en la circunferencia que no fueran puntos

de la interseccién Vamos a probar ahora que esto no es posible,\

- mostrando_que si Q ‘est4 en. la circunferencia, tiene que ser un

punto :z/iixiﬂfE;;eCClén ' -
Supongamos que Q esti en la circunferencia cuyo centro es

[ — | " .
F y cuyo radio es r2 - xz.‘ Entonces LPFQ es un éhgulo recto, . -

Lomo antes, de modo que
, PQ-x+<'\/ —x}

PQ = N/;i = r, puesto que r»> 0,
. , : v _
Por consiguiente, Q estd en.la superficie esférica. Luego, todo

punto de ‘la circunferencia pertenece a la Interseccién. Por lo

tanto, la circunferencia es precisémente_diqha interseccién,

que es lo que se querfa demostrar. —
Nuestros tebremas bdsicos sobre tangentes a una superficie

esférica son, todos ellos, corolarios del teorema 13-5. En

.,'todos €so0s corolarios, deberé entenderse que S es una superficie

esférica con centro en P.

¢

Corolario 13-5-1. Un plano tangente a § ‘es perpendicular al
radio trazado por el punto de qontacto. ’ ,
Corolarip 13-5-2, Un plano perpendicular a un radio en gu. "

-

extremo exterior es tangente a §. o .

-
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Corolario 13-5-3. Una perpendicular desde P a una cuerda,

_ de S biseca a la cuerda. AT : T
.- Dato:. PQLAB R
'Demuestra que AQ_-'BQ.

L]
. . ‘

Corolario 13- 4. El segmento que une el centro.de § con

el punto medio de una cuerda es perpendicular a la cuerda.

' (
Conjunto de Qroblemas 13-3

-1, Lla superficie esférica 0

. es tangente al plang E en
el punto A. P yéé% son
" rectas de E trazadls por

; A. .;Cudl es la'relacién
de ‘0A con‘ﬁ y con Rt

5

2. Eq una- superficie esférica cuyo radio es 10 un . segmento
desde el centro perpendicular a una cuerda tiene una
-longitud igual'a 6. ;Cuél eg la longitud de la cuerda?

"/3. En una superficie esférica cuyo radio tiene 5 pulgadas,

| gtuél es el radio de la circunferencia marcada en la

superficie esférica porgun plano que dista 3 pulga

del centro? ' \

4, Demﬁestra_que las. circunferencias determinadas sobrd una
superficie esférica por planos equidistantes del centr

de ia superficie gson congruentes,

.
o ) H
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*5. En la figura adjunta, el B |
‘plano E interseca a la - i; . L . !
superficie esférica cuyo . - ' '
'centro es 0 Ay B son .
dos puntos de §a inter-
seccién. F estd en el
~ plano E. OF LE y AF L BF. .
'S1 AB = 5'y OF = AF, deter- ¢ l
_mina el radio de 1la ' ° ' s —_—
 suparficie efférica y y también ' o
m/AOB. 8i G es el punto {
medio de AB, determina 0G. ‘ -
*6. Se dan una.superficie esférica y tres puntos sobre ella.
Explica cémo se halla el centro y el radio de la ‘
circunferencia determinada por dichos puntos. Expriea
‘cémo se pueden determinar el centro y el radio de- la )
superficie esférica ’ ' ' ‘. T
‘*7. - Sabiendo. que el plano E es tangente a la superficie
esférica S en el punto T, Y que F es un plano cualquiera
distinto de E 'y que contiene aT, demuestra que' (a) el el
plano F interseca a la superficie esféérica S y al plano E
en una circunferencia y en una necta respectivamente, y
(b) la recta de interseccién es tangente a la circunferencia
_de’interseccidn ' . .
8. Muestra que dos circunferencias mdximas cualesﬁuiera de una °’
superficie esférica se intersecan en los puntos extremos de
un didmetro de la superficie esférica. |
"*9.},Dos circunferencias mdixima$ se dice que son perpendiculares
. 81 estdn en planos perpendiculares . Demuestra que, si .
- se tienen dos circunferencias midximas- cualesquiera, existe
» . otra circunferencia méxima perpendicular a ambas. Si dos
circunfeéchias miximas sobre li\tiq'ra gon meridianos
(pasan por los pblos), jcudl es la circunferencia méxima '
» perpendicular a los dos?
y ¢ | d
. \ I *
~ . L 1.!‘;) . /
‘ -
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*10. En 1a.figura adjuqté! A yABAh
son los centros de dos /-
superficies esféricas que )

e'qgftaq; Dechibe breve-

! mente la interseccién.

My N son 'put}tos de’la+
//'interseccién. 0 es un

puntb en el planpAde la -

"interseccién y est&

alineado con-A y'B; -Si
el radio de la superficie
esférica A es 13, el de 1la
superficie esférica B es
542, y ﬁﬁi.ﬁﬁ,.determina
1a distancia entre los o _ !

" centros de ias sugsfficiesA : - \\\_

‘esféricas.

' 13-4. Arcos de circunferencias

'Hgfta ahora en este'capftulo hemos pbdidé tratar las
circunferencias y las superficles esféricas de una manera
aniloga. En el resto del capftulo, nos limitaremos exclusiva-

mente a.las’circunfefencias. Las cuestiones que estudiaremos
‘.tienen éus correspondientes analoglas en 1a_£eor£a de las
-superficies ésféficas,,gézg son demasiado complicadaslpara
ser consideradas en un curso inicial.

A ¢
Definicién: ¥ Un &ngulo central de yna circunferencia dada
es un 4ngulo.cuyo vértice es el centrbqaf la circunfefencia.




\\.

Definiciones- Si A y B son dos puntos de una circunferencia

con ceéfitro. P, que no sean extremos de un ‘didmetro, la reunién
-Ajfde A, B y todos los puntos de la circunferencia situados en el

a .
5 -interior del. ZAPB, es -un arco menor de la circunferencia. La o
. reunidn de A, B y todos 1os puntos de la circunferéncia situados
€n el exterior del /APB ». €8 un arco maxor de la circunferencia. “' .

S1 AB es un diémetro' la reunién de' A, B y todos los puntos de
" la circunferencia situados’en uno de 1os dos semiglanos del

plano de 1la circunferencia, con arista AB es una'semicircunfe-

o

rencia. Un arco es o un arco menor,, O un' arco mayor, o una
L

semicircunferencia. Ay B son los puntos extremos ddl arco.
Una notacidn séncilla para. designar un arco cuyos extremos

‘son A y B es: AB. “Esta notacién simple es s;empre ambigua,
porque sobre-la misma circunferencia hay siempre dgs arcos -
distintos con los puntos extremos A y B, . Algunas veces estard ,
claro por el contexto a.cual de los dos nos referimos. Si no,
.tomaremos un ‘punto cualquiera X en el arco distintp de los.

. . . .
extremos y entonces el ‘arco se denotaréqpon KRB. . :
o . N .




o
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Por ejemplo, en la figura, KEB es_un arco menor, AYB es el arco

mayor correspondieﬁle, y 1os arcos €AB y CpE\son semicitcggfe-
rencias.,,

La justificacién de las denomindtiones "menor' y "mayor" es
obvia en cuanto se dibujan varios arcos de cada tlase. Un
arco mayor !iﬁ%uitivamente, es un arco "mds grande'! que un’ arco
menor. Esta relacién se-hard mds prlfcita mediante la préxima
definicién. - o |

" Definicién: La medida en gfaéos mﬂiﬁ de un axco Kiﬁ se

- defing del modo siguiente ' ‘ : v

(1) si AXB es un arco menor, entonces mAXB es la medida

del.éngglo central_correspondiente.

(2) s8i KXB es una aemicircunferencia, entonces mAXB = 180
(3) si AXB e¢_ un arco ‘mayor, y AYB es, el arco menor
correspondiepte, entonces’ mAXB = 360 - mAYB. |

*s.

«

-




consiguiente, mAYB es aproximadamente 60" y mAXB es aproximada-’ﬁ  .
‘mente 300 . ‘o oot A ' ﬂ;; ;-;7,1 Qﬂ ' :

’ .-'? ' - N
De ahora en adelante, se dir4 que m&iﬁ es sencillamente 1a - T
medida del arco Ki% . ObSGrVa due un arco es menor o mayor sfgﬁn' ,f:., .
su’ medida $ea menor o mayor que’ 180, : - E o ”%;".?f:“ R
*  El siguiente teorema es'. sencifio.y plausible, pero su
demostracidn es asombrosamente tediosq Lo enunciatemos sin-la
demostracién, -y lo consideraremos, précnicamente5 c0mo~un a .
\postulado~ ' . , " LR S,

a ‘Teorema 13 6. Si AB y BC son arcos de 1a misma circunfe-

-+ rencla que tienen comin sélo el _punto B, y si su reunién es un"" .-
arco X\ entonces m&ﬁ + ch = mAC. )
» )
N ) /'\ o" )
. . L mAXB 4 mﬁ?ﬁ #.mﬁﬁa ~ B - ~
| Observa que en el caso cuando: AC €S un arco ménor;, el 2.

teorema se consigue del postulado de adicién de- éngu&os. "La
demostracién en el caso general es més complicada.'”

"

En cada una de las figuras siguiehtes, el éngulq- X se '

dice que estd inscrito en el arcg ABC. _—




-
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Defthicidn: Un 4ngulo est4 nscﬂ;t en un arco si (1) los .
' dos extremos del arco estén en los dos 1ados'Whl éngulo, y -
- (2) ¢} vértice del dngulo es un punto pero ne un extremo, “de
.dicho arco. Més concisamente, LABC estd inscrito en ABC -
En. la primera de las dos figuras anteriones, el;‘ngulo

ry

eseé inscrito ‘en un arco mayor, y en la ‘segunda figura el

'éngule‘gsté inscrito em una semicircunferencia.. o o

En cada una de las figpraa.a continuaciénu se dice que la
.abertura . del dngulo imterceptm,PQR. '
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En el primer caso, el dngulo es inscrito; en el gsggundo caso,
el vértice es exterior a la circunfereﬁciaf en el tercer caso,
el 4ngulo esun éngu16 central; y en el dltimo caso, un lado
del\&ﬁgulo es tangente a 1a<eiréunZeréncié. En el segund/
la-abertura;del dngulo Intercepta no s6lo el arco ﬁaﬁ sipo
también el arco ABC... - _ ' _

i Esas figuras dan la idea general.b Presentaremos aho _
definicién precisa de 'lo que significa decir qy —un &ngulo
intercepta ﬁn arco. Procura combrdBar cuidadzzz;gnte que 1
definicién abarca realmente todos los cuatro casos anteriores, |
‘ Definicién: Un 4ngulo interceéta un arco si (1) los puntos
extremos ‘del arco estd& sobre el &ngulo, (2) ‘cada lado del
fingulo tontiene al menos un.extremo del aéco,'; (3) exceptuados
los extrémos, el arco estf .en el interior del 4ngulo,

La‘razén por la cual consideramos los arcos 1nterceptados‘

por 4ngulos, és, que en ciertas condiciones, existe una relacién
simple entre la medida de‘un dngulo y la medida del arco.




o
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En la figura anterior, vemos tres 4ngulos inscritos,

L%, 4y,.<z,.y todos ellos interceptaﬂ'el mismo arco BC. Pérece,

Aomo 8l estos énguios fueran congruentes. Y en efecto esto es

lo que siempre acontece.  El10 es un corolario del teorema

uiehte:

Tq2rema 13-7. La megida de un &ngulo insorito es 1la mitad
de Ldyhedida de su arco interceptado. . g !

" De otra manera: Sea /A un dngulo dnscrito en un arco de una

L4

circunferencia, interceptando el arco BC. . Entonces

h[ A -'% mBa. | N

. LS
-~ 0

4

‘Para demostrar esto mediante los teoremas anteriores, consi-
deraremos primero un éngulo inscrito de una manera especial.

Demostracién: Caso 1. Supongamos que un 1ado del £A
contiene’un difmetro de la circupferencia, como en la figura

que sige:
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Sean 4x y <y tomo bn la figura. "Entonces
) ) mMZA+ msZx'=mzy,
" por el dorolario 9- 13:3. PA = PB, porqug A'y B.estén en la
 clrcunferencia. Puesto que los &ngulos en la base de un
triéngdﬂo tsbsceles son congruentes, tenemos m¢:A = M/ X, /

Por' congiguiente, 2(m CA) = miy, . D

y . meA = F(mly) = Habl), .

t .
que es 10 que se querfa demostrar.

Ahora_,sabemos que el teorema vale siempre en el caso 1. .
‘Utilizando este resultado, podemos mostrar que el teorema valq
en todos los casos. ," _

Caso 2. Supongamos que B y C estdn a distinfos lados del °°
’ didmetro -que pasa, po

como en la figura siguiente:

< ‘
Entonces | mZsA -[gnév-fmzw,
y R mBC = mBD + mbC.
(zPor qué, en cada ‘caso?) Por el caso 1, sabemos que
: . ' . . va - — mﬁb ) .
. N VR
y ) / miw = mﬁa .
- . '2'
Sumando las dos ecuaciones, obtenemos
¢ . meA = 7 mBD + 2 mﬁ\
g -En@’
como querfamos demostrar. ' ‘
. .
\ PaY
)
L) :-.3




" Caso 3. prongamos que B y C estdn del mismo lado respecto!
del didmetro que pasa por A, cqmo en la figura que sigue:

- 438 -

La demostracin aquf es muy parecida a la del caso 2, ¥ la

enunciamos en forma abreviada:

m Z-BAC =

. -

", Debes comprobar cuidadosamente que te das cuenta clara por qué
-cada una de estas ecuaciones es gorrecta. '
De este teorema obtenemos dos importantes corolarios:
' Corolario 13-7-1. Un &ngulo inscrito en una semicircunfe-

rencia es un 4ngulo recto.

x

Esto es as{, porque un tal dngulo intercepta una semicircun-
- ferencia, cuya medida es 180,

. Corolario 13-7-2. Angulos inscritos en el mismo arco son

congruentes)

La demostracién 'de esto es evidente, ya que tales ‘dngulos

m/Zt = mzZs.- mzZu

1

2(nBD

]_ ~
= mBC.
2

'intercepxan todos gl mismo arco.

- méﬁ){

]

1.8 - L ndd
2 . 2

@,

~

\
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oo ConJunto de probLemas 13- 48

l. El centro de un arco es el y o _ .
centro de la clreunferencia - A////’q—“\\S\\B . ¢

i . ‘ ¢ . K

- ¢ al cual pertenece el arco. . _ : '

&Cémo enqontrarias el centro ‘

}
© .
w ’ ¢ e

del arco AB7' : S

2. Datos: P es el centyb‘ﬂe'
s AC, msC-= 45,
Demuestra que ﬁ?ﬁ:ﬂ?.
- S P

"3. En la figura adJunta, ; .
jnAB - whBF, '
‘4. Demuestra que AAHK -~ ABHF .
b. LQué otgo triéngulo es

¢,

- A . semejante al ABHF?
" 4. 'Lag 'dos circhnferencias de la . - . /
C figura adjunta son tangentes ”
en A y la mis pequefla pdsa ’ B,
- por 0, centro de la circunfe- ' A
rencia mayor. Demuestra que
cualquier cuerda de la
circunferencia mayor con uno *
de_éué extremos en A es bisecada
pbr la circunferencia més o -
pegueﬁa. . o b / )

|J‘

s RN
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*5. Demuestra lo siguiente: Tres

| puntoé no alineados cuales-
quiera estén sobre ung .
cifcunfefenéia. A
0 de otra manera: A, B, y C,
san tres puntos no alineados.
Demuestra que existe- una
circunferencia que contiene
a'A,'B, y C. (Sugerencia: "~
Traza AB y BC. jPuedes '
deteyminar el centro de la

- . circunferencia?)

.6. Un cuadrilitero inscrito es

. un cuqdriléterq_que,tiﬁne
tod039sus vértices situados
en una circunferencia.
Demuestra el teoremé
siguiente: Los &ngulos
opuestos de un cuadrilitero
inscrito son suplementarios.

»?. En la ckrcunferencia P,
sean'm/R = 85, mRS = 40,
;me = 90. Determina las ‘.
J " medidas de los otros arcos

y &ngulos de la figura.

.

8. XY es la cuerda comin a dos
circunferencias que se intersecan.
AB y DC son dos segmentos que

cortan a las clrcunferencias como
lo muestra la figura-adjunta y que

contienen a X y Y, respectivamente.
. Demuestra que AD || BC. -
(Sugerencia: V. el problema 6.)
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9. Demuestra lo siguiente: Un
.didmetro perpendiculd¥ a una
. Cuerda de una'circuqferencia,
bisécé‘a los dos_arcos-detérr
 minados por la cuerda.

10. En la figura adjunta, ACB es
una semicircunferencia y CD | AB.
Demuestra que CD es la media |,
"geométrica de AD y _Bl?.

" 11. Demuestra el siguieﬁte,reciproco_
del corolario 13-7-1: Si.un
‘éngulo inscrito eu un afco
-circular es un 4ngulo recto,
en;onées-el arco es ‘una l
semicircunfereﬁcia;

*12. Si un par de' d4ngulos

' opuestos de un cuadril§-

.tero son suplementarios,

el cuadrilitero puede
inscribirsé en una circun-
ferencia. _ |
(Sugerencia; Utiliza ‘
los problemas 5 y 6. en una
de&ostracién indirecta.)

flS. En la figura adjunqﬁ,'xﬁ es

un didmetro de la mds pequefia

. de las dos circunferencias

- concéntricas, ambas con centro
a4 - 0,y AC y :53 son tangentes a la
circunferencia mis pequyefia. ‘
€0 y DO son radios de la circun-

ferencia mayor. Demuestra que CcD S | .
@8 un difmetro de la circunferencia mayor,

(Sugerencia: Traza AD y CB.) >

m. ] ) & ‘ . ] L ‘

Q . ' x 1(' .
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4

Definicién:  En la misma circunferencia, o en circunfe- .

‘ rencias congruentes, dos: arcos se dieen congruéntes si tienen
la misma medida. , : : : o !

. Justamente como en la definicién de segmentos, éngulos,
tri{ngulos a circunferencias congruentes, la idea intui;’iva ,

consiste é&n que uno de los arcos puede ‘ser ‘movido hasta

Y hacer}o coincidir con el otro, - » o

[ 4

Teorema 13-8. En la misma eircunferencia, o en circunfe-

e

rencias congruentes, si dos cuerdas 'son congruentes, entonces

también lo son los arcos menores correspondientes

pemostracidn: En las figuras inmediatas, tenemos qge' -
« mostrar que si AB = A'B', entonces Kﬁ A'B', Por el teorema
L.L.*., tenemos
" AAPB = AA'B'P'.

Por tanto, /P & /P'. Puesfo que mAB = m¢P y mA'B' = mzP',
esto significa que AB & A'B', como qﬁériamos demostrar. -

EL reciproco es también cierto, y-la demostracién es muy
parecida: / '

Teorema 13-9. En la misma circunferencia, o en circunfe-

rencias congruentes, si dos arcos son congruentes, entonces
también lo son sus cuerdas correspondientes.
Esto es, en las figurag anteriores, si AB = ATEf, entonces

AB = A'B', Y si los arcos que se sabe son congruentes son los
A
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es vale la misma'bonélusién

arcos mayores, ento

'
Teorema '13-10. [/ Dado un dngulo con el v rtice en la .

circﬂnferencia, forado por un rayo secante y un rayo - tangente,
la ‘medida del éngulo .es -
ceptado

itad de la -medida del” arco inter-

¢ -

3

* Demostracién: Por el éngulo formado POr yn rayo secante
Yy un rayo tangente entendemos un dagulo tal como el dibuJado en
la figura inmediata. Probaremos el teorema en el caso de un
dngulo agudo, eomo el de la figura. Utilizaremos la notadién
* de esa figura para las medidas de los diversbs dngulos. En
el APQR, £PRQ y £ PQR tienen la misma.medida y, como se indica,
Por ser isfsceles ‘el APQR, Puesto que m(R = m £ZQPR,.lo que
tenemos que probar es que x = %z.

Por el corolario 13:2-1, ZPQS es un dngulo recto. Por

consiguiente, A »
- x =90 - y.
En virtud del teorema 9-13, z + y + y = 180, de modo que
) | z =180 - 2y. ° | "
1

En congecuencia, x = zz, como se-querfa demostrar
-

"/ P
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Conjunto. de problemas 13-4b
. -

3
. L. Demuestra el teorema 13-9: En la misma circunferencia, . =~ -
" 0 en circunferencias congruentes, si dos arcos son

congruentes, entonces también lo son las cuerdas correspon-

~ dientes. '
- 2. §n la figura adjunta,
AF -= BH. ' ot . !

+ Demuestra que: a. AH = FB
b.  ?AMH & A BMF

)

3. ABCD es un cuadrado inscrito. - ' : '

T E es un punto cualquiera de l,‘ 0 c ‘ -
6C, como muestra la figura~. : ‘ : ¢ .
adjunta. . i \ - ) - ’ \ | ” '
Demuestra que AE y BE trisecan ,
al /pEc. ‘ A . B

’ lad \ /l
“

?. Ea la figura adjunta,
A, B, C, D estén en la

circunferencia y‘EF es

tangente a la circunfe-
rencia en A, Completa

los sig&ientes enuncilados:

’

a. <BDC =
b. ZADC = . : , \ ,
c. LACB & C & I .

d. ZEAD es suplementario de _ . »
e. £DAB es suplementario de
f. AﬁABc"es suplementario de .
g. £DAEE __ .
h. ZDBA es sUplemehtario de -

~
-

n
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1, AADB es suplementario de . o
. ADAC

5, En 1a figura qdjunta, CP y AQ

\) L son tangentes, y PQ es un « . T
o " didmetrd de 1la circunferencia. ‘ "
‘ 81 wPB = 120 y el radio“de .

- la éiﬁtunferencfh'es 3, deter-

‘mina 1§ longitud de Rf.r

1

*6 . Dqs circunferencias son tangentes, interior 0 exteriormente,
“en-el punto H, Sea u . una recta cualquiera trazada por

\H y qué corta a las- circunferencias otra vez en M y en N.
Demuestra que las tangentes en M y en N son paralelas

*%. Se dan la tangente PT y 1l¥
secante PR. También B es
gl punto medio de PR.

Demuestra que B es equidis-
tante de PT y- PR

N
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. " Demuestra el teorema: La .

medida .08 arcos

' iptercéppados por el

- .Hay que demostrar que . E - . .

-dngulo -y por su opuesto.

- T _ oo ' r : ’

medida de’uﬁ éhguf"fdrmado

. { ‘ A
‘secantes a una Ce . o

R ’
Datos: Una circunferencia
con las secantes AB y CD . oy

que.sé-intersecan en E.

mZ DEB = %(mnﬁfs- + .mAC) .

(Sugerencia: Traza BC.) v

"Demuestra el teorema

. secantes a una circunfe- °

_de las medidas de 163
arcos intercepta&bs.

siguiente: La medida de sy : S

un éngulo forqud por‘doé

rencia que, se intersecan
en el exterior de la
circunferencia es la .

mitad de 1la difeyencia

(Sugerencia: V. el - : o . .
problema 8.) ' N |
Verifica que el,teorema del.problema 9 continda siendo

vélido si las palabras '"dos secantes' se Susfituyep por

"una secante y una tangente' o por "dos tangentés’ .

L 2




R ST
\( o 11. 'En la tigura adjunta, sean
" mAB = 70, mAE = 80, th = 150,

yméBFC’SS ’ Lo ‘

Determina mBC, méB,QmQZK ﬁ
méE IDABM) mAAGE mADGE
m< ADK.

. - . L. ey
‘ .

12. 'En la figura adjunta, EF -
PR Qs-t;ngenfé a la circunfe-
_ " rencia en D'y AC biseca al
) "ZBCD." 81’ mAB 88 y

'mCD = 62, determina La» .

medidg de cada arco y de L
) cada dngulo de 1a,figura,r\ﬁf;

o

+13. Se da un cuadrilétero inscrito
* ABCD con diagonales que sg
intersecan er P, ‘

4

; o Demuestra que"el AAPD’WABPC

: ‘ E f'.»b. AP PC = HD P X

4 ." . ) ) . !
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L]

-Se dan AD tangente d 1a
cfrcunferencia en Ay 1a‘
secante ﬁﬁ que interseca
a la circunferencLa en
Byc. RS
Denuestra que: 'a.MQQABbA“ACAD

. ~BD-'C%~AD2

A

: En la figura adjunta, el cuadrilétero ABCD ‘estd -inscrito

.en la circunferencia las rectas AD y. BC se intersecan en P
las rectas AB y D¢ e intersecan en Q; PV y QS son las
bisectrices de los éngulos LAPB y £ AQD, regpectivamente.

’

Demuestra que PVMLQS

v
fSugerencia Muestra que mL PRQ = m« QRV Utiliza teoremas
desarrollados ep este ‘Conjunto de problemas.)




*16. Demuestra el teorema sigulente:  Si dos'rectas paralelas

°

o'
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Intergecan a una circunferencia interceptan en ella assos
congruentes. ' - . '

Caso I . Cesoll Caso III
- (Una tangéﬁte " (Dos secantes) (Dos tangentes)
J una secante) ¥ o .
N | ) A | -
N N ‘

4

13-5. - Longitudes de segmentos tangentes Y Secantes’

Definicidén: Si la recta QR es tangente a una circunferencia

en R, entonces.el segmento QR es un segmento tangente desde Q
a 1a circunferencia

]

Teorema 13-11. Los dos se gtos tangéntes & una circunfe-
' . . ’
rencla desde un punto exterior son congruentes y forman 4ngulos
congruentes con la recta que une el punto exterior y el centro

de la circunferencia. . « o AN
R a . .
.. .

(/A.
\;f-,
j SN

¥

Y
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De otra manera: Si QR es tangente a la circunferencia C
en R, y QS eg tangente a ( en S, entonces QR = QS y:iPpR ZPQS.

Demostracién: En virtud del cqrolario 13-2-1, APQR y APQS

son trifngdlos regtdngulos, con los 4ngulog rectos en R y en S.
Es obvio que PQ,= PQ y PR = PS, pues R y S son puntos de la v
circunfetencia. Por el teorema de la hipot?nusa y el cateto

"\\ (teorema 7-3), esto signifiéa que”’ )

{

~ ‘ APQR % APQS. . o

Por consiguiente, §§ = 65, y LPQR = LPQS,'como se dueria probar.
El enunciadp del siguiente teorema &s mds f4cil de comprender

sl se mira primero una figura. : N

\ * & ' ' i B .
-~ \ . .

» . .-

1 J

El teorema dice que dadas dos rectas secantes cualesquiera .

pasando por Q, como ‘en la figura, se tiene

« | RS- | '

IR | *ldd |
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'Teorema 13-12. Dada una circunferencia C y un punto .

exterfor .Q, sea L1 una recta secante. que pase por Q, y que : j
corta a.C en los puntos R y S; sea Hi_otra recta secante que (?\

pase por Q, y'que corta a C en los ppintos T.y U. Entonces

QR Qs = -qr.y . . N ' a

v Demostracién: Considera los tridngulos ASQU.y ATQR. Esos
tri&ngulos'tienen'el £Q comin. Ademds 4S & 4T, como indica la
figura, porque los dos dngulos estdn inscritos en el arco mayor

RU.Y Pox el corolario A.A.'(corolario 12-3-1), esto significa

que ‘ :
: . ASQU~ATQR.®
Por consiguiente, los lados correspondientes son proporcionales.
Luego, v
( s . W
. TR .
y ‘ )
QR * QS = QU QT,

como se querfla demostrar.
3

Observa que este teorema significa‘que el prbducto QR QS
estd determinado Gnicamentq por la qﬁrcunferencia dada y el punto
exterior dado, y es independiente dg la eleccién de la secante.

(El teorema nos dice que cualquier otra recta secante da el
ﬂismo producto ) Este producto constante se llama potencia

del punto cen reqpecto b la circunferencia. .

. El teorema siguiente nos va a decir que en la' figura

adjunta, QR. QS = QT2. N |
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Teorema 13-13. Dado un segmento tangente aT a la circun-

ferencia, y una recta secante pasando por Q y que corta a la
clrcupferencia en los puntfs R y S, entonces

‘

. ®Igsmqrt. T

Las etapas principales de la demostracién son las siguientes

(procura

1
2

(1)
(2)
(3)
(h)
(5)

Se——

1

5
(b)

darté cuenta de las razones que justifican cada casol;

my/ S = % mfR

m/ RTQ = -‘15 mTR \ _ “

/8 %/ RTQ
N
4 QRT ~-A QTS

:%m% .

QR* QS = Qr°

3

~

_El teorema que sigue es otra variante de los dos anteriores;

la diferencia consiste en que las dos rectas, lds trazaremos

ahora pasando- por un punto interior de la circunferencia. El

teorema dice que en la figura adjunta, se tiene siempre

/

R Qs =qQu-qr. - ¢ ‘

“




. - 453 -

A

13-5

Los pasos. principales-de la demostracién son los siguientes

(pfocurg razonar cada caso):

L
. (1) fss/T
| (@) [swa/rm .
(3) 4 SQU ~ A TQR
w9y

(5) (% ‘ % - mj ‘-QI‘Q"

‘e

T

-

Redacta un3ehunciado completo del teorema, es
ciado independiente de una figura, . A

L

R §

Conjunto de problemas 13-5 :

—

) L d —b .
l. AC, CE y EH son tangentes

C

P

.

4

Para refgqrirnos a este teorema lo llamaremos Teorema 13-14.
’ LS

decir, un enun-

® .

a la circunferencia O en B,
D y F, respectivamente. \

Demuestra que CB + EF = CE.

-

. \('
Las secantes TA y tB intersecan
a la circunferencia en A, By

< en-D, E, como indica la figura .
-, adjunta. 81 las longitudes

de los segmentos son las indi-
cadas, determina x.




|
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{ v 3. En‘la figura adjunta, AB es
b tar‘_nte a la circunferencia
i en A y la secante ﬁﬁ inter-

"seca a la circunferencia en
KyW. S1AB =6y WK w5,
jcudl es la longitud de BK?

4. Dada una circunferencia y
dos cuerdas que(se intersecan;
, ' .como~1ndica la figura, y siendo
x<w, si AB = 19, determina
X y w.
@
5. &E y EE son tangentes a la
circunferencia O en A y en C,

fk\\ respectivamente,;y[nz BC, = 120.
Demuestra. que AB + BC.= 0OB.

6. Se sabe que los lados del I ‘.
‘cuadrildtero CDRS son tan-
x gentes a una"circunfereﬁcig
en L M, Ny P, como‘indica'
la figura o
Demuestra que. SR + CD = SC + RD




7.

8'0

9.

10.

11.

. €S un segmento de ufa ‘

. CB = 4, determina el

2 - 455 - / . 13-5

. )

\En una circunferencia, una cuerda cuya longitud es 12 estd

'a 8 pulgadas del centro de .la clrcunferencia. Utili ando
el teorema 13-14, determina el radio de 1a circunfgﬁancla.'
En la figura adjunta, - L7 :
estdn indicadas las longi-

tudes de. algunos segmentos
¢
de dus secantes.

Determina
la longitud de AB. '

4

L)

En la figura, CD es un
segmento tangente a la .

circunferencia en Dy AC

secanté que pasa por el
centro de la circunfe-

rencia. Si CD = 12 vy

radio de 1a'Fircunfe- _ ;
rencia ' ‘ f

<

bi ‘dos segmentos tangentes a una circunferencia forman °
un tridngulo equildtero junto con la cuerda que tiene por
“extremos los puntos de contacto, detekmina 1a medida de

cada arco interceptado por la cuerda.

Muestra que no es posible

que las longitudes de los
segmentos determinados por
dos cuerdas que se inter-

secan, sean cuatro' ndimeros

enteros consecutivog.

< .
s

iy
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*12. Demuestra que si dos |
' " clrcunferencilas se

~ 1ntersecan, la secante
~ comin biseca , cada uno

de los segmentos tan-

ggntes comunes. \ C : jN i)
13. 81 una tangente comin a dos circunfereﬁcias Interseca a la
recta de los centros en un punto situado entre dichos *
centros, se dice que esfuna tangente comin interna. S1i no
,  1nterseca a la recta de los centros en un punto entre
' ambos centros, se llama tangente comin externa.’

)

En la figura, AB es una tangente-.comin interna y D es

una tangente comin externa. 3 {

a. En la figura anterior, jcuédntas tangentes comunes
puede haber? Especifica cuéntas hay de cada especie.

b. S1i las clrcunferencias fuerpn tangentes exteriormente,

) .
jcudntas tangentes de cada‘kspecie habrig?

o c. Y8l las circunferepncias se intersecan en dos puntos?
. . d. Y si las ciwcunferencias son tangentes interiormente?

K8

e. Y sl las clrcunferencias son concéntricds? =~ .

¢ R T “

‘ . . (7 . . v




.*14. Demuestra lo siguiente: ) ‘ .
' Las tangentes comunes '
internas de dog'ciréun-

ferenciag intersecan a -

la recta de los centros
. en un mismo punto. , ‘
(Sugerencia: Utiliza una

demostracifn ipdirecta.)

*15. Demuestra que los segmentos tangentes comunes de las s
ngeqtes comunes internap son congruentes. (Utiliza }a
figura del problema 14.) : ) S |
16. Los radios de dos o -
_clrcunferencias tienen : g t

longitudes 22 y 8,
respectivamente, y la
distancia entre sus
centros es 50. Deter-
mina la longitud del
segmento tangente ‘

comin externo.

(Sugerencié: Traza -

una perpendicular a ’ . \
‘ AP por Q.) \ S

17. Dos circunferencias tienen comin un segmento tangente
_ externo de 36 pulga&as de longitud. Sus radios tienen
6 y 21 pulgadas, respectivamente Determina la distancia
éntme sus ,centros. ‘ '
'18. La distadcia entre los
centros de dos circunfe-.
_rencias de radios 7 ¥y 9,

~es 20. Determina la

'lbngitud del,segmento'
tangente comdin interno. ‘

...' . ' .-. ' '{I .
® . . o C
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c
.d. . OA" es un

. |
Q. - %58 ;-

Sobre el puente’ae un'grag
tran;atléntico an el otéano,
el capitén pide a un joven .
oficial'nqevo que deteémine
la distéhcia allhori;Ontéo
El joven oficial toma papel

y ldpiz y a 168 pocos
instantes presenta una
respuesta'  En el papel
“ia escrito la férmula d = %wfﬁ millas. Demuestra que
esta férmula es aproximadamente correcta, siendo h la
altura en pies del .observador sobre el nivel del mar y d

la distancia en miilas.al horizonte. (Puedes Suponer qde
el didmetro de la tierra es 8000 millas.)

o

!

Problemas de repaso
)

Para una ¢ircunferencia 0,
a. BC es una

b.. AD es un .

G—p )
* AC es una , .
, —_—
. “AX es una

e
f. €D es un
g. AnC es une
h
i

CA es un .

Dados en Pa figura
adjunta, la circunfe-
rencia 0 y un didmetro
AB, AF || OH/y. m4 A = 55,

determina “mﬁﬁ. y ?KE




- Demuestra que CYL AB.

3 4 - 459 - °

En la- figura adjunta, AB
es un diémetro de la
circunferencia C, y XY
biseca al £ AXB.

(Sugerencia: ,Determina
L

mAWY) ' : Y )
Indica la verdad o falsedad de cada unq, de los siguientes
enunciados 4

a. S1 un punto es el punto medio de dos cuerdas de una
circunferencia, entdnces tal punto es el centro de la
circunferencia. ‘ '

b. S1i-la medida de un-arco de una circunferencia es el.
doble de la medida de ‘un segundo'arco, entonces la
longitud de la cperda del segUndo arco es menor que el
doble de la lodgitud de la cuerda del priméro. L

c. Una recta que biseca a dos cuerdas de una circunferencia

es perpendicular a cada una de las cuerdas.

d, Si los‘vérticeg de un cuadrildtero estdn: en una
circunferencia, entonces cada par de Angulos oprestos
son supTementarios.

e. Si cada uno de un par de circunferencias es tangente a

_-ina terce&ra tircunferencia, entonces las dos circunfe-

.

~" renclas del par son tangentes entre sf.

f. Una circunferencia no puede’ contener tres puntos

k]

alineados.

g. SI una recta biseca a una* Cuerda de una circunferencia,
entonces biseca\al arco menor de esa cuerda.,

h. Si PR es un didmetro de la circynferencia 0, y Q es un
punto cualquiera del interior de la circunferencia no -
situado sobre PR, entonces el /PQR es obtuso. R

1. pn; tangente a una circunferencia en el” punto medio de

¥ un arco es paralela a 1a cuerda dkl arco.

Jy Es posible que dos tangentes a la misma circunferencia

‘sean,perpepdiculares 1a una a la otra.!




5;'>En la figura adjunté,
-ﬁ? es tangente a la
¢-éircunferencia 0 en B,
- AB = AC y mCB = 100.
Determina m< C y
“m £ ABX.

6. Se da la circunferencia
e — e—p -
. C con ECLPQ, HN IIFQ,
“HR tangente’a la circun-
ferencia en H: ’

Demuestra que mfE = mz RHN.
"(Nota:. La qircunferencia,

puede considerarse como
St _reprgﬁentando la tierra,
con PQ como eje terrestre,
ZRHN el éﬁguld de altura, o

. ' elevacibén de la estrella : -
:\ Polar, y miE la latitud’ael | Lo .
v punto H.). . R § S, R
7. En un tablero de madera laminada, se abre un agujero : ~
-  redondo de 40 pulgadas de difmetro y se coloca en este -

agujeré una bola esférica de 50 pulgadas de didmetro.
JCudnto sobresaldré por debajo del tablero la bola?
.8.  Ung rueda se rompe de tal modo que s6lo queda un pedazo
de la llanta o borde. Con el fin de determinar el didmetro . 
.- -de la rueda, se efectdan las siguientes medidas: Se ¢
toman tres puntos C, A, y B del borde de’ ﬁbdo que cuerda )
. AB & cuerda AC. Las cuerdas AB y AC tienen cada una longi- -
tud dé 15 pulgadas, y la cuerda BC tiene 24 pulgadas:de )
- - longitud. Deteémina el didmetro de 1a'rueda.

C 9. .Sea B un punto de un difmetro AD de la ‘¢ircunferencia C,
‘situado en;re Ay C. Demuestra que BA es el segmento més

-
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%10,

v {{%‘-
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A

4,000 millas. Un tdnel
" rectilfneocAB -de 200 millas -

¢ Qi%i G

"a la circunferencia C en

AP = PX = XY, Si{ PQ =1
.y QZ = 8, determina AX. .

AN L

.Supopte que.la tierra es B A

una bola. es¥érica de radio -

de“longitud,:qonecgg'dos'"
ﬁhnﬁos Ay B’de.ia'Spper-"
ficie;.y una chimenea de .
ventliéqiéﬁ“aﬁ-ée ha ‘cons- . -

. truido en el centro del

tdnel. '+ - '., N _‘ .
;Cuél es la longitud en |

millas.dg gsta'chiméneaf

Se dan las circunferencias , ' -
¢ y D tangentes interior-

mente en P con la- tangente

corto entre todos los que unen B'con los puntos.de la
- circunferencia, y que BD es el wds largo. -

” L ' d e
comin AP. AX es tangente

Xy X? es ftangente a la
circuhfefencia'b en Y,
Demuestr; que "AY f AXT
En la figura adjunta, KP

es tanginteva la circunfe-
rencia en A, y ademis,

¢ ,‘) ()/'




‘En la figuﬁa adjhnta se
' dan ‘AB, BC y CA 1os tres

punto P en el arco AB.

'(Sugerenqiax

- \‘ (:;462-

arcos de 120° sobre una‘ '
ckﬁpunferencia, yel

Demuestra qe PA + PB = PC,
‘Considera una
paralela a PB trazada por A,
intersecando a PC en R y a

I&Lcircunfereﬁéia eq‘Q.)n




\

" a sus puntos?

punta Q situado en E".

. Cagitqlb 14 g A I B
v R . - . o ) ' ; & ‘ .
~ CARACTERIZACION DE pONJpNTOS. CONSTRUCCIONES
14-1, Caracterizacién de conjuntos
En el capftulo 6 hemos observado 1a manera el que una - ¢

cierta ?igura, la mediatriz de un segmento, podrfa delinirse
mediante una propiledad carapteristica de sus puntos, a saber,
que cada uno de.ellos equidista de los extremos del segiento.
En el capftulo 13 una circunferencia (y una super'ficie
esférica) fue definida mediante una propiedad caracterfstica

B
— e e .

de sus puntos, a saber; cada uno de ellos estd a una distancia"

dada del -centro., .

~

Tales caracterizaciones o descripciories de un conjunto de

. puntos (figura geométrica) mediante una propiedad comin a ' f‘.

todos sus puntos soh frecuentemente muy udtiles, y dedicaremos
algun tiempo a estudiarlas i ’ . ’ '

1 Qué. entendemos al decir que un’ conjunto estd caracteri-
zado ppr una condicién, o un conjunto~de condiciones, impuestas
En primer - lugar, ciertamentaiquegemos significar L

que cada punto del conjunto satisface a dichas c diciones

Pero esto no es todo, como fécilmenfe se ve con un ejemplo.
Supoﬁte-qde la condicidn es "en el plaho/E a la distancia 4 del
Una éemicircunferencia en E con centro *
Q'y radio 4 estd constituida por puntos que satisfacen todos
el}qs~a-La'gitada Epndicidg. Y 1o mismo‘acontece con cualquier
otro arco apropiado. - : . .

4

Todo punto de AB estd a 4 ( '
_unidades de distancia de Q, —
. pero no todo punto que dista
4 unidades de Q est§ en AB.
[ 4 ’

. AN 4




A U Y ek, -
- . , !
'*_ El inconveniente obvio de tales ejemplos es que dejan fuera

*'algunos puntps' qGﬁ?satisfacen a las condiciones propuestas.
Queremos toda la circunferencia no uha-parte de ella., En

K

general, nos interesa ‘que nuestro conjun(o qontenga todos los

puntos que cumplen dichas condiciones. Otra manera de expresar
(&

"esto es diciendo qOe todo - punto que satisface aflas condiciones

. propuestas es un punto del conjunto Esta es 1a segundt'pa te
del 'significado de la caracterizacién. ¢ ;y

Resumamos Iés dos qutes para futures referencias:
(1) Todo punto del conjunto satisface a las coqﬁiciones

(2) Todo pynto que satisface a las condiciones es um " ~:}*‘

" punto del - conjunto

Si te refieres de nuevo al teorema 6-2, ~verés que su

v

segundo planteamiento»esté redactado exactamente de esta forma.
) :

Conjunto de problemas 14-1

“ Se prodponen estos problemas para estudio No se reduieren
\demostraciones En algunos de ellos se habla %e la dista{lcia
de un punto a una figura: esta nocién se define como la menor -
de las distancias del punto a puakduier punto de la figuﬁa.
Ejemplo aclaratoxio: Describe el conjunto de puntos a una
"pulgada de una recta dada, .y haz un dibujo .de dicho conjunto

a. En un plano..

[

\
v

b. En el espacio.
Respuafta: ) .

&

/»n .a? E1l cohjunﬁo cgnsiste N 1 pul&ada ’ >
~°  en dos rectal, cada = 4 Recta dadg
) una a una pulgada de DR | - g

. 1 pul .

la recta dada y para- pu fada .

: _ PR — —— >
lela a ella. :
: o

b. El conjunto consiste
en todos los puntos ‘de

una gsuperficie cilfndrica <}“L.“_._~m_~~<gj>
]
\ . con radio de una. pulgada

y con la recta’ dada por eje.

..

v




L.

2.

3.

4.

5,

7.

‘E es un plano y, C es Gn punto fijo a 3 pulgadas del

"d. al pie de A"y a ] pie dé B ' oy

- 465 - ; 14-1

)

&Cuél es el conjunto de puﬁtoa P caracterizado por la
condicién de que CP =3 p&lgadas, sieﬂdo C \un punto dado?
LCu&l es el conjunto de puntos P en un plano dado E,
caracterizado por la condicién de que CP = 3 pulgadas, siendo
C un punto dado de E? S v
Describe el conjunto de puntos en un plano‘ E equidistantes

de dos rectas paralelas en E, y haz un dibujo de dicho

conjunto _
e

plaho. Describe al conjupto de . puntos en E cuyas distan-
cias a C son‘de: o ‘
an. 5 pulgadas _ c. 21pulgadas‘
b. 3 pulgadas ‘ . ' ; '
E es un plano. L y M son db rectas en’ E que -se
intersecan 67
a. (Cuéntos puntos de E estdn a 2. pulgadas de L 'y a2
pulgadas de M? ' - o )
b. Haz un dibujo del conjunto de puntos de ‘E cuyas
distancias a L y a M‘son'a lo mds de una pulgada.
E es un plano. A yG'B " son dos puntos en E .que-digfan
entre si 4 pies. Describe el conjunto de puntos de E que
estén:Jﬁ | ' .
a. a b piesde A Yy a 4 pies de B. _
b. @ lo.més a 4 pies de A y a 1o més a 4 pies de B..
c. |é 2-pies de A y a 2.ples de B. '
;
AB es un, segmento de 3 pulgadas de 1ongitud en un plano E.
Describe el conjunto de aquellos puntos de E que distan
una pulgada de KE,.y haz un dibujo de dicho.conquto.

‘9

.
.
c
\ ’ :
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i? ) 142, Caracterizaciones bésicas, teoremas de concurrenbia
. Para comodidad de las referencias volvemos a enunciar aquf

- | dlgunas de las catacterizaciones que ya hemos encontrado.
[ 3 ) Algungs de elldb son definiciones y otras son teoremas.. ’
1. Una superficle esférica es el conjunto de puntos a una
distancia especificada de un punto dado. -
2, Una circunferencia|es el conjunto de puntos en un plano .

dado a una distancia especificada de un punto dado del

( ; ' ‘plano Yy ' _ ‘ J
3. El plano ﬁe:pendicular que bise;aua un segmeJto dado es
.7, el conjunto de puntos equidistantes de los extremos: del
" segmento.yq o

~

.4.'.La mediatriz, en un plano dado, de un segmenfo'dado en .

el plano, es el conjunto de puntos en el plano equidis-.

tantes de los extremos del Segmento

. | ; "' Conjunto de prbblemas 14-2a

. ! '
1. Describe el conjunto de puntos que estén a una distancia

dada de ( : , '

“a., un punto dado .

b. una recta dada. . .
) e un plano’ dado. '
+d. Eada uno de 'dos planos que se intersecan.
e. cada uno de’dos'puntOS'dadqs. - \
\ *' f. 4? gegmento. /
2. Describe el cgnjpnto de puntos de un plano equidistantes
de: ' .. o o .
doé puntos. - SR

dos rectas paralelas.

. c. dos rectas que se intersecan.

'd. tres puntos no alipeados.
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.3. Describe el conjunto de puntos equidiatantes de:
A, q?s puntog dados. N ; '
b, dos rectas paralelas. IR v
¢. dos planos paralélos.:, | _ _ R
' d. dog planos que se intersecan. # 3 ,
_#. un plano y de una recta perpendicular a &1. -
4. Indica ¢i cada enyhciado es clerto o falgo:
a. Dada una recta U en un plano E, haﬁzsiempre un plano
1. que contiene-a ng y es perpendic&lar a E. i o
2. que contiene a *y es paralelo a E. .
b. Dadas dos rectas en e1 espaecio que no se 1nterseéan, .
" hay siempre un plano que contiene a una de ellas y L &

1. es paralélo‘a lq otra.

-

N0 2. es perpendfcular a la otra.
5.‘ Los Rivera, .los L6pez ; los |
‘ Dfaz viven en casas represen-' . '
tadas 90{ estos tres puntos. .
Proyectan erigir un asta para
una bandera en3in punto qﬁe , : ‘B
equidiste de¢ sus tres pﬁergaS.' » |
traseras. ‘Explica la manera .
'+ en que se determina'ei”punto E (;A//>
en el cual deberdn colocar " h '
Lo

el asta, -~

%

6. Describe el conjuﬁta constituido por los vértices de todos
los tridngulos isésceles que tienen por base AB. ‘

7. DeLermina un puntq en el plano- 1gualmente distante de tres

puntos no alineados. ;Por* qué deben ser los puntos no

alineados? hd B , :

8i: LCuél ‘es el cbnjunxo de Buntos que equigistan de dos puntos
dados y al mismo tiempo equidistan de dos planos paralelos
dadnq? (Sugerencia ' Consillera la interseccién de los
conjuntos de puntos que representan las dos condiciones

‘separadamente. Puede haber més de una solucién, dependiendo
vde la posicidén de los elementos dados. )

. ;o .
.
s

~1:3\) ‘ ! ' '
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(Cudl es e] conjunto de puhtos en un plano distantes a lo

~.8umo cuatro cent{metros de uno u otro puntP de un pbr de

.puntos en dicho plano distantes entre sf cuatro centﬁnetrQs?

SeaQ\ L 'y M dos rectas cudf;équiera que se intersecan.
Elijamos dos sistemas de coordenadas cualesquiera sobre

esas rectas (con el origen no necesariamente en el punto
de intersedbién), Tracemos un cierto nimero de rectas que

unan puntos correspondientes* esto es, puntos con las mismag’

coordenadas Por ejemplo,_véase la figura A.

'
N

Figura A.

] [y N
S1 se dibujan bastantes rectas, la flgura parecerd incluir

: ' L :
una curva apreximadamente lisa. Ensﬁya esta construccién,
utilizando diferentes pares de rectas y distintos sistemas

de coordenadas. '
La construccién es completamente general, pero algunos
sistemas de coordenadas sobre las dos rectas nos dardn

mejores resulpados.queﬂnxneawm . .

o P - o

.
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S11, (Cuél es el conjunto de puntos en un plano que estén a una
distancia d especificada de un cuadrado de lado‘2 en dicho
: plano? Considera los tres cagos d>1, d - 1, d <1,

*12., F y G son dos puntos en el plano E, Ly FG -4, Haz un
dibujo del conjunto de puntos P de E, tales que PF + PG = 5. f

Otra caracterizacién que puedes ipcluir en la lista anterior =~ =

es el teorema siguiente:

Teorema 14-1. La bisectriz de un 4ngulo, menos su extremo, "
es el conjunto de los puntos del interior del dngulo equidis-
tantes de los lados de dicho 4ngulg. . - {\QI
Es decir: “Sea AD. 1la bisectriz del /BAC. E £
;ﬁ (1) S1 P ‘etd sobre AD, pero P ¥ A, entonces P ' J
estd en el interior del /BAC y la distancia .
de P a AB es igual a la distancia de P% AE. ot
(2) Si P est4d en él interior del ¢BAC y la distancia '
de P a AB es igual a la distancia de P a Kﬁ,
ﬂo entonces P est§ sobre AD y P ¥ A, ' .




14-2 @ o
, SCICIE R |
- " bandd - ———— «
(1) Datos: P esté sobre AD, P ¢ A,JTﬁZ.LKE, PNJ,KEZ
- Demostrar: P estd en el interior del ZBAC; PM = PN.
v | . | “
’ } ‘ o | - .
. . P estd en el interior del L. P estd sobre AD, P ¥ A, r

LBAC. | .7y la definicién de

: o bisectriz de un éngulo-
2: AP ¥ AP - | 2. Un segmento es congruehte

¢ _ consigo mismo. ) L.

3. £PAM =, PAN L, 3. Definicién de bi}ectriz

LPMA & /PNA _ - 4. Los édngulos rectos son,

' congruentes.
APMA & A PNA 5. Teorema L.A.A. *
PM = PN : . - 6. Partes correspondientes
8
\
\'P *
@ ///’T . *
1
q »
b 8 A ‘ . & N 2

. .'(2) Datos: P estd en el interior del £BAC, ﬁﬁ.LKﬁ, Fﬁl.xa;
( > M = PN, | o |

Demostgarf P # A; P estd sobre AD. _ .

4

»
i

4

N




. )
L] : . hd A WA

- . s v
1. P ¥ A | 1. Definicién de interior de
_ - “un 4ngulo
2. PMEPN S | 2.- Definicién de segmentos - : !'
: : congruentes ° B
3. PA S PA . . 3. Un segmento es congruente
: _ ' consigo mismo.
4. ¢PMA.y ¢PNA son 4ngulos 4. Datos '
rectos. _ , | '
potenusa

5. APMA 5 APNA . ‘ 5. Teorema de la h
- y él.catetd

6. ZPAM = / PAN . . 6. Partes correspondfentes
7. P estd sobre AD. 7. Definicign-dé bisectriz de
un &ngulo

A4

Como primera aplicacién de estas caracterizaciones de
conjuntos, demostraremos tres teoremas .de concurrencia anélogos
al teorema 9-27 sobre la concurrencia de las medianas .

Teorema 14-2. Las mediatrices de los lados de un trigngulo

- concurren en un punto equidistante de los tres vértices del
tridngulo.

.

N
'S

|

|

!

j

|
17
XP
\/

N\
A VS C
.Demostpacién:"x@an Ll’ L2, y L3 las mediatrices de los
tres lados KE, AC y . Si Ll.y L, fueran paralelas, entonces.

AB y AC serfan tambifn paralelas.  (jPor qué?) Por tanto,
) [

Ll y L2 se intersecfin en un punto P.
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|

|

|

|

|

. 4P

A. ¥ a c .

Por el teorema 6-2, AP = BP, puesto que P esté sobre L,.

Ademds. AP = CP, pues P estd sobre L2; Por consiiiiente, BP = CP.

En virtud del teorema 6-2, esto significa que P estd sobre L3.
. ‘ . :
Por tanto, P estd sobre las tres mediatrices y AP = BP = CP',

4

que es lo que se querfa demostrar.

Corolario 14-2-1. Existe una circunferencia y s6lo una que

pasa por tres puntos no alineados.

Corolario 14-2-2. Dos circunferencias distintas pueden

.

intersecarse g lo mds en dos puntos, . '
Sugerencig para la demostracién: Si dos circunferencias

pudieran intérsecarse en tres puntos,. é8tos podrian ser o

dlineados o mo alineados. Aplica el teorema 13-2 y el corolario‘

'14-2-1 para mostrar que 3§da caso e¢ imposible.

[}

concugrentes., o

Teorema 14-3. 'Las tres alturas de un tridngulo son .<i:_

_ Hasta ahora, hemop empleado 1a palabra altura principal-
mente en dos sentidos: En el sentido (1) como el segmento
perpendicular.dehde un vértice de un triéngqlo a la recta que
contiene el lado opqéstooy en el sentido (2) como 1ongitﬁd de
este segmento perpendicular. En el teorema 14-3 empleamos la

palabra en urt tercer sentido: como la recta que contiene el
aegmento-perpendicuiar.

. El teorema 14-3 es f4cil de demostrar, si se sigue el
ghmino acertado.

/ ' '

Y T \

e~




 Dado’ el AABC,

“kado opuesto

tracemos por cada vértice una recta paralela al
Estas tres rectas determinan un tridngulo ADEF.
Los lados opuestos de un paralelogramo son congtruentes:. Por
consiguiente, BC = AE y. BC = DA. Luego, DA = AE. De ahf

resulta que la altura correspondiente a A, en él AABC,

medihtriz de DE. (Es

, es la

la recta Ll de la figura.) Por las

mismas razones, las otras dos alturas del AABC son las media-

trices de los otros dos lados del XDEF Y como las mediatrices

'son concurrentes, resulta que: también lo son las tres alturas.

. Teorema 14-4,

concurren en un punto equidistante de los tres lados.

Las bisectrices de los &ngulos de un triéngulo

4

{




4

L2 o - b7
| ., Damostragién Sea P, 1a interaeccidn de. las’ bisectrices
‘ jlxb y-ﬁﬁ Por el teorema '14-1, P eqqidista de Xﬁ ¥ 46? por
" | estar B én la bisectri; del-/A. Ademds, P equidista de BA y
y BC, puesto que P estd sobre la bisectriz delléB Por tanto;’
P“%quidista de AC y BE. Por consiguiente, en virtud del o

.teorema 14- 1, P tiene que estar. ‘en la bisecdtriz del LC Resulta

. asi que las tres bisectrices tienen el punto P'en comuh y P

-

equidista de AB,- AC y 8¢, que es lg que se querfa demostrar.
h .. | '-\\.

. \ Conjunto de problemas 14 2b ) '\\\\
1. Una recta interstea-a los lados del LABC en Py enQ |

Determina un punto de §6 que-esté a igual dispancia de losy

lados del dngulo. - " <
2. Imagina;e'la figura adjunta
§ ‘comd un barque de una
> ) éiudad._ La comisién de’
' parques proyecta colocar
una fuente de agua en un
B . punto que equidiste de X§f>
y BC yique4§?mbién sea

_equidistante de D y C.

Explica la manera: c6mo )_ : B ;"
determinar ese punto. '
3. Demuestra el teorema
siguiente: . Dado el.
o dngulo ¢DAE y los
puntos B, C sobre &B'
AR, r%ﬁpectivamente, Y.

situados entre A y D el
'prfhero y entre A y E '

el segundo, entonces las o c E ®

bigsectrices de Iosbéngulos - o
BAC, DﬂC, BCE, son concurrentes.
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4.

A

6.

.-7 '

8.

,5 *

u" g : - 475 - " K ' 14-.

)

Dadai las tres“rectas determinadas por Jos lados de tn

cridngulg4ldemuqstra que hay exacLamente cuatro puntos,

* cada uno de los cuales equidista de Idh tres reCt881

Dibuja los punxos M y N, distantes entre si 2 pulgadas

traza circunferencias con radios % puhgada,»l,pulggda, 2

pulgadas y 3 puigadas, tomando ambos puntos'M_yjN'cada vez,
como centros. S e . .

v

‘Obgerva que algunas de las c1rcqnferencias con centro en’ M
intersecan a circunferencias con centro en N, pero que hay
dos casos en los cuales no se intersecan. Describe estqs dOS

‘e

.casos. : - , ot

Dibuja varios cuadriléterOs diferentes y én cadg uno traza
las bibecqrices de los cuatro éngulos ¢Resulta en. esos
dibujos que las bisectrices son siempre concurrentes?

{Puedes imaginar algin tipo especial de/ cuadrildtero cuyas
bisectrices de los éngulos sean cohcurrentes?, zC6mo~pohrias'
describir de un modo general tales cuadrilété&os? (Sugeren-
cia: Si 1as bisectrices de los énguIOS concurren en un
‘punto, este. puJ~_ﬂequidista de los cuatro lados. )

AN

Un”~ cuadrilétero se llama cficlico o inscriptible, cgando sus

cuatro vértices estﬁn sobre .una’ circunferencia Demuestra

" que las mediatrices de los cuatro lados v las de las dos

diagonales de un cuadrildtero cfclico son .concurrentes.
4Cuél ‘es el conjunto de los puntos que son vértices de lls
triéngulos rectdngulos que tienen un Segmgnto dado AB

- * -

c0mo hipotenusa? R ' s

]
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14-3. Interseccién de conjuntos B . ‘; -

' Consideremos el siguiente problema: En un plano'dadé,E, | !
(cuddtos.puntos estdn a una distancia dada r de un punto dado
AdeE, y son,'ademé§, eqdidista?tes de dos puﬁtos dados B y C

- de Y : o : ' - -
Un tal punto P tiene que satisfacer a las’ doskcond ciones
(1) AP =t (2 BP=cP ©o
~ ,'Consideremés‘eséas condiciones separadamente’. Si P satisféce'
a (1), entonces P piueds estar. en cualquier punto de la circun-
ferencia de centro A y radio r. Con otras palabras, el -

conjunto de los puntos que\satisfacen \\(&) es- esta circunfe- -
‘rencia. 'De manera analoga, en virtud de® teorema 6-2, el
ganunto de los puntos que satisfacen a (2) es la recta perpen-
‘dicular en el punto medio de BC, o sea, la mediatriz de este

segnento. Si P tiene que satisfacer a ambgs condiciones _
entonce$ ‘tiene que pertenecer a ambos conjuntos; esto es, P ﬂ’

‘tiene que ser un punto de la interseccién de los dos conjuntos.

Puesto éue la interseccién de una recta y una circunferencia "

! ) ! /
puede c e dos puntos, uno, o ninguno, la respuesta 'a
nuestrbProblema es dos puntas, uno solo, o ninguno depen-
diendo de la posicién relaltiva de A, B y C y del valor de r.

El mftodo .ilustrado mediante este problema es muy Gtil, pues

. nos permite considerar un problema compligcado desc0mponiéndolo
en partes separadas que luego en la etapa final de la solucién

se vuelven a reunir. Si’ recuerdas las demostraciones de los
teoremas 14-2 y 14~4, observards que tal era el método fgnda-
mental de la prueba.. En el teorema 14-2, por ejemplo, obtuvimos .

el punto P como interseacién del conjunto L1 definido por

- PA -_ ' >¥ conjunto L, definido por PA = PC.

Muchas de 14s construcciones que consideraremos en Tus

préximas,sgcciones estdn basadas en el método de la interijjyidq_ (/h :

PR
o 4
{
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de conjuntos.’ ‘ s
o ‘ Cohiuntoude problemas 14-3
'61. ‘AB es un segmento de 3 Lulgadas de longitud situado ‘en un
. plano E. Describe la localizacidn de los puntos P en E

qug estén a & pulgadas de A, y a5 pulgadas de B. , e

2. AB es un segmento de 4 pulgadas de 1ongitud situado en un
_ plano E. C y D _son puntos de E tales que D estd
. sobre AB CDJ__E y CD tiéne 3 pulgadas de 1ongitud
. " Describe el conjunto de los puntos P que.equidistan dé

B, ¥y que estén a 5 pulgadas de U.

circular Hay
vtres muelleg situados en * c
. los Buntos A, B, C. n
: Dibuja un diagrdma que’
indique aquellos puntos h
v _ del’lago .que estdn méds
 cercanos a(A que a B o a C. AN B

N

4. ;Hay puntos en un Rlano que satisfacen a las siguientes
condiciongs? .ﬁi los hay, di cuéntos y cémo ge determina
cada und., Haz un esquema para ilustrar tu respuesta

‘ ' Se da BC = 6 pulgadas. ’
a. 4 pulgadas de B
b. 10 bulgadas_de B
c. iO pulgadas de B y equidistante de .C y B.
d. 2. pulgadas de B y 4 pulgadas de.C. _
£ ' Lo

Y

y. 3 palgadas de C. S
* y 10 pulgadas de C. .

14+4, Construcciones con regla ¥ compds

. -
Un . problema préctico que ‘tiene alguna importancila es’ el
de dibujar una figura\ con precisién.» Esta es la tarea del

dibujante 0 delineante, y en ella utiliza muchos instrumentos

<
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para facilitar su'trabwjo, tales como reglqs, compases,
compases de proporcién o de divisidn; triéngulos,(escuadras en”
T 'y otrog muchos aparatos. ' ,

El proceso geométrico correspondienfe generalmente se llama.
"construccién",ﬁés bien que "dibujo'", pero la idea es la misma.
Nos permitiremqs usar también'ciértos instrumentos y entonces

el problepa fundamental gonsiste en mostrar la manera como
podémos construir diversas flguras con‘dichos instrumentos.

Desde luego, las cpnstrucciones dependerdn de los instrumentos
utillzados. Hasta ahora en nuestro texto hemos estado conside-
"rando la regla graduada y el transportador como nuestros instru-

mentos fundamentales, aunque hubiéseMos. tenido que introducir

-~

el compds en el capltulo 13 para construir circuﬂterencias.i Se
han considerado varias otras combinaciones de instrumentos,
pero la mésllétereshﬁte de todas es todavfa la usada:ya por los
antigubs.griggog,rga regla y e%rcompés. Dediparemoé lo restante
de este capftulo a las construcciones con esos instrumentos.

Una regld es simplémenﬂé un aparato para dibujaf*recfas.
No tiene marcas én su borde y, por tanto, no podemos medit-
distancias con él}é:; Con.un compds podemos trazar una circunfe-
‘rencia con un centro daho y un rédio dado. No disponemos de

un instrumento _para.medir &ngulos.

La mayor pa?f}rde nuestras construcciones dependerdn de las
propiedades de {ntefseccidn de dos rectas, de una recta y una

. . . , : 3
circunferencia, ode dos ci%cunferencias. $e ha considerado el

primero de esos tres casos ya en varios.lugaréﬁ como el ?eorema
3-1, el postulado de Beparacién{éel plano y el postulado/de las

paralelas. Del caso de la recta y la circunferencia, se encargé_\
el teorema 13-2. .Pero todavié nos queda por considerar el caso
“de las dos circunferencias. Como era le esperar, éste es el

mds complicado de los tres, lo mismo e su enunciado que en 83

demostracién, En efecto, esta prueba ed tan complicada que no

!

o e
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14-4
la daremos aquf y la‘éxpondremop en. el Apéndice IX. 'He aquf
el eghnciado del teorema: '

Teorema 14-5. (El teorema de las dos clrcunferencias ) -
Si dos circunferencias tienen radios a y b,y si ¢ es la

- distancia entre sus centros, entonces las circunferencias se
intersecan en dos puntos, uno a cada lado-de la recta de los
centros, con tal que cada una de las cantidadég a, b, ¢ sea

menor que la suma dd 1as otras dos.

4

Algunos de los casos.en los cuales se éumplen las desigual-
dades exigldas por el teoréma y las circunferencias se inter-

'secan, estén dibujados a contiguagién:

: Que la desigualdad impuestg sobrée a, b, ¢ es importante se

ipone de manifiesto mediante 19s casos siguientes en que una

de las desigualdades estipuladas en el teorema no se verifica

y. las circunferencias nos se intersecan:
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14-5. @®onstruccicfies elementales . .

o .

En esta seccién, mostraremos la manera dé& efectuar varias,
»
constru¢ciones simples que. necesitaremos como etapas o

construcciones auxiliares en casos mis diffciles. . Todas ellas
ocurrirdn en un plano dado. Tales construceiones las numera-
. . \ - ~

N
-

* remos del mismg modo que los teoremas.

Congtruccién '14-6. Reproducir un triéﬁgglo dado.
Suponte que se nos da el AABC. Necesit;moé congstruir un
tridngulo ADEF, congruente con AABC, con la base DF sjituada en

un rayo dado con exkremo D.

-‘fso 1. Con el compds, construye una circunferencia con
centro en D y radio AC. Esta circunferencia interseca al rayo
dado en un punto F, y DF = AC. En la figura, s6lo eété dibujado -

un cerco de la circunferencia trazada.

©
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Paso 2. Con el compds, construye una circunferengia con
centro en D y radio AB. . !

Paso 3. Congtruye una circunferencia con centro en F y
con ragdio BC, /’ ’ |

Estas dos cunferencias parece que se intersecan, pero
por el teorema de las dos circunferencias tienen que JAnterse-
carse, porque cada una de las cantidades AC, AB y BC es menor
que la suma de las otras dos, en virtud del teorema 7-7,
| Cualquiera de los dos puntos E, E' puede tomarse como el
tercer,vértice del tridngulo buscado., Trazamos los ladoscon
la regla y ya sabeqps por el teorema L.,L.L., que ADEF & AABC.

Quizds recuerdes que al demostrar el teorema L,L.L. se
presgnté el problema de reproducir un tridngulo. Valdrfa la '
bPena repasar el viejo método y compararlo con el nuevo., (En

la demostracién del teorema L.L.L. reproducimos el tridngulo

con la regla y el transportador, utilizando el postulado L.A.L.
- para verificar la validez de 1é,construcc16n )

\
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Aqui se nos da un éngulo con éi vértice en A, y un rayo
cuyo extremo estd en D. ‘Necesitamos construir los dos dngulos,
que tienen el rayo dado .como lado, congruentes corr el dngulo
dado. | . C

7 Con A como centro, construimos un grcb de circunferencia
que corte a los lados del dngulo en los puntos By C. Con D
4/ como centro construimos luego un arcd de circunferencia sufi-
clentemente grande, con el mHFmo radio, que corte al‘rayo dado ¢
en F. Entonces haciendo centro en F y con radio BC, trazamos
) arcos de‘circunfsrenéias‘que corten a la de centro D en E
y en E', Dibgjq'el rayo DE y el rayo 5%'.,,Por el teorema

L.L.L. serd ADEF ¥ AABC, y, por.consiguiente, < EDF = / BAC.
Anflogamente, ¢<E'DF =/ BAC.

Conjunto de problemas 14-5a*

—_ a4
1. Se'da el segmento AB de 9 cm. de longitud.

AL | £ 1\ 1 1 ) i 1 nB
1 .

Construye un tridngulo con }ados que tengan las siguieptes

longitudes: 4. K
l

a. 5 cm., 6 cm., 8 cm. )
b, 4 em., 5 cem., 3 cm.
(:.’3cm., Jem., 3 cm.
: d. 4 em., 7 ecmy, 3 cm. Co
Ty ' R : - . LI
17,
A ‘ \
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-a. ‘Demuestra que siempre es posible construlr un tridngulo

~a. Construye u

gy S

- 483 - : - 14~5
AN :

Dibuja un tridngulo ABC en el papel y construye el}AAB C

congruente coh el AABC, utilizando AC como lado en cada u,o,

y aplicando el teorema A.L.A. v “

. Dibuja en el papel un trifingulo ABC y un segmento MH doble

de largo que AB. Con vértice en M, construye el /HMQ WAL

Con H como vértice, construye el sQHM & /B. ,Q &
AB . - |

equildtero que tenga un segmento dado como uno de sus
lados . ' _ o

b. " (En qué condiciones es posible construir un tridpgulo

r/ .
lados y otﬁj segmento dado como base?

is6sceles que tenga un_segmento dado como uno de. sus
e

tridngulo 4
-equildterq’ que tenga x

como longitud d¢e un lado.
b. Construye ‘un trién‘lo
is6sceles con y como

longitud de la base y x

comv longitud de uno de -

los lados congruentes.

Congtruccién 14-8. Construir la médiatriz de un §egmento
i

dado.

Se da el segmento AB.
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' Pasoel, Con un radio r aprapiado, construye una ¢ircun-
- ferencia con centro en A y otra con centro en B, Si se .
elige r de modo conveniedte, esas dos circunferencias se

) ' Qintersecarén en dos puntos \P y (Q, situados en lados opuestosA
de AB.

"(Pregunta: ;Qué condifién deberd cumplir r para asegurar
la intersecci6n de las circynferencias tal como se ha dicho?
(Puedes imaginar un valorC;articular de r que sirva con
seguridad? En efecto, basﬁa con un solo valor de r - para’
efectuar la construccién.) .

- —
Paso 2. C la recta PQ, intersecando a AB en R.

Tenemos que esta recta es la mediatriz de AB. En
»y S, por equidistar cada uno de A
y B, estdn en\la medi iz de AB. Puesto que dos puntos deter-
minan dna‘recta{ resulta que FB es la mediatriz del segmento.

Corolario 14-8-1. 'Bisecar un segmento dado.

Construccién 14-9, Trazar por un punto dado una perpendicular

a una rébta dada.

v P
. /A\\
> < &“3 - L | o by Y
AN s Rl Q@ P /s

Paso 1. Se nos da el punto P y la fecta L. Sea Q“
un punto cualquiera de L. Dibuja una circunferencia con centro '
en P y radio r, tomando r mayor gue PQ. Entonces L con-
tiene.ciertaménte un punto interior aaqa circunferencia (a saber,
), vy por el corolario 13-2-§é}nterseca a la circunferenqia en

dbs puntos, R y S. : S
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Conjunto ggApgoblemas 14-5b
Ny

1. Construye un tridngulo recténgulo‘fbésceles.
2. Construye un cuadrado cuya

diagonal sea congruente con AC, - A — C

3, Construye un rombo cuyas

diagonales sean congruentes C— ﬁD‘
con AB y CD. - :
‘ ° Ar— —B
\ 4. Construy; un Eriéngulo,
\ dada una de 'las ‘altura's
h y los segmentos . — h —
d y e determinados. en - ST \ :

» el lado corraspondiente

por dicha éltura.

Vi

»
Paso 2. Haciendo centro en R y con radiohmaybr que %RS,
constrqye un arco de circunferencia conveniente, y con centro en
S y el pismo radio, traza otro arco de circunferencia cortando
al prigfero. en T. Entonces, como en la construccién 14-8, P y .
. A d )
T equidistan cada uno de R Y S, Yy, por consigutente, PT.LRS.
Y .




‘t-'/
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5. Construye un paralelogramo ° )
cuyas diagonales sean A— _ 8
_congruentes con AB y CD, c.' 1 o "

~y que forman un 4ngulo
de 60°. |

N Construye uh segmento cuya 1ongitud sea la media geométrica
de 103‘ segmenttos AB y CD del problema 5.. (Sugerencia: e
Consulta el problema ‘16 del Conjunto d& problemas.13-4b.) ~\J

Construccidén 14-10. Trazar una paralela a una recta dada

p9r un punto exterior dado.
P

o e
- L

Paso 1. Toma un punto cuaiquiera Q de la recta, y une P
con Q mediante una recta.

A

v

X
1\,

Paso 2. Ahora construye el ¢«QPS, congruente con el 4P9§, v

L e d
de modo que S y R estén en lados opuestos respecto. de PQ.

EL paso 2 es un ejemplo de la construccién l4-7. Entonces

hand - — .
. PS es paralela a QR, como se queria. N _
‘Construccién l4-11., Dividir up segmehto en un cierto //.

ndmero dado de segmentos congruentes. -




. Dadolxﬁ,_queremoé diﬁidirlo en n segmentos céngruentes; :
(En-la'figura; congideramos el casp n = 5.)
Paso 1. Dibuja un rayo cualquiera parfiendo de A, y no
- 74;2Lédo sobre la recta AB. Lleva sobre el rayo a'ﬁartir de A ,\J—)'

' _ X . —
sucesivamente n segmentos congruentes, APy, P1Py, . . o,
P 1Pn"de modo que cada uno s6lo tenga comin con el sigulente

un extremo. (La longitud que se €kija no impoxta nada, con Va

tal que sea la misma. para kodos fos segmentos, de mapera que se
puede tomar arbitfgriamente/Pify luego con el compés_ levar » o
fIFz‘ﬁ'Kﬁl, y asi sucesivaﬁente.) |

Paso 2. Une Pn con’'B mediante una recta. Por IOS'Stros

. . —
}untos P ¢ .., P | straza paralelhs a PAB. (Esto N

D Py e By etrazap (
-puéde hacg?se, pues no es otra cosa que-la construccién 14-8.)
- ( /) . .
Talesrectds intersecan a AB en los puntos'Ql,'QZ, e ey
Qn'-.l’ due dividen al segmento AB en n segmentos'congruentei.

') (V. el corolario 9-26-1.) !

~ &

. «
e /'
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Conjunto de probﬂgmas 14-5¢ '
hy ——
' 1. Compstruye un paralelogramo con : _ - C
dos lados y el 4ngulo compren- Ak —— 18
- dido congruentes con Xﬁ, FH Yy42Q. FfFi— — H
. : : :
Q -
’
) » 4 B
2. El dibujo adjun@Q&puestra la
manera en ‘que Rifferto" )
Villanueva, ug ba una A_! 0
| _ i 7
hoja de pape™rayado para ] T //
—_— . . | \ R
dividir un segmento AO en . . R . _\A ///
9 partes'dq igual longitud. ?ﬁ : \\ // s
. - S T
Explica la jnanera en que — %?Q;‘
: ' ~ ‘
X hubiera podidd dividir' tal - -
segmanto en otros ndmeros . >
- _de partes cdhgruentes. . : .
o.~ (Supén que las rectas del
- papel rayado estdn unifor-
' »

memente -espaciadas.)

3. La figura adjunta ilustra
otro método para dividir
un éegéentp en cualquier
nimero de partes congruéntesf
’ ' Ajui AC es una recta conve= '
' | nflente cualquiera y -BD se ha
trazado paralela a AC. En

cada una estdn marcados el

mismo nimero de segmentos

! congruentes, y los puntos
_ gorrespondientes estén unidos.
AT ~ Demuestra que el método es correcto.

A \ s : .. ‘\-‘. '
R o ” 1}"‘,
R

§ / LY T

]

L
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"

4, sl la longitud de AB es el . : _ i

pE‘rImetro de un triéngulo T A

- -8
equilgtero ""‘construye dicho ’

o tr i¥ngulo. >

5. Dadd AB, Qnstruye un ' o o . )
tridngulo fsésceles en | . :

v . el cual AB es el per{- v A— ‘ ————I8
metro, y ademds la -
longitud de uno de. los n \

. lados congruentes es _
' ¢el doble de. la lopgitud, \‘*\ : EE

/ t
de la base. : :
6. La figura adjunta ilustra . ‘%’% e

¥.  otro método para trazar ' &

W
LN

- una. recta paralela a
otra, ‘muy dtil en la _
. prdactica. Explifa el N

.método y demuestra que - ' ! b

v

es correcto S _ -

7. Divide un segmento dado o . ]
* AB en dos segmentos \
cuya razén sea igual a ‘ L
la de dos segmentos dados —

de longitudes a y'b. AR ' 18

) -($ug-¢rencia: Utiliza .
una construccién anédloga _ ' Ly
_ a la construccidn 14-11.) |
*8, Construye un tridngulo ABC,
‘dadas las longitudes de AB,
AC y de ‘la mediana de A a BC..
+>» Datos; Las longitudes ¢, b,.m,
Construir: AABC de modd que .

AB = c, AC = b, mediqna AT = m, : .
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-

*9 . Dado el segmento x como

‘mediana de uno de los lados -~

congipentes d® un. tridngulo
igbsceles en el cual tales
medianas son perpendiculares

enfre s{, construye dicho

= o tridngulo.

*10. Se da una circunferencia C
\ " v - -
\ tangente a una recta en

> . en elijrnto K. Construye

/ una c{fcunferencia tangente v

.a C y también a m. en un

. punto dado M. (Sugerencia:

Analiza la figura segunda en
-*la cual P es;el'centro de la
. - .¢lrcunferencia deseada, N el
punto de tangencia y ﬂﬁ la
\ " tangente comén en N.)

.

:




*11.

*12.

*13.

*14.

;inferigr{F 120, construye'un punto - P en el plano del

- 491 -~ | 14-5

Conatruye una tangente comin externa a dos circunferencias

dadasg. - _ , ] ’

Dado un tridngulo ABC en el cual cada dngulo tiene medida |

tridngul¢ tal que mz:APB = m/BPC = mz APC.

La figura inmediata muestra la manera eJ\quﬂfﬁn segmento

“puede ser bisecado utilizando uha recta paralela a &1,

mediante la regla golamente.. Esto es, dada la recta

— - ~ N
m ||BC, se” toma un punto Q cualquiera no situado ni en BC

—
'nl en of, y se trazan QB y 66 intersecando a m en A y D.

— '
Luego se' trazan BD y AC, que se intersecan en P.‘ Entonces
.6? biseca a BC en M: Demuéstralo. , -ow

~

A 4

. ’ ) hd
(Sugerencia: L& .demostracién incluird estas tres
MB _ND MB _ MC  MB _ MC

proporciones:. yc ~ Np° §a-~ WD Y MC MB 1)
Dadas dos rectas paralelas m y n, a una distancia d

una de otra, determina el conjunto de todos,los puntos

P tales que la distancia de P a m sea veces la
distantia de P a n, sidhdo k un ndmerp entero posi-
- tivo dado.) / .
»
' /'

e
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14-6. Circupferencias inscrita l.cigqgnscrita

1

Definiciones: Una circunferencia estd inscrita en un
tridngulo, o el tridngulo estd circunscrito a la circunferencia,"

cuando cada lado del tridngulo es tangente a la circunferencia.

Una cirfcunferencia estd circunscrita a un tridngulo, o el

tridngulo estd inscrito en la circunferencia cuando cada vértice

e ——

del, trifngulo estéd si}uado sobre la cir¥cunferencia. .
-

5 L]
En esta Beccién aprenderemos a construir con la regla y

N

el compds circunferencia inscrita y la cifcunferqncia .
: ’ A Y

circunscrita, para cualquier trdéngulo.
[’)_ . o , -~

\
Py [} \J ’
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' |
Construccidén l4-1g, Circunéﬁﬁtbir una"lfcunferencia a un
triéngulo.dado. 0 N - ’

Paso 1. ITraia las mediatrices de dos lados del tridngulo.
Para ello, basta con aplicar dos veces la construccién 14-8.
Las.dos rectas se intersecan en un punto P, Por el teorema
14-2, B estd también en la mediatriz del tercer lado. Por el
'te.rema 6-2, esto significa que .P vequidista de los Lres

é‘t}ceSrA, By C, es dec;r, AP = BP = CP.\ Construyg la circun-
ferencia con centro en P que pasa por A. Entonces esta

circunferencia pasard también po; ByC.

Construccién 14-13. Bisecar un édngulo dado,
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Pasq 1. Conatruye una ircunferencia cualquiera co
centro en A, . ¥.que corte los lados del dngulo dado é&n 1os

puntos. B y C. EnCOQCes AB = AC.

Paso 2. Construye circunferencias con centros en B y en C,

y con. el. hismo radio é, siendo r‘>§BC En virtud del teorema"

.

de- 1as doa circunferencia , las circunferencias’Eonstruidas se
1ntersecan en dos ‘puntos,

Q\i a lado de BC Sea P el
punto que estd a distinto lado dhe el punto A.

Paso 3. Traza el rayo AP. Por el teorema L.L.L.,
ABAP & ACAP. Por consigulente, /BAP & ZCAP, como se querfa.

Construcclién l4-14., Inscribir una circunferencia en un

tridngulo dado.

-

Paso 1. Biseca los.éngu1Q§.AA y.AB, y sea P el punto
de interseccién de las biseq&rices. Por el teorema 14-4, P

. estd tamblén en la bisectriz del /C.

Paso 2. Traza una perpendicular ?5, desde P hasta BC.
Construye una circunferencia con centro en P 'que pase por D,

Tenemos que demostrar que la circunferencia es tangente a los
tres lados del tridngulo ABC. . o .31

-
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(1) La circunferenqia es tangente a BC porque ﬁc es

perpendicular al radio PD (V. el corolario 13-2-2. )
(2) Por el teorema 14 1, P equidista de AB y BC, Por .

'conqiguiente la circunferencia contiene el punto E\gue es el -
'pie de. la perpendicular desde P a AB. - Luego ‘la- circunferencia :E;’

es Laﬁgente a AB. ”.), ) -
La demostraciéntde la tan;encﬁa pafa'%l tercer lado es
exactamente la misma. . B |
Obgerva que si sélo queremos un dibujo ligeramente convin-
 cente, no hay mis que trazar las dos bisectrices y poner una
punta del compds en P, ajustando 1uego la ‘abertura del comp4s
de modo que el 1épiz de 1a otra punta .apenas toque a BC Sin
embargo, par9 efectuaf el dibujo con precisidn hay que trazar la

ﬁbrpendicular PD, ¢omo exige la construcciGn teSrica.

14-7. Los probl%mas de construcciones imgosibles de 1la

antiguedad ; "t g"\J,.

fos antiguos griegoé escubrieron todas las construcciones
con regla y compds estudiadas hasta .ahora, y a da vez muchas més
de mayor difiéulfad Hubo, sin embargo, ‘algunos problemas.de
congstruccionés geométricas,‘qUe trataron reiteradamente con gran
ahinco de resolver, sin éxito alguno.

(1) El problema de la triseccién del &ngulo
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.i?f' » - Bado un &ngulo ¢BAC, queremos construir dos rayos AD y AE ’
(con los puntdg D y E en el interior del £ BAC) qﬁ§ trisequen

al (BAC. Es decir, queremos que 4ZBAD & £/ DAE = £ EAC.
:Nadie ha podido averiguar el modo de hacer esto ampleandoh

es tothar . AB = AC, trazar BC y luego trisecar a BC mediante los

puntos R y E.

L4

Pero esta construccién no funciona; nada se ha encontrado que

- funcilone.

(2) La duplicacién del cubo. . Un cubo de arista a tiene
: 5 ,

" un volumen igudl a a

la’ regla y el compds. . Lo primero que se le ocurre a éuaiquiera-
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xSupont:e'que\_se da un segmento de longitud a. Queremos
construir un gegmento de longitud b, tal que el cubo de

arista b tenga un volumen doble que el cubo de arista a.

/(Algebra!lamente estg slgnffic* que b = 28 ; O seay, ; - %~ 2.)

Esteqp;oblema fue atacado, durante mucho tiempo, por los

mejores matemdticos griegos, que efgctivamente eran hombres de
gran’ talento, pero ninguno de ellos logré resolverlo,

Hay un curigso mito en relacién con este problema. Una
plaga amenazaba a la poblacién de una cierta ciudad griega, y
sus habitantes COnsuItaron entonces al'oréculo de Delfos pana

'averiguar el dios que estaba enojado. y por qué. La respuesta

* .dada por el ordculo fue que Apolo estaba enojado Habfa un altar
. dedicado a Apolo en la ciudad, que consistfa en un cubo sélido
de oro, y Apolo queria que su altar fuese exactamente el doble
de grandé. La gente regresd .a sus casas y construy6 un nuevo
altar, con una arista doble que 14 del antiguo. Entonces la
plaga empeordé en lugar de mejorar. La gente refléxion6 y 8se dio
. cuenta de que el nuevo altar tenia'un'volumen ocho veces -el del
antiguo. Esto planted el problema.de la dUplicacidn del cubo
Jbpero los matemdticos locales fueron incapaces de resolver el }
problama ‘De modo que la Primera oportunidad de aplicar la
matemdtica a la salud piblica fue un total fraé&so

(3) Cuadratura del cfrculo. Supongamos un cfrculo dado.

[

Queremos .construir un cuadrado cuya é;ea sea exactamente igual
¢ .
.4 la del c{rculo v " _ _ : -

11




(Algebraicamente esto significa que b = avw )

Estos tres problemas ocuparon a mucha gente durante més
de dos mil afios. Diversos intzﬁtbsfse hicieron para resolverlos

mediante construcciones con regla y compds. Finalmente se

descubrié, en tiempos ‘relativamente recientes, que dichod brés
problemas son imposibles. Imposipilidad en la matemdtica no -
significa enteramente lo mismo que "imposibilidad" en la.vida

cotid ana, y, por consiguiente, requiere una somera explicacién.

rdinariamente cuando decimos que algo es "imposible"
qu remos~significar.simplemente que es extremadamente diffcil,
0 gue no podemos concebir la manera como puede hacerse, o
que nadie ha encontrado la manera de hacerlo, al menos ﬁasta‘
ahora. Asf la gente acostumbraba decir hace algdn tiempo que
era "imposible" constfuir una miquina que volase, y la gente
'siguié'repitféndo la frase, hasta que vio el primer aeroplano
' que le6. Se supone "imposible ’ cOmo se dice, encontra’K:Pa
aguja en'un pajar, ¥ ast sucesivamente. .

La imposibilidad matemética no es esto. En'fa matemdtica
hay algunas cosas que efectivamente no se pueden hacer, y es

: posible demostrar que no pueden hacerse.
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(1) Un ejemplo muy‘sq\gillo es éste: Por muy listo y
persistente qué. seas, no podrds encontrar un ndmero
entero entre 2 4 3, porque no existe: tal numero(f |

(>~

entero., | o o )

(2) Si el ejemplo ;ﬁterior parece demasiado trivial’ para
considerarlo seriamente, f{jate en la situacién
. siguiente: Partimos de los nimeros enteros, los
positivos, ,los negativos y Q. Nos est4 permitidd; .
efectuar sumas, restas, mditfplfcaciones y diﬁiéianeé.

Decimos que un nidmero se puede construir,si podemos

obtenerlo a partir de 1os enteros mediante tales ope-
raciones efectuadas un ndmero finito de veces., Ppr

ejemplo el siguiente nimero puede construirse:

2 .17 1,3 !
237 , 715 . -
#3417 9 _31 - '
N 4 3 10 7

£l dbtenerlo'exige 15 pasos.

Ahora supongamoslque se hos propone construir el ndmero V2.

Estg-problema es imposible de resolver justamente en el mismo
sentido que lo son los antiguos problemas griegos. La cuestién

estd en que los ndméros que podemog\Qg?struir de acuerdp con
las reglas convenidas son todos racionhiles. Y precisamente,
V2 no es uno de -estos nimeros. No sirve de nada el tratar
de obtenerlo entre los nﬁmeros que pueden construirse, porque
no pertenecé a esté'conjunto. _ '

' Los problemas referentes a construcciones con regla y compés
son gstrechamente anflogos a los de este ejemplo. Partiendozi.
de 1os enteros, hay ciertos ndmeros que pogemos 'construir"

mediante laaritmética elemental, pero este conjunto de ndmeres

no incluye JZ.

(1'
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_ Empecemos con un gegn*nto, AB; hay cierte}s figurag que
podemos construir con la regla y el compds, pero acontece que
entre estas figuras no esté inclyido ningun. segmento CD para

3w 2.a8%,

camos cuando decimos que la duplfcacié&'del cubo con regla y

el cual se verifique que CD Esto es lo que signifi-

compés.es imposible de resolver. . o ‘
EL problema de la triseccién-de un &ngulo.merece alguna e
consdderacién més. | .
(1) .Algunos dngulos pueden trisecarse con regla-y'compés.
Por ejemplo, un &ngulo récto_puede trisecarse de ese
modo. Cuando decimos que el problema de la triseccién
de un dngulo es .imposible de resolver, queremos
decir que hay algunos &ngulos para los ‘cuales no
pgeden construirse rayos trisecantes.

(2) El problema de la triseccién de un &ngulo se conyierte
en uno soluble cuando cambiamos muy poco las‘reglas

de construccién, permitiéndonos el hacer en e borde

de la regla dos marcas. Una vez que hemos marcado

as{ la regla, procedemos del modo siguiente:
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Dado un éngulo cuyo vértice es B, dibujamos una c rcunferencia

. con centro en By radio r igual a la distancia ent

:,las dos ¢

g@rarcas hechas en el borde de la regla. La circunferg%c'
interseca a los lados del éngulo dado en los pu tos Ay C
Queremos construir un éngulo cuya medida sea . mAABC)

., ¢ Se coloca ahora la regla de manera que (1) pase por C. ﬁuego
ﬁediante una rotagién alrededor de C y un. deslizamiento se puede
lograr que (2)* uno-de los puntos marcados Q esté sobre 1a'circu‘
ferencia,y (3) el otro punto marcado P. esté sobre el rayo opuesto

a' BA. Demostraremos que m £BPC = L(m LABC),« En términos de las

" medidas angulares indicadas en la Yigura, las prin les-etapas e \\
: dirla prueba son las.siguientes (procura averiguar las\razohes

en cada caso): .

() y=u . o .

(2) w=u+ve=2u - - | . : » ' '

(3)  x=wm=2uy _ _ o

(4) z = x'+ u=3u | ' l

La ecuacién (4) es, desae luego, lo que desedbamos demostrar.
Una vez obtenidq'el-éngulo ABPd, es féch% trazar los rayos

trisecantes en el interior del /#BC, mediante dos aplicaciores '

de la construccibn 14s7. = - . !
.I . ) . {
N Conjunto de problemas 14-7 T

1. Determina €l conjunto de puntos qﬁe son intersecciones de
: '

las bisectrices de los 4ngulos en la base de los paralelo- .
 gramos que tienen un segmento fijo de base-

2. Explica la manera de construir un 4ngulo de:

a. 45° e. 12p° = RN o
b. 30° . £, 75° ’ |

c. 225° ' g. 105°

d. 135° b. 675 ° e

Menciona otros tres éngulos que podrias construir.
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3. Al tratar con triéngulos, resulta Gtil el poder designar
1as diferentes partes mediante sfmbolos sencillos. Una_
notacién usada muy frecuentemente es la que sigue.

. A, B, C; para-los E;es vértiées. .
a;.b, <, para ‘las 16ng%£udeé de 108'1adoé .opuestos
’ — .. ° h_, h

a’ Bp> hc’ para las alturas correqundientes a
B¢, °X, &8 5
‘tA, tgo te, para las b%sectrices de 1os éngulos P

\\ . \~ABC .
' m,, my, m,, para las me&ianas de los fados BC, CA, AB

’

Eﬁ cada uno de los problemas siguientes nos proponemos

construir un tridngulo que satisfaga a ciertas condiciones

Por ejemplos podemds dar dos segmentos RS y TQ y un 4ngulo,
!

digamos £ X, y pedir que el triéngulo ABC a %struirse sel

tal que AB & RS, BC-TQ,yLB-LX )

v.

—

Para méyor brevedad, enupciéremoh‘este problema en la f?;u(
slgulente: "Construye un tridngulo del que se dan dos
lados y el 6ngulo comprendido" o bien "Construye el AABC

. dados . c, a, y<4B"« El estudiante .deber4 hacer varios
\ . . problemas de e;te tipo, enunciéndolos en el lenguaje més

exacto uélli;ado'antes,,hasta que logre la seguridad de.
comprender bien el signififcado del enunciado m4s corto,"

- . N . , ] ‘/ I - " I
. . . . .
4 )




- 503 -

ey - R
éonstruyé el.AABC cuando se dan: . . Y
..,'\-' a. ‘a,. m , B o h,"ma, ha’ \45 '
;o :.: ..ptla, b y /X | . i} f',ha’ 48, 4CA
, o tales que - ‘ . S
f- :‘\~ :ilnl-A + mz.? = nms X . )'..g' «C, o) tc
 s.a, b, h ’ h.ocA, b, €t e

’ d. e, [A7" tA P -

(Sugerencia: Cada vea debes dibujar dha figura s&poniendo

el problema ya reSUelto y tratar “de ver en ella las posibles

relaciones entre sus partes. El andlisis de la figura te
< serd de gran ayuda para, resolverkel problema. )

* ‘l 4. Dadﬁ un cuadrado ABCD, y' '

siqﬂdQ M y N N los. puntos

mediqs de BC » CD Y Py Q
los puntos en*que AM y AN -
: " intersecan respectivamente

a la diagonal, BD, demuestra
que P y Q trisecan a BD,
' pero que mz’BAM # = * 90,
3. "Prueba que el mﬁtodo de trisegcién mencionado en el teéto
en la pdgina 496 no resulta nunca, utilizando. uno de 4dos -
siguientes métodos: | ' ' '
< a: S%ponte que. el método
resulta bien para algin \
dngulo. Entonces’ en la

figura adjunta, AD es a la .
vVez Ja bisectriz del &ngulo A . A

y la mediana correspondiente ). -
en el 2BAE El tridngulo es.
5 is6sceles y AB = AE (jPor qué?) Pefo AB = AC

~ e - por ‘construcdcién, de modo qle la circunferencia con centro

4

. » entonc

) en A y radio AB es intersecada por la recta BC en tres
o : puntos. Esto es imposible

[
AR
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b. hSuponpe que el método’

A resulta bien. Entohces

.

en la figura adjunta, la
circunferencia de centro
A y radio AB interseca

los rayos AD y AE en Ry S.
‘Entonces D y E deberdn estar - o

" dentro de la circunferencia. (jPor qué?) Ahora bjen, -
RS ||BC. (Considera la bisectriz del /RAS.) Adémds,

*RS >DE. kéPor qué?) , Los triéngulos:ABQ, ADE:y AEC .-
tienen todos la misma drea. (jPor qﬂé?)‘ Ahora compara .

las 4reas de BDR, DRSf y SEC para llegar a una contra-
diccién. )

*

6. Vamos a definir ahora una escuadra de geSmetra como yn

instrumento hecho con una pileza de cartén o cartulina o un,

* material andlogo, de la forma siguiente:

-
v L
*

. ‘ 1
Todos los dngulos son rectos y EF.= CD = 2AB. Para trisecar

el dngulo PQR con una escuagdra de gebmetra-se usa primero ..

-

el lado m4s largo para | IR
+ .( -
. R
. ’ B .
G 6
Y " . D ) X
" LYY S A - - . "T . )
,f". . /Q ; , . - . ’P s‘ ) . ,
| -+, N n
construir ST’/IQP a la distangia EF. Luego se colgca la '
escuadra de gebmetra de manera que 53 pase por Q, A'esté
!u_'\ hd , -
. .
] I\. ” ‘
<
164 ¢
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sltuado sobre 8T,y B sobre QR. Entoihces mz PQA = E(mviPQR).
Demuestra esto. ) ’

o

(. N ‘ . ' .

, ' Problgmas de repaso

13

¢Para qué valores enLeros de” x exigte un triéngulo cuyos”\
lados tengan longitudes iguales a 4, 6, x? -
éﬁnstruyc un rombo cuyo perfmetro tenga una 1ongitud dada
AB y uno de, cuyos éngulob mida 45.

At ; — B8

-

a.‘ Dadoﬁiﬁ, construye el conjunto de los puntos P én el

plano, tales que m £APB = 90, - !
b. Demuestra que este conjunto verifica lasecondiéiones.
Se da la recta L y el punto P en gl plano E.  Describe el

conjuh£g de los puntos en E que estdn a una distancia dada (/' N
d de L

a ung distancia dada *r de P. X ‘

Dibuja varios cuadrildteros y,.én cada uno de ellos, dibuja
las mediatriées de. log cuatro lados. En .general, verés que
dichas mediatrices no son concurrentes. Trata de pensar

en algunos cuadriliteros especiales cuyas mediatrices sean
concurrentes, y haz una lista de ellos. Pignsa en algin
modo general de describir el c#njuntd deslos cuadrildteros *
que tlenen esth proptedad. ‘ ul

Mediante una construccién,

s N\
detqrmina el cbntro de la .
R * . 7N\
circunferencia del cual AB
@5 un arco. .
| ; s ,
' 1 ¢
R ~
~
14 > ‘
3 9 ) )
. \ ‘
' ‘ r.oow ! #
( ' ’ ‘.1\) .
N, ".t
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Se da un' segmento que representa la giferencia entre la

dlagonal y‘el lady de un cuadrado. Construye el cuadrado.

Sea A el centro de una'circdnferencia de radio a, y B el

centro de una circunferencia de radio b. Si a o+ b>;AB;

;s8¢ lntersecardn siempre las dog circunferencias A y B?
ﬁFCD es un paralelogramo en un plano E. P es un‘punto ‘de
I que equillista de A, B, ¢ y D. Defwuestra que entonces 'el

paralelogramo es un rectdpgulo.

ABCD es.un trapecio con KEIIEB. ,En qué condiciones e»is-_

tird un punto P, en el élano del trapecio, equidistante de’

-

A, B, C, D? ;Puede haber mds de un tal punto en dicho plano?d

Dadab dos- 'rectas paralelas ,Q y m, y ung secante m, Lexisten

“puntos que equidistan de jl ym, Y n? Demuestra qua tu

\
respuesta ‘es correcta.

N ’
.
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‘ AREAS DE CIRCULOS Y SECTORES - .
. 15-1. Pod fgonos \ . _ -
! . ‘Un polfgono es una figura andloga a ‘una de éstagj\\\\

’

s ' ot :::? '

Pero no a ésta:

L&

El concepto o idea de poligono puede definirqe de'un modo m4s
. pretiso como sigue: Supongamos que tenemos una sucesifn dada

o, Bis Byy o o, P

n
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“de pUnLOS»diSLLnLOb en un plano Unimos cadazpuntﬁ con,el

siguiente medidnte un begmento y finalmente unimos Pn con Pl.

~

Fh-1 \
En l,,ﬁ&gd/ la porcién punteada indica otros posibles puntos
y scgmentos, ‘puesto que:no sabemos cémo de grande es el numeno
“n. Obstrva que el punto inmedlatamente anterior a P es Pn - 10
comb debe ser. , | -
Definiciones: .Se?n PL’ P2, Ce Pn - 1 Pn’ n puntos ,'(ff ;
' distintos en un plaho ( n = 3). Supongamos que.los n segmentos r )
o PIPZ\ PoPg, . . ., Py _an,.PnPlt%enen las propiedades siguientes:
v (1) HNinglin par de segmentos se intersecan, excepto en
. \ - sus puntos extremos, como indica la construccién;
(2) Ningdn par de segmentos con un extremo comdn Son )

colineales.

Entonces la reuni6n de los n segmentos es un Eoligono

Los (buﬂﬁos dados son los vértices del poligono) y los
_n' segmentos’ son los lados del poLigono En virtud de (2) dos

segmentos cualesquiera con, un vértice comtn determinan un angulo
que se llama dngulo del polfgono.

1

*~
Observa que los trléngulosxvon polfgonos de 3 vértices y 3

lados, y los cuadrildteros son pyligonos.de 4 vértices y" 4 lados.  °

\5{»' / | .

Yy By
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"Los polfgonos de n .véftices y 'h ,lados se llaman algunas.
veces n-gonos, Asf, un trifngulo es'un‘3’gono y un cuadril4-
tero es un 4-gono(aunque los términos 3- gano y 4-gono casi nunca
se¢ usan.) Los 5- gonos se llaman Eentégonos los 6- -gonos son vj

, heidgopqg, los 8-gonos son octégonos, los 10-gonos son decégonos

Los otros n-gonos, para pequeﬁOS valores de n, tienen también

) nombres especiales derivados del griego, pero en esos cagos los
nombres especiales rara.vez se’usan. . |

Cada lado de un polfgono est4 en una recta ‘que separa, al

plano en dos semiplanos. Si, para cada lado, el resto del
poligono estd enteramente en uno de los semiplanos determinados -
por ese lado como arista, entonces el polfgono se llama poligono

4 convexo.

A continuacién est§ dibuJado un polfgono convexo, con las

rectas trazadas para indiCar claramente por qué es convexo.

0

/

4

“Es una designacién natural, porque si un polfgono es convexo,
resulta que el polfgono mﬁs su interior forman un conjunto
‘convexo en el sentido definide antes en el Capitulo 3. Justas
mente antes de la definicién de poligono, hemos presentado |
cinco ejeﬁplos de polfgonos. Puedes comprobd td mismo que-el
primero, el segundo y el cuarto He'esos ejemplos son polfgonos

« Convexos, pero en campio el tetcero y el quihto no lo son.

o o '19&; -/

. \
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También podr{as Lomprobar que en el primero, segundo y cuarto
ejemplos, el pol{gono mds su,interior forman un conjunto convexo,
pero que en el tercero y quinto tasos no sucede 'as{. : - '
En este Lapftulo'utilizaremos poligonos en el estudio de los(//’ﬁv s
clrculos, bara aprender a calcular 4reas y-+longitudeg de circun-

ferencias. En el préximo capitulo calcularemos lostvolimenes de

P

prlsmas, pirémides, conos y esferas El procedimiento fundﬂmental :
cogjibte ey aprdximar las longﬂFudes y las éreas de figuras

as me iante)las longitudes y las direas de figuras poligonales
y ver lo que sucede cuando las- aproximaciones van siendo cada
vez mejores. Un tratamiento completo de esta tltima etapa del j

proceso aproximativo rebasa el tema principal de .este, curso, pero

" no obstante explicaremos la ldgica de la situacidn del modo més -

+*

claro posible y tan completamente como se estime necesario.  ° , )
. . . ‘ 4 . . ‘ . '
Conjunto de problemas 15 1 e
1. En la figura de “la derecha, ’ .
cada tres puntos ‘extremos no . '
son colineales, ni cada dos : "

¢ A4
segmentos tienen comln més
que.un extremo. Sin embargo, - .
. la figura no es un poligono.

(Por qué no lo es?

2. jEs un poligono la figura
adjugta? zCuéntos'ladés .
tiene? ;Cudngos vértices? |

.Qué se puede decir respecto

de las longitudes .de los lados? N

(Y sobre las medidas de 1ds &dngulos? .. : 3
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~

"*3. a. Enuncia una definicién del interior de un polfgono
- convexo. (Sugerencia: Considera la definicién del
" Interior de un tridngulo.)

. Y

b. Dibuja una figura para ilustrar el hecho de que la
reunién de un polfgono convexo y de su interior es una

. -, regidén poligonal. (Recuerda la definicién de reglén
" poligohal .dada en. &1 Capftulo 11.)

\

4. Un segmento que upe dos vértices de un poligono que no son -

extremos de un mismo lado se dice ser una diagonal del

PR

poligono.
a. éCuéntas-diagona}es tiene un polfgéno de 3 lados? ;Y
R . uno de 4 lados?"\ &Y'uno de 5 lados? ;Y uno de 6 lados?
. ’ (Y uno de (103 1ad)os7 \\{‘ uno de n lados? . )

b. D1buJa un p agono tal que -solamente dos de sus diagona-

les ¢stén en su interior.
5. 'Utlllza la figura adjunta para
mostrar que la suma de las
medidas”de los 'dngulos de un
polfgono convexo*de n lados
T es $=(n-2)180.

6. Comprueba el enunciado del ' .. E D

!

B
-

"'-problema anterior, mediante  . c

la'fagura adjunta.

I'4 +

15-2. 'Poligonos regulafes

-
/ Supongamos que tenemos una circunferencia deﬂfentro Q vy,
radio ¢, y dividimos.la circunferencia en n. arcos congrueptes,

mediante puntos de divisién. La figura presenta:él caso ‘n.= 8,

. . . : . ‘
= . . Lo \ ) .' l
o ‘ . LN ) - '
.
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) Para cada arcoé)trazamos ‘1a cuerda correspondiente. Esto nos

L dé un polIgOno de vértices

O
v qcongruentes, y, por tanto, las cuerdas (que son los lados del

l’ 2, ey Pn. Los arcos som

R . poLIgono) son tambTén congruentes. Si trazamos segmentos a
partir de’ Q hasta cada vértice del polIgono, obtenemos un

Lonjunbo de n triéngulos is6sceles. En cada triéngulo
Lo :
L m .ZQ(* Q%Q » Porque ~§%Q es la medida del arco interceptado en

T e 'cadahcaso. Por c9q51guiente, todos los triéngulos isésceles son
- gbngruéntes} De- ah{ se deduce que todos los &nguios del polf-
.gono son congruentes; la medida de un 4ngulo del poligono es el
'doble d¢ la medida de cualquier &ngulo en la base de cualquiera
de los tridngulos isésceles, -
, De modo que el polfgono tiene todos sus'lagos y todos sus °
(dngulos congruentes. '

N :
Definiciones: Un polfgong convexo es regular, si todos sus

lados SSX congruentes y también todos sus dngulos son congruentes.
Un' polfgéno se dice inscrito en una circunferencia cuando todos ”
sus vértices estdn sobre la circunferencia.

’
{ . . . Py
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Es cierto que todo polfgono reguiar puede inscribirse en
una ci cinferencia, @ero no nos detendremos en demostrarlo,
porque -no necesitaremos dicha propiedad. S6lo utiliéaremos
boligonos regulareb para estudiar las circhnferencias, y, por
tanto, todos los polfgonos regulares que consideremos estardn
inbcritOS en circunferencias de la manera ya descrita. _ .

St Pry Py o v o, P .es un polfgono regular indcrito en una

circunferencia, eiftonces los triéngulos[SPlQPz,-ZXP QP4, IR

todos son congruentes y tienen la misma base ¢ y la misma a}tura‘
a. - En la figura que sigue, estén dibuJados esos elementos para
el AP 3, '

El érea de cada triéngulo es %ae,'y por constguiente, el 4rea

[y

total de& n-gono regular es

’ e o1 ¢ . '
‘ A[YA-~ n Eae iane. - . ‘ N
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' Con esta notacién la f6rmu1a del éxea resulta ser

2 R

A

Definiciones: EL ndmero ‘a se llama’ apotema del polfgono -

La suma de las . 1ongitudes de los lados se llama perfmetro. . ;
.Denotaremos el perfimetro con ‘p. Ast qué, para un polfgono
.‘regular “»tenemos ,. ‘ L : s
| p=n-e. - v . . \{f

N o .
Ay 2@ P | o

rl o

Conjunto de problemas LS-Z

;Cuél es la razén de la apotema "de un cuadrado a su perfmetro9

a. bQué magnitud angular se determinarfa ‘al trazar radios

a log extremos de un lado de un octégono regular

inscrito? ‘_ ' . o

b. UYtiliza’el transportador y la regla gnaduada para ' y
conqtrulr un octégono _regular. ; /o

c. -Utiliza elwcampas y la regla para construir un octdgono

regylar o : ' : : . ///\
Utiliza el transportador y la regla graduada para construir { \\
un pent4gono regular L -

Una férmila que 8a la suma de las medidas de las &dngulos

- de (ﬁalquier polfgono convexo de n lados, es (n - 2)180.

. (Consulta el problema 5 del- Y;zjuntp de- problemas 15-1.)"
0

'bCual serfa Ja férmula para o tener la melida de cada dngulo-
de un  n-gon regular9 '
bEs el poligono considerado en-: el‘problema 2 del Conjunto de

problemas 15-1, un 12-gono regular? Justifica tu respuesta. ’

. . v \
’ : . .
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y R

completa la tabla siguiente:

]

L] ’ hed

15-2

6. La figura®adjunta representa parte’ de un poligonolregular
del cual AB y5ﬁa son lados,

es el centro de la circun-

- Nimero I méARB :méABR
- Lados m[BR_C m[CBR m/ABC
s _ 3 .
‘( L}
Y
. . . u5 ’ L .
}- 9" 40 70 140
N ) ' . \ _
144
/ — —— —
. 12 . :
. 1
20 . -
24 . ‘ T
7. Un plano se puede cubrir por .

_regiones cuadradas c6hgfuentes
cea-un vértice comun cada cuatro
de ellas, como muestra la figura.
A ¢Cudntds triangulos quildteros
tienen que agruparse alrededor

e un vértice para cubrlr un -
plaho con tales-regiones? R .

b. ;Qué otras clades de reglones poligonales

pueden utilizagse para cubrir un plano?

L

nhecesitan alrededor de cada vértice?

gprghcia en la cual est4 inscrito el poligono.

Copia y

P 4

-

regulares

”’ o
(Cuantas se

”
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. ] . v ' ) ] | . ,
¢. DQsg octdgonos regulares y un
v cuadgado pueden cubrir completa--
_" .+ < mente la parte del plano alrededon

de yn pquo sin® solaparse, comy
. "¢ ‘muestra la figura adjunta. . GQué
. , -otras cémbinaciqne$ de tres -

‘ poligonos regulares (dos.de los

cuales sean agélogos) pueden _
realizar esto? (Sugerencia. Y 2135 + 90 = 360
_ Considera 1as‘posib1gs medidas ‘
< : .de éngulog, tales como las de la -
L ’1t£ma columna de' la tabla cdnstruidé para el problema ‘6.
~Determina sJluciones de la ecuacibn 2x + y = 360, donde
Xy Y .gon las medi%gs de los énguﬂos de las dos clases
“de pq}[goqos regulares con distinto ndmero dé lados. En
la figura x = 135, y = 90.) : .
~d. Averigua otrzs posibilidades de cubrimiento de un plano
\ P alrededor de un punto mediante poligonos regulares
“:_8.‘ Demuestra que la suma’de las _
oo Amedidas de los éngulos exte- ' v

_ riores "de un polfgono convexo

cialquiera es 360. (Sugerenc1ail

Cuenta los suplementos de 1os

angulos interlores )

*9.\;a. ‘Un polfgono‘convexo de n lados (n es un nimero entero
.par’ mayor que 3) puede dividirse en varias regiones s
cuadrangulares, trazando diagonales desde un vértice . '

dado. jCudntas regiones se obtienen?
b. Deduce una férmula para la sufma de las medidas de los
» dngulos de un poligono convexo, de la respuesSp a la
- parte (a). o . / ' «‘/“
10.. Sea S lq syma . de las medidas de .los dngulos de un polfgono
' de .m lados. Si el polfgono es convexo, entonces

. o
LAY

. . ’ -
. . . w :
- .. ' . v ~ ¢ . '
< : . - T Ny N
1 . - 0
, « . .
.. ’
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*13.

. niendo .que al efectuar la subdivisién no se fntroducen nuevos;

( Demuestra que si eg ¢ualquier : g

vértice ("vértice artificial")

. . . - 517 .- 15-.2‘

=~ (n - 2)180. En las tres figuras siguientes, que no son
con gXas,'muestra'que la férm%&g es todavia'correcta si
consideramos S como la suma de las medidas de los éngu&os

de los triéngulos en ‘que cada uno puede dividirse, 8upo-

vértices. '

-~ .
‘
—~
’
. ' . .
’
A 4

(a) RO R - (o)
» " o :

poligono se inserta.un nuevo

en uno de los lados; como se
irdica en 1a figura, de manera
que gl nul®wo de "lados"
resulta aumentado en 1, la

férmula para la suma de los
éngulos contimia siendo v&lida."

~
Los lados de un hex&gono regular tienen cada uno longitud

igual a 2. si el hexfgono est§ 1n$cr1to en*una circunfé-

rencia, determina el radio dé& 1la circunferencia y 1a ‘apotema
del hexégono. - '
Un octégzwb regular cuyos lados tienen longitudes ﬁguales
a 1 estd inscritlo en una circunferencia.

Determina el .-
j?dio de egta circunferencia. )
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15-3. La longitud de una circunferencia; el ndmero

En esta seccién y en la ‘siguiente, consgderéremos h-gonéé

 regu1ares para diversos’valores de h. Como es habitual,

- Wdenotaremos el lado, la apbtema, el‘perimetto,‘etc., de un

!

n-gono regular inscrito en una ciréunferencia de radio” r con .
__;Q</3,’p, etc., reépectivamgn&e. '. L _ \\\
Sea C. la longitud de la circunferencia a congiderarse. :
Parece raagséble suponer que si>queremos medir Q"aprogimada-
mente, podemos hacerlo inscribiendo un poligond regular de un
gran ndmero de lados y. midiendo entonces el perimetro de ese
poligono. Eago es, el perimek;o p debe.ser und-buena aproxi-
mgcién de C tcdaqdo "n  és lo bastante grande. O diciéndolo,
de otra manera: Si decidimos cuén.cerca de C quergmos que
esté p, podremos obtener p apr5ximado a C, sin mds que tomar
n spfigienteméﬁte_grande. Enunciare&od{esto.en sfmbolos, .
espribiéndo“ ‘ '

e

p— 5 C .

Ly diféﬁos qué \p ge aproxima a C como 1fmite suyo.

‘ No podemos dembstrar esto, sin embargo; y la razén dé ello
es un tanto inesperada. En efecto, hasta ahora no disponemos
de nin Qna‘gé%inicidn matemitica de‘lo que significa la |
longi tud de)una circunferencia. (No podemos obt8ner la longitud
de }a circﬁnferenbia meramente afladiendo longitudes de ciertos
segmentos; Ccomo hicihos»para'obtener el perfmetro de un poligono,

‘puesfo que una circunferenclia no contiene ningdn!segmento. Cada- -
arco de una Lircunferencia, por pequefio que sea, estd siempre
curVado, aunque s6lo sea ligeramente. ) Pero el remedio a esta
dificultad es féc{l. Tomamos ‘el enunciado’ . : .

. . e p';d;__; C

como definicién de C, asf: - .

L]
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' De?in1c16n: ~La longitud de una cixcunferencia el limite

de.los perlmetros de los polfgonos régulares inscrit
Ahora nos gustarf& seguir adelante, al modo usua
definir v como la razén de la loﬁgiﬁui%e la

‘ .su dlémétrd. Pero para estar seguros de que e finicién
tiene sénftdo, necesitamos primerd saber que 13 razén %? es la '

misma-iiéﬁ/todas las circdnfgﬁencias, cualquiera que sea su tamafio.

De modgAfue necesitamos demoStrar lo, siguiente:

Teorema 15-1. La razén %? , %ﬁ la longitud de la circunfe-

rencia al didmetro, es la misma para todas las circunferencias.

La demostracién se basa en la, semejanza de %riéngqlos. Dada

~ una circunferencia con centro en Q y radio r, y otra circun;/ﬁ

ferencia con centro en- Q' y radio r', inscribimos un n-gono

regular eh'cada una de ellas. (Hay que uti ‘?ar el mismo valor

-

de n en cada circunferencia.)

L

En la figura esté‘dibujado un solo‘}adé de cada n-gono, junto
" ¢ton él tridngulo 1gésceles gsociaJo. Ahora bien, £ AQB ®£A'Q'B',

-porque cada uno de estos dngulos mide 2%9 . Por consiguiente,
puesto que los lados adyacentes son proporcionales, - ~
o . R ) AAQB N/_\A'Q"B' e
en virtud del teofema de semejanza LerL.: Por - tanto,
-~ e e h
) . - T ‘;r ’ . . .
y as{ ; ’ . )
, :
o P B ' "
. _ e {.‘T ’ | _ o
. " . ;.
’ ( '?“Uu .
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donde p es el perfmetro ne del primer n-gono, y p' ‘el
perfmetro ne' del segundo n-gono. Se‘g Cy C' las 1ongitudés'
de las circunferencias. Entonces"p ___;).C, por definicién, y
p'— C', por, definicibn. " Luego, - -

| ' c.c L ‘

— - . N

T o

Lt C' ‘ ‘

que es lo dque se querfa demostrar.

nimero %; , que es el/mismo para todas las circunfe-

rencias, se designa con = ! Podemos, pgr consiguiente, expresar
la conc¢lusién del teorema 15-1 mediante la conocida férmula
. C=27r.
T es un nimero irracional que no puede representarse
exactnmentglen forma fraccionaria. Sin embargo, puedé aproxi-
marse con nimeros racionales ‘tanto como se quiera, Algunaé v

aproximaciones racioﬂalas de; m s8on las sigulentes:

3, 3.14, 22 3. 1416, 335, 3.14159265358979 .
»' 7

* Conjunto de pfoblemas 15—3

7

1. Se inscribe un poligono regular en una circunferencia, y

' luegd otrq con yn lado mds que el primero, y asI sucesiva-
mente, aumentando un lado cada vez. .
a. Cudl e el Ifmite dé la longitud de la apotema? - -
b. -;Cuél es el lfmite de la longitud de un lado? -
,¢. ¢Cudl es el limite de la medida de un &ngulo?
d. j}Cudl es el limite del perfmetfo del polfgono?’

Z’;]z{-Una persona alta da pasos de una yarda de 1argo cada uno.

» Pasea'alrededor de un estantue Lircular cerca del borde v
' da 628 pasos. ;Cudl es.el radio aproximado del estanque?

(Utiliza 3.14 como valor aproximado de T )

v

~




3.

k~4a

5.

6.‘

I

*7‘.»‘

" rencia. Las ,dlagonales de

) ambos cuadrados estdn sobre

-‘cuadrado ABCD est§ circuns—

" e¢rito a la ‘misma circunfea

' - 521 - | 5-3
Indica cufl €s la mejor de la roximaciones sigdiiizax\ :
: o T

e, 3.4 6 %2

LalLuna estd a una.distdncia de la tierra de alrededor de -

240 000 m llas y su trayectoria en torno a la tierra es

casi circular. Determina la 1ongitud de la circunferencia

] que la luna describe cada mes. !

La tierra estd a una distancia del sol de 93 060 ,000 millas

aproximadamente La trayectoria,de la tierra alrédedor del

- sol as casi circular, Determina el recorrido "en érbita" cada
‘aflo,” ;Cudl es la velocidad de la“tierra sobre su 6rbita

.en lelas po¥ hora? y - l

"El lado de un cuadrado tiene 12 milgadas. ;Cudl es la

longitud de la circhdférencia inscrita? ;Y la de la circun-

. by
ferencia circunscrita?

Y

En la figura angnta, el
cuadrado XYZW estd 1nacrito

en la circdnferencia 0 y el

£

3

las rectas AL y BD Dado que ,
los puntos medios P, Q, R y S de AX, BY, CZ y DW, al unirlos
forman un cuadrado PQRS, se pregunta: ;es el perimetro de »

,este cuadrado igual, mayof o menor qué la longitud de la

circunferencia 07 Toma OX = |y justifica tu respuesta

" haciendo los célculos cof%espondientes

"El'radio dé una circunferencia es 10 pieé J;LCuénto cambia

- la longitud de la circunferencia si el radio se aumenta en

1 pie? si el radio era originariemente 1,000 pies, Jcuél-
serfa el cambio en la longitud de la:'circunferencia al
aumentar ese radio en 1 pie?

Al

I
\ 3 _ - .

R
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15-4. Area de un cIrcuio . '
En el Capftulo 11 heyfs considerado dreas de regibnes Y
poligonales, definidas n términos de una regién bdsica, la -

regién triangula®, -que es la reunién de un triéngulo y de su
- Interior~ Al tratar de 4reas asociadas con una circunferencia ~w
estableceremos una definiciém bé&sica andloga.

Definic&dn: Una regién circular 0 un cfrculo, es la reunién

de una circunferencia y de su interior )

~ Al hablar del "drea de una regién triangular nos parecié
conveniente el abreviar la fraSe mediante otra: "el 4rea de
un triangulo .. También, diremos habitualmente "el 4rea» de un
cfrculo” c;mo una abreviatura de "el drea de una regién .cizcular"
Obtendremos ahora una f6rmula para-el drea de un circulo.

_Ya tenemos uiia f6rmula para el 4rea de .un n gono regular

inscrito ésta es
1
An =72 9P

donde a es la apotema y p es el perfmetro.
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Como se ve, hay tres cantidades iﬁplibadas,‘que son p, a

An’ y cada una de ellas depende de n, Para obtener nuedtra

Y

f6rmula pq;a/GT/kraa de un cfrculo, neCesitamos los lfmites de
dighas cantidades cuando n crece. indefinidamente. ’

(L) Qué le sucede aA, : Al es siempre un poco menor que

‘el drea A del circulo, porque existen iempre puntos que, estén
) _

dentro dél ¢frculo, pero fuera del n-goiio. Pero la diferencia

entre An'y A eslmuy pequefla clando n es muy-grande; ya que

cuando n - es Mhy grande el poligono casi llena el interior del
clrculo. Asi, esperamos que

. \ A —;—9-A
Pero lo mismo que en el caso de la longitud de la circunferencia,
esto no puede demostrarse, puesto que no hémos dédo todavia Una
definlcién del 4rea del cfrculo Aqui también la-salida es
fdeil: | | ‘
‘Defiinicidn: El drea de un cfrculo es el limjte de las éreas
de los poligonos‘regulares inscritos.

AsT que, Adl_+ A por definicién.

(2) Qgé le sucede a a. Lh abotema a es siempre un poc? o

‘:'menor que r, puesto que un cateto de un tridngulo recténgulo

es més pequefio que la hipotenusa. Pero la -diferencia entre a

-

Y r es muy pequefia cuando n - es muy.grande. De modo que,

A —y I, .

(3). Qué lé sucede a p. Por la definicidn de C,  tenemos

que “p —r C. ' . |

» . ' .

Reuniendo lok resultados de (2) y de (3), obtenemos

. . * l 1_ - R .

58P — 31C.

-1
- o Al‘l .‘_) —=rC.

Por tanto,
+

Péro sabemog por (1) que A, —— A. Luegb,
. | T

A = irC.

y
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. Co@binando esto' con la férmula C = 2T r, resulta
RN . .s A= i >r2. - on

' -be manera que esta férmmla tan conocida resulta ahdra ser

un . teorema’:

.
- Teorema 15-2. El drea de un cfrculo de radio r es 7 rz
. - . - B . J
' B ‘Conjungo de problemas 15-% : ».’?

1. Determina la 1ongitug\de la circunferencia y el &rea de un

L\ 4 R ¢

efrculo de radio:

a. 5 o b, 10 . _
2. Determina la Iongi;ud de 1é circunferencia y el drea de un
i) scfrculo de radio: . ‘ | b |
a.. n b.. 10 )
R ) . _ - _ n-J

N

3. a. Determfna el 4rea de la

" arandela mostrada en la
-,/ figura adjunta, si su
. didmetro es 4 cm, y el
'diémetro del agujero es
2 cm. .
b. .LCamUiafIa el drea si -

r b B
los dos circulos no ' ‘ . : h

7 .k

“fueran concéntricos? » .
4. El/radio del mayor de dos cfrculos es tres veces el radio
d¢l més pequefio. Compara el 4rea del primero con el &rea.

el segundo. . . _ ' . S

el perimetro dé un cuadrado son ambos iguales a 20 pulgad
iCuél de los dos tiene mayor 4rea? ;Cuéinto mayor es?
6. Dado un cuadrade cuyo 1@#6 es 10 pulgadas, cudl es el drea.

comprendida entre sus circunferencias circunscrita e

inscrita? . ' ,
7. Un trifingulo equildtero estd inscrito en una ctrcunferencia. 
" 51 el lado del tridngulo tiene 12 pulgadas, jcudl es el radio
del cfrculo asociado? ZCuﬁl es la longitud de la bircunferéncig?
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(Cudl es el 4rea déllcfrcﬁlo?

‘En la figura adjunta,.la cruz

el drea que

dentro del cfrcdlo es divi-

sible en 5_ﬁ;a§rados. Determina
'q\interipr al.

cfrculo y;qUe estd fuera de la-

Cruz.

[ 4
»
N

Sean dadas dbs circunferencias

concéfitricas de centro P, y
“Aagipe: .

- sea AC una cuerda de la circun-

ferencia exterior que sea -

tangente a la interior en B.

Demuestra que el drea del

anillo comprendido. entre .
las dos circunferencias es - '
2 "
TBC . ’

) -

‘En una regién esférica cuyo

. @8 correcta.

“radio. es de 10 pulgadas, se

. efectlan secciones mediante

planos a las distancias 3
pulgadas y 5 pulgadas del
centro. jCuf]l serd la

seccién de mayor drea?
Demuestra que tu respuesta,

op
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¥11. En la figura adjunta, ABCD
A zés un cuadrado en el cual .. !
- E, F, G son los puntos
medios d¢ AD, AC, y.CB,« ..
'resbectiv%pente. Af y FC
9 ton arcos circulares ¢on
?centroé E y G, respectiva-
}  ' men;e. Si ei lado del .

v cuadrado es s, determina

ﬂ el 4rea de la porcidn
'ysombféhda.
#12. ‘En la figura adjunta,
estdn dibujados
sepic{rculos sobre cada
< : cateto de un tridngulo
rectdngulo, con ese lado
como didmetro. Las dreas

e e de laSMregionés f%yadas”“"'

estdn indicadas con letrés

-m%pﬁsculas,

Demuestra que o8 = t.

T %13, -En la figura adjunﬁa, se ' B MT r{
e . presenta un blanco especial - ¢
| . para arqueros, mediante el

R
| Q ¢ 3
. ~cual puede esperqrsézhue un . '4 7/

\ aficionado dé en la regién . -4

central con tanta frecuencia o B
“como en cualqpiergregiéna - AR\ Ik
anular. EL blanco se ha D 7
construido de la manera -
siguiénte: Los rayos dﬁ y PN
son paralelos. ‘Se ha trazado

: una,circunferenciigfe centro 0 _ (

ar
\

Q ' | | £y 1 - ) -
ERIC R
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-y rad10  r igual a la distancia entre los: rayos, la cual
N Interseca a oM en Q. ‘5K LQM ‘Entonces se ha dibujado una’.;
‘circunferencia de centro 0 y “radio OA 6 r;.  Este proceso
se repite trazando perpendiculares en R y en Sy circunfe-
_Lenci&s con radios OB y " 0C.. Observa que ‘henios detenido la
construccién al 1legar a cuatro cilqunferencias concéntricas
1’ Ty r3 en funcidn de r. o
b. Demuestra que las éreas~del cfrculo interno y de los

‘a, zDetermina r

. tres ' anil}os , representados por a, b, &, y d, son
1£ua1es , ot .

- 14, Un trapecio isdsceles cuyas- bases tienen 2 pulgadas y 6
| : pulgadas est4. circunscrito a una circunferencia - Determina

el drea de la porcidn del trapecio que estd fuera del cfrcplo .

asociado. B _ L
15-5. Loggitudes de arcos; 4reas de sectores L v

Del‘mismo modo que hemos definide la longitud de una circun-
ferencia como.el limite de los perimetros de los polfgénos

regulares inscritos, asf también "‘podemos definir la longitud
de un arco circular como un lfmite apropiado

)

o2

¥ . . o
Si AB es un arco de_una circunferencia cuyo centro es’ Q,

. tomemos puntos Pl’ g v { Pn } i sobre &% de tal manera que
‘cada uno de los n éngulos LAQPl, 4P1QP2’ L v P 1QB
. 3 ' : ?l

[4
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tenga poz medida l ' m&ﬁ.

Definicién: La 1ongitud del arco AB eswél 1£mite de-

'.AP1 + P1P2 + ., .+ P B al tomar n valores cada;vgz mas

« . n-1 »

gra?ﬁp .

Es conveqiente, en 1a discusién de longitudes de arcos, -

considerar la circunferencia completa como un arco cuya medida

es 360.. Cualquier punto de 'la cirdunferencia puede considerarse

~como los extremos coincidentes del arco. Entonces la. 1ongitud

de una circunferencia puede considerarse simplemente cbmo la

1ongitud de un arco que mide 360. ] _ _
E1 teorema fundamental sobre la. 1ong1tud de un arco es el

siguiente

Teoréma 15-3. Si dos arcos tienen radios 1guales, 8uUS .
lodgitudes son proporcionales a sus medidas.

i

Wt

longitud AB _ longitud AR’

! f B o mA'R | '

La demostracifn de este teoréma es muy difIcil, y completa-

.

mente inadecuada para un curso introductorio de geometrfa No

trataremos de darla aqu{, pero, al gualxqug en el caso del

teorema 13-6 (con el cal estd fntimamente relacionado),. consi=

" deraremos al teorema 15-3 como’si /fuera un nuevo postilado.”

Los tqbremas'lS-l y 15-3 pued
férmula general de la longitud d

'combinarsé para obtener una

)

un arco. . - el
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Feorema L5- 4, Un arco de medida qf.y de radio r;'tiene :
LT : L B
_una 1onbitud ibual a '180qr ) N s <

'Demostracién Si ;C es 1a 1ongitud de una Circunferencia

“de radio ”r, se tieng, en virtud del teorema 15-3,

e . | EATEEE

flua —_— ’ _»J;i‘,'m._
q 360 S v
Por el teorema 15-1,"C = 2w r. Sustituyendo este,valor de C
_enflghférmula anterior y resolviendo reépécto'dé' L -se obtiene
L= T§6 Q9’
Un sector de un:cfrculo es uha regién limitada por dos radios
Y un arco, codo muestra la figura:

-

X

o Mis precisamente}

‘.Definiqiqnes:: Si AB es un arco de ura circunferencia con
centro’Q y de radio r, entonqes#ia feunién de todos los seg-
mentos QP, donde P es un punto qgalquiera de AB, ‘se llama,

o~ N . LN 3 “
. un sector. AB,es el arco del sector y r. ‘es el radio del

sector,
—_— .

X El teorema‘siguiente se’ demupstra de manera anéloga al

1

teorema 15-2. : R B

3

Teorema 15-5." 'El 4rea de un sector es-igual a'la.hitéd.del'"

producto -de su radio por la longitud de su arca. N
~ Combinado con.el'teorema¢15:4, obtenemos el siggienpe
‘resultado: . % o ' '




Y T S

tiene Tsdida q es g%ﬁqrz. "
& .0. ' ’ i T ‘ : ¢
~ - Lo CQ‘junto de problemas 15- 5 LA

- .

‘1. Ei"radlo de una cirCUnferencia es de 15 pulgadas zCuél es
“la longitud de un arco de 6Q°7 &Y la de un arco ‘de.90°7
LY la de un arco de-72%?" ;Y la de un arco de 36°? ‘

.2; El radié de una circuhferencia es de 6 pulgadas. 6Cuél es

: el drea de “un secter. cuyo anpo es de 90“? LY la de un

AR * ‘sector cuyo arco es de d°7"a , ‘

* 3. ''si la longitud, de un arco de- 60° _es igual a un centimetro

A k- determina el radio del arco. Determina también la  longitud

de~la cuerda del arco. .

4.° Un sector de ngdio 2; tiene drea 7. ';Cudl es la medida
" de su-arco? . . o - v
©. (5. Un segmento gg‘gg circulo es e
' &L ' la regiﬁn‘limi&ada’por una . :' . S
s ., cuerda y un arco de‘ lm A : ) '
| | circunferencia asociada’ .« v
_El &rea de un.segmento se J .
obtiene restando el 4ren’ s

del’tfiéngulo formado por

la cuerda-y los.radios a

. ) \
- - sus extremos del 4rea del " . v
) secto¥. En la figura, . ' _ -
‘ - m (APB™ 90. 3i PB=6, . : . L
Dentonces. ' : ;\ .
PR * ' L 2.4
érea del sector PAB = 7" 6 = 9,
o 2
o - : . érea del triéngulo PAB = % -6 = 18,

L4

- | érea del pegmento 9y - 18, 6 aproximadamente 10. 26

7 '-Determ}na el 4fea del segmento cuando:

+ . ) . ' '

Ieorema 15~6 El 4rea de ‘un sectdr de radhpr'; cuyo arco

.
» .




- b. jcuéntas pulgadas recorre un punto de,la_§ue§a que

< de 36°

| R s
a. m,APB 560; | r =12, N . 3
b. H/APB = 120; .r =6, L
c. MmZAPB.= 45; r = 8. /

L4

Si una - rueda cuyo. radio tiene 10 pulgadas gira un éngd’

a. &cuéntas pulgadas recorre un punto del borde de

N

rqeda? ty

dista 5 pulgadas del centro? -

Los centros de las ruedas

‘Una correa continua);orre en torno a dos ruedas de radios

de 6 pulgadas y 30 pulgadas.

distan 48 pulgadas. Determina la longitud de la correa.

]
C ;
’ - %
\, N !
En la figura adjunta; ABCD es D _ s c .
. _ 2
un cuadrado cuyo lado .es de ,// N '
4 . . N
8 pulgadas., Con centros en - S H
“ . . / . N
los puntos medios de los lados, T ’ >R
’ N
~ 8e trazan arcos tangentes a las N S
diagonaleg. Determina el 4rea. E ,/%
. . . . i ’ . I . \ {
engerrgda por log cuapro argqs: A M B
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Problemas de repaso .

v

LCuéles entre las flguras que siguen son poligqnos? '5Cuéles
son poligonos convexos?

<

N/
\V

Indica 8i todo polfgono regulaf tiene: ' .
m..'caqg uno de sus lados congruenté con cualquier otro.
b. cada dngulo congruente cor) cualquier otro. ‘

c¢. al menos dos lados paralelos.

[N

(Cudl es la° ‘medida de un &ngulo de cada uno delos siguientes
poligonos‘regulares?

[y

a. pent4gono o ¢.: octdgono

"b.. hexdgono ° . * d. decdgono :
Si la‘’medida de un éng&}p/;e un polfgono regular es 150

jcuéntos vértices tiede \Wicho polfgond?

a, 51 un cuadrado y % octégono regular estén inséfitos en
la misma cirdunferencia, ;cudl de lostdos tiene la mayor
‘apotéma? ‘tel mayor perimetro?

b. Contesta las mismas pregunias cuando gse trata de figuras
cfrcunscritas.

D€ qué férmqigrreferente a pol{gonos regulares se deduce
la f6rmula del 4rea de un circulo?

S Ces la loggitud de una circunferencia de radio r,

Luél es el valor de £?
r

Si la 'longitud de una circupferencia es de 12 pulgadas, jentre
qué dos nimeros enteros consecutivos estard la longitud de

/" . '

su radio? B 'y T -J .
« . ! ‘ .‘[ -~ . . . ".
A ]
. - I"""‘ ’ * '. ‘ l)
22 ~
\ v 4 »




u/)\,

9,

10.

L1.

13.
14.

15

le.-

*17.

©18.

-8, un pentdgono regulaf . b. un n- gond'regulaf {:/

Determina el 4rea del sector y la longitud de su. arco.

o - 533 - r
. § h .
Determina la medfda de un dngulo exterior de:

v

{Cuél es el rdadio ‘de un cIrculo, si la longitud de 1a
c rcunferencia asoglada es igual a su drea?

$1 ‘el radio de un circulo es 10 veces el radio de otro
deterpina la razén de: R . .
a. sus didmetros. T _c?! sus 4reas. -
b. las longitudes de las circunferencias asociad‘s\

Si un hexégono regular estd inscrito en una circunferencia

de radio 5, jcudl es la longituds de cada 1ado? &Guél es L
la longitud del arco de cada«$ado? ‘
Demuestra que el drea de un cfrculo viene dada por la

f6rmula A = % Tr‘, siendo d el" diémetro del cIrculo. ' -

Una rueda tiene 20 pulgadas, de didmetro. ;Qué distancia -
puede recorrer si gira 270°? '

EL éngulo de*un sector es 10° y su radio es 12 pulgadas

r
Demuestra que el 4rea d@ un trifngulo’ equilétero circunscrito
aguna '‘circunferengia es cuatro veces el drea del tridngulo

'eguilétero inscrito en la, misma bi}cunferencia. ’

El siguiente problema surgié en un curso de zoologfa de
colegio: Dos marmotas cavaron sus madrigueras a una dis-

tancia r una de la otra, resultando asf ser las vecings

- mis cercanas la una de la otra, Sj una tercéra marmota

llega a la regiém, &cuél es el tamafio del &rea en que podré
hacer su vivienda para convertirse en la vecina més cercang
'de cada una de las primeras marmotas? ' o ;
Un poligono regular de 7 1ados tiene dreq 8 y otro polfgono
regulay de 7 lados tiene drea 18. jCu4l es-la razén- de un
lado dé& mds peqUeﬁo a un lado del mayor? A :

¢

L
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VOLUMENES ‘DE CUERPOS. 0 SOLIDOS - . |
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16-1. Prismas °= : o
He aquf variaé“figuras que son prismas:

‘ » -
-~ . \

" Un prisma. puede concebirse como ‘el sélido engendrado por una
regidén poligonal que se mueve conservéndo?e paralela a si

- misma de una posicién a otra.  Cada punto describe entonces
un segmento de rééta(yAtodos estos segmentos son paralelos
entre sf. El prisma resulta ser asf, el conjunto d¢ tales

¢ éegmentos, como sf/estuvie;a hecho con un haz de fibras.

Bstas consideraciones nos conducen a la siguiente
definicién_prec}sa; - '

‘ \

~ L4 '
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S
-
~
\

LY

-

~ Definicién: Sean-E, y E, dos planos parJlelos, L una
sechqté y K uda.re&i@n poligonal en E1 que no interseca a L.

+  Por cada punto P de k, tracemos un segmento PP’ paralelo a

* LyconP en EQ."La reunién de todos esos segmentoshsg 1lama

\

o
A ¢

un prispa. . . ' - RS

g Q&
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Definiciones: La regién poligonal K se llama la base -

+ inferior o simplemente la basge del prisma, El conjuntolde

todos ‘los puntos P', esto eg, la parte del prisma que edtd
en E,, se llama la base guperior. La distancia h ‘entre

EllyAEZ es 1a.a1Fgra del prisma. Si.L es'perpendicular”a

E1 2','el prisma se 11ama-pfisma rectoe

Los prismas se clasifican segin sean sus bases; un pvismq
triangular es uno cuya base es una regién triangular, un

prisma rectangular es uno cuya base es una regién rectangular,

y -asi suces{vamente e ) ,
Definicién Una secCién transversal de un prisma es su
14
interseccidn con un plano paralelo a su base, con tal que

dicha interseccién no sea vacla.

Teorema 16-1. Todas las seccloneh transversaleg de un

e prisma Er;angular son congruentes con la base.

&
/ // -
- v | . ‘ :
‘Demostracién! Sea ‘la regién triangular ABC la base de un ')
prisma, y sean D, E y F las intersecciones con AA'., BB' y-CC' !

del plano de la seccién transversal. KBT|§E en virtud de la
definici6n de prisma, y AB || DE por el teoré%a 10-1., Luego,

ABED es un péralelogramé, y en consecuengia:*DE = AB, puesto
e que los lados opuestos de un pargPelogramo son congruentes.
~ Apélogamente, DF = AC y EF = BC. Por el teorema L.L.L:,
ODEF & AABC. %




B oA

v
]

Corolario 16-1-1. Las bases iﬁquior y superior deaun |

. prigma triangular gon congruentes. o .
Teorema 16-2. (Teorema de la seccién transversaldel

?* prisma ) Todas 1as seccione§ transversales de un prisma tienen
1a misma érea

<

Demostracién:'.Por la definioién de'reg16n pd1igona1, la

base pugde descomponerse.en regiones triangulares. Con ello i

t

el prisma resulta descompue$to en prismas triangulares cuyas
bases son regiones triangulares : e ,
Por el teoremma: 16-1, cada triéngulo de la base es

congruente coft el: triéngulo correspondiente de la seccién ‘
transversal. (Asf, en la figura, APAB S AP'A'B', '

"APBC ®AP'B'C', y asi suéesivamente.) "El '4rea de'la basg es
la suma de las dreas de las raegiones triangulares en que queda

.descompuesta la base; y'gﬁ drea de la seccién transversal es

la guma de las 4reas de 1as correspondientes regiones triangu- B -

|h lares en ‘la secg¢ién transversal Puesto que triéngulos
congruentds tiendn la misma drea, resulta demostrado’ el teow :
! b
: . . Y . - v .
rema. co : ; .
w ‘o - o




- lguales.

: fig\ras més- complicadas que los triéngulos, el teorema
aunque inggitivamente claro, ha'.tenido que demostrarse utili- '

~

. Corolario 16-2-1. 'Las dos bases de un prisma tlenen A4reas *

*

(Nota: Puesto que no hemos definido 1la congruencia{paré
6-2

zandojglas definiciones disponibles. 'Sin embargo, es evidente
' que con una razonable definicifn general de congruencia entre’

~figuras geométricas, el teorema continuarfa siendo vdlido

para cualgquier prisma En el Apéndice VIII se da tal defini-.

.cién de congruencia, y entonces la demostracidn del

teorema-16-1 3610 exige una leve modificacién para  probar- que

-1a seccién transversal de’ cualquier prisma es congruente con

» —— [

.1abase)5 ‘ . _ e *

Ordinariamente sélo tendremos que tratar con prismas

v

" o ) Ny
convexos, ‘esto es, con prismas cuyaé bases” son regiones poli-

gonales convexas. Podemos, pues, hablar de un "lado" o de un

' "vértice" de la base.

»
" En 1as definiciones sigdientes, la notacién es. la misma

que la usada en la. definicién de un prisma : <

Definiciones. Una arista lateral de un prisma es un

segmebto'AA', donde A es un vértice de la base del prisma.
Una cara lateral es la répni§uhde todos los ségmehtos PP‘]Rgra

los cuales P es un pumto.en un lado éspecifico de la base.

La superficie lateral de un prisma-es/la reunién de todas sus -

caras laterales La superficie total de un .prisma—es la

reunién de su superficie lateral: y de sus bases. ‘éj‘
Teorema 16-3. Las caras laterales de un prisma son

regiones paralelogrémicas, y las, caras laterales- de un prisma

‘recto soh regiones rectangulares.’ - T -

Una demostracién formal implica un-estudio de propiedad
de separacién y es més bien'larga y -tediosa. Aunque quizé -~

desees desarrollar una demostracién formal, puedes ‘convencgrte
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<

por ti mismo de la vhlidez de lo afirmado porfel teorema con
86lo aplicar las defi ; nes de prisma y cara lateral a la.
figura correspondiente al teorema 16-1 6 al 16-2,

' Defihiciones; Un paralelepfpedo es un prisma cuya base

T

es una regién paralelogrdmica. Un paralelepfpedo rectangular

es un prisma rectangular recto. - ' .

-

| .
I A
7 ’ . ,

3 ( /) - ->‘

Paralelépipedo _ + Paralelepipedo rectaégular

4

Nota: Mientras que en el teorema brecedentg‘y en las
definiciones hemos tenido el'cuidado de‘referirnos'a'la.base
" y.a la seccién transvergsal de un prisma comdb regiones, con
frecuencia diremos base y seccién transversal paré significar
el polfgono que limita la regién de quelsé trate, y el contequ;
mismo aclarari siempre @alintencién del uso..

Conjunto de problemas 16-1 N

1, ‘Demuestra que dos aristas
laterdleé,&o-adyacentes
de un prisma .son copla-
ngrias,.y que la inter- .
seccién de su plano{f@n el oo
.prisma es un paralelogramo.
(Sugerencia: En 1a'figﬁégl
‘adjunta, demuestra que ABFH

es un paralaelogramo.)
. [] '




P

recto tuya altura
pentagonal son 3,‘

J
Determina el 4rea

es
4,
de

. Determina el 4rea de la superficie lateral de un'priéma_

10, cuando los lados de la base
5, 7, 2.

’triéngulo cuyos lados son

la superficie total de un, prisma

ya base es un tridngulo equilétero,
de 8 pulgadas de hado, teniendo la altura .del prisma

triangular reécto

10 pulgadas.

’

Demuestrahque‘el drea lateral (4rea dg la superficie.

lateral) de, un prisma recto es el producto del perImetrq
de su base y la 1ongitud|de una arista lateral.

Si los lados de una seccién. transversal de un prisma '
triangular tienen longitudes iguales a 3, 6, y 343, ‘

entonces cualquier otra seccién transversal Seré un
H] . ’ y
, ¥ cuya 4red es

» CUyos ,

4ngulos miden . y

La longitud de una arista lateral de.un prisma recto es
10 pulgadas y sy 4rea lateral es 52 pulgadas cuadradas
{Cudl es el perimetro de su

b(fe?
. . | L ' . .

\
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-1§-2.‘ Pirémides _.(’ e, . o E

¢
Las pirémides son figuras anélogas a los prismas en ciertas B

+ <aspectos, En particular, muchos términos pueden aeguir

empledndose, y utilizaremos algunos de ellos Bin definicién
formal. o ' s » '

Definiciones: Sea ‘K una. regién poligonal de un plano E

y V un punto no situado’' en E. Para -eada punto P en K, hay un

. segmento PV. La reunién de todos estos segmentos'se llama una

»

‘es la altura de la pirdmide. .

pirdmide con base K,y vértige V., La distahcia h deV aekE

’

S ' v

N ;
- Los dos teoremas siguientzﬁ\son;anélogos'a‘los
, teoremas 16-1 y 16-2: ‘ . \\h e o
TeOféma_16i4.\\Una seccidn ) sversal de una pirémide _ .

triangular, por un planv paralelo a 1a bage y entre ésta y el
vértice, es una regién triangular seme}qnte a la base. Si la
distancia ‘del vértice al plano’ de la secéipn transversal es

k y la altura es b, entonces la razén- del™ ea de la
seccién transversal al drea de la base es (— :

. 0 enunclado de otra manera: Sea el AABC si€hado en el
plano E y el punto V a una distancia.. h - del- plﬁ\é E.

. .
‘ L . -
\

v

Cou -~ N
e ‘\\;




Sea E' un plano paralglo a E y a'und chistanéia k de vV, 7

. que interseca a VA VB, VC en A' ‘B', C'. Entonces =~ .
o. “' . ‘ AA B C""‘ AABC y .‘ . . . ) . . “ -, ;‘:‘- . "‘"?
\ . . . ) 4
drea OA'B'C' _ ky? \
drea A ABC ‘
< e R . 2 Jé ‘/.
¢ _
. - v “ .
LN ( '
’ . -
- l‘ o
' N (
# S i
1 . o 4 »
. 0.', .
v\ ) .‘
5t ) N

.R | Demostr_aéién} Sr& VEL E y P 'el_pun’o' de intérseccidn

{ .de VP ton E". Entdnces h = VP, k-= VP', : [ . i e
(1) XF”TP_' por el teorema 10-1 ‘ o

AVA'PY~ AVAP por el corolario 12-3-2. L.

VA' . VP! dbl‘ por la definicidn de trién@los senfe-
VA 2% h

' .Jantes_ ‘ . S Y
"(2) A'B II'AB por el teorema 10-1 |
~ AvA'B' AVAB'por el corolario 12 3-2 ]
.AAg' %ﬁ— B‘S por.(l).%' por dgfiniciéno , :i
(3) Andlogamente, ) . .o
BC ~h’ "CA h. e

(4) De (2) y'(3) se tiene
"A'B' W B'C' W C'A' .k
AP BC CA h




Por consiguiente, AA.B Cf"« AABC, en yirtud del
drea OA'B'C' | k
-ﬁ)

-teorema de'semejanza.L-L°L" y érea,gABC

gl.tebréma 12-7. .

Teorema 16 5. En toda pirémide, la razdn del érea de
;ung secclén tnansversal al drea de.la base es (—) , “8lendo
h .la altura dg la pirémide y k 1la distancia del‘wértice
al plano de la seccidn uransversal ‘ ‘

’
s )

ST : . .
N . . - L ) :
n N ’
. s k)
. ' . ' )
IS ) ]
K

Demostracién~ Desgompongamos la base en‘xegiones triangu-

. -

Q .
¢ lares cuyas éreas sean Al’ A2, oy AL (En la figura,

n = 4.) "Sean Al ) A2 s ey An' las dreas de las corregpon-

dientes reglones trlangulares en. la sefﬁidn transversal
Sea A el 4rea de la base y A’ el &rea de la seccidn N
transversal. Entonces ' o’

A TAp T At A

v'._" VoAt g v
.A Al‘ +A2 .\.F, 00"-+ Anl.‘.

'




' 4

AN

lel\dxtud del. resultadb demostrado para 1as pirémides triangu-

T

laresy~ sabemos que ) Ay Az - (—) A2, y. asi
“ sucesivamente. Por tonsiguieqte s
: IR SV T P
. Y A} .’ " A (‘E)‘ (Al + A2 '_‘*" ¢ 0 + An..) '
- - ‘?u
- &
. Al_ qQ

Luego, . - (h) , COomo querfamos demostrar

Del teorema 16- 5 se deduce ‘la conSecuencia siguiente-
Teotema 16-6. (Tedrema de la secctép transversal de la
pirémidef Dadas dos pirdmides de la misma ‘altura, 'si las

bases tienen la misma érea, entonces las secciones transver-

sales equidistantes de 1as bases tiep/p también la misma drea.

_ w
. En la figura, para mayor sencillez, se muestran piramides
triargulares, perv la demostracién no dependg de la forma de ~

-

la gpdse. " . ¢ .
« * " Yea A el 4rea de cada una de, 1as bases y sean A1 y A

las éreas de las secciones transversales Sea. h 1la altura
de cada pirémide, y o 1a distancia entre cada seccidn
t.lhsversal y la base correspondiente. Entonces los vértices
de lag dos pirdmides estdn a la misma distancia k-= h ~-d |
de los planos de. Ias setciones transversales.  Pox tanto,

. LA 4 ‘.
L ----(“) 2
en virtud del teorema anterior. Puesto que los denominadores




y ' " . . ’ [

de la lzquierda y de la derecha- son’ dguales, también lo serdn

los, numeradores ! Luego, A1°- A2, como se queria,demostra;. ' .
N | R SR . Conjunto de problemas 16-2 “ ’

!

"1. Si la base de una pirdmide es un cuadfa&o, cada'seccién o
 transversal serd un . . Si la base de una’ pirdmide / o
es un tridnguld equildtero cuyo. lado es 9,/cada seccién '
transversal‘gerg "y la longitud de un lado de la +
o . secclén transversal q,un tercio de la distancia del '

: vér&jce a la base tendré que ser N

~ 2. Se dan“dos pirdmides, una triangular y otra hexagonal,
' con las dreas de sus hases {guales, y sus alturas de 6
v pulgadas cada un4d. E1 drea de una secci6n transversal
de la pirémlde triangular, que dista 2 pulgadas de la
-7 base, es de 25 pulgadas cuadradas. ‘ {Cuél es el 4rea de
l una sqfcién transVersal a 2/pu1gadas de la base de la
: pirémide hexagonal?

. b

3. Una erémide regular es una pirdmide cuya base es una .

- ~ reglén poligonal reguihr que tiene por centro el ple de
la perpendicular desde el vértice a la base. Demuestra
que las caras laterales de Una pirdmide regular estdn
limitadas "’ por tridngulos isdsceles congruentés.’

%4, ‘Dada una pirémide triangular con vértice V vy base ABC, ,
determina un plano cuya interseccién con la pirédee
sea un paralelogramo. .
.5. Muestra que el 4rea. lateral de‘una plrémide regular

viene dada” por A = %ap, donde p -es el perfmetro de

la base y a es la altura de una cara lateral, - s

)




s “transversal al 4rea de la

¢
{

' A
6. En la figura adjunta, FGHJK
es paralela a la base
"~ ABCDE en la pirdmide dibu-

Jjada, 1la altuéa

¢

VS = 7 puylgadas'y la altura
VR = 4 pulgadas. Si el drea
. de ABCDE es 336 pulgadas® -
| cuadradag, jcudl es el 4rea
de/EGHJK?

v

7. Una pirémide regular tiene base. cuadrada, de 10 pulgadas

de lado, y tiene 1 nhe de alto. ’,Betermiha el 4rea

lateral de la pirdmide y el 4rea de la seccién trans-
versal a 3 pulgadas por encima de la base.

—

kY, Demuestra que en una pir4-

mide cualquiera la razén -
del 4rea de una seccidn,

base es (—)2 endo a

la longitud de la arista
lateral de la pirédmide
mds pequefia y b’ la de
" la correspondiente arista :/
.lateral de la pirdmide
.mayor. (Sugerencia: Traza
La‘altura Fg.).

o

&
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16-3. Voldmenes de prismas y pirdmides; el principio de
Cavalieri ™ |

Un tra;amientp riguroso %e‘los vl&dmenes requiere una
definicidén cuidadosa. de algo andlogo a las regiones pokigo- \v
nales del plano (regiones poliédricas es su nombre) y la

introduccién de postulados parecidos a los cuatro postulados

de las dreas.- No daremos aquf ese tratamiento y en su lugar v
aprovecharemos tu intuicidén considerablemente, en particular

cuando tengamos que descomponer s61idos mediante cortes o

pegar éstos entre sf. Sin embargo, enuncia;emds explicita-

mente los dos postulados'numéricos que necesitamos. Uno de -
’ ellos es el andlogo al postulado 20 que da el 4rea de un '
fectédngulo. " '

, | . Pogtulgdo .21. El volumen de un paralelepipedo

rectangﬁlar es el producto de)la altura por el
- idrea de la base. = " )

. R ¥ ; »

-

~ Para comprender el contenido del siguiénte postulaﬁo,
pensemos primefo en un modelo fisico. Podemos cgnstruir uﬁ'
- modelo aproximaddhde una pirdmide de base cuadrada formando
un montdn de tarjetas delgadas,‘del tamafio adecuado, de

modo parecido al indicado en la figura’ oo o

3y

La figura de la lzquierda representa la pirédmide exacta, y la

de la derecha as el modelo'apropiado construido con' tarjetas. ,

é N
Y-
\ U : .
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Ahora supongamos qke se, taladra un estrecho agujero en el
modelo, desde el tope hasta clerto. punto de la base, e inser-
tamos una variﬂIZNaglgada de modo que atraviese todas las
tarjetas del modelo. Podemos entonces inclipar la varilla
como queramos, manteniendo su extremo de apoyo fijo en la
base. La forma del modelo cambia con ello, pero su volumen
no. -La raz¢n de esto es que su'volumen es sencillamente.el
volumen total de las tarjetas, y ‘éste no cambia cuando las

_tar jetas se deslizart o resbalan unas sobre otras.

El mismo principio se aplica de una manefa m4s’ general .

Supongamos que tenemos -dos s86lidos con bages\en un plano
que podemos imaginar horizontal: Si todas las ones

transversales horizontales de los dos sélidos y al mismo °
niVel-sogre la base tienen la misma érea, entonces los dos
*sdlidos tienen el mismo volumen.

3 B B ) K

A=A I )
5 \ "y
El porqué de esto es que al hacemos un modelo, con_tarjétas
recortadas de los, dos sdlidbs, entonces Kpda tafjeta en el
primet modelo tiene exactamente el .mismo volymen que la

tarjeta: correspondiente en el segundo modelo. éior cOnsiguien-

te, los voldmenes de'los dos, modeloa son exagtapmente igua}eé.

. ‘La aproximacién dada por los modelos puede ser .todo "lo .

. prdxima que se quiera al valor exacto, con tal da utilizar
¢
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. \
tarjetas suficientemente delgadas. Por tanto, los voldmenes

de los dos s6lidos de partida son iguales.

de Cavalieri. No lo hemos demostrado; solamente lo hemos

explicado, tratando de mostrar por .qué es razonable.
’ Enunciémoslo, pues, en 1a forma de un postulado:

Postulado 22. (Principio de Cavalieri)
Dados dos sélidos y un plano, si para “todo plano

que interseca a los dos s6lidos y es paralelo al

plano dado, las dos incersecciones Efsﬂen Breas
iguales, en%pnces los dos sdlidos thenen el mismo
volumen. al .

El prinecipio de Cavalieri es la clave de los célculos de

volumenes, como pronto veremos.

Y

Teorema 16-7. El volumen de ur, prisma cualquiera es el

producto de la altura por el 4rea de\la base.

&

™~ El principilo implicado en todo 1o dicho se llama Princigio

J




lDeﬁiﬁﬁraeidn: Sean h y A 1la altura y el 4rea de la
base de Uh prisma dado. Consideremos un paralelepipedb ’

- réctangular con la misma altura h y la misma 4rea A de. la

~ base, y ésta en el mismo plano que la base del prisma.
-Sabemos por el teorema de la gseccién tranngrqgl del prisma

que todas las secciones transversales, para.ambos prismasl‘
" tienen la misma 4rea A. Por el principio de Cavaliegifzesto
‘quiere decir que tienen el mismo volumen. Como el volumen

del paralelepipedo rectangular es Ah en virtud. del postu-
lado 21, se obtiene el teorema.

Teorema 16-8. Si dos pirdmides. tienen la misma altura y |

i Ya misma #rea de la base, entonces tienen el mismo volumen.

‘de la pirémide, las secciones transversales correspondientes
de las dos pirdmides tienen la misma 4rea. En virtud del

DemostraciGn: . Por el teorema de la seccién transversal

principio de Cavaliéri,qesto sigdifica que las dos pirémhﬂes,-

. . i
tienen el mismo volumen.. I _ *
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Teorema 16-9. E1 volumen de una pirémide/Qriangular es"

~un tercio del producto de su altura por el érea dexsu base. 3
Demostracién: Dada una pirdmide triangular con ‘base PQR. -
y vértice 8, tomemos un prisma triangular PQRTSU con' la misma
base y la misma altura, del modq indicado en 1a ei iente
‘ figura ' 3 ; - . 66

| triquularee una de ellas | 1a dada, como se indic

nuacién - . : .

e -

T

-~ Imaginate laa pirémides T y I1 con bases PIU y PRU y con
el vértice comdn §. Los dos triﬁngulos APTU yAPRU estén eﬂ
‘el mismo plano y son congruéntes, puesto_que son 108 dés

‘b tridngulos en’ que se descompone el parélglogramo PTUR 'r‘
median;e\la diagonal UP. Ld&go, las pirémides I y II tienen

e

v g0 SR
. Cot ‘_..r', |
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la misma dréa de la base y también la misma altura (la dis- |, Al
tancia de S al plano PTUR) y, por tanto, en virtud del

teorema 16-8 tienen el mismo volumen. De la misma manera,
lmaginando las«pirémides Il y FII con las bases SUR y SQR

y el vérticé comdn P, vemos que II y III tienen el mismo N

"l volumen. Por consiguiente, el volumen de las tres pirémides

es el mismo nimero V, y el volumen del prisma es 3V. sSi
irea APQR = A y la altura SPQR es Lgﬁal a h, entonces serd

;3V = Ah,

de donde - TV - %ﬂh’ QUe es lo que se gueria |
demostrar. _
'El mismo resultado es vdlido para las pirémides en

general.

Teorema 16-10. El voluymen de una pirémidé es un tercio

del producto de'sa altura por el 4rea de su base.

Demostracidn Se da una pir&mide de altﬁfa h y 4rea
de la base A, Cousideremos una pirémide triangular de la-
mismd altura y "de 1gual drea Ye la base, con ésta en el

~ mismo planov Por el teorema dé la seccién transversal de ﬁa

1
CERE

O . . P ‘23451 |

Rirémide, las secciones transvérsales al mismo nivel respecto

d% la base, tienen la misma-érea Por consiguiente, en virtud
dél principio de” Cavalieri las dos piramides tienen el mismo
volumen. Luego, el volumen de cada una de ellaa es lAh, como -

3
querfam?e demostrar.

. [}
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~en el tanque?; jcudntos galones? ' (

'Si una arLsta de la base

el 4rea lateral?; ;cudl es

.4Cuél es la razén de los-

. por debajo del plano?

altura de una pirédmide

" PN .
: [}

. - Conjunto ‘de probleﬁas 16-3

o -

Un tanque rectangular de 5' x 4' ;sté lleno de agua \
hgsta un nivel de 9", {Cuéntos pies cibicos de agua hay .
Dgalén = 231 pulgadas.
cdbicas) ‘

Un trogo de metal sumergido en un tanque rectangular de -
agua de 20 pulgadas de largdb y de 8 de ancho, hacé subir
el nivel del agua 4.6 pulgadas iCuél es el volumet: del
trozo de metal? '@ .; SN S

Si un pez necesita'un galén de agua para esta;&gn buenas
condiciones de\salud, jcuéntos peces pueden my .
en un acuario de 2 pies de largo, 1=

2
pies de profundidad? '

tenerse

1
plies de ancho sy 12

L)

de una pirémide‘hexagonal .
regular tiene 12 pulgadas
y la altura de la pirédmide
es de 9 pulgadas,lacuéi es

el volumen?

. ] R
-~ . "
\ ' .

El volumeq de una tienda piramidal con base cuadrada es

1836 pies cubicos. Si el lado de la base tiene 18 pies,
determina la altura de la tienda '~

Un plano biseca a la

es paralelo a su base.

voldmenes de los s6lidos
destacados por encima y




y | S ) : ‘ \
*7.  Un monumento. tiene la . ' |
forma.de‘Un obeliéco, es ., - .
decir, una pirémide’dﬁ base | _ ; .
cuadrada, trupncada a una '
.y clerta altura y cubierta con

una segunda pirémide de base
cuadrada. El vértice de la

pirémige pedueﬁa estd 2 piles

por encima de su base y ;

32 pieg sobre el suelo. Si
‘ la pirémide que sirve de = ~
;) ‘base-no se hubiera_ truncado, '

- 8u altura ser{a de.60 ples.
Determina el volumen del
obelisco, sabiendo Que cada
lado da la base, -ven el suelo, ' . {

) tiene 4 pies de largo. _ -
'*8. Enuncia e ilustra un princip16 quq corﬁfsponda al
sprincipio ‘de Cavalieri, del cual resulte ‘que.dos regiones
planas tienen la misma 4rea.

7

16-4. Cilindros y conos ' ‘ o . | /

. Observa que en la:definicién de un prisma y de los tér-
minos-asociados en la seccién 16-1, no es necesario.
restringir K - exigierndo que sea una regidn poligonal. 'K

podrfa ser, en efectd, cualquier conjunto de puntos en E1

Esta enorme generalidad no es .,necesarla, pero sl clertamente
podemos considerar el caso en el cual K ‘es una regién :
'circulgr, la reunién de una.ciréunferenCia y su interior.
. En este caso llamamos el sélidp resultapte un cilindro
"+ clreular, Redacta td 'mismo una definicién de un cilindro

)
circular. Puedes utilizar la figura siguiente como ayuda: “

. '
. 4 i
: N *
) . > B «
L]
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.-Podemos obtener ‘cilindros con otras especies de bases,
tal como el cilindro eliptico, pero no obstante lps’
cilindros circulares son los md&s comunes y ademds.los nicos
— ' “Jconsideradds/en la geometrfa el'emental. v

Exactamente lo mismp que la definicién de uﬁ&éilindro _
circular es aniloga a la de un prismq: también la definicién':

de un cono circular es'apéioga a la definicién de una -

‘pirgmide. Comprueba que'entiendes esto redfctando una defi-
s nicién de un cono circuldr. Puedes emplear como byudgila

'nofhgidn‘indicada'en la figura siguiénte:

. _,I'-’ N
o \ : ' L
rd ' .
. \ . .
.
/




Definicién Si el centro de 1a circunferencia de 1a base

es el pte de la perpendiculav desde V- a E, el cono se

1lama cono circular recto. R - ”
. Los an&logos de los teoremas sobre prismas y pixémides son

demostrables mediante los mismos métodos generales. Omiitimos

_los detalles.

h Teoréma 16-11, Una seccidn transversal ‘de”’ un cilindro

circular es una regién circular congruente con-la base.

Idea de la demostracifn: Sea C el Antroy r el .
radio de la base. Entonces, por las propiedades de los
paralelogramos, P1G=PC=1r. S r

.

Teorema 16-12. El 4rea de una seccién transversal de un

cilindro circular 'es igual al 4rea de la base.

%éorema 16-13. Una seccién transversal de un cono de
‘ altura h, producida por un plano-a una distancia k .del
vérttce, es una regién circular cuya érea esté con el 4rea

de la base en la razén ) S

-

o




Idea de la demosPracién: Sea VU = h. =
(1) AVQT~AaVPU, - o o
' .Y.Q -l.l.(. | 3 . . . . R - ’
VP h '

¥ . + : .

(2) & VQRev AVPW ’ -

Rk P
MW h S
(3) @R = -EPW "

N
Qw

.

A Puesto que Pw tiene un valbr constante, independiente-
mente de la postcién de W, entonces QR también tiene un valqr

. constante. De modo que todos. los puntos R estdn en una

circunferencia. "La regibén circular correspondiente es la

. h
seccién transversal ‘ : ; .

(4) 4rea de la circunferencia de centro Q"(‘?
drea de 1a circunferencia de centro 'P h

Podgmos ahora ap}icar el principio de Cavalieri para

; determinar los .voldmenes de cilindros y conos. L

Lot -
' .
~ *

(2
.




Teo;fma 15- 14. EI volumen de un cilindro cireular es

el producto de la altura.por el 4rea,de la base.
La.demoatracién es parecida a la del teorema 16-7.

“feorema 16-15.- E1 volumeh .de un cono circular es‘ﬁ%

. terclo del producto-de la altura por el érea de la base

La demostracidn es parecida a la del teorema 16- 10
) .

[N

: on)unto de problemas 16-4 .

1. Determ}pa el ‘volumen del Y
cono, . circula’ recto repre-*
sentado en la figura-adjunta.

A

o

 2.” Determina el numero db galones de agua que un. tanque'
n.;cénico contiene, si su profundid7d es de 30 pulgad!%
| de 14 pulgadas. (En

un galén hay 231‘pu1gadag cibicas. Utiliza 22 como

y- el radio-del borde. cirgular es

una aproximacién de 7 . 4Por qué es 3% una aproximacién

més conveniente que 3.14 en problemas en. log que inter= '

viene el" nUmero 2317?) P

3. Una canal de desagiie es una l4mina cilfndrica ‘de 16 ‘pul-
gadavaae 1argo Los diémetrbos interno y externo tienen
5 pulgadas y 5.6 pulgaﬁas. Determina el velumen de yeso.
necesario para constryir la canal de desague '

"4 “Un clerto cono tiene un volumen

de 27 pulgadas cébicas. Su altura

es 5 pulgadas, Se corta un segundo
"“cono del primero mediante un plano
paralélo a la base y dos pu1~
. gadas po¥ debajo del vértice. *
. Determina el volumen del:
segundo cono. *

F'




o

7. la figura 1 representa un.

" los cogﬁgﬂgaﬂizx}igura 2 no

"" ' 0 N & K s
. | o

5. Enfin anaquel .del supermercado hay dos latas de aceitunas

' ‘ifipprtadas. La primera es doble de alta que la segdndé,

pero ésta tiene un-diémetro doble que la primera. Si

la segunda cuesta el doble qu la primera, lcuél es la

mejor compra?
6. En la figura adjunta,:
miramos desde ar%iba una

«plrdmide cuya base es un
cuadrado, inscrita en un
cono circular recto. Si

la altura del cono o oA\ ' '

pirdmide es 36 y una arista’

de la base de la piré&mide
es 20,~determina el volumen
del cono y el de la pir4- ’

mide.. . B

’

cono dentro de un.cilindro f

y la figura 2, dos conos

,
congruentes dentro de un /\ \ //’——\\\ b
cilindro. Si los cilindros | "
son de igual tamafio, compar; ' :
el volumen del cono en la -
hfigura‘l con el volumen de

los dos conos en’'la figura 2. . ‘ .

) (Cambiarfia tu respuesta si

Fig, 1 Fig. 2
fuesen congruentea} g ig

8. Un conaicircular recto est§ dentro de unlcilindro clr-
" cular recto de la misma base y defigual altura. Escribe
la férmula para el volumen del espacio comprendido entre
el cilindro y el cono. ' '

-»
~

/ 24y o




*9 S1 urplano paralelo a”

.1la base de un cono (o de
una pirdmide) recorta otro
cono (o pirdmide), eﬂkqncaa '
¢ el sélido entre el plano
paralelo y la base se llama
un tronco. Un tronco de
cono tiene 6 pulgadés de
radio inferior, y 4 pulgadas

de radio superior, y la’
altura es 8 pulgadas.
Determina su volumenl

?

. 16-5. Reglones esféricas; volimenes y 4reas

Definiciones: El interior de una superficie esférica

es la reunién del centro y del conjunto de todos los puntos

cuyas distancias al centro son menores que el radio. El \

""exterior de la superficie eéférica_es el conjunto de todos . /

los puntos cuyas distancias al centro son mayores que el
radio, La reunién de la superficle esférica y de su interior

es una regiéh esférica cerrada, también llamada bola, o esfera. ;

Por volumen de una esfera entenderemos, pues, el volumen del

sdli‘;'que es la reunién de la superficie esférica correspon-
diente y su interior. ‘ '

.Teorema 16-16. El volumen d% una esﬁera de radio r es

.é'lr r3 . . ‘d’

Demostracién: Se da una esfera de rad{L r, y E un plano’
tangente a la superficie esféricascorrgspondiente. En E*
tracemos u&a circunferencia de radio -r y consideremos un
cilindro recto Quya.baée;sea la regi6n circular asociada con **
dicha ciréunferencia,'de'alfura‘2r,Ay del mismo iado con

respecto & E que la esfera.

-
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o

ﬁig;lm te, consideremos dos conos, con sus’bases en las dos

del cilindro; y con su vértice comin V _en el punto medio

del eje del cilindro. ' N
Tracemos una chcién transversal en cada sélido mediante

_ ; un plano paralelo a E y a una distancia s de V. Las
'/: ' seccﬂones se verdn como sigue: '

El.éfea de la secclén de la esfera -es

/ . 2 2 .
Ay = ot (e - 8D

en virtud del teorema.de Pitdgokas. Queremos comparar esto
con la seccidén del sbélido entre los conos y el cilindro,

>




esto es; fuera de los conos y dentro del cilindro. Esta’*

seccidn'es‘uﬁ anillo cir?ular, cuyo radio exterior es r,

'y cuyo radio intgrior’es 8. (yPor qué?) Lueéb, su 4rea es

A2 - T r2 -7r82 *1r(r%-- 82).

De modd que Al'- A2, Y, por el principio de Cavalieri, ‘el

volumen de la esfera es d4gual al volumen comprendido entre los
conos y el cilindro. Por *anto, el volumez(dq la esfera es

la diferencia entre el valumen del cilindr
volumen de uno de les conos, es decit,

ra

y dos veces el,

'wr o 2r - Z-lwrzw r--éwrs.

. 3 3 .

Mediante la férmula para ei_volumen de una ééfgxa,
podemos obtener una férmula para el drea de la superficie
esférica correspondiénte. Dada una esfera -de radio r,
formemos otra esfera un poco mayor, de radio r + h, El
s6lido comprendido entre las dos superficies esféricds
correspondientes. se llama una cdscara esférica y su aspecto :
es el de la figura s}guiente: . : _ '

-

-

Sea 'S el 4rea /de lq superficie esférica interior. El
volumen V de la céscara_es entonces hS, aproximadamente.

De modo que, también aproximadaments, serd 8 ~‘%.. A medida

que la cdscara se hace mfs delgada, la aproximacién-va sierido

cada vez mejor. Asl que, cuando “h se hace mds y més
pequefio, tendremos

‘ v



v )
con exactitud,

Ahora bien, podemos calcular-

v
v I h «
averiguar a qué se acerca cuandd h se hace mds y mds

pequefio. Esto nos dird lo que es .S. El volumen V es

- la diferencia entre los. voldmenes de laa dos esferas .Pbr.

¢ €

consiguiente;, - ' : !

-
[

*‘V-gar.(r‘whh)a--gqrra _ '
- awl(r + 1) - %) | o

- ,}rr[.r:’ +3r%h + 3rh2 + nS - P9

- %w[arah + 3rh? + n3).

L . ’ -
(%omprueba, por myltiplicacidn; que (r + h)3
=3+ 3c3h 4 3nh2 +03 )

" Luego, “é -4 lr‘[3r '+ 3rh + hz]

- err + h [41rr + & whﬂ
Aqui todo el segundo término tiendeta cero, phesto que
h —» 0. Por tanto, h —_ a'nr ; con lo cugl resulta quﬂ',-

S = 4rr2, Tengmos asf el teorema:

7/

Teorema -16-17. El 4rea de una superficié esférica

de radio r, es
S 'QWrz.

L1

Hemos concluido ‘asf este capftulo con el interesante’
resultado de QUe el 4rea de una superficie esférica_de
radio rkes‘41rf2. .¢Te has fijadé en que el de la super-
ficle es precisamente 4 veces el frea de la regibn circular

asociada con una circunferencia médxima de la superficie
esférica?
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Cqﬂﬂﬁnto de p_pblemas 16-5

P Calcula el 4rea de una superficie edférica cuyo didmetro

. tarlo. §i el piso necesita

es 8. JCuél eg.el volumen de la esfera correspondiente?
El radio de una Buperficie esférica es el doble del
radio de otra. Expresa la razén que define la compa-

) 8
. racidén de sus &dreas de superficie, y haz 1o mismo para
..los voldmenes de las esferas correspondientes. Si el

radio de la primera superficie esférica es tres veces
el dg la segunda, compara también sug 4reas de super-
ficle y los voldmenes de las aéferas correspondientes.
Un tanque. esférico tiene de radio 7 pies LCuéﬂtos;

galones puede contener? (UtilNza 7 = —— =.)

Un cobertizo de. almacén . o
tiene la forma de un
hemisferio y hay que pin- -

17 galones de pintura,

Léuénta pintura serd nece-
sario emplear para cubrir
el exterior del'cobertizo?

. Arqufmides (287-212 a. de J. d &nostfd que el volumen

de uta esfera es. '% el del cilindro circular recto més

pequefio que la contiene Verifiga esto. i .

Un cono de mantecado” tiene 5 pulgadas de hondo y 2 pul-
gadas de diémetrb superior. S& echan en é1 dos cucha-

L-ayﬁas semlesféricas de helado, con un difmetro también

e 2 pulgadas. Si el mantecado se funde dentro del cono,

" 31lo rebasard?

>

a. Demuestra que si.la longituﬁ“ﬁé“ﬁh ldado de un cubo es

cuatro veces la de otro cubo,:en&bnceé la razén de
sus voldmenes es de 64 a 1. o

*

"%



R T g, La 1ung:tieﬂe~un diémeﬁro‘aprokimad;meﬁte,iguﬁl'a

% el de la tierra. &éuél serd la. razén de sus

" voldmenes? ~ : _ ‘ \
I 8. ‘En la figura adjunta, la
P c superfiéie esférica de v

N - radio r estd inscrita

N
en el cono. Las medidas

-

de los &ngulos formados

por la altura y los radios
A

. que van a los puntos de - N
tangencia estdn indicadas. © ; \\\‘-———————"’;7 .

) Determina el volumen del

cono eﬂ fu;cién de . . \
*9. El .ingeniero municipal que mide 6 pies de alto marqpaba
a Imspeccionar el nuevo tanque esférico de agua. Cuando
) lleg6 a un lugar a 18 pies del punto de contacto del
L tanque con el piso, -su c;beza trdpezd con el tanque.
Sabiendo que la ciudad gastaba 10,000 galones de agua
por hora, inmediatamente calculé cuéntas horas\podria
[ \ " durar un tanque. 11eko &Cdmo hizo esto y cudl fue el TR
resultado? , e
*10. La mitad del aire de un baldn de goma se deja salir. -
. Si el balén continda siendo esférico, lqué relacién hay
entre el radio resultante y el radio origiral?
*11. - Utiliza el método que -
. permitis deducir el teorema _
16-17 para demostrar que . |
« . el frea lateral de un
- cllindro circular recto es <
2 rra, donde: a es la '
| dlLura y r el radio de ,
. la base. o : '




], \

" b. 1la longitud de un lado de la seccién traﬁsversal

. Una bola esférita de diémetro 5 tiene un agujero en ef.

. -Determina ‘la altura de un cono cuyo radio es S‘y cuyo

‘Una pirdmide tiene una altura de 12 pulgadas y un.volumen

‘Dados dos conos tales que la‘altura’ del primero es doble

10 » después se saca, jqué volumen le agua hagré qUedado

'{Cuél es la razén del volumen de la esfera correspon~ . . ) v

o . « ’ ’ /
-y N ‘ .Problema§ de repaso Lo

Si la base de .una Pirémide es una regién cuya frontera es
un rombo con lado 16 y-un 4ngulo que™mide 120, entonces

a. toda seccién transversal es una regién cuya fron- *

tera es un y cuyos &ngulos miden "y

mediana entre el yértice y la bﬁse es

¢ Vs
c. el drea de la seccidén transversal mediana entre el

2

~

vértice y la base es :

centro de didmetro. 2. Determina el volumen aproximado

v P

de la c4scara.
‘volumen es 500

de 432 pulgadas cdbicas. zCuﬁl es el 4rea de una seccién

transversal a 4 pulgadas por encima de .la base? . © 4

N

la del segundo ¥ el radio de la base del primero es la - .
mitad dal radio de la base del segundo, Lqué relacién hay
entre sus voldmenes? '

Una lata cilfndrica de radio 12 y altura 20 est& llena

de agua. Si se mete dentro'de la lata una bola de radio

en la lata? .
Una superficie esférica estd inscrita en un cilindro

circular recto, de manera que es tangente a ambas baseg. ;.\\\\,

\

diente al .volumen del cilindro? .




*8.

. %10,

" un s6lido como muestra la

"~ La altura de un cono 4 e
__circuiar recto es:15 y .

el'radio de su base 8.
Se hace un taladro

cilfndrico de didmetro
6 en el cono sigulendo

el eje del cono, quedando

figura., ;Cudl es el

volumen de este s&lido? | S

Demuestra que si la base de una pirdmjde es una regién

‘paralelogrdmica, el plano determinado por el vértice de

la pirdmide y una.diagonal de la base divide la pirémide
en dos pirdmides de igual volumen,

Demyestra que es posible Circuhigribir una superficie

esférica a un paralelepipedo rectangular.

q 1
LY
4
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' Capftulo 17 =~ ;

GEOMETRIA DE LAS COORDENADAS EN EL ,PLANO
(

17-1. Introduccién

¢ La matemdtica es la unica cigncia en la que préctica-
mente todo es aprovechable, Desde luego, log matem§ticos
son seres humanos, y como tales, cometen errores. Pero, en

general, estos’ errores se dedcubren répidamente. Por lo -

tanto, cuando una generaci§n descubregalgo en‘il campo de
¥a matemitica, la préxima generacién puede éegQir adelante
con nuevas lnvestigaciones, sin tener que corregir ertores
serios en el trabajo ya hecho. . V .
Prueba de esto es el hecho de que casi todé 10 que se
ha aprendido hasta'ahora en este curso acerca de la geome-
trfa, era conocido por los antiguos griegos hacéfmés de
dos'mil afiog. . : . : l, E _(
S Déspu?é de los griegog, el primer gran paso de évgnce
. Consistié en el
descubrimiento por René Descartes (}596-1@50) de un nuevo
En este

en la geometrfa se dio en el siglo XVII.

método llamado la geometrfa de las coordenadas.

capitulo ofreceremos una breve introduccién a la geometrig
de las coordenadas; s6lg lo suficiente para darte 'una idea

de qué es y cdmo t‘abaja ‘ ,

17-2. Sistemas de coordenadas en un Elano

En el Capfitula 2 aprendimos la manera de construir un

sistema Qelc ordenadas en una recta.

o
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Una vez construido.url sistema'de coordenadas, todo nimero

/ representa aurf punto & todo punto P  queda determinado

cuando se da su coordenada x.

* En la geometrfa de las coordenadas, hacemos lo mismo
en un plano, salvo qye en el plano no se representa un punto

* con un solo ndmero, . sinQ con'un par de ‘nimeros. El esquema
[S— . o
funciona asi: ‘8 nf i ’

! _ ﬂLY
A I b '
/ 24
AN / ‘o
{ | .
( : Y ‘ Y ’
»-. ‘ !
+ + + ¢ X
=2 -1 0 I
« 3: -|:..
f '
i
) ..2.-. v

Empezaremos tomando una recta X del plano, y construyendo
un sistema de coordenadas en X. Esta recta se llamaré .

el eje x. En una figura acostumbramos a dibujar una punta-“

de flecha para indicar el sentidp/positivo en el eje X.

Luego trazamos por el punto 0:de coordenada cero,blg
recta Y perpendicular al eje x,¢y copstruimos ;Risistema

de coordenadas en Y. Por el postulado de la colocacién de
la regla, esto puede hacerse de tal manera que el punsf 0
también tenga en Y coordenada cero. Llamaremos a el

’ \ , .
eje y . Como antes, indicaremos el sentido posistivo mediante

una punta de flecha. La interseccién 0 de los dgs ejés se
1llama el origen. ) '
» Ahora, podemos representar cualquier punﬁo del plano

mediante un par de nimeros. El esquema es el siguiente:

Dado un punto P, trazamos una'pérpendicular al eje x, con
/ ¢

‘.ff;-’n




.

N

"‘ o .Q' i - . ' v

- ple en el puntO' M de codrdenada X. Luego, trazamos una e B
perpendicular al eje y, con pie en el punto - N de coordenada
y. (De acuerdo con ‘lo explicado en la seccién 10-3, 1lamamos

,8 M ya N, las p;oyecciones de P sobre X e Y.) : i
' Definiciones. Los ndmeros x, y se 1laman las coordenadas'
del punto P;  x es la coordenada X, ey es la goordenada 1 _ Lot

Y
¢ h ] ‘P )
<3t . ' s
a yHN_———.?(x’y) T ) \. "'o
24 : | \ -
| .
| i :
|
14 | .
i - Im
—t ' ; "y —-»
' -3 -2 4 I X2 3 X
.l\b . -1+ )
_Z-r"
-3l

En la fiéura, X = L%, y = 2%. Por lo tanto, el punto ’

P tiene coordenadas 1% y 23. Escribimos estas coordenadas
A

* en la fosma (L-, 2= ) donde:la coordenada x se escribe

-

primegg : Para indicar que el punto P tiene estas coorde-
nadas, escribimos 'P(l- y 2= ) 6 P (12, 27)

4
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Siguiendo las lineas de trazos, podemos leer las coordenadas

de cada punto. Asf, en este caso las coordenadds son las

giguientes: : _
-Fﬂ. Pl(zyl) f
v 32(1’2)

) Pb(-j)l) . |
a e
. _ . . 2 - .-
P (2,-2)

\.

. . o ! ) P7'(4,¢-'-4)

Observa que es esencdal el orden en que se escriben las

2" o
P3(Tl,3)' : ." -

§ -

coordenadas. El punto de coordenadas (2,1) no es el mismo

L I8

\

¢
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que el_punto‘(l,Z). ‘Asl, pues, las coordenadas de un punto

constituyen realmente un par ordenado de ndmeros reales, y

no puedes determinar dénde est4, localizado dicho punto gi no
co&oces el orden en que se dan las coordenadas. Es muy -, .
importante tener en cuenta el convigio de tomar ey_primer

ndmero del par ordenado como la coordenada x, P el segundo
como la coordenada y.

Lo mismo. que una sola recta séparéial plano en dos .
partes (llamadas semiplanos), los dos ejes separan.al plano -
en cuatro partes qlamadas&gggdrantes.- Los cuadrantes se
distinguen medianté'un'ndmero, asi:'_iw ‘

L% - [

’ ' ~/

!

4

)

¢

~

Hemos probado que cualquier punto de nuestro plano
'determina un par ordenado de nimeros,
Es decir,
&pddremos;encontrar un punto cuyas coordenadas sean (a,b)?
Efegfiva-
que se obtiene como interseccién

tPodremos invertir
el procedimiento? dado un .par de niimeros (a,b),

se puede ver fécilmente que la regpuesta es-"sf'",
- mente, sélo hay un punto tal,
de laa;ecea perpendicuiar al-eje x en el punto de coqrde-

nada con/la recta perpendicular al eje y en el punto de

-

coordenada’ bw -
As{, tenemos una correspondencia biunfvoca (uno a uno)_
N & . N ) 3 d
entre puntos de un plano y pares ordenados de nimeros. sz
.

[ [ Y.
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.
tal correspondencia se llama un sistema de coordenadas en

el plano. Un gistema de coordenadas se particulariza eli-
giendo una unidad-de medid;, un eje x y un éj# Y, '
perpendicﬁlares(:;tre«gi, y un sentido positivolen cada uno.
Mientras utilicemos un sistema de coordenadas particular,
como sucederé en todos los problemas de este libro, cada
punto P estard asociado con un solo par de ndmeros (a, b),
y cada par dé ndmeros estard asoclado con un:solo'punto

Por consiguiente, no habrd confusién si decimog ‘que el par
de numeros es el punto, lo’ cual nos permite utilizar algunas

frases convenientes,.tales cbmo "el punto (2,3)" o "P = (a,b)".

Y
L]
L J

17-3.° Cémo marcar puntos en un papel cuadriculado

Por convenilencia, en la geometrfa de las coordenadas es °
costumbre empleak papel cuadriculado para.dibujar figuras®
Estén ya impresas las rayashlorizontales y las verticales;

lo demfs tenemos que dibujarlo nosotros.
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» /‘
¥ MU/ | * .
W “l% anterior, 1as lineas de trazos rlepresentan las - ‘
, ! £ fer A .
¥ ,1'@»(:&:1 lmpresas en el papel El eje x y el )

‘:: dibﬁjarse con 14piz o.pluma. Observa que el( )
W __'ca con x 'y no con'X{ ésfa es la costumbre. i

"’”& 'p\ Vx‘ &( ‘

’h& aso el dfmbolo x no es el nombre de cosa alguna;

. es simplemente un recordatorio de que las cggrdenadas en

! e
wagﬁﬁﬁ

este eje se denotqrén por la letra x. Hacemos algo anélggo
con el eje y. Luego se deberdn marcar los puntos de . . .
coordenadﬁs (1,0) y (0,1) para indicar la ﬁnidad que se ha
de emplear. ' Y.
Esta es la manera corriente de prepararf®un papel
cuadriculado para marcar puntos. Pudimos haber!indicado
menos détalles‘o bien muchos mds. Para tu beneflicio, con~ |,
viene que muestres algqusomés st muestras menos detalles,
tal vez tu trabzéo resulte ininteligible. .
Observa qu pudimos haber dibujado’ los ejes en cualquiera

. de las posiclones §iggientes. ‘ '

y asi sucesjvamente. Nada hay 1égipaﬁggte erréneo en n gguna .
de estas maneras de constypuir lps eyes. Sin embargo, resulta

mds flcill leer gradficas dsi:izg}das por otras personas cuando

! -\

Q L] - . X ‘ , ¢
ERIC v 63 .




se ha hecho el convenio de qué el-eje x serd horizontal,

con coordenadas en orden crecilente de izquiérda a derecha,

y de que el eje y ser§ vertical, con coordenadas en orden

crecidnte de abajo hacia arriba.

..

Y 2 :
Conjunto de problemas 17=3 '

Suglere una razdén por la cual el tipo de sistema de

coordenadas empleado en este capftulo se llama algunas

. veces "'Sisteid cartesiano’.

(Cudles gon las coordenadas del origén? .
¢Cuél es la coordenada y del pyntd (7,-3)?

Escribe el nombre del punto que.es la proyeccién de

- (0,-4) sobre elueje X.

(Qué par de puntos estdn més cerca uno del otro, (2 1) y
(1, 2) 6 (2,1) y (2,0)?

(En qué cuadrante se encuentra cada uno de los sigulentes
, .

puntos? , '
a. (5,-3) c. (5,3)
b. («5,3) - { "d. (+5,-3)

(Cufles son las coordenadas de un punta que ho estd

sltuado en ningin cuadrante?

Se proyectan log puntos a continuacién sobre el eje x.

Esctibelos de tal manera que sus proyecciones resulten

ordenadas de izquierda a derecha.

L Ai(6,-3) 3(25) ) c:(o, 4) - D:(-5,0) .

Dispdn los puntos del problema anterior de tal manera
que s8i se proyectan sobre el eje y @lueden ordenadas
las proyeceiones de abajo hacla arriba. '
S1° 8 es un ndmero negatiQo Yy ¥ _esun ndmero positivo,

s
indica el cuadrante en gue se encuentra cada uno de -los

sigulentes puntos:
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'Se puede construir un sistema de coordenadas en tres

coordenada x es la coordenada de su proyeccidn sobre

: - 537‘:7.‘- | ; 17-3
' « ' ' ) ' L .
a. (s,xr) . . e. (r,s) Lo
b. (-s,r) £. (r,-s)
c. (-8,-r) , ' g. (-r,-s) .
d. (s,-r) ‘ h., (-r,s)™. '

En un papel cuadriculado, construya un sistema de
coordenadas. Utilizando segmentos, dibuja alguna figura
simple en el papel. En un papel aparte, haz una lista
de }as coofdenadas de los extremos de los segmentos
utilizédos ek tu dibujo Cambia tu lista de cootdenadas
por la de alguno de tus compafieros y reproduce el dibujo

sugerido por su lista de_coordenadas.

dimensiones considerando -tres ejes perpendicﬁlares
entre s{, como los que muestra la figura. El eje vy,
aun cuando aparece dibujado
en el papel, representa una
recta perpendiculaf al _
plano del papéi. Las por- (1 _
ciones negativas de los / N
ejes x, y, z, se prolongan |

hacie la izquierda, hacia Pt

atrés y hacia abajo,

-respectiyamente. Tomados dOa a ’
“‘,dOQ; 108 tres e¢jés deter- : -

|

minan tres planbs llamados g ' -

el plano yz, el plano xz, y el'plano xy. Un punto <:j. N
(x, y, z) se localizd medlante sus tres coordenadas: la ‘

el eje x; las coordenadas Yy, z se definen de -manera
andloga. |

a. LEn qué eje.se encuentra cada uno de estos puntos?
(0,5,0)4 (-1,0,0); (0,0,8).
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4 .
. , b. JEn qué plano se encuentra tada uno de estos puntos?
' (2 0 3}/ (0,5,-7);" (1,1,0).
c, Cudl es la distancia del punto (3,-2,4) al plano xy?;
(y al plano xz?; ;y al plano yz? ' -
» “ il

17-4. La pendiente dé una recta no Qer;ical

El eje x, y todas las rectas paralelas al mismo, se

llaman horizontales. El eje vy, Yy todas las rectas paralelas

Pl mismo, se llaman vertilcales. Observa qhe estos términos ‘

se definen en relacidén con el sistema de coordenadas que hemos
\ construldo, -

.o~

v

"
¢

En la recta horizontal Ll’ todos los puntos tlenen la coorde-y

.

nada y igual a b, porque el punto (0,b) del ejé y es el
pie d¢ todas las perpendiculares desde puntos de Ll.“ Andlogar S

mente, todos los puntos de la recta vertiecal L2 tienen la

coordenada x 1lgual a a. Desde luego, un segmento es.
.horizoqfal (vertical), si la recta §ue lo contlene es hortzon-
. [] ’
tal (veitical). N ’

\ ] =

u Ly
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Considera, ahora, un segmento de.recta P1P2,.donde

R : —_—
P, = (xl, yl), P, = (x2 » ¥2),Y s?pén que’ P,P, no es vertigal;

,’ .

)

Definicién: La pendiente de P1Po es el ntmero
yo - ¥y

Xog - Xq .
2 | . o

Efectivamente, é&ste ’s un nimero: puesto qd‘ el segmento
no es vertical, Py Py tienen diferentes coordenadas x, Y,

por lo tanto, el denominador no es cero.: Algunos‘detalleS'

acerca del concepto de pendiente son f4ciles de ver. '
(1) Esmesencial-quelel'orden en que se escriben las
coordenadas en el numerador sea el mismo que en el denomi-

nador. De modo que si hemos de determinar la pendiente de

PQ, donde P = (1,3) y Q= (6,2), podemos elegirfPl = P,

xi -1, yp =3, Py = Q{ xé -4, y;.- 2, obteniendq as{ la

N e .
. R X\ —_— . & - 3 . l
pendiente de¢ PQ = 7777 = - 3 > © bien podemos elegir
P,

{ ’ ‘ .
Pl = Q, X, 4“4, y, = 2, P2 - .xz -1, Yo = 3, obteniéndo
* o= 3-21
la pendiente de PQ = 1-4"°"73 -
/

7 T
A .




+ Lo que ng podemos decir es

pendiente de PQ = %——:—-21- s i—!—% " o ,

Observa que si se dan los puntos en orden invertido, la

pendiente resulta ser la ,ni,isma que antes. Algebréicat‘rl'epnte,'

Y

ASI, el valer de m depende solamente del segmente en

cues'f:"idn, y no del orden en que se dan sus extremos.
(2) S1i m= 0, entonces el segmento es horizontal.

(Algebraicamente,Jma fracci6n es cero solamente cuando su

numerador ‘es cero, y esto significa que y, = yl.)

(3) Si el eggnento se inclina hacia arriba de igquierda -
a derecha, _como:; en lg figuré de la izquierda de esta na
entonces m> (0, ‘porque e]’mmerador y el denominador son
ambos positivos (o ambos negativos, si: invertimos el orden
de los extremos.)

(4) Si el segmento se inclina hacia arr derecha -

‘a izquierda, como en la -figura que aparece,a continhacién a

la derecha, entonces m<0. Esto es as{ pgrque m/ se puede °

escribir como una fraccign con un numeradof pogitivg

- yz.'- Y » ¥ un denominador negativo Ko = X (o lo qpei es ,_
equivalente, un numerador hegativo 'yl -y un denominador

L4
~

posit_iVO X; ™ 'xz). ‘ _ * W . ‘




) >

- ©

v - “ #

(5) No trataremos de escribir la pendiente de un seg-
mento vertical, ﬁorqué el denominador serfa igual a cero, vy,
, por lo tanto, la fraccién no tendr{a significado.

En'cualquLgra de las figuras que aparecen a continuacién

podemoss completar un tridngulo recténgulo tyPle

una recta vertical y horizontal, respectivamente por

R, trazando

P y Py, de la siguiente manera:

\ | |
Puegsto que lados opuestos de un rectdngulo son congruentes,
es fécil ver que S |

| RP, . -

(1) -si m >0, entonces m -'Fzﬁ

y : RP :
: ' 2
(2) si m<0, entoncesm= -5 .
| PR

Una veg sabidos estos detalléeqpcerca de las pendientes,

es fécil entender nuestro primer teorema fundamental.

Teorema 17-1: deosfids segmentos de una recta no

A\

vertical tienen la misma pendiente. .

Demostracién: Tenemo! que cgqsiderar tres casos.,

4




Caso (1): 8i la(tecta es horizontal, todos los seg-
mentos contenidos en'la misma tendrdn pendiente igual a
cerpy . | | R

”

by ) » ‘P'y

" . Caso (2) . ! J/h Caso (3)
p

En cualquiera de los casos. arrib

resentados, S

ta =¢a', y como los tridngulos son triéngulos'recténgulos,

esto gignifica que ' . o \
A ~ AP 'P 'R', \\
| PleR P1 P2 R
Por lo tanto, en cualquiera de los casos,
., RR, R'P,’
v . et N
PR 1ﬁ1

En el daso (2), estas fracciones/son las pendientes de

PP,y de Pl'PZ', respectivamente, y, por lo tanto, los sét-
mentos tienen pendientes igyales/. =  En el caso (3), las
pendientes vienen dadas por lo negativos de las mismas
fracciones y, por‘;onsiguien&é, son iguales.’

El teorema 17-1: significa que no s6lo podemos hablar de
las pendientes de los segmentos sino también de las pendientes

\

270
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de rectas: la pendiente de una recta no. verticakées el \v/)-
nimeraq m, pendiente de cualquier segmento contenido en dicha,
reitao / . . o . . .

Conjunto de problemas 17-4

1. En cada uno de los siguientes ejgreicios, nemplaza
el siéﬁo de interrogacién de manera tal que la recta

que pase por los dos puntos resulte horizontal: . ' >
a: (5,7) y (-3,7) . . . '
. b. (0,-1) y (4, ) ’ ’

¢ Ly y (e, | L

)

2. 'En cada uno de los siguientes ejercicios, remplaza el

sIgno de interrogacién de manera tal que la recta que
pase por los dos puntos resulte vertical:

a. (2,2) y (6,-4)"
b. ('3)"%) y (?)0)
c. (x1,y7) ¥y (2,y,)

3. Imagina cada luno de los pares de puntos dados en las

pRrtes (a),_(b) y (c) representado en un sistema de
coordenadas, y determina las distancias(entre los dos
'puntos. . \ _
(5,0) )'(7,0) '
5,1 y (7,1 ; |
(-3,-f) y (-6,-4) | . .
. - {Qué tienen en comin las partes (a), (b) y (c)?

©c o 60 o P

Determina una regla que de un‘modo sencillo permita

.,hallar i’aﬁdistancia-entre los dos puntos asociados .

L

! a tales pares. A
‘ (;. !{Se podrd aplicér esa regld para hallar la distancia //
entre (6,5) y (3,-5)? |
4. Imagina cada uno de los pares de puntos dados en las
partes (a), (b), (c), y (d) representado en un sistéma

S
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de coordenadas, y determina la distancia entre los dos
puntos. _ o |
a. (1,-3) y (7,0)
b. (-3,13 y (-3,-1).
c. (6,8) y (6,4)
d(xLy) Y (xpyy)

-

LQué tivﬂen en comdn las partes.(a), (b), (c), y (d)?
- f. Determina una regla que de un modo sencillo permita
v ' hallar la distancia entre los dos puntos asociados

. . *  a tales pares. st

' 5. Utilizando las perpendiculares .que aparecen en las
siguientes figuras, determina las coordenadas -de A, By C,.

P(2,5) - ~ § s )

. 4 ,p\\\x I Q(3,2)
. I . i '
BAL_ N3 ,//ff/ﬁ
th

6. En el problema 5, halla las distancias desde los puntos
A, B, .C hasta log puntos P y Q correspondientes. |
7. Halla la pendiente.de PQ en cada una de lds figuras del

) d/ problema 5. : .
T 8. Una carretera se eleva da;pies por cada 30 pies de dis-
' tancia horizontal. ;Cuél ser§ su pendiente?

9. En cada uno de los,siguientes ejercicios, halla la pen-
diente dal segmento que une los do3 puntos dados:

a. (0,0) y (6,2) . .

b. (0,0) y (2,-6) B )

\




**11,

12.

13.

.. (3,5 vy (7,12)” |

(0,0) y (-4,-3). | .
(=5,7) y (3 -8).

11,

(3:%) vy (4 5)

(-2.8;3.1) y (2.2,-1.9)

g 00 M 0 o 0

0. ¥ Oup)

En cada uno de los slguieqtes ejercicios, sustituye

el signo de- interrogghgén por un ndmero, de‘panera que

la recta qug'pade P 'los dos puntos tenga la pendiente

dada (Sugerencig stituye en la férmula de la

)

pendiénte ) X
a. (5,2) y _(?,6.) L. mE4

| : . -1
b (-3,1)y (4,7 m=3 .
Las rectas PA yQFE no son verticales. Demuestra que
PA = PB si y solamqnte si, tienen pendientes iguales;

y, en consecuencia, si PQ y PB tienen pendientes -

dlferentes, entonces P, A y B no estdn alineados.
¢« ' ' .

a. JEstard el punto B(4,13) contenido en la recta que
une los puntos A(1l,1) y CCS,I?)? (Sugerencia: (E
la pendiente de AB la misma que, la de BC?) |

b., (Estard el gunto (2,-1) contenido en el segmento de’

recta que une los puntos (-5,4) y (6,-8)7 ¥ | '

Halla la pendiente del segmento que une los puntos:

a. (0,n) y (n,0)

b, (2f1,-2d) y (0,d)

c. (a+b,a) y (a - b,b)

Dados los puntos A: (101 102), B:(5,6), C:(-95, -94),
averjgua si las rectas A8 y BE coinciden o no.

Se dan los puntos A:(101, 102), B: (5 6), C:(202, 203),

* p; (203 204)..  ySon paralelas AB y cD? lSerfa posible que
'coincidieran2
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L T , i,‘r,'.
16. Dibuja Ig parte del primér‘éuadf;hte'de'un sistema de
coordenadas’en la cual las coondﬁnadas sean menores o
iguales que 5. Dibuja un seg%bnto qUe pase por el

onigen, y que, si se prolongaﬂ&, P Qarfa por
P(80000000,60000000) . "

- ‘.u.\‘i;} ~, . . !

N

17-5. Rectas paralelas l_pg;pendicalhres““\‘

Es fécil ver ‘las condiciones algebraicas ﬁue deben . ’

¢cumplirse péra que dos rectégnép.Verticalessean paralei&s.w

)

- oaes

L 28

.

81 las rectas son.paralelas, entonces &PQRA,QP'd'R',.y de

B

aquf se deduce, como en la demostracién del teorema antegior,

que las rectas tienen pendientes iguales.

. / . -
. /

A £




b '
Recfprocamente, si dos rectas diferentés tienen la misma
pendiente, entonces son paralelas. Esto 'lo demostraremos

. W
por el método de cpntradiccidn. S "
P
tY L,
. Yy
. L 6
y2_1 _______________ - f\."-.
v s : . (.
.. v y" —————— . 0
IR | ! :
7 ]
I I+ .
v I | : -
. | 3 " _ - .
" 0 | ! »x . ‘
X, . X, : .
w T
Supén &ué, como en la figura anteriof Ll.y L2 no son para- <
¥
lelas. Si; como muestra 1a figura, P1 es el punto de )
interseccidn de las dos rectas, y las coordenadas x. de
_P2 y P3 son ambas 'iguales a xz, la Pendiente de Ll es '_ 7
Yo =Y ' \ Yo - ¥ ///

my = - x. » Y la pen ente de 2 es m, = - x P

2 1 X2 1 )

Como y % yz, las fracdiones no pueden ser jpuales y, ?/;/

P

'1o tanto, m, # m, . AsI, pués, nuestra suposiciéh ig}éial de -

1]

que 1ds dos rectas L1 y L2 no eran paralelas nos 6ondujo a

una contradiccién coh la hip6tesis de que mL/i m Por lo

tante, las dos rectas L1 y L2 son paralg}éé.

//.




Asf, pues, tenemos el siguiente teorema:

. " Teorema 17-2. Dos rectas no verticales son paralelas

: 8l y solamehte si, sus: pendiéntes son iguales.

sideremos ahora la ¢ondicién’ Eﬂra que dos rectas sean

perpend culares, y supongamos que se os*dan dos rectas

) X
/’ ‘\Ql\ [
. . | . s

[

' . | w‘l
! - -
|

. Q-

R , ) ,

- - X

- .

~~ .~ 4 .

i .Sea P \!l punto de intersecci6én de las dos rectas. Como
muestra la figura, sea ' Q. un punto de una de las rectas,
situado encima y a la derecha ‘de P. Sea Q' un punto de
."la otra recta, situado encima y,a la izquierda de P, de tal
monSquePQ = PQ. Como indica la figura, completamos los
tviéngulos recténgulos APQR 'y aQ' PR' Entonces :

.Y . . ' -~
“ ’ . APQR = .AQ PR (g,Por qu’é?)
Por lo tanto, .. ’
: ; Q'R' = PR Yy R'P m RQ. ' P
. : S S
\ iguient o
< ‘ Y por consiguiente, 'R' PR | | ’
_ P~ RQ ' '
» ‘ . o . ) ' “'q ¢ L4
S : Sea m la pendiente e-PQ y sed m' 1la pendiente de PQ". ’$
) "Entonces, S ; W, .
N m == E : o ' : .
[ ' PR’ ’




Es declr, para dos rectas perpendiculares, la pendiente de 2
una es el recf{proco negativo de la pendiente de la otra.
Recfprocamente, sup6n que sabemos que m' = - % . ‘\

Entonces, construimos como antes el APQR, y también el
tridngulo rectdngulo AQ'PR' haciendo R'P = RQ. Podemos

et

luego demostrar que Q'R' -A;R‘ esto conduce como en el caso
: anterior, a la misma congruencia, APQR % AQ'PR', y de ,aqui

se desprende que <Q'PQ. es un éngulo recto y, por lo tanto,
PQLFY . .

Estas dos,propiedades se enuncian juntas en el siguiente .
teorema: -’ '

'

reorema 17- 3 Dos rectas no verticales son.perpendicula-

res sl, y solamente si, la pendiente de una de ellas es el .

-

reciprpco negativo de 1a pendiente de la otra. - ' .

Observa que los teoremas 17-2 y 17-3 nada nos dicen
acerca de rectgs verticales, pero no es necesario, porque,
la cuestién de paralelismo y perpendicularidad resulta
trivial ° cuando una de las rectas es vertical. Si L es

~ ver.tical, entonces L' es paralela a L si, y solamente si,
L' es también verticél (y distinta Le L). Si L es ver-
tical, entonces L' es perpendicular-a L si, y solamente

si, L' es horizontal, | v

¢ o :
’ ' o ; Conjunto de problemag 17-5

) l; Cuatro puntos tomados dos;? dos dqterminan seis seg-
' mentos Identifica cudled de 1os»segmentos determi-
| nados por los siguientes cuatro puntos son paralelés:
., ‘ A(3,6), B(5,9), c(8,2), D(6,-1). (Advertencia: Dos
segmentos no son necesariamente paralelos pokque tengan
o ~$’ pendientes iguales.) ‘

‘2. Mediante pendientes, demuestra que cuande se dibujan los

- segmento® que upten en -orden sucesivo los puntosgg‘ 1,5),
B(5,1), C(6,-2) y D(0,2), se forma up paralelog

0’ | -, | 237/71
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L]

L)

~ [ 2 |
Las rectas Ll"&’ L3, y La'tienen pendiente‘,s. 3> 74,

- % y %,respectivamente. LQué bares de rectas son

perpendiculares?
Se nos asegura que los dos cuadrildteros cuyos vértices

se dan a continuacién son paralelogramos. Sin marcar

T “Tos puntos, determina si ésto €s cier® o no.

10.

11,

(1) A:(-5,-2), B:(-4,2), C:(4,6), D:(3,1)
(2) P:(22,-2), Q:(4,2),  R:(9,1), s<s,-a>

. Los vértices de un tridngulo son A(l6,0), BQ? 2) y‘///ijb

c(0,0). ~ .
a, ¢(Cudles son las pendientes de sus 1Edos?\\
b. (Cuéles son las pendientes de sus a tugaé% \

Demuestra que el cuadrilétero determinado por 10&

puntos 'A(-2,2), B(2,-2), C(4,2) y (2,4) es un trépecio

con diagonales perpendiculares.

Demuestra que una recta que pasa por\(3n,0) (0,n) ks .

paralela.a una recta que pasa por (6n))) y (0,2n).

) y (a,b) es
perpendicular a una recta que pasa por (0,0) y (-b,a).

Demuestra que una recta que paga por (0

Demuestra que si un t;léngulo tiene vértices X(r,s),

- Y(na + r, nb ¥7§I::Z(-mb 4+ r, ma + 8), tendrd un 4ngule

recto en X. \ .
Dados los puntos P(1,2), Q(5,-6) y R(b,b), determina el
valor de' b de modo\queléPQR se; un éngulo recto.
Dados P = (a,l), Q= (3,2), R = (b,1), S = (4,2),
demuestra que- ﬁa +‘E§,'y que‘sinalYig, entonces

a
a=>b-1, ' '

*




17-6. La férmula g; la gisﬁgndia

Si conocemos las coordenadas de dos puntos P y P

2’
entonces sabemo\'ddnde se enc tran los puntos, de modp que
podemos determinar la distancia P2. Veamos, ahora, cémo

se ‘puede calcular esta distancia. . Dgﬁhaﬁgs hallar una

férmula que nos dé Ple en funcién de. las coordenadas Xy

P

Xz, Yl, Yz-

Marquemos las proyecciones Ml’ 2’;N ,y.Nz como_aparecen en

* la figura anterior Por el teorema‘&b Pitégoras,
2 S
(Plpz) - (PlR) + (RPz) '

y también : P1R - Mle y RP2 - NlNZ’

puesto que los lados opuestos de un rectdéngulo son congruentes.
_ ' 2 2

Por lo tanto, (Ple) - (Mle) + (NlN

) /
/s

)
2)
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Mas sabemos que

Yy que

'~ 592 -
MM T %, = x|
NN, =y, -yl

Por consiguiente, _(P1P252 - |x£ - x1|2 + [Yz - Y1| 2

Desde luego, el cuadrado del valor absoluto de un nimero es

, 1gual al cuadrado del ndmero mismo.

2 2
(B1P)" = (xy - %))

» Yy como’ PlPZE-O, esto éignifica,que

Por lo tanto, + (yz - yl)z,

_ T R
PP = - + - .

N L S LR SRR
Esta es la| f6rmyla que buscdbamos. As{, pues, tenémps el
siguiente teorema:

Teorema 17-4. (La f6rmula de la distancia) La distancia

entre los puntos (xl,yl) y (x2’y22 es ‘igual a
N/ 2 . .0 \2 .
\/(xz xl) + (y2 Yl) * -
Por ejemplo, toma los puntos P, = (~1,-3) y Pi = (2,4).

PP, -ﬁ£+~1)2 + (4 + '3)72
RVt
- /58 .

. Por la férmula,

by
4 e
n -
/|
3t /]
e ey
, N 4 v
24 //. | A
_ ;o b
I ol
| |- // l g
/ 17 LA
/ | '
" i 1 VA i I »x
| J T L} 14 . 44 l T w
\ /. ' “.
/
/
.. _7[_
.A-/a-h- “‘: X
/ .
va‘ . Nitn e s s 20 ..‘-, "\ T :\"
a()( R " i ;
Y Y
Ve e - -
v s L B 17
. L N T
ey ,




Desde 1uegoz égxfhrcéramos los puntos, como en la figura
08

anterior, podrfam btener directamente la misma respuesta:

partlendo del teorema de Pitdgoras; 103 catetos del triéngulo o
recténgulo APlRPz tienen longitudes de 3 y- 7, respectivmmenCQ,

S

de manera que, como antes, Ple \/; + 72 Por supuesto,

si hallamos la distancia de esta manera, estamos simplemente
reproduciendo para un cago particular la deduccién de la

férmula de la distancia. ‘

Conjunto de;gfoblemas 17- 6

Sin utilizar la férmula de la distancia, halla la’
distancia entre cada dos de los siguientes puntos :
A(0,3), B(1,3), €(-3,3) y D(4.5,3).

Sin utilizar la férmula de la istancia, halla la
.distancia entré éada'dop de 1lps gigulentes puntos:
A(2,0), B(2,1), C(2,-3) y D(2,4.5). - .- .~
Escrib; una f?rmpla simple para la disfancia entre

(xl, k)'x (xz,k). (Sugerencia: Los puntos estardn

en una recta horizontal.)
Escribe una f6rmula simple para la distancia -entre

»

(k, Yy ) Y (k,y ). ‘.

Utiliza 1a férmula de la distancia para hallar la dis- .
tancla entre: ! '

a. (0,0) y (3,4 e. (3,8) y (-5,-7)

b (0,00 y (3,-4) £ (-2,3)y (-1,4)

c. (1,2) 'y (6,l%) g (10,1) y (49,81)

ds '(8,11) y (15,35) h. (-6,3) y “(4,-2)
Escribe una f6érmula para el cuadrado de‘a distancla
.entre los puntos (xl,yl) Y Oxz,yz)

-b. Utilizando coordenadas, escribe y simplifica el -
siguiente enunciado; ¢
" El cuadrado de la digtancia entre (0,0) y (x,y) es 25.:




‘a. (Cufles son las éoordenadps de Y? -

: ' ’ o _
. : ' . /

Demuestra que el tridngulo cuyos vértices son R(0,0),

. 8(3,4) y T(-1,1) es 1s¢sce1es, calculando las longi-:

"tudes de sus lados.

~ o

Utilizando el inverso del'teorema de Pitégorés, .
demuestra que el trifngulo determinado por los puntos

"D(1,1), E(3,0) y F(4,7) es un triéngulo recténgulo,
~con un 4ngulo tecto’en D. .o oy
. Dados los puntos A(-1,6), 3(1,4) y C(7,-2), demuestra,

.Vsin_mércar los puntos, que B estd entre Ay C.

Supquamos Que las calles de una ciudad -forman manzanas
cuadradas congruentes,|con la% avenidas en direccién /
este a oeste y las calles en direccidn norte a sur. Y
a. Si caminas por las aceras, jqué distancia tendrfas
que recorrer para llegar desde la esquina de la
cuarta avenida y la calle 8 hasta la esquina de la
séptima avenida y la calle 127 (Utiliza el largo
de una manzana como unidad de medida.) :

*b. iCu#l serfa la distancia "a vdelo de .pdjaro'" entre

las mismas dos esquina$? .

Los vértices W, X' y Z del recténgulo WXYZ tienen
coordenadas (0,0), (a,0) - (0,b), respectivamente.

#

- b. - Utilizando coordenadas, demuestra QUe_WY‘- XZ.
“*10.

a. Utilizando godrdenadas trg&imensibﬁhles (V. el pro-. ..

 blema 12 del Conjunto de problemas 17-3), calcula
la distancia. entrg (0,0,0) y (2,3,6).

b. ' Escribe una férmula para la distancia entre

(0,0,0) y (x,y,2z). .* . o~
( rﬂ

" .c...Escribe una f6érmula para 1a distancia ent

Z)XP(,)’,Z)

. P (x o,
1(1.y1

2 272 2
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17-7. La f6rmula del punto medio

‘ En la seccién 17-8 demostraremos, mediante el uso de
sisfémas de coordenadas, algunos teoremas geométricos En

-algunas de estas demostraciones necesitaremos hallar las ‘,“
coordenadas del punto medio de un segmento P1 o en funcién,

de las coordenadas de P1 y, P2

Tomemos primeramente el caso en que P1 y P2 estdn en el

eje x, con x1< x2, como se muestra a continuacién: y

-
P

Y. : :l

0 *

—X

e

' 3‘ .

-~ x4+
g

2

y donde P es el punto medio, con coordenada’ x. Como

Xy < x <* Xy, sabemos qge PIP - X - ﬁé Y. PP2 = Xy - X.

. Y

Como’ . P es el punto medio, de aquf se obtiene que

> | ’ X - xl me T

’o : S -xl + x
X =
: . 2

Anélogamenfe, en el eje vy,

’ Y1 + Yo _ N

u(' yﬂ- 2 T ' . )

- Ahora podemos tratar f4cilmente el caso ‘generagl:

y

e it e e s
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\' \ iy
. Como P es e} punto medio de,P1 2, por tridngulos semejantes

1

" opuestos de un recténgulo son congruentes, U es el punto
medio de IV.

tenemos que R es el punto medio de P.S. Como los lados

Por tanto, X

)
X = =5 .
Andlogamente, proyectando los puntos sobre el eje y, podemos
mostrar que : S _ o
e y, +
y o= 1 2
-2

Ast, hemos demostrado el siguiente teorema:
Teorema 17-5. (La férmula del punto medio) Sean dados

Py --(xl,yl),ﬁPz = (xz,yz). ‘Entonces el punto'medio de

P.P, es el punto L )
12 P x +x y1 +y ’)-
' o 1 2, 2 X B
‘ ) ' QP -( 2 ) 2 .. . .' . 1 .

Corijunto de problemas 17-7

¢

\

1. En cada uno de los giggientes ejercicios, imagfinate la

situaci6én de los dos puntos cuyas coordenadas se dan

'y calcula mentalmente las coordenadas del punto medio
. del segmento de recta que une dichos puntos.:

a. (0,0) vy (0,12)

b. (0:0) y ('5:0)
c. (1,00 y (3,00 - L
d. (0,-7) y (0,7) | |
L e (4,4) y (<b,-k)

2. En cada uno de los siguientes ejercicios, ﬁtilizé la

f6rmula del punto medio péra,determ}nar las coordenadas
del punto medio del segmento de recta que une los dos

puntos cuyas coordenadas se dan: ‘ .
a. (5,7) y (11,17)
b. . (“9,3) y (*2;’6).




.

b,

5.

6.

7.

8.

' paralelogramo.

o - 597 - . 1747

e . ,\ |
11, - .11 B A
3,3) y ‘3»5) .

.d." (2.51,-1.33) y (0.65,3.55)

e. (r+s,r-38) y (-r,s) - _ o

a. Uno de los extremos de un segmento de recta es (4,0);
el punto medio es (4,1), Imaginafe la situacién
de éstos puﬁ%os y determina, sin utilizarﬁférmglas,

8 coordenadas del otro extremo.

‘' b. UQ extremo de un segmento de recta es (13,19). El

punto medio es (-9,30). Utilizando las férmulas
apropiadas, determina las coordenadas , x e y del
otro extremo del segmento.’

Un cuadrildtero serd un cuadrado si sus diagonales son
congruentes, perpendiculares, y se bisecan mutuamente
Comprueba que estp sucede en el caso del cuadriléterq
cuyos vértices son A(2,1), B(7,4), C(4,9) y D(-1,6).
Si los vértices de un tridngulo son A(S -1),B(1 5) y .
c(-3, 1), icudles son las longitudes de sus medianas?

i

Dado el cuadrildtero que une los puntos A(3,-2),
"B(-3,4); C(1,8) y D(7,4), demuestra que el cuadrilédtero

formadp’ al unir ordenadamente los puntos medioé es un

Utili;qndo coordenadas,
demueétrg.que dos de las
medianas del tridngulo
con vértices (a,0),
(-a,0) 'y~ (0,3a) son
perpendiculares la una a X
la otra. ' " (-0,0) (0,0)

Cambia la posicién del punto, P en la figura que precede
al teorema 17-5, de manera que PP1 - %Ple, y optén

férmulas para las coordenadas de P, en funcifn de las

. 283

hx 2 [
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<

coordenadas de P1 y P2. (P estsd entrg Pl y P2,.y

X .
v 1)\

X9, a.'_DemuestrP que si Py = (x5yy), By -:(xz,yz),

Y~

'ademds x

P = (k,y) Yy si Pﬁ estéd entre'Pl.ﬁj_Pz de manerd que

. , PP1 . %' o ' rx, + sx, - ry, + 8y
T entonces x = —F5 - L .Y°" r + s

2 . : ‘ .

toa

b. Utiliza el resultado de la parte.(a) para hallar
_ 'un punto P ‘del segmento de re que une los
puntos P1(5,11) y P2(25,36)"dec::;é¥a que
\ V.
) Pl‘:’1 i _
! PP

N I
wlw

17-8. Demostrac(ones de teoremas geométricos

Utilicemos ahora nuestros sistemas de coordenada% en,;

- d
las demostraciones de algunos'teoremas geométricos. Em

métodos

Teorema A. El segmento de recta que une los puntos
medios de dos lados de un triéngulo es paralelo al te
lado ‘e igual % su mitad. T it

. Enuncigdo de otra manera: En el AABC, sean’ D
pamtos‘ medios de KE,O{ AC. Entonces DE ”.IE yng = -;-BC..
[ ,

N s
~




-

Demostraci6n; Cuando se emplean coordenadas, el prfimer
paso para demostrdr un teorema como “Este es introducir un |,

sistema de coordenadas adecuado. Es decir, debemos decidir
qué recta tomaremos como eje x, cuél como eje y, 1 qué

Qentido a lo largo de cada eje tomaremos como positivo

Tenemos muchas posibilidades, y a veces una buena eleccién
pudde simplificar gfandemente nUestfé trabajo. En ei.gaso'
presente parece razonable tomar'ga'como.eje X, can’BC como
sentido positivo.  Elefiremos el eje y de manera due pase

por A, con OA comd sentido bosifivo,hasfz v

-

’ ‘.

- E1 préximo paso es d;terminar las cobdbrdenadas de los
diversos puntos de la figura: La.coprdenada x de A es
cero, la coordenada v podrIa ser cfalquier nidmero-positivo,
de modo que escribimos A= (0,p), con)}la Unica restriccién
“p>0. Andlogamente, B = (9,0) y C = (r, 0), siendo r > q.

(Observa que podrfamos tener cualq/xera de los casos

q<r=<0, q<r =0, q<0<r 0=q9g<r, 0<q=<r. Nuestra

.4 figura ilustra el tercer ca30‘5 Ahora Be pueden determinar
'\ . las coordenadas de D y E mediante la f6rmu1a del punto
i medio. Obteriemos -

=G5, E=Gh. . -




"Por tanto, la pendiente de DE es ' '

R <« R .
2 _2__0 .,
' ' r .g r-q '’
_ 2 > 2 /
(puesto que q ¥ r, el denominador no es cero.) e

9

De igual modo, la pendiente de BG es

v

~ 0-0. 0; .
r. g .-
2. 2 )

‘ )

y, por lo tanto, DE- I BC. Finalmgnte;'por la f6rmula de
la distancia, . ' !

N e
Yy ‘ ~
B =/(r - 24 (0~ 02 =1 - q
. de modo que DE & lBC. : ‘ e

2

El élgebra en esta demostracién se puede hacer adn .més
;sentilla mediante un artificio simple En vez .de tomar
A = (0,p), B = (q,0), C (r 0), podriamos tomar A = (0, 2p),
B = t2q 0);'C = (2r,0); es decir tomar p, q, y r respec-
tivamente, como la mitad de las’ coordenadas de los® puntos
a4, B, y C. Si lo hacemos as{, no obtendremos fracclones al’
dividir por'2 en la f6rmula del punto medio.,) A menudo
sucede esto,jla previsién’ desde el prlncipio puede Sustituir
a la paciencia m4s adelante. .
Ieorema B. 81 las diagonales de un paralelogramo son.

congruentes, el paralelogramo es un rectdngulo. "
. . pr

0 de otro modo: Sea.ABCD un paralelogramo, y sea

. AC = BD. Entonces ABCD es unﬂrecténgulo. .

ke
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Dembstfacfdn" Tomemos ’los eJes de 1a manera que muestra
la’ figura. Entonces A =¥ (0,0), y B = (p,O), s}iendo p>0.
Si nada suponemos acerca de la figura salvo que ABCD es un - -
paralelogramo, D podrfa estar en cualquier sitio del
semiplano superior, de manera que D = (q, r), siendo r> 0,
Pero no habrd mds restricciones sobre q o r. Sin
embargo, ahora se determina C, partiendo del hecho de que
ABCD es un -paralelogramo. Es bastanteara detalles,
véase la demostracién anterior) qué pé . aq| -iDC sea paralelo
a AB debemos tener el punto C = (s,r). La coordenada, s se
puede determinar por‘la condicién BC I AD 'de la siguiente
manera ' o . >
T 'penQiéhte'de\ﬁa = pendipf)g de KB,

r-0 =r -0 o ]
s+p q+40° s = p

=X [

rq = rﬁs - p)
q=s -‘g ¢tpuesto que r # 0)

' s=p+q .
(Las coordenadas (p + q,r) del punto C se pueden deter- u
minqr Ror simple inspeccibén de la figura, si aceptamos

e

teoremas. anteriorqs acerca de los paralelogramos, cbmo' por
~  ademplo, que ABCD es un paralelog{émo, si AB Il Cb .y-

AB = CD.) - .
' A\
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Finalmente, imponemos la cquicién'de que AC = BD. "

Utilizando Ll férmula de la distancia, obtenemos

Voot a- 02+ @-02-q- o+ e - 0l

B 4
- Cuadrando, tenemos ' ’ T .
- R R R R S L \
) /{' p%c+ 2pq -+ q2 + r2.=’q2 - 2pgq + éz‘t'rz,
0o 4 - 4pq = 0.

Ahora 4 # 0 y p # 0; por consiguiente, q-= 0. Esto sig;
nifica que D’ estd en el eje y, de manera que <BAD es un

dngulo recto y ABCD es un recténgulo. o .

- , . 4 .
’ . " . . ¥ . " I :
Conjunto de problemas 17-8

4

- 4
7

" «Utilizando la geometria de"léé cgordenadas, demuegtra los

.siguientes teoremas: | S '

f 1. Las diagonales de un rectédngulo tienen Jlongitudes iguales.

' (Sugerencia: Coloca los ejes como muestra la figura.)

>

T ,D(O,b)hy\ Cla,b) | -
y ot »
' ro . ”
. Aol “Bla,0 ¥
A . ) . Ead ., T
' 2: El punto medio de la hipotenusa de.uﬁ;tpiédgulo rectén—7.
- gulo e ista de los_vértices del, tridngulo.
57 Ufod punto situado en la mediatriz de un segmento de
AR ' recta equidigta de los extremos dél segmento. (Suge-

rencla: Elige los ejes en una posf:iéﬁ tal que los
cdlculos algebraicos .sean lo més'simplé posible.)

4. Todo punto equidistante de ‘1qg axtremos de un segmento
de”rectq ésté.en la mediatriz del segmento.

. - \‘ ~N\ . ' N
v ’ . .
' 03 _‘ . M . g ’ ]v

A - 1)

'\' . . ! ! - '\2(/0 ~ '. | .
ERIC > I

+




.Las diagonales de un
paralelogramo se bisecan
la una a la otra. (Suge-
renéia; Elige paré los
wdrtices del bag@lelo-
gramo ABCD las coorde
‘nadas que aparecen en el
.diagrama. Muestra que
las dos diagonales tienén
el mismo punto medid.)

‘e

T ' C g
D(b,c Clatb,c)

LY
1

B(a,0)

A{(0,0) X

.

‘

e

El segmento de recta que une Tos puntos_niedios de las

diagonales de un trapecio es paralelo a lasbases y
de longitudfigual a lg mitad de la diferencia entre
. las longitydes de, las rbases. /S

S R y S son los puntos medios -
(/ de las diagonales AC y. BD del- trapecio ABCD.

[

e

]

ente figura

Dib,c). Cld,c)

L

A(0,0)




10.

. por el ‘hecho ‘de que hay que N (X R
. o , ‘ 0,0 R »
Wallar los puntos medios - B 840,00 .

* - N (1)

L) . \ _ .
~Los segmentos de recta LA -y |
que unen 1os puntos
-medios de lados opuestos
de un cuadtildtero cual-
quiera se bisecan el uno
al otro. (Log 4 en el

diagrama vienen sugeridos

de los segmentos que uneh
puntos medios.)* 4 , ) o .t

El 4rea del - AABC es ‘L,

t - 8) + b(r.- t) + - ‘ -
at - 8) +b(r- ) + (s 0, et

donde A = (a, r), B = (b s)
y C = (c t). (Sugerencia:

Deflne tres trapecios en
la figura. ) ‘ v

Dado que en el AXYZ, £ X YU ame
es agudo y ZR es upa ‘
altura, demuestra que ‘ .

Z(Yz Xz + xyz _ 2XY - XR.
H i

-

x00| va0 RO X
“ -

. -,
Si ABCD es.un cuadrilétero cualquiera. con diagonales

AC y BD, ysi M y N son log puntos med%os de estas

2
diagogales, entonces AB + BC + CD + DA = AC + BD

+ GMN . .
En el AABG; CM es la mediana_al lado AB.

- - 2
Demuestra que AC2 + BCZ'- A%— + MC™., . : ¢§

t
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17-9. Lg gféfica.gg una condic&én

©

.
d// . ]
’ . .
.

Gréfica; :

Condicién =~ “
— , . .
}?\ Las dos coordenadas del . 1. \El primer cuadrante.
punto P son positivas. .
2. La distancia OP ‘es 2, 2. ¢ a'circunférenQia qoﬂ.
B . S entrq en el origen y ‘a
) . N ‘radio igual a 2.
3. 0P <1 : 3. Pl interior de una circun-
ferencia con centro en'él
B origen y' radio igual-a 1.
o’ by o x =0 . | 4. E1 eje y ' . *
o 5. y=0. ‘ - 5. ElL eje x
C 6. x = O Y también y* 0. 6. El rayo( 6:91 - donde
_\ : - A= (L,0). L
7 x=0,y también'y~i~0. 7. ‘El rayo OB dohde '
s L T - B = (0,-1)..
.Q‘ B \




R £
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K
. : -1
l‘ 4 ‘ l\ \
K v :
¢ .
5 Pt X : A
i o , oT T
3 . (,' L; N X .
D : N
2 -
5. 6
“b
[ “ .
. ) .
¢ )
k - ) ‘fk\\
. - |
i - - ' k)
. ) ' o
JlB. 2
" S .
a » .

o«

En cada uno de estos casos, debes comprobar cudidadosamente
que, en realidad ‘la condicién correspondiente en.la

columna de la iunierda describe exactqmente la gréfica.

. Observa que empleamos rayitas cruzadas para indicar una

regién. ' )

Si una gr§fica se éescribe mediante cterta condicién,
entonces se le llama la grdfica de esa condicién. Por
'ejemplo, el primer cuadrante es la gréfica de la condicién
x>0,y> 0; la cirgunférencia en la figura 2 es la gtédfica
de la condicién OP = 2; el eje y
dicibn x = 0; el eje X

.e8gz la gréfica de la con<
es la gréfica de la.condicién y = 0;

y as{ sucesivamente. ° . ‘ *




A menudo la condicién que describe una gréfica se

..enﬁncigré en forma de écuaciép. Naturalmente, en estos
'casos hablaremos de la gréfica de la ecuacién dada.,
Si’recuerdas el Capitulo 14, prdbaﬁlemente notards que
‘aqul hacemoes lo mismo que en las secciones 14-1 y 14- 2, a
'sabgr, particularizando un conjunto médiante una propiedad
“de sus, puntos. EL hecho de que aquf empleemos la palabra
"grifica" en lugar de "conjunto" no tiene importancia;
simplemente se acostumbra emplear la palabra 'gr&fica"

cuando trabajamos con sistemas de coordenadas.
/
P t

VR‘ Conjunto de problemas 17-9

En cada uno de los siguientes ej¢rcicios, haz un ‘esquema
y describe la grafica de la condicién dada¢

- —

x =5 L

, L. .a .
. b. |x| = 5 . - J'
2. a. y> 3 - '
b. |y| <3 X 3 .

3. 0 <x <2 : L '
b, -1 =x=35 - . , ) Q;)/ «
5. -2)sy <2 K | g

6. x <0 y también y 30 '

7. x *3 y también, y < -1 .

g. a. x es un entero positivo.

b. y ‘es un entero bositivo.
C. vAmbps X, ¥ son enteros'pésitivos.-
9. x>0, y>0, y ademds y > x. | _
10. 1<x <3 ytambién 1 <y <5: ' '
*11. |x|.< 4 y también ly| < 4 C
*12. |x| <4 y también |y| =

J-\
L ]

*13. = l’&l o X )
*14, \x| ly]| ' ( .
*15. x| + Jy| =5 Lo




o o de ecuacién‘simple
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‘.

\ .
17-10. La representacién de-una recta mediante una ecuacién

Mostraremos qué cualqyfier recta es la gr&fica de un

‘Empezamos considerando la condi-

-

chémqt aracteriza la recta.

Conside,a 1a recta no vextical L, con pendiente

;SUponte.que Q ‘'es otro punto de L, eon coqrdenadas

'~(x;y}5_ Como ;Ea estd en L, la pendiente de PQ. tiene que,

ser m, y las coordenadas de Q tienen que satisfacer a la
cogdicién =~ L : v e

.x’_x . P - » »

. L £ - ? .
’Zgﬁerva que Tas qggfﬁbﬁadas del punto P gé satisfacen a -
s;a ecuacién, porque cypando x = X, Y vy= yl,‘el'miembro '

de 1a iz quierda de la etuacién resulta sincsentido,I 0> _que
no es igual a m (ni a nada). ' Si multiplicamoes ambos
piembros de esta ecuacién por x - xl, dbnde'k #’xl,

0 * . .
. N '_ . . LN -
. - . . )
- ' ’ h ' . ’
B . . * . . * .
‘ .- - . . N .
K
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bb&Znémos 'y -”yif = m(x'- 31).> ! L o o
R -

Todo ptinto-de la recta distinto de P también satisfale a
esta ecuacién, ‘como le acontece al mismo punto P; porque

‘e cuando x = X1, ¥ = yl, 1a;ecuac16n toma la forma 0 = 0, ~lo
. /
cual constituye un entnciado cierto.

Esto 1o resumimos en el siguiente teorema

.

I\ )
. Teorema 17- 6 Sea L una recta no vertical con pen-

diente m y sed” P un puntp de L, con coordenadas

(xl,yl). .Todo punto Q = (x,y) de L satisface a 1a ecuacidn

y -y =G k). ’

' 7
Tal yez de primera intencién’ creas que hemos demostrado

que la recta L es la gréfica de la ecuacién

y Yy = m(x - x ) Pero para saber que estd s cierto

nece31tamos saber que (compara con la seccidn 14-1):
(1) Todo’ puntao de L ’satisface a la écuacidn,

(2) Todo pugto que satisface a& ld ecuacibén estd en L.
Solamente hemos demostrado la parte (1), de manera que nos

falta demostrar la parte (2). Lo haremos- indirectamente,

. probando que si un punto ho estfi en L entonces no
satisface a la ecuacién. : < .
\ « * Supongamos que Q =+(x,y) no estd en L. Entonces

A ——— .

"existe'ain punto Q[ ='(x,y') que esti en L, con y' # y, asi:




s‘-

[ )

. Por el teorema 17-1, 7
:':de dpnde'obtenemos

° t
Toda vez que.

/-/ ' "

Luego,

——
+ ! 1
. .

y' % y, esto significa que

.

LY A yg t mx < xp).

y-yl#m(x‘-x)’-

y't=y) AmGo- x))

¢ Por lo. tanto, sélo 1os puntos de la recta satisfacen a la
ecuadién .
Asi hemos demostrado un teorema muy importante

\ : .
~Teorema 17-7. La gréfica de-la ecuacién ° _ . ..

y-yl=

m(x - x
( 1).
es la recta que pasa por el punto (xl,y ) y tiene pendiente

/ .

igual a m.. | ' ' .

. La ecuacidn dada en el teorema 17-7 se llama la forma de

punto y pendiente de la ecuaclén de una recta. Examinemos L
un ejemplo: o v _ - o :“
C/ - ‘ -
R Y hd
A
RS
)
s \
.
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Tenﬁmos équi una recta que pasa por los puntos P = (1,2) v
Q = (4,6). La pendiente es _
6 -2 4

mg_a_.—
: 4 -1 3
Utilizando P = (1, 2) como el punto fijo, pbtenemos 1a

‘ecuacién "f '\
TN ¢ 0 y-2=—<x-1> |
(Aqu y1 < ‘2, =21, ym=17 ) "Escrito en una forma REEN
equivalente, esto résulta ser . | )
o (2) 3y -6 =4x - 4, . (;C6mo?)
* o también o (3) bx - Jy = - v _
Sin ehbargo, observa que 1a‘ecﬁaéién (3) es a simple vista
mds sencilla, si sélo mos interesara el aspecto ‘de.ella,
pero la ecuacién (1) es mds f4cil' dé interpretar geomégrica-'

mente. El teorema 17-7 nos dice que la gfdfica de la
ecuacién (l) es la recta que pasa por el punto P = (1 2) y

tieqe pendiente igual a % ‘

} El estudiante puede fécilmenté verificar que si en lugar

de P se utiliza Q como el punto fijo, se obtendr4 la
misma‘ecuacién 0 ‘una equivalente -
Dada Hna eouacién en 1a forma de punto y pendiente, es

fgcil ver que se trata de una recta. Por eJemplo,‘supon- IS
. gamos que se nos da l4 ecuacién "y - 2 = 3(x - 4).
' La recta contiene el puntq (4,2) y tiene pendiente u:= 3.
ﬂ.Para dibujar una recta en papel cuadriculado, sélo tenemos e
‘qpe conocer las cobr énadaglde otro-punto m&s. si x = 0,
" entonces . : y - 2 =412, ‘ '
es decir, . .y =-10.
uiénte, el ﬁﬁntq (0,-1Q)-esté en la recta,'y

rPQrfcons _
P demos completar la gréffta: - _ , . . v




\ .
L6gicamente, esto era “todo lo que necesitdbamos. Para

— .mayor seguridad, conviene’ coﬁﬁ?obar las coordenadas de

; algﬁn'punto mds. ‘Este punto puede elegirse en cualquier \\
'porcidn de la recta, pero para quﬁ sirya como una buena ;- o o
cOmprobaciGn no deberd estar muy cercai&e los otros dos *d
puntos. Si.tomamos x - 2,‘obtqnemos ' ' (?‘\

< y-2--6 6 y =<4, ° .
o Como podemos ‘apreciar en la figura, el punto (2,- 4) esté en

la recta. Ve . . . .

\

Al principio de esta seccién, prometimos demostrarte YA
que cualquier recta es la gréfica de una ecuacién de tipo
simple. Lo hemos probado para'cualquier recta no vertical
pero nos falta considera; el caso .de una recta veptiqal.

' L Supongamos que una recta vertical corta al eje x_ emrel -
\ ’punto de’ coordenadas (a, 6? como en la figura. i
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. / .
', P ¢ ‘o
v ! 0 ’
/ T » ' /
' \
' (0,0) . X
¢ v N

_ Como la recta vet;ical‘és perpendicular {1 eje x,’todo

! I punto de la recta tiene 8u coordenada x' igual a 4.

Més adn, todo punto que no esté en 1a recta tendrd su
coordenada 'x distinta de a. Por 1o tanto la condiciéh
.qde\part}culariza la’gecta-ve;;ical es X = a,.que cierta-

mente es un tipo muy simple de ecuacién.

-
Conjunto ggxpéoblemas 17-10

[

~ En cadq uno de los siguientes problemas, .se nos'dan las
. éoogdenadés de un punto P y el valor de la pendiente m.
Escribe 1& forma de,puﬁto y pendiente de la écuacivn-de la
. recta correspondiente y construye la grdfica., Verifica ‘tu
‘trabajo comprobando las coordenadas de por lo nlenos uQ punto .
v q"€§hense utilice pazu dibujar la recta. Mientras las ‘
u

, flguras no resulten y apifiadas, puedes dibujar varias de A
estes gréficas en el mismo sistema de ejes.

‘1. P = (51,2), m =4, Co

‘2. P = (1,-1), m= -1,

(2




™~

»

3. P=(0,5), m= -

4. P = (-1,-4), m =

ot Wl

5. Pm= (3,-2), m = 0.

lransﬁormando la ecuacién
pendiente en los casos en que
que la gréfica de cada una de
una -recta, —Despuéé dibuja la

en los’ problemas anteriores

, oo 1 ‘.- 615 L"_ i ’

dada en la forma de punto_y

sea necesario, demuestra
las siguientes ecuaciones es

grdfica y cofpruébala, como

6. y-l'-2(x-4) ' _ v
l. yo=2x -7 S \
8. 2y -7=0 : ~ .
' y+ 5= —(x + 3)
10. x -3y = 12
‘11. y - X .
12, y = 2x .
13 y.= 2x'- 6 A -
4., y = 2x + 5 , .
15. xl=§¢ !
6. x =0 ’ ‘ o | : . X P
17, y = 0“
18. Con fespecto a un sistema de coordenadas tridimensionales,

describe -verbalmente el ¢onjunto de . puntos representado
por cada una de las siguientes ecuaciones: Por ejemplo,
y = 0 es la ecuacién del plano xz, es decir, el plane ~*

determinado por el eje x y €l eje z.. (Refiénete.al-

problema 12 del Conjunto de problemas 17-3.)- " ¢

, .
4. x= 0 - ) <.

b, z =0 gf

¢ L}

X = 1

oA
o8

y =2

N




. ge 11amé la intersetcién con y. Sikapte punto .es (0,b),
entonces la ecuacién en la forma de punto y pendiente e5/~

J
17-11. Diversad formas de lg ecuacién de una recta

'"\ Yq,con0cemos la manera de escribir la ecuacién de una
recta no vertical, si cenocemos la pendiente " m . y las

coordenadas (xl,yl) de un* punto de la recta. En este caso),

-sabemos que la recta eg la grifica de 1a ecuacién en la

'forma de -punto y pend ente, es decir,

1 v
y-yl-m(x-xl)-.

» . ‘s

Definicién: El punto donde la recta cogta al eje y

-

© ¥ - b= m(xe- o,

-
.

0 sea y = mx + b.

Esta se’ llama la forma de ordenada en/el origen y pendiente

EL niimero b’ se llama la ordenadd.en el ori de la recta.
De esta manera obtenemos el teorema siguienﬁ

Teorema 17-8. La gréfica de 1a ecuacién
;y-mx+b l“ o

es la recta con pendiente m. y ordenada .en el ori en igual

o

a .b. o oo

Si se nos da upa ecuaciéﬁ en esta forma: entonces
fdcil dibujar la grédfica. Todo lo que tenemos que hacer es
dar a x cualquier valor distinto de cero, y hallar el valor

correspondiente de y. De esta manera., tenemos. las coorde-
nadas de dos Runtos de la decta y podemos trazarla. Por

~

;ejemplo, _supongamos que 8¢ nos da

ki

y = 3x - 4.,

. Evidentemente, el punto (o0, 4) estd en la gréfica. Asig-

nando a x- el valor 2, obtenemos

. A ]

y-6"4.-20

AJ




.o 5 R o v

. Y .
Por tanto, (2,2) estd en la recta y 3pta aparecerd asi:

] M . .
- ) " g ¥
.- . . ?
‘ArY__
. »
) 21 v
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. N i -
- . i P
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. o . . .
.. J » . )
-~ . . N *

‘ * . ' ~y
¢ D ¢
. ] CC )
Como - comprobacién, encomtramos que para .x =1, :
. . . s, ‘ ) -
T - | y=3-4m= -1, " : oy

: y, como podemos apreciar,. el punto (1, -1) estf en.1a

grafica. ‘
« Observa que una vez que. tenemos el teorema 178,

podemos demostrar.que clertas ecuaciones representan rectas

poniendo kas ecuaciones en.la forma de pendiente y ordenada

en el origen. Por e}emﬁio, supongamos que se nos da , o
| T A1) x4 2y b=o0, S
7 Algebraicamente, esto es equivalente a la ecuacidn '
B 2y - -3x - 4, |
0 a la ecuacién (2) y= —%x by 2.

8

~ L}
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Siendo equivalentes, las ecuacione (1) y (2) tienen 1la
misma gréfica La gréfica de (2) es una recta, a saber,

¢
la vecta con pendiente ,m = —% y ordenada ‘en el origen

b = -2. La gré4fica de (I) es la misma recta., -

v

17-12. La forma general de la ecuacién de una recta, . {_
. [ ﬁ ‘
. Besde luego, el teorema 17- 8 se. aplica sélo en los
) casos de rectas no verticales, porque éstas son 1as ue

tienen pendiente Algebraicamente, las rectas verticgles
son. objetos muyxsimples, porquer son las grdficas de

ecuaciones sencillas de ld forma '
. g ‘ _

. _‘ e T : PP S : SN

- - &

Asl, pues, tenemos dos clases de ecuafiones
. . . !
(y=fTx+b y x = a) para rectas no-yerticales y verti-

cales;‘nespectivémente Podemos resumir todo esto, inclu-

U ~yemdo los dos% casos, de la §igu1ente manera:

Definiciéh: Por una ecuacidn linéal en X e 'y enten-
SESReE M ‘ 2
" demos una ecuacién de ~la forma

s o . Ax+By+c=o,\ i

donde A yB Do son ambas iguales  a cero. :

Loc'dos‘teoremas siguientes describen la relacién que'

. hay entre la %gomeéria y el élgebra en lo referente a las
rectas;

’ ' R ' Teoremé 1739, Toda reota en el plano es la gréfica de

v i . -

" ¢ una ecuacién lineal en X e Yy,
Teorema 17-10. La Brédfica de una ecuacién lineal en

X ey es siempre una redta. '
Con lo que ohbemos hasta aqui, es fécil demostrar estos
dos teoremas. o ‘

. . . . . .
" . ( \ . N o . ‘30(()\\ « " \




Demoeracidn*ﬂel teorema 17-9: Sea L una recta del
. plano,, 81 L es vertical, éntonces L es la gréfica de
una ecuacién : . '
N ' ox=a, .
o : : . X - a = 0
Esta tiene la forma Ax + By + C = 0, donde A = 1, B= Q&
C = -a. )LOS coeficientes. A y B -no son ambos" iguales
cero, porque A =1, y por tanto, la ecuacién es 1inea1

Si L no es vertical, entonces L tiene una pendiente
m y corta al eje y en algin punto (0,b). Por'consiguienné,
L es la grdfica de la ecuacién |
y = mx '+ b,
0 . " mx - y ; b = 0.
_También tiene ésta la-forma Ax ¥ By + C = 0, donde A=nm,

* B= -1, C = b, Los coeficientes A y B mo son ambos A
ceryp, porque B= -1.. En consecuencia, la eciacién’ es

Lineal. (Observa que puede ocurrir muy bien que m sea 0,
" lo cual acontece para todas las rectas horiqontales Observa

.~ también, que la. ecuacién no es unica, es decir
. 2Ax + 2By + 2C = 0 tiene la misma gré&ica que Ax + By + C =0)
Demostracién del teorema 17-10: Se nos da la ecuacidn
Ax + By +C= 0 con gl menos uno. de los dos coeficientes,

. ’

« A,.B, distinto de-cero. DS '
Caso 1. S1 B = O,_entonces-la_ecuacidn tiene la, formh

Ax =-C. | ‘

Como B = 0, sabemos que A 4 0, Por le tanto, podemos
’

-

dividir por A, para obtener c B _
: xﬂ__i . . ' EO

La grdfica de esta ecuacién es una recta vertical.
- .

[
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‘CaSQ'Z. Supongamos que B ¥ 0. Entonces podemos dividir

por B, para obtener Ax +y+ Q = 0,
o, es decir, ' v = - Ax : ¢ . °
’ ' ’ ' y B B o

La gréfica de esta ecuacién es -una recta, a)éaber, la recta

con pendiente m = - A Yy ordenada en el origen b= - % .

?arh estar seguro de que entiendes lo que heﬁds demos-
trado en los‘ teoremas 17-9 y 17-10, debes:. prestar. especial.
atencién a algo que no se ha demostrado No hemos demostrado
que si 4% grédfica Qe'una ecuacidén dada es unalrecta enton-"
ces 1a,$cuac16ﬁ es lineal. En efecto, esta afirmacién no

.'es cierﬁaf Por eiemplo, céns?dera ia ecdacién. _ | N .
. ECET N N

- Ahora bien, el ﬁnico nimero cuyo cuadrado es cero’es &1 cero’

| 2 =0 dice lo mism

que la ecuacién x = 0, POr consiguierte, 1a gréfica de la

‘mismo. Por lo tanto, la ecugcibn x

" ecuacién x2 = 0 es el eje Y, que desde luego, es una rectd.
- " Anélogamente, la gréfica de la ecuacién |
e y17 = 0
' ‘es el eje «x. .
"Lbbmismo sucede englosméasos-en‘qhe no es tan fdcil
_ darse .cugnta de La;situa;idn."gPpr ejemplo, considera la .
- equacion " -
H”. o x2 + y2 = 2xy .
Esto puede escribirse en 13 forma ("\) ‘
. . i-“.‘.. ) v xz ‘lzxy.*yz “'0,
0, s dectr, |' e p? o, |
- La gréfiba es: 1a misma que la la eéuacidn
\.-. : ‘. ,'IIQ'R‘Y'O ;_..
o; es\gecir, B ’ y B Xu = .17




La grédfica es una recta. . I
o
Observa que la demostraci6n del teorema 17-10 nos da un
procedimiento préctico para obtener, de la ecuacibén general, - . .

'informacién acerca de la recta. Si B'= 0 entonces tenemos -

) . .
1a recta«Vertical dada per la ecuacién . )

v .
K =® o — , : . —
A -

. Si ﬁ-# 0, despejamos y, obteniendo

Y"%""-%.’ &
-ibnde 1a.pendiehte es m=-4 : * S .
| A s . B ] ~ o
_ . _ 2
y.la ordenada en el origen. es S -
b=-2 o
_ Conjunto de ppob(emas 17-12 e o
Dibuja la grifica de cada una de las siguientes ecua- ’
- ¢iones: :
Lo 2x 4 5y.4 7 | .
2 %y - &+ 3=0 . ) L | N -
3. x ﬁ54 =0 | - R
oypheo T SR
//// 3%5cribe con palabras. 1a,gréfica de cada una de 1as -
pR iguientes ecuaciones: ,oo
5. 0%x+0-y=0 7 . o -
6. 0-x+0 y =2, . s .
7. x2 + y2 = 0 : . ‘ J
8. xz - -] °
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Dibuja, la gréfica de cada una de las siguientes Fondi-
_cioneS' , v ;
91”;3 + 4y = 0 y también x 0
10. 5x™g2y = 0y también 5 <’y < 10
11, (x+y)f=0

S0 | .
12, ¢ -1%=0 ﬁ

~z

ecuacién lineal (Ax + By +¢C-= 0) de la recta dada..
En ¢u contestacién indica los valores de- A BycC.

En ‘¢cada¥uno de los siguientes ejercicios, determina, la

. -

L)
r

.
£l

13. La recta que pasa por (1,2) con pendiente 3. ¢
14.  La recta que pasa por (1,0) y por (0,1). '3 _—
15. La ripta con pendi'ente 2“y'ordgnada ‘en el origeﬁ 13):'
6. El eje x. - .. e L K
17. El eje y. ° o ‘.' ' '

.18. La recta horizontal qﬁe pasa por (-5, “3).,
19. La'recta vertical que pasa por /(- 5 3.
~20. La recta que pasa por el origen de coorq\nadas y el

punto medlixjj} segmento de recta con extremos (3 27 y

(7,0) .

2

N ’ ~ . [

4

17-13.- Intersed%iéh:ggnréctas\_
Ja

. Supongamos que nos dan las gcuaciones de dos téctas, a

) L: 2% +ys= 4
A A

v . - e
L2. X =y 1
Estas rectas no son paralelas, porque la pendiente Qé'la

primera es m, = -2y la 49l1a‘ségunda es ﬁz = 1. Por lo

B

7ﬁf~'

.tanto estas rectas se inte'rsegan en algun punto P = (x,y).

El par de ndmeros (x,y) debe s3tigfacer a ‘ambas ecuaciones
N\ ;

& - ’ . . ‘:

@ ST iy
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‘

Por COnsiguiente, elAEroblema'geométrico de hdllar el-pgnto P

~
es equivalpnte al B@oblema algebraiCO de, résolver un sistema = !
* de’ dog ecuapiones lineales con dos variables,
‘Es fécil resolver el sistema. Sumando’g;s dos ecya-
ciones, obtememos - 3x = 3, £ R .
0, €s decir, = 1. : f/ N - ‘
Sustituyehdo X por 1l en la éégunda3¢phac16n;{yétenemos //Z
y =//Q. Los valorgs x = 1, y = 2 también satisfacen a la
primera ecuacién. ;Serd esto cierto? ‘
Por lo tanto, P = (1,2). La grdfica nos dice que
e§to parece plausible. ‘ “
. o ' o -+
. e N -
¢ . | ‘ /

4
X

'
\r

7 Este método siempre nos da la respuesta a nuestro &
. problema cuando éste tiene una respuesta, esto es; ‘cuando

1as gréficas de las dos ecuaciones se intersecan. 8i las

N \
_rectas son paralelas ‘entonces el sistemg de ecuaciones

correspondientel serd incomsistente, eés deeir, la solucién }1\L

del si'stema serd el cofijunto vacio,. ° Hsto resultaré evi- 2
‘dente cuando tratemos de reso{iér elxsistema. . - /

» * . to ’ N

;_:3+——e | S é;lui‘ - : ‘l» . .\

o~ ) L .- . o
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C0njunto de problemas 17 13

Determina la soluciﬁn comin a cada uno, de los siguientes

pares de ecuacibnes y dibuja sus gréficas : ¢ ;
a. y= 2x y x+y=17 ‘ )

b, y=2x y 'y-2x=3 . |
. x+y=3y 2y=06- 2x _ <

a. 'LCuélés de los pares de ecuaciones que.aparecen
a continuacién tendrdn grédficas constituidas por

‘rectas paralelas?

'b. ;Y por rectas que_se'integgecén, pero que no

\ .o .

coinciden? - ‘ - .'
c. LY por rectas que coinciden?
"Las ecuaciones en cuestidn son:
C(Dwy=3xx+1
(2) y=dx+1 o |
(3) 2y = 6x + 2 T | T
4y y-3x=2- o
Supongamos que-lh.uhiaad en nuestro sistema de caorde-

nadas es 1 milla. ;A euéntas millas del origen ‘estd

el gunto en que la recta y = 1030

*

P

4 cortﬁ al eje x?

Halla . 1a interseccién de

las gréficas de cada uno

de los siguientes pares -

de condiciones: -

a, y= 2xq'1 y=14

b. y=2x y yz 4 '

c. y< 2 y y > &

d. LQué'parlde'condis
ciones determinardn
el interior del dngulo . ~ . ¥
que muestra la figura?




*8.

‘recta’ con extremos (3,4) y. (5 8). | ' S ) :

A (3,4)(5,8)(-1,10), y Cl-1,10)
" demuestra que dichas '

un punto. _
: P )
En un antiguo documento se Qs}laron 1as siguientes _ i
- instrucciones’ "Empieza en la interseccién del ’
Camino del Rey y el Camino de la Reina. Sigue hacia '. »—

'de pino y luego un arce. Regresa a la intersecgién.

'y hacia el este en ese camino hay un abeto. El punto.

mégico estd en la interseccidn de la recta- deteréinada

. ") , ‘ ®
v 3 ) » v - . L .vw"

a. Dibuja la interseccibén de las graficds de las tres
condiciones: x+y > 3, y<4, o X <2.

. 4

b. Escribe las tres con-

y. '
diciqnes\gge deter-" ? . S *
"minarfan el interior KN R
" del triéngulo dibu- " - (Qﬁ) )
Jado . . _ *
"' Q | - N Y |

Determina la ecuacidn de la mediatriz del’ segmento de oo

Determina las ecuaciones
de las mediatrices de
lo3 lados ‘del ' ‘

rectas se intersecan en

el norte por el Camino del Rey, primero busca un &rbol oy
Hacia el oeste, en el Camino de la Reina ‘hay un olmo _ ree

en el cual la recta determinada por el olino y el.pino |
interseca a la recta determinqda por el arce y el ' !

abeto es uno de dos puntos migicos. El otro'p

+

por el ango y el pino y la recta determinada por el
olmo y el

rces El tesoro estd enterrado donde la-




recta que une 1os dos" puntos mégicos interseca al Caminoy

. de 1a Reina.'

*9 .

@

Una patrd&la de bdsqueda encontré el olmo d 4 millas
de la interseccién, el abeto a 2 millas de ella, y el .

‘pino a 3 millas de la misma, pero no encontrd) trazas

del arce.  No obstante, mediante las instrucciones

o logré hallar elltesérO...gCémo fue esto posible?

Uno de los miembros. de la baﬁrullhlcbmenté acerca

dé'lo afOrtunados-ﬁue habIan'Sido'pdr'haber encontrado

’

el p1no * El jefe de la patrulla sonrié y dijo:

"Tampdco nece31tébamos el pino) Muestra que estaba
en lq.cierto. )

Una de las alturas. dell&ABC donde A = (-4,0),
B =(7, 0) C = (0,8) es el eje y. 6Por qué? Utili-

zando Hds métodos de las coordenadas, demuestra que laé

‘

~alturas desde A y B se "encuentran en ese elg. -(Suge7

rencia: Halla las intersecciones de esas alturas con el

ejey.) _ _
Haz 10 inismo con los trié@gulos cuyos vértices son -

(a,0), (b 0), (0 c).

o




*10. El ceptroide o baricentro de un tridngulo se define
como la intersecciéh de-las tres’medianas Demuestra
que 1as coordenadas del*centroide son siniplemente 1a§8

medtas aritméticas de 1as coordenadas de los vértices

*11.  Determina la distancia del punto (1, 2) a 1a recta . -,

x+3y+1=0,

*12, Determina,la'distanéia del punto (a,b) a la recta

o »

'y = X . :
*13. En el caso general el tritdngulo del problema 9, sea

+ H-&1 punto en que se encuentran ias alturas, M el

O ‘punto en que se encuentrgn las medenas Yy D el punto’

en que se .encuentran, las mediatrices de 1os ladgs.

Utilizando los p;gblemas’9 y 10, demuestra que e estos‘
‘tre% puntos estdn alineadoq//y que ‘M' divide a DH en’

. ‘ fazén’ de dos- a uno (refiérete al problema 8 del Con-
junto de problempas 17-7).
' . I‘I. - : 6\ .
N | . -
. 17-14. Cirqunferencias ‘ ‘ . )

Considera 1a circunferencfa con centro en el origent?*
L] .
radio r. . ' '

‘6
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Esta figura viene definida por‘la condicién -
i ot APEALIE OP = r. < /1:/ ' ’
. " Algebraicamente, mediante la férmula de la ¢fistancia, estd
t~f nos dice Jque ' )
. H) ’ ) 2 v 2 N -
s . .\/(x -0+ (y=+0) =7,
o, es decir, : ‘f x2 +‘y2~- 2.- ¢
Con otras alabras, si P(x,y) es un punto de a®circunfe-. ¢
rencia,\eggénces x° + y2 -2, Adn tenemaﬁ,que demostrdr
. . que si. x2 + y2 = rz, entonces P(x,y) es un punto ‘de la
- circunferencia. Hacemos' esto 1nq}rtiendofe1 proceso
algebraico: | _ o
L ’ o Si | o."x2 + y2 - 'rz, ) Cy
\ﬂi - " entonces' . \/kx - 0)2 + (y - 0)2 =r,

puesto que ‘r a? un ndmero positivo.. Esta ec?acidn nos
dice que OP z ¥, y, por lo tanto, P es un pumgo de la |

circunferencia. ° . L.

Considera, de manera m&s ‘general, la circunférencia con
céntro en el punto Q = (a,b) y radio r.

N \ . "

L




o

’ ) » L ) )
es deci{?“. x - 8)2 + (y - b)2 -'r2. oo
También en.egte caso se puéde invertir el proceso y, por lo

tanto, podemos decir que '
’ ' . 2 . 2
v (x- @)% (y - )2 -l
es la ecuacién de la circunferencia.

« " Esta es la forma canénica de la ecuacidén de una circun-

_ ferencia cbn centro en (a, b) y radio r. Para flturas, refe?

-

rencias, enunciemos este resultado como un teorema.

Teorema 17-11. La gréfica de la ecuacién N *

. . (x- a4 (y - )2 r? | '

es .una cincunferehcia con centro en (é b) y; radio r.

s

as del centro. Por

Si se da la ecuagién en esta foyma, podemos leer inme-
diatamente el radio y las coord{gaép

eiemplo, supongamos que se nds da la ecuacign'
W _

(x - 2)%+ (y + 3% - .
El centro es ¢l punto (243), el radio es 2, y la gréfica
de la circunferencia es como sigue | : -
. & - -

-
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Hasta ahora, esto es mﬁy fdcil. Pero, supongamos que
la'forma candnica de la écuacidp.cae'en manos: de alguien
que gusta dé."simplificar" férmulas algebraicas. Esta =

‘persona hubiera "simplificado" la ecuacién asf:

x2 « b4x + 4 + y2 + 6y +-9 = 4, &
‘< x% + y2 - 4x +6y + 9 -'0.

‘En esta forma final no-es ‘fdcil ver cuél es la gréfica en

0 sea,

cuestidn Algunas veces- encontraremos ecuacioneikdadas en
’ .

esa forma. Por lo tanto, necesitamos- saber c6mo

"desimplificar" tales formas de manera que obtengamos de °
nuevo 1a‘rma canénica -,
: 2

- 9 g
(x -a) +(y-Db) =1,
El procedimiento es el siguiente: ' Primero agrupamos los

térm{hos en x, luego los términos en y. Ademds escribimos,

'la ecuacién con el término constante en el miembro de la

L

derecha, asf: ¢

2_4x g2

% 6y = -9.

De esta manera, vemos qué constante habr{a que sumar a los

dos primeros términos para as{ completar un cuadrado per-’
fecto. Recuerda que para hallar esta constante deberds
cuadrar la mitad del coeficiente de x. En este caso,
obtenemds 4.. El mismo procedimiento aplicado al tercer
y cuarto términos, muestra que tendrfamos que. sumar 9 para-
obtener un cuadrado perfecto: AsI; pues, sumaremos un t
de 13 unidades al miembro de la quuiefdﬁ de la ecuacién.
,‘qu congiguiente, tenemos que sumar 13 unidades al miembro
de la derecha. Entonces la ecuacién toma la forma equiva-
‘lente xg -"bx + 4 + ? + 6y + 9 - -9 + 13,
o, es decir, (x = 2) 4+ (y+ 3)
que teniamos originalmence.

\

318
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S1 multiplicamos y simplificamos en la fo & canénica,
obtenemos a » | ' )
) o x2 + y - 2ax - Zby + az + - b2 r?2 = 0, Cl
Esta ecuacién tiene la forma® - o .f "J N T e
2 2 '

' x* + y© + Ax + By + C = 0,
, Asi, pues, tenemos el teorema: '

Teorema 17- 12 Toda circunferencia es la gréfica de

Al

una ecuacién de da forma ~ . i S ”

| 2+y2+Ax+By+//C-O

Pal vez parezca razonable suponer que lo inverso ;s
,también clerto. Es decir, podrfamos pensar que la gréfica
de toda ecuacién de la forma que hehés estado conside- _ "
rando es.una circunferencia. Pero dé ningln modo es esto
clerto. Por efemplo, consfde;a la(ecuacién

‘ x2 + y2 ;lO _

Aquf A, B 'y C son todos cerg. Si x e y satisfacen a
esta ecuacién, entonces - x e y son ambos cero. Es decir,

la grdfica de la ecuacién es un solo punto, a ééber,";%

e : " C N

f-ry

origen.

Ahora, considera la ecuacién

x2 + y%»+ L =0. ) ‘
Aqui A =B = 0 y C= 1. Esta ecuacién no se cumplé para
’las coordenadas de ningdn punto \ (Como x2 = 0, y22= 0,

y 1 0, se deduce qUe ,xZ + y2 + 1>-0 para todo’ par de

numeros‘reales, X, y.) Para esta ecuacién, la gréfica

© Do contiene punto alguno, y, por lo tanto, es el conjunto s
vacfo. ' ' A

~ En realidad, las dnicas Sosibilidades qﬁe hay ‘son la

circunferencia, cumo esperar

’ ’ ‘

amos corrientemente, y ademds
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¢ R
las dos posibilidades inesperadas que ac

Teorema 17~13.

Dada la ecuacién

~

o

abamqs ‘de sefialar ..

7

® ) .
o x2+y2'+Ax+By+C-0,.

lg gréflca de* esta’%cuacién es. ¢1) una circunferencia,-
(2) un punto, o (3) el conjunto vacfo.

Demostracién:
én X, y &l cuadrado en los términos en y, como acabamos de

"hacer en el caso particular que tratamos anteriormente.

Esto nos aa'“ r 5" ' 2 ¥ 2 2
- 2. A° 2 B” oL A", B”
| X4 + Ax + 7 + y + By A+ - 3" C'+ A i
< 2 2 2‘ 2 A . ¢
o, es decir, (x + %) + (y + %) - A, * 2' i.QC-.

. »

Si 18wfracci6n de la derecha es positiva,_igual -a

r2 con r > 0, entonces la gréfica es una circunfTrencia'
Si la fracci6n de la

con centro en (- —9 - —) y radio r.

L

derecha es igual a cero, entonces la gréfica es el punto

dnico ( %). St la fraccibn de la derecha es nega-
tiva, entonces.la ecuacifén nunca se cumple y la gréfica no

contiene punto alguno.

v

. .

, Conjunto de problemas 17-14

[}

1. La circunferencia repre-

sentada tiene'S unidades

& e de radio Detetmina el
valor de
2 2
L2 2
b. x2 + Yo :
. .
: 2 2
0. X3" + ¥y
» 2 2
d. Xy + yh_
2 2
o_l 'x5 '.' ys

Completemos el cuadrado en los términos‘

L]
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, <
, 2. -a. &Qué'gréficas de las .sigulentes ocho ecudciones
¢ 'son‘circunfefencias?
b. . ¢Qué circunférencias tieénen sus centros en el ’
a 7 «origen?
<. (Cudles tienen sus centros en un eje, pero no en «
* el origen? ' ‘
N .~ ' S
. 1 2 2 ‘ 2 2 A \
: ()xq*‘(ytl) = Q (5)  (x - 2) -(y -9)° =16
(2) 'y = x? (6) (x-2)24 (y-3)2% 16
(3) \x_"’ +y2 7 (7) 3x2 + y2 = i
(#) 1 - x° a'yQ (8) x4 'ye =0
; ‘
J. Determina el centro ¥ el.radio de cada una de las
siguientes circunferencias: ’ )
A .
a.  x° 4+ y2 3% Cr (x - W24 (y - 3)2 2 36
b. x° 4 y2 = 100 g. {x + 1)2 + (y + 5)2 = 49 ‘
coJ e (x-1)% 442216 h, x%e- 2x + 1 %2 o5 .
d. x°% y2 a7 1, %2 - 2x + ye = 24
e. yZ ah - x2 J. x2 4 6x + ye - by = 12°
& ™

4. Una circunferencia tiene la ecuacién; x2 - 10x + y2 = 0,
8. Demuestra algebraicamente que los: puntos (0,0),
(1,3) y (2,4) estén todos en la circunferencia.

b. Determina el centro y €l radio de la circunferencia.

e, Demuestra que si se une el punto (1,3) con los o o ) I,
S .
extremos del didmetro en el ejé X, se forma un
dngulo recto con vértice en (1,3)..

A4

. a
.

‘ : . 325




7.

8.

~a la vez. CHabré otra circunferencia tangente a’ las

'@'_,cuerdas de, la circunferencia de la parte a,-.

g-a.-TDetermina los puntob'en 1qa que 1a circunferencia"fu\.f.

4

ﬁxff 3) o+ yz = 25 Lnferseca ¢ 1os ejes. X, y.
\ .Considerando poroiones del eje. x. y' del eje y como
flx_demuestra que (como, dgsde 1uego, esperarias por
"ﬂfel teorema 13-14) los productos de las. 1ongitudes o

i
J';de las partes en 1as CUales cada cuerda divide a' B A

4

-’p‘_la otra, son iguales - SR o ' -i.

_Dibuja las cuatro clrcunferencias obtenidas al consi-

“derar las diversas combinaclones de signos posibles

eq la expresién . 'ﬂ:'f Co .jg L e
\ (x+l) + (y + 1)2="1': o ..

Entpnces escribe’ la ecuacién de 1a dircunferencia _L “'Z 0

tangente a las .cuatro circunferencias y que las contiene ﬂiﬂ

Cge j

. i

cuatro?  ;Cudl eg su radio?

Dibuja las cuatro, circunf i .e vienen dadas por

2 2 - = : g .2, 2 : :

x +.y = +10x, o x2 +y =+l0y
y escribe [la ecuaci6én de una circunferencia tangente - '
a todas ellas. . - ‘
Se da‘ la circunfereneia” x2'+ y2 = 16 y el puptd
K(-7,0) .. . ' -

a. Determina la ecuacién (en*la forma de punto y

.pendiente) de la recté L con pendiente, m y

que pasa gpor el punto K.

'b. Determina los puntos (o el punto) de interseccién

. \
de Lm y ta circunferencia. "
|}

c. ¢Bara qué valores de m hay solamente un punto

de intefséccién?' Interpreté este resultado

geométricamente., | S
. ' . 'y " .




° L

4 o
» : R
D : * 23
- 635 - '
—_— N
| ] - . = “ B )
) _ 9. Determina la ecuacién de una circunferencia tangente
) externamente a- 1a circunferencia
' x2 + y2 - le - -6y + 30 =~b) - )i
y tangente‘'también al eje x. P al eje y.
‘- - . . . $ . ’ -
N --

. P:oplemgéﬁgg repaso | ;

1. jCudles son lag coordenadas de la proyeccién sobre ei

. eje x del punto (5,2)? o .
"~ 2. Tres de los vértices de un recténgulo son ( 1,-1),
(3,-1) y (3,5). " ;Cull es el cuarto vértice?

3. Un tridngulo is6sceles tiene como vértices los puntoé
(Q, 0), (4a,0) y (2a,2b). ;Cudl es la pendiente de 18‘»
mediana desde” el origen? WY de la mediana desde
_ (2a, 2b)? . . ,

v 4. En el problema 3, i(cudl es la pendiente de la algura

que contiene al origen? >

5. (€udl es la longitud de cada una de las medianas del
tridngulo del problema 3?

" 6. ;Cudl es la pendiente de una{recta que es paralela a la
' lrecta que pasa por el origen de coordenadas y por
(-2,3)? R
7. Los vértices de un cuadf?ﬂétero son (0,0), (5, 5),
(7,1), y (1, 7). 6Cué1es son 13}/1ongitudes de sus
diagonales? '

.; 8:. iCuéles sog/las coordenadas de 1los punﬁbs medios de los
ségmentos e recta que unen los pares de puntgs dados
L en el problema 77
9. Los vértices de un cuadrado estdn marcados s cesiva-
‘ mente gon P, Q, RyS. Tes el punto medio de QRyU

es el punto medio de RS. PT interseca a QU en el punto
v. ) -

- ' -




10.

11.
12.

13.

14,

&

15.

16 .

*17.

@. | o I

=1t . o /. o -
b. QU oL |
¥ - . :

*c. ~Demuestra que VS ='PQ. ; | _ :l ST P
(Sugerencia' Sea P = (0,0) y Q= (25'0) J) !-p- S
Utiliza la geometria de las coqQrdenadas paré:demostrar o

el siguiente teotrema:. La mediana de un trapecio biseca
a una diagonal.

'LCu41 es la ecuaci6n cuya gréfica es el eje y? . | : .
Un rombo ABCD tiene su vértice A ‘en el origen y s
lado AB en la porcidn’ positiva del eje x. mZA = 45,
AB = 6 y € estd en el primer cuadrante LCqél es la
“ecuacién de AB?, Ly de BC7,‘Ly de CB? ;' o - A
La$ coordenadas de los vértices de un trapecio son, _ ,
sucesivamente, (0 0), (a,0), (b, c) y (d,c). Halla®i / ' o
4rea‘del trapecio en funcidn/de estas coordenadas - ‘:
;En qué ‘punto son peerndiculares la ung a 1a otra, P
las grdficas de y_ = %x ey =m2x + 57 T
Nombra el corjunto de puntos tal que la suma de los

cuadrados de las distancias de cada uno deellos

~a los dos ejes sea'igual a 4.

Escribe 1lg ecuacién de la circunferengia'que tiené:‘
a. 7 unidades de radio y centro en el origen. .
b. k unidades de radio:

y centro en el origen,

N -

c. 3 unidades de radio-y centro en (1/2)
X

Demuwestra que la recta

circunferencia'.x2'+ yz;

!
'\ . . [ .
" ’ ' !
.

+ y = 2 es tangente a la

l<
ro
-




es .cierto y.(O)/gi es

des

1\
2.
3.

.
T

4.

-9,

10.
.

Capitulos 13-al 17

'EJERCICIOS DE REPASO

\ . . . t
,

En las ejergicioﬁi@lguiéntes, escribe (1) si el enunciado

also. Procura estar seguro de que pu%r

explicar por qué marcas un enunciado ‘como falso

\Si uUna recta que pasa por el centro de una circunfefencih

es perpendicular a ura cuerda de esa circunferencia

\
ces biseca a la cuerda. . L)

, enton-

4

Si AB es un radio de una circunferencia y CB es tangente a

!

Una recta que biseca a dos cuerdas de una circunferencia es

la circunferencia, entonces AB . CB

perpendicular a ellas,

La igterseccién de los interiores de dos circunferencias

puede ser el interior de una circunferencia,

Todo punto en el interior de u??

medio de una)501a cuerda de la

circunferencia e8 el punto

circunferencia.

Mientras més largo sea un arco, més 1arga seré 1a cuerda

L ]

correspondiente

Si una recta interseca a una circunferencia

consiste en dos puntos ‘-

]

la interseccibn

¥
s

Si un plano y una superficie esférica se fntersecan, y si

ademés ‘1a interseccidn no es una circunferencia, entonces

es un punto,

\

Si7un plano es tangente a una superficie esférica, una recta

\
perpendicular al, plano en el punto de tangencia contiene al

centro de la superficie esféric;w'.

~

En una circunferencia dada, m XY.+ m YZ = m X2,

Un &ngulo inscrito de 90° siempre interceptard ym arco de

4




12..

13,

L4,

"15..

ferencfas concéntricas subtienden arcos copgruentes o

v

Dos éngulos que interceptan el mismo arco- son congruentes

Cuerdas congruentes dibujadas en cada una de dos. circun- o

<

.-

51 un tridngulo inscr}ko en una circunferencia no tiene
ningun lado que 1nterseque a un diametro dado, entonces
é

el triéngulo contiefte un énguli gbtuso.

Si dos cuerdas de una circunferencia se intersecan, 1&

.razén de los segmentos de una de las cuerdas es igual a

. la razén de los segmentos-de la otra.

16.

17,

8.

19.

22,

23.

. ]
‘Dos cirtunferencias se inte

Si AB es' tangente,a una circunferencia en el punto B, y si

‘l’t

AC interseca a 1a ‘eircunferencia en C y D, entonces

(aB)%.= AC - AD. ) o

En un plano, el conjunto de los puntos equidistantes de los
extremds.de:ﬁn.segmento de recta.es'la”mediatriz‘Qel seg-

.
mento.

. . - A
El conjunto de los puntos que estdn a una pulgada de una.
recta dada es unq\recta paralela a-la recsq dada.

Cualquiér punto en\el interior de un angulo que no sea

_equidlstante de 1os\1ados del éngulo no estd contenido

”~

en la bisectriz del Q gvlo T .
Las tres alturas de ciélguier tridngulo recténguLo se en-

\

N
cuentrah en un punto, \\E &

secan si la distancia entre .

~

sus centros es menor que la suma de sus radios.

Las bisectrices de los tres. éng\lps de un triéngulo se

encuentran en un punto equidistante\de los vértices del

\

tridngulo. . N

N
Las mediatrices de do¢ lados de un triéﬁgglo pueden inter-

.
\ .
. .
\
\

secarse en el exterior del tridngulo. R




27.
28,

...n' 29

30.

31,

'Utilizando una regla y un compés se puede triSecar un

: . . v
.segmento. . L . o

Para'bisqcar un dngulo dado mediante -el método‘indicho;

,'En el texto, es necesario dibu)ar pbr lo menos cuatro

arcos. ! ' . - 7

?

La razén del radio a la 1oﬁgitud de una-cifcunferencia es

la misma para todas las circunferencias,
) . \

~

. . 1
-El &rea ‘de una regién circular de didmetro d es §7Td2.

- . ]
Una seccidén plana de un prisma triangdiar*puede ser un

—

paralelogramo- .
Una seccién plana de una pirémide triangular puede ser. un
paralelogiamo * ; _ '

El volumen de uﬁ'prisma triangular es igual ; la mitad |

del ‘producto del 4rea de su base y su altura,

En cualquier pirémide, @na seccidn determinada por un

. plano’' que biseca a la altura y es paralelo a la Wase,

32.

33.

34,

35.

37.

S S f 32 -

tiene un Aarea igual a la mitad del drea de la base.
Dos piramides que tengan el mismo volungen y bases con, '

areas igpales, tienen alturas iguales. :
El- volumen de una pirémide de base cuadrada es igual a un '

Eercio de 'su altura multiplicado por el cuadrado de un
lado.de la baSé.- . - g

El 4rea’ de la base de un comg se puede hallar dividiendo
el triple del volumen por la altura

El radio de 1a‘base de un cilindro &ircular viene dado
por 1a‘f6rmula.vé¥£? donde 'V es'el volumen del ciiipdrq‘
Y h es su altura,

El volumeq»de una’esfera viene dado por la f6rmulé l:wd3,

6

. e
donde d es su diémetro, Coe - . !
La pendiente de un segmento de recta’ depende del cuadrante -
0 cuadrantes en ,los cuales esté el se§mento N

s




38.

39,

41.

40.,

42.
43,
4.,

45.

46,

4T,
48,

" 49,
'.

50.

. pardlelos. ’ S

‘origen de coordenadas. -

v - 640 -

s e

Si dos segmentos de recta tienen la misma pendiente, son

Al

: ~
Si las pendientes de dos rectas son -2 y .0.5, las

rectas son perpendiculares.
" § - .

si las';oordeﬁadas de dos puntos (fn (a b) y (e, d),

la distancia entre ellds es (d - b) + (c -a), "

81 un segmento de recta une los puntos (r,- s) y (- r' ~8),"
entonces su punto medio es el origen de coordenadas '

El punto (- -2, -1) esté en la grifica de xy - 2% - y + 2 =0,

La distancia entre (3,0 y (4, 0) es 5.

R

Si dos vértices de Un_triéngulo recténgulo tienen coz;de-
-

nadas- (0, 10) Ly (8)'0), el tercer vértiée estéd en
Si tfes’Vértices de un recténgulo tienen, coordenadas -

(0, m),.(r, 0) y (r m), el CUarto vértice ésté en el

origen de coordenadas

La ecuacidn de una ngcta de pendiente 2 que contiene al

. bunto OT}\é) es 4y + 3x = 2, IR S _ ' L e
~ La abscisa en el origen, o abscisa del punto interseqcién

con el eje X, de la grafica de y = Ix + 9 es =3.
La interseccion de las graficas de y'= 3x + 2, y=3x+1 .

es un solo punto.
2

’La gréf*ca de x2 «t vy - 4 = 0 es una circunferencia._

La gréfica de toda cpndicién @s o0 una recta o una curva..
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L  Apéndice vII T
,couo ERATOSTENES ;dIDIO LA TIERRA K
_ La longitud de la circunferencia de la tierra medida
en el equador, es alrgdedor de 40,0Q0 kilémetros, 6 24,900
millas. Segin parece, Crist6bal éolén gsnsé que la tierra
era mucho mis Pequefia, De «Cualquier modo las ‘Indias Occiden-
tales tomaron Su nombre del,hecho de que cuando Colén desem-

barcé &en ellas, penso que habia llegado-a 1a India. _Por 1o

tantq, su margen de error fue un poco mayor que el ancho del
Oceano Pacifico. . - o ' N
’ " sin embargo,,en el siglo III a. de J.C. un m;temético
| griego ‘calculd la 1ongitud de la circunferencia de 1a tierra
con un error de solamente uno o dos for ciento, Ese hombre

fue Eratéstenes, .y su mét odo fue el siguiente:

»

e la . 4




< 4 . i S . .
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v
.

Se observé qué en Assudn, en la ribera del Nilo, y el
dia del solsticio de verano, a las doce del mediod{a el solb. -

w

) estaba exactamente en el cenit ‘(directamente gobre la cabeza,

“del observador) " Es decir, al mediodia de ese dia en parti-
. cular, un poste vertical no proyectaba sdmbra alguna, y el
N . fondé de ‘un pozo profundo quedaba completamente iluminado.

.AtEn la figura, C es el centro de 18 tierra. Ed Alej%ndria,

| al med{odfa en el solsticio de verano, Eratfstenes deiéﬂel : / hAd

dngulo marcado con a en la figura,  es decir, el &ngulo entre .

el poste vertiagl y la recta de su sombra. Encontré que esté'

angulq era aproximadameﬁte 7° 12', ) g}red?dof de g%- de una

Jcircunfexencia .completa. ‘
\ObservadoF desde la tierfa, los rayos del sol parecen

paralelos. Suponiendo que en realidad sean parhlelos, se
deduce que culndo las rectas Lj y Ly de la figura son cortadas
por una secante, los Angulos alternos iéternos son conérﬁentes.'
Por tanto, Za® /b, De manera que la distancia. entre Assuén .
y Alejand}ia debe ser aproximadamen;e igual ai;lw de la longi-

~

. tud dé'la‘circunferencia de la tierra.

‘ Se calculaba que la‘distancla desde As%uén':'Alejandria,
era de 5,000 estadios griegos. (Un estadio era una antigua
unidad de distangia ) Erat6stenes llegd a la: coﬁclusién de
qud la longitud  de *ﬁ circunferencia de la tierra debfa ser R
alrededor de 250,000 estadios. Si convertimos esto ‘en millas,

] N .
teniendo en cuenta lo que nos‘dicen las fuentes ¢le la historia
- 1 '

_-antigua acerca;de lo que Eratpsteqes querf{a decir por estadio,
0 4 ]
. obtenemos 24,662 millas, -

N

Asf, pues, el error de Eratéstenes era menor de dos por

clento, M4s adelante% cambif su estimacién’a 252:000 estadios,
. oL \ : (
aue es ain mds aproximado, pero nadie parece conocer cudl fue \

° v . “ 7




la base de sy cambib - Baséndose en les datos de que bodemos
disponer hoy, algunos higforiadores creen que EzzyastenEa fue !
bi

_mno g6lo muy {nteligente- 'y muy cuidadoso, sino t én muy

ortunado , L , ; :




Apéndice VIII ‘

MOVIMIENTO RIGIDO

-

VIII-1. La\ideaAgeneral de movimielto rig;gg
En los Capfbglos 5 y 13, al tratar con diferentes.tipos

de figuras, hemos definido congruencias de varias maneras,

'La lista completa es la siguiente: N
(1) AB % CD si los dos segmentos tienen la misma
longitud es decir, si AB = CD. ' -

(2) LA = 4B si 1os dos 4ngulos tiefen la misma medida,
es decir, si- mAA - mAB '

2

(3) AABC & A DEF si, respecto de la correspondencia
ABC «—— DEF, pada dos lados correspondientes son congruentes

y cada‘dos é4ngulos correspondientes son congruentes.
(4) Dos circunferencias son congruantes si tienen el
mismo radio.

(5) Dos afcoq cirdulares AB y €D son congruentes si las
citcunferencias que” los contienen sZn congruentes y los dos

arcos tienen la misma medida angul g S

La {dea intuitiva de congruencia es la misma en los

n

cinco casos. A grandes rasgos, en cada uno de ellos las

J

dos figuras son congruentes si se puede mover una de ellas

de manera que colncida con la otra; y en el caso de lps

tridngulos; una congruencia es una, maqpra de mover la ' _
" primera figura de modo que coincida con la segunda. ” ’
Al comenzar nuestro estudio de la congruencia, ;\
esquema utilizado en los Capftulos 5y 13 e§ua{%més.féciI

y probablemente el mejor. ' Sin embargo, es inconveniente

tener cinco maneras diferentes de describir ‘en cinco casos
4
especiales la misma 1dea fundament al Yy, en cferto modo, es

imconveniente que esta idea fundamental esté 1imitada a
. ) ’ K . N




[}

rigido.
la figura a la cual se aplique.

- de las figuras anteriores.

A-VIIL A-36

estos LinLO casos especiales -Por ejemplo, por sentido

comin se ve que dos cuadrados, cada uno de lado 1, deberén

ser’congruentes en algdn sentido v4lido:

| '
B ! C

A D A N D

‘Lo mlsmo debe ser cierto para paralelogramos, si los lados

correspondientes y los dngulos correspondientes son

congruentes, como en estas filguras:

. B‘ b

A b.

Sin embgrgo; obviamente, ninguna de nuégtras cinco defini™™

clones especiales de congruencia se aplica a cualquiera de

estos 'casos.

En este apéndice explicaremos la idea de movimiento’
Esta idea se define de la misma manera, no importa /‘\7

Demostraremos que para

segmentos, &ngulos, triénguloQQ cifcunferencias y arcos\ N 4
esta idea significa lo mismo que la Lohgruencia Por’

- dltimo, demostr@remos‘hue mediante un'mPvLmiento rigido se
pueden’ hacer_ coincidir los cuadrados“y 1os/paralelogramos

Asf| pues, pri$epo se unificard

la idea de congrueticia y luego se extenderﬁl'l alcance de '

sus aplicaciones,




- : o, ‘
Antes de dar la definicién general de un .movimiento
“r{gido, veamos algunos ejemplos sencillos. Considdra dos
lados opuestos de un rectdngulo, asf:

.

Q

|

|
L

|

|

Tl —————7

(o]l

Los lados verticales se han marcado cog lfneas de trazos,
porque no nos ocupareﬁos de elloe especialmenté."besde
cada punto P, Q, ... etc. del lade superior, tracemos una
perpendicular al lado inferior; seaﬁ\\Bs puntos P', Q',
etc. los ples de dichas perpendiculares. . Mediante este
procedimiento a cada punto del lqdo superior le corresponde
exactamente un punto del lado inferior Reprrocamente, a
cada punto del lado inferior le coﬁregponde exactamente un
punto gel lado super;or. “No podemoj>i:frib}r todog }os _
pares de puntbs correspondientes .Pe¢}— P', Qe—Q', ...etc,,
porque hay un ndmero i;finito_de ellos. Sin embargo,
podemos dar una regla general que “explique cuélscorrgsponde
a cudl; en efecto, eso es lo que hemos hecha. Generalmente’
se esctibé un par tfpico : l

v Pe—spP', Y

y se explica la regla que ha de utilizarse para forggr los
‘pares.

Observa que la idea de correspondencia~biunfvoca en
este‘casp es exactamente la misma que en el Capftulo 5,

* cuando consideramos los triéigg}os.' La dnicanfferencia es
- \ , . ) & .

. Al ¢
5 N w
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que“. apareframos los vértices de dos Jtriéngulos, podrfamos :
) - escribir todos los pares,, porque sélo hay tres. YABCe—» DEF

significa que A4q~»D B +—bE y Ce—sF, ) En nuestro caso

- —_— 3

“actual estamos haclendo lo mismo, salvo que hay demasiados

pares para escribirlos todos. ) . . .
. Es muy f4cil comprobar que si P, Q son dos pu3t08-

cualésquiera del lado* superior y P', Q" son los puntos correg-

" pondientes del lado inferior, entonces
B

. PQ - P'Q"

" Esto es cierto porque los segmentos PQ y P'Q" son lados
Lo opuestos de un recténgulo. Expresamos esta propiedad '
diciendo que la correspondencia P'ﬁ-vP' cogservaﬂig;
. "distancias. . . " "
¢ ’ ‘) La correspondencia que heﬁos'establecido es nuestro . .
primer ejemplo y el més sencilloqpe un movimiento rigido *

Para ser exactos:

nggnicién ' Dadas dos figuras F.y F', tenemos que un
movimiento rfgido entreZF y F' es una correspondencia E ' ,/%‘

biunivoca k . ' :
. : . ¢
' - P < P! '

entre los puntos de Fy los pun:os de F', que conserva las
., distancias. ‘ g ] »
Si la correspondencia P‘—~I” es un movimiento rIgLﬂo B .

entre FyF", escribiremos '

€ ) F’.’e F' o.:-" Vv

i. 1 Esta Eotacidn eﬂ.anélogf a l? notgcid? AABC~“(3A'B'C"utili-‘
. zada para la congruencia entre tridngulos. Podemos leer
\ F= F' como "F es isométrico a'F' ".'("Isométricq“ significa
| "de,la misma medida!'.) |

("1' . 4

] \




Conjunto de pgoblemaa VIII-1 // "\

._11 Considera 1os tridngulos AABC y'OA'B' GkJ y supén que

: ' AABC “’AA'/B c'.
Sea F el conjunto ‘consistente en los vértices\EEX
primer triéngulo, y sea F' ‘el ¢onjun;o consistente en -

los vértices del segundo triéngulo Demudstra- que. hay
 un movimiento rfgido . . )
P . ‘
- ~ . F=F'. .

4

2. Sea F el conjunto de los vértices de un cuadrado. de

v

lado 1, y sea F' el conjunto de, los vértfces de otro

cuadrado de ado 1, como los de la figura al comlenzo

de este apéndice. Demuestra que hay un movimiento

ri{gido 3 ' g

FxF'.

(Primero tienes que explicar cdmo se estabiece la

correspondencia, y luego vFrificar que se ésnservan‘
las distancias. ) '

1. Haz lo mismo con los vértices de los dos: paralelogramos
en la figura al comienzq de este apéndice

4. Demuestra que si F consiste en tres puntos alineados,
y F' - consiste en tres puntos no alineados, entonces '
no habré ningin mOVimiento rigido posible entre F y F'.
(Lo aﬁe tendris que hacer es suponer que existe tal
movimiento rfgido'y luego mostrar ‘que esta suposicidn
nos conduce a una contradiccién.)

5. Demuestra que no puede defintrse un movimiento rigido |

| entre dos segmentos de recta de diferentes longitudes.

6. Demuestra: que no puede aefinirse un movimiento" rigido

entre una recta y un éngulo.l-(Sugerencia:' Aplica el -
problema 4.) . L ‘ v

t
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7. .Demuestra que dados dos rayos cualesquiera, hay un -
‘movimiento rigido entre ellos. (Sugerencia: Emplea

el postulado de colocacién de'la regla,)

8. ' Demuestra que no pueie haber un ‘movimiento . rigido entre

dos circunferencias de radios diferentes

VIII-2.| Movimiento rigido ggugggmedtos de recta’
' Teorema VIII-1l. Si AB = CD, entonces existe un movimiento

rigido | AB = ch.

Demostracién: Lo primero que necesitamos es establecer

una fbnrespondencia P«—>P' entre AB y EB._ Luego tenemos

que comprobar que las distancias se conservan.

Por el postulado de la regla, se pueden asignar a los
phntos ae la recta Kﬁ coordenadas tales que la distancia
entre dos puntos cualesquiera sea el valor absoluto de la
diferencia entre las coordgnadas. Y por el postulado de’
LOlOL&Cién de la regla, esto puede hacerse de manera tal
que A .tenga coordenada cgro y B la coordenada positiva

: IS
AB, '

A P_Q B l B
9] X y.;AB ’

En la‘figura, mostramos los puntos genéricos P, Q, con sus

respectivas coordenadas x, y. "

De la misma manera, se pueden asighar coordenadas a los
puntos de ch: o . o ' . !
! ] 1 '
¢ P Q D (

Observa que D tiene la'coordenada AB, puesto que CD = AB.

n

i~ | . 33" . o / -

. . ‘ ‘ o ' a
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Ahora estd claro qué regla deBemos utildzar para esta-
blecer 1f correspondencia o - \

P «— P!

i .
entre los puntos de AB y los puntos de CD. - JLa regla'es que

P corresponde a P' si P y P' tienen.la misma coordenada.

(En particding, At—* C, porque A y C tienen coordenada cero,
y B+«— D, porque B y D tienen coordenada AB.)

Es fdcil ver que esta correspondencia‘es un movimiento

rigido. Si PesP', Q4~>Q';y las coordenadas son x, y, como ’

-

en la figura, entonces PQ = P'Q', porque

© RQ=|y-x|=PQ. L

3

Por lo ténto, tenemos un movimiento rigido
. N :

y asf queda demostrado el teorema.

Observa que este movimiento rfgido entre dos segmentosg -

de recta queda completamente descrito si explicamos la

‘manera de aparear los puntos exttemos. Por consiguiente, lo

llamaremos el movimiento rigido inducido por'lg corresponden- ' _
e | T 1}
o . . A« C .
. B+—D.
reorema VIII-2. Si existe un movimiento rfgido AB % EB“hN - SN
entre dos segmentos, entgnces AB = CD. ' o, \\\\\
| La demostracién es fé4cil. (Este teorema es el problema ‘ N
5 del Conjunto de problemas anterior ) Lo e y
* . L _ & B . . ;
R ;'. O ‘ | SN
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_ Conjunto de problemas VIII-2 =~ - - \

1. Demuestra que hayJotfo movimiento rigido entre los
segmentos congruentes AB y.EB, inducido por la.correspdn-
dencia, | . | ‘

A«—D

Be—C.

- 2. Demuestra que hay dos movimientos rfgidos entre un-

« Segmento y s{ mismo. (Desde luego, .uno de estos movi-
- mientos es la correspondencia idéntica P4—+.P' de
acuerdo con la cual todo punto corresponde a s mismo.
,Este es un movimiento rIgido, porque PQ = PQ para todo :
Py todo Q.) ' : : . \

VIII-3. Mov1ﬁ1ento rigido de rayos, dngulos y triéngulos

Teorema V III -3. Dados dos rayos cualesquiera AB y CD

existe un movimiento rfgido

. AB »

La demostracién de este teorema es anfloga a “la del
teorema VIII- l, y dejamos los detalles al estudiaZ&
Teorema VIII-4. Si<ABC ¥/DEF, entonces ex!’ t

.

) e un
movimiento rigido " _ - .
| £ ABC % £ DEF * 1

entre estos dos 4ngulos. ot

Demostracién: Sabemos que hay los movimigntos rigidos
. . ' A\@A 8 ED : -
— - ' ..
C ~ EF S . !
entre los rayos que‘forman los lados dé 1os dos 4ngulos,

L

R
) |




Convengambsréﬁique 105 dos puntos Py P' (o Qy Q") corres;
ﬁonderén uno al otro si‘se_cdrntbpoﬁaen en alguno de estos
dos movimientos rigidos. Esto nos dé una correspondencia ) . /
.bilunivoca entre los dos &ngulose Lo que tenemos que'mdstfar o
" es que es;a'corréspondencia conserva las distancias, . _ '
Supongamos qﬁe se nos dan dos puntos P, Q delquBC y los

puntos correspondienteg P'; Q' del ZDEF. Si P y Q estdn en
j Q

el mismo lado. del LABb; entonces, evidentemente N '
) | PIQ' - PQ’ . (< . ] '
debldo a que las distancias se conservan en cada ‘uno de los Ty
- rayos que,form%n el £ZABC. Suponte, pues, que P y Q estédn \\\\\

en lados diferentes del £ABC, de modo que P'.y Q' tamgién
estén en,ladoq(diferentes'del dngulo £ DEF, asi:

A

Por el postulado L.A.L., tenemos que o b . .
R APBQ & AP'EQ'. Co

Por 1o tanto, PQ = P'Q', 1o qua tenfamos que demostrar.

\ . .
. \\. . ] o . _\.
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» .

Ahora necesitamos;démostrar el teorema anélo§6 para los
tridngulos: ' L . '
 Teorema VIII-5. Si A ABC ®AA'B'C', ‘entonces existe un
movimiento rfgido

AABC ~AA'B'C',
respecto del cual los vértices A, BycC corresponden a
A', B' y C' . - '

Demostracién: Empezaremos estableciendo una correspon-
dencia biunfvdca entre los puntos del AABC,y los puntos-
del AA'B'C'. Ya hemos dado una correspondencia biunfvoca

. e ABC «—» A'B'C' .
para los vérticeﬁg\\Ior el teorema VIII 1, esto nes da los
‘.movimientos rigidos nducidos

_AB=A'B', '
B c.
AC ~ A'C',
o . N .
y . . . '0 < ~
..BC = B'C" «

- entre los- lados de los triéngulos Tomados a 1a vez estos
. L)

tres movimientos rigidos nos dan ung correspondencia ‘
Jbiunivoca P> P' entre los puntos de los dos tridngulos.

Tenemos que demostrar que esta correspondencia conserva

- <

las distancias. .
Si Py Q estdn en el miSmo lado del tridngulo, entonces

«ya sabemos que e R ) «

P! Q = PQ.
Suponte, pues, que Py Q estén en 1ados diferentes digamos,
en AB y AC asi:




Sabemos que ' . . L ;
o AP = A'P',
;porque'Kﬁﬁ’A'B' €s .un movimiento.rfgido. .Poriestb mi smo,
T AQ = A'Q',

y i:ebemos quelZA 24", deb_idc.).a que AABC ¥ AA'B'C*. Por el
postulado L.A.L., “ L

j [

APAQ ¥AP'A'Q'. e e

Por ~lo tanto, o .. ’ : ' '

]
lo que tenfamos

PQ = P'Q',.
que demostrar. '’

A

[

T¢
<

s

d

?

]

Observa que
demostpacién

elipstracidn es

AY

. ’ T
si bien Ta figura no muestra el caso P = B,"
sl lo tiene en.cuenta. De todos modos;fla

mds importante que la figufa.h' ‘

N Conjunto de problemas VIII-3 _ .
, L ) — T
1. ‘Sea - o '
ABC — A'B'C' |
un movimientb rggido, X supongamos que A, Bhy C estén
alineados. Demuestralgug;si B esté.éntre A yC, éhtonces ' '_'.
B' estd entre A' y ¢t ‘ - o B
2. Se nos i& un.movimiehtq.rfgido h ' - //// E
N . : < FaFl. | o |
'Sean A y B puntos'de F, y supén que F contiene &l_segf.‘
R mento, AB, Defnuestra que F' contiene él éegﬁento A'BT,
| 3. Dado un movimiento rigldo Fw F' ,. demuestra que si ¥ es
T caﬁvexo, entonces F' también lo es. '
.4: Dado un ﬁoviﬁiento rigido Fe&F', demuestra'que‘si F . es
' “unosegmengo; gntonces F! tﬂmbiép,lO,pSp . . )
. /_/"/ ' . ' . - . n.'l' ¢
L - = , ( ,; - | o o
‘--Q( . o L . i ‘342 ’. » .

o :




5. Dado un movimiento rfgido F~ F', demuestra que si F

* es un. rayo, entonces F' también lo es.

~

" 6. Bemuestra‘que no existe un movimiento rfgido entre un

go®

. ¥ A
rencia, y sea

B

gegmento-y un arco circular (no importa lo pequefios que-
ambo’s sean)

N
[

VIII-4. _Movimientb }Igido de circunferencids y arcos
;Teorqmg'VIII-6 Sean 'C y C"dos cifcunferencias de )

radio r. Entonces existe un mpvimiento rigido v

. ',ent:'re. (} y'C' ..‘

s

pemostraéién' Sean P y P' los centfos de las dos
R ¢ — , -
circunferefic{as. Sea’ AB un (didmetro de la primera circunfeé

L'A'B' un diémetro de la segunda. Sean HI y H2

4—-—»
los semiplanos determinados por la recta A'B',

Ahora podemos establecer nuestra correspondencia biunf~

.voca Q «— Q' de la siguiente manera: (1) Sean A' y B'

p)

‘los semiplanOs ‘determinados por la recta AB, y sean H'q y H'p '~




". - . H
los puntos qugfcorresponden a A respectivamente.

o - _VIIT

(2) Si Q1 es un punto de c, contenido en Hl, sea Q' 1 el

punto de C', contenido en. H'l, tal que

! v
’ i)

Q' P B' G‘quPB
.(3) Si Q es un punto de c, contenido en H2, sea Q'

punto de C', contenido en H'z, tal que

AQ"P'B' = <Q, PB.
. 1
Tenemos que comprobar que esta correspondencia conserd%
las distancias, es decir que para todo_par de puntos Q, R
“de C, tendremos ' ' .

»lQ'R' - R.

.
v o
.

~

81 Qy R son los_exgremos.ﬁe un difmetro, entonces también
lo serdn Q' y R', y, por conpiguieﬁte, Q'R' = QR = 2r, . De
otro modv, siempre tendremos que AQPR & AQ'P'R', de manera

~que Q'R' = QR, (En° la demostracién se deben %znsiderar dos

casod, segin esté B en el interior o en el extlerior del
LQPR )

3

%’
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: )

Los sigulentes dos teoremas los deberds demostrar td-
mismo. No son'diffciles, una vez llegado hasta aquf.

" " Teorema VIII-7. Sean C y C' dos circunferencias de
-radios'igualee,”cqmo en gl teorema VIII%b. éaan 2XPB y

4X'P'B'" dngulos centrales coﬁgruenteihdé Cy C',lfespeptiva-
mente. ' v

3

-

Entonces se puede eleglr un movimiento rIgiqP C s, C' de tal
.manera que B «— B', Xe—X' |y ﬁ)\('m gy, :

Teorema,VIII-8. Dados dos arcos congruentes cualesquiera,

exlste un msVimiento rigido entre ellos. g

.~

VIII-5. Reflexiones o simetrias | "
La definicién 15imovimiento_rigi@o dada.en la
seccién VIII-1 es una-buena definici6én matemética, pero

podrfamos alegar que, desde un punto de vista intuitivo, ‘no
lleva consigo idea alguna de "movimiento'". Dedicaremos esta
secclén a mostrar cémo'se_puede "mover" una figura plana
. hasta hacerla coimidir con cualquier fiéura isométrica en el
‘mismo plano. o S ﬂ" _
En esta secclén consideraremos todas las figuras como
ituadas en un plapo fijo.
Defiq}cion?s Una correspondencia biunivoca entre dos

figuras es una. reflexién v simetrfa si existe una recta L tal
¢ " .




) A-hg h-viz

~n
o

que para cualquier par de puntos correspondienteg PyP, o0
bien 1) P = P' y estd en L, o (2) L es la mediatriz de’ PP'.
L se llama el eje de reflexién o de simetrfa y se dice que
cada filgura es la reflexidn, o'la simétrica de la otra figbfé
regspecto de L.

4

En los dibujos que siguen se presentan algunos ejemplos
de reflexioneb, de figuras simples: ' !

Teorema VIII-9. Una reflexi¢n es un movimiento rfgido.

Demostra¢ién: Necesitamos demostrar que si P y Q son
dos puntos cualesquiera, y P' y Q' son los simétricos de
dichos puntos respecto de la- recta L, entonces PQ = P'Q'.
Hay cuatro casos a considerar:

) - N

e

ot
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Caso 1. P y Q estdn situados a un piewd lado de L.
Considerémos el segmento PPT que interseca a L en el punto A -
y el segmento'aar que interseca a ‘L en el punto B. Por la
definicién'de'reflexién, PP'LL y PA = P'A, y QQLL y
QB = Q'B. Por tanto, APAB & AP'AB y PB = P'B, ZPBA & /P'BA,
Restando 2 PBQ o <PBQ'. Entonces tenemos que (por elkpostu-

{ lado L.A.L.) APBQ = AP'BQ', y, por tanto, PQ = P{Q'; /

Caso 2. La demostracién .es ahdloga~a la del caso 1.
‘Caso 3, Q'ésaﬁ en L. Entonces Q = Q' y PQ = P'Q', puesto
' que Q est4 en la mediatriz de PP'. EL caso en que P esté en
Ly Q no lo- esté es. Ldéntia‘.a éste o

Caso 4, P Ye Q ‘estdn ambos en L. Puesto que P = P! y
Q = Q', clertanfente tenemos que PQ = P'Q'., )

Empezando c¢on 1a'figuraOF, podemos reflejarla respecto de
.alguna recta: para obtener una figura Fl; podemos reflejar

F1 respecto de otra rsﬁra para obtener una figura F2, y asf
St s \ \ . Lo
gucesivamente. Si al cabo.de n reflexiJnes tales obtene-

mos una-figura F', decimos que F ha .sido transformada en
q . T -

F' medianpe%una cadena de n r®flexiones. ”
Gorolardo VIII-9 9-1. Una cadena de re{lexiones que

transforme F en F' determina un movimiento r{gido edtre
FyF', )

Volviendo a nuestras observaciones iniciales‘en esta
sécciéd‘ podemos considerar una reflexién como un movimiento

fisico, obtenido girando el plano c0mpleto 180° alrededor
- del eje de reflexién. EL corolario nos dice que a los

movimiehtos rigidos qué se puéden obtener como una cadena

de reflexiones, se les puede dar una interpretacién fisica
Demostraremos ahora que todo movimiepto rfigido es de este

tipo. '

/  La demostracién se daré en dos etapasf la primera sélo

" comprende wna figura muy simp}e. Poq‘cuﬁVEﬁi:zcia utili-’
zaremos la notacién F| F'y sl' P y F' son reftekiones una de -

la otra respecto de algin eje: : ' '

. : '.. 34"'1 i ) '\

»
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Teorema VIII-10. Séan A, BnC, A', B', C'seis puntos |
tales que AB = A' B', AC = A'C', BC = B'C'.  Entonces hay una
‘ cadena de a lo mds tres reflekiones que transforma A, B, C
-en A" B', C'. N

Demostraqldn: . . , | . o4
Pdso 1. | . B ' O ¢

‘Sea L, la mediatrfz de AAT, y sean B,.y C, las reflexiones’
de 3' y C' rgspébto de LZ%. Entonces A, Z’C', Aﬂ"B-, c'.

Paso 2.

: N _
Sea' L, "la mediatriz de 882 “ Ahora blen, AB =:A'B', y por el

'teorqma VIII- 9 A'B' w AB Por consiguiente, AB - A32

Por lo tanto, A estd en Ll’ y es su propio'sxmétrico en la ]

reflexién respecto de Lf‘ ‘Asfi los simétricos de los puntos

'A,‘Bz, C2 respecto de k -gon A, B, Cl’ respectivamente. o

’
[




-

.C, C' en el paso 3) coﬂ.nci‘n.

A-VI1I

Con argumentos aﬁélogos'a los énteriores podemos ver que

AC :_Aci y BC = BCl. Por consiguiente, Rﬁ es la mediatriz

de-CCl, y los simétricos de los pp?tqs A, B, Cl en. la

reflexién respecto de ;E son* A, B,.C,.respéctivamente. .
Asf, pues, tenemos 4 |

A,B,C ] A“B c,l a,By,c, | A' B',C', .

como se desdaba
Uno o dos pasos cualesquiera de los tres antes mencio-

nados puqden resultar innecesarios si el par de puntos con el
.“ .

‘cual trabajamos (A, A" en el paso 1; B, B' en el paso 2;

L]

Ahora esgtamos preparados para la etapa final de la demos-
tracién. ¢

Teorema ViII 11V Cualquier movigiento rig{AO es €l

¢
resultado de una cadena de a lo'mds tres reflexiones \

" Demostracién: - Se nos da un movimiento rfgido F o F'.
Sean A, B, C tres puntos no alineados de F, y A' B', ¢! -

los puntos correspondientes de F',
(Si todos log puntos de F estén alineados, sk necesita

una demostracién diferente( aunque mds simple. Los detalles:
de esta demostracién se dejan al estudiante.)

349




-~ ! :
. Por el teo!%%a VIII 1Q., podemos pasar de A', B', C'a \

A, B, C mediante una cadcna de a'lo mgb tres reﬁlexiones.

(

'Por el corolario VIII 9-1, esta cadena determina un movi-
miento r{gido F ~ F", y' por la construccién de las reflexio-

nes teanos A" = A, B" =B y ¢" = C. De manera esquemédtica,

(4

la situacidn es como se muestra a continuacién:

4

FINN

-

¢ pmf—

. >
Flapt

Construido

A S

Demostraremos que para todd\punto P de F s%:é cierto qug
P' = P, Esto probard que F" coincide con F, y que el mbvi-
miento ¢{gido dddo F¥F' es idéntico al determinado mediante *

la cadena de reflexiones. -

.

Consid¢remos pues, cualquier punto P de F, el punto
. correspondiente P' de F' determitado por el movimiento rigiéo

F:uF', y el punto P" de F" deteérminado partiendo de P'

mediante la cadena de reflexiones. Ya sabemos que A" = A,

’B" - B,‘C" - C' 0
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Como todas las relaciones estudiadas son movimientos
- , ,“ rigidos, tenemos que AP = A'P' = AP, Anélogamente, BP” = BP
; y CP" = CP, De las dos primeras igualdades y de AB = AB,
| | -se deduce que O ABP'® AABP", y por lo tanto, LBAP & LBAP",
., S1 Py P" estln en el mismo lado de'xg; entOncés, por él
" postulado de la construccién{del éngulo AP = 'f?', y como

. que P = P", lo que desedbamos demostrar, -

Ahora supbén que P y P? estén de lados opuestos respecto

de KK.‘ ’ ' - o *

¢

Puesto que PA = P'"A y PB = ‘P'"B, se deduce que A yVB estén en

N recfa, lo cual contradice la eleccién de A, B'y C como

,puntos no alineados. Por consiguiente, este caso no surge,

y nos queda que P = P" con lo cual queda demostrado el

« teorema, e . )

]

Conjunto’ de problemas VIII-5 N

'1. En cada undgdevlos siguientes &jercicios, construye coq

cualesquiera instrumentos que creas convenientes, la
reflexién de la figura dada respecto de la recta L:

AP = AP", del teorema de la 1ocalizac16n de ‘puntos ‘se deduce ~

’

. 1a mediatrsz de PP" Como PC = P"C! C estard también en esta




-

4 + .ov

e /)

2, Determina una cadena de tres o meno!'reflexiqnes que
- _transforme ABCD en A'B'C'D', |

- D

/

" 3. a. Mediante una cadena de cuatro reflégzgzes,<trans

el AABC respecto de los ejes L1 L2,'L3,'L
. . an T
jt ) . .

“«

4

o

b. ¢ Decermina una cadena mdg corta que produzca el mismo

movimiento rigido,

Definicibnes}. Una figura es simétrica si es su propia

reflexién respecto de algin eje. .Un tal eje se llama un eje
de simetria de la figura. .

4, Demuestra que un{triéngulo isésceles es simétrico. ;Cuél
| Fs el eje de simetifa?
5. Una figura puede teper mds de un eje de simetrfa. ;Cuéntos

ejes de simetrfa tigne cada una de las siguientes figuras?
a. un rombo ' '

b. un recténgulo [ , . o
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‘¢, un cuadrado .

. d., un tridngulo equildtero | =8
Ly | : | o
e.. una circunferencia , T ‘

’

6. El movimiento rigido definido mediante una cadena de dos

reflexiones- respecto de équ_paralelos tiene la prdpiedad

(. ) -

de que 81 P «—— P', entonces ?F'(tiene una longitud

' fija (el duplo de la distancia entre los ejes) y una
direccién fija- (perpendicular a los ejes). Demuéstralo.
¢@ Un movimiento 'de esta clase se llama una frasiacién.
7. El movimiento rigido definido ‘por una cadena de dos refle-
xiones en ejes que se interseqluen eﬁ‘ tiene la propiedad

de que si P+«—>P' entonces <4PQP' tiene una medida’
fija (el duplo de la medida del &ngulo agudo entre los ‘

ejes). . Demuéstralo. Un movimiento de ‘esta clase se llama. -
un%/rotacién'aLrededor de Q. |
‘8. Muﬁstra la manera como, utilizando los resultados de los
problemas 6 y 7, el teorema fundamental VIII-1l se puede
. enunciar también de 1a;§iguiente manera: |
Cualquier movimiento r{gido en un plano es una reflexidn,.
una traélaciéq, una fot&cién,-hna'traslacgén seguida de

. - e
-.una*reflexfén, o’una rotacidén seguida de una reflexién, ['

[

{ .
- 353
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.7 Apéndice IX

!

DEMOSTRACION DE TEOREMA DE LAS DOS CIRCUNFERENCIAS °

La "lidez d 1'teorema'de'la8 dos cifcunferencias

eﬁunciado Capftulo 14, se basa en la ‘existencia de

un cierto tridngulo, y la demostracién es mds fécil de -
comprender si se establece*dicha existencia primero.’

El teorma de gxistgngia del griéngulo Si a, b, c.
’ :
son ndmeros positivos, cada uno de los cuales es menor que

~la suma de los otros dos, entonces ‘existe un tridngulo cuyos
‘lados tienen 1ongitudes a, b, c.

Demostracién La parte diffcil de la demostracidn es

&és bien algebraica que geométrica. r;mero, supongamos

respecto a la notacién, que los tres ndmeros a,'b; c estén

;rescritos‘ségﬁn su d?hen de magnitud, es decir,

a<bsc. ¢
Empecemos con un segmentq Kﬁ, siendo AB = c. Nuestro

problema es hallar un triéngulo AABC, con BC =a y

* AC = b, asf:

: vy
En cierto sentido, vamos a tratargeste problema retroce-

- ]
diendo a partir de su solu(}dﬂ Es decir, vamos a empezar .

.suponiendo que existe un tridngulo que cumple las condiciones‘

%stipuladas Basdndonos en esta suposicién, hallaremos
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?&actamente d6ndq debe egtar el tercer vértice . .Déédﬁ
luego, este procedimiento no demostraré por s{ mismo que.
el enunciado anterior es cierto, porque empezamos supo-

niendo lo mismo q@e tenfamo§ que demostrarr Pero ‘uria vez

que hayamos encontrado la situacidén exacta de los, pumtos que-

'Eodriad ser apropiados, serd muy fédcil comprobar que, en

verdad,_geg apropiados. (Claro estd, hay dos posislés
" posiciones para C, a\@mboé lados de la recta AB.)

(Este procedimiento es el que utilizamds al resolQ}K\ L
ecuaciones. Para resolver 3x - 7 = x + 3, primero ’ \
fbuponemOb que E_l un n mero x que satisface ja la,ecua-
Eién. Para este ndm . obtenemos sucesiv!kente fque,

3x = x + 10, _ L

. - . 2x = 10, 4 :

' X'= 35,

Entonces invertimos el procedimiento y as{i; wefificamos que
el ndmero 5 efectivamente satisface'a la ecuacién dada. )

Suponte, pues, que existe un tri&ngulo AABC del tipo
que buscamos. Tracemos una perpendicular désde C hasta
A8, y sea D el pie de la perpendiculér. Entonces D
estaré entre A y B, porque AD<b sc y BD: <a.$c.

/

\

Sea y = CD, y sea x = AD, como en 1a figura. Entonces

DB = ¢ - x, ¢omo se indica. Tenemos que buscar expresiones
1 .

‘.
LA

de x~?a§ y en funcién de'a, b y c.

-
v
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_ £  | 3 \
. lPor el teorema de Pitégords, tenemos que . ;l
e . o - 2 2 2 -
N | \ | (1) = +y =b ' .

y < o,
\ . 2 ’ s'2
_ (2) y + (c - xye - a .
Por consiguiente, T - |
W .." ! . - 2 - b2 - 2 . ’
\
también ' ' SR ¢
y ) : ‘ 2 2 |
y - (c - x)
Igualando estas dos expresiones de y2, vemos que

o L2 2 2
- o b - xv=a - (¢ - x) 4,
Do 2 2 2. 2 vE ;o
: | b - x" = a” I 4 2ex -~x2, .. d.
Y 2ex = b2 4 % - o, /
y e 2 2 2 / ‘
. ‘ b +c - a o '
’ (3) X = . 2C ) . /

! ’
" Lo que hemos encontrado hasta aqui es' que st } e y

“satisfacen.a las ecuaciones (1) y (2), entonces i satis-
face a la ecuacién (3) RecIprocamente, compr baremos que
sl x ey satisfacen a las ecuaciones- (1). # (3), enton-
ces. x e .y también satisfacen a la. eCuaciﬁn (2). Pues,

8l las ecuaciones (l)ﬂy (3) son vélidas, enéoFgg§ partiendo .

~ “de (1) tenemos que v 4. ' S
. : ) . y2 - b ‘. x2 ! .‘
" Sumando  (c. - 3)2 a a@bos miembros, obtenemog\
. e L 2
7 . 'f'AL y + (c - x) - (b - X ) +7(c - x) s
. " - 'J - b2 w x2 ‘*‘ %2 2{1}{ + XZ/ ‘_ ¥
o . . b2 + c2 . f&x'- R
, Co : N
'p'.r. : . ] e
? &
6‘ -~
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Sﬁétltuyendo x en el miembro de la derecha por su expf%sién

equivalente de 1a ecuacidn (3), obtenemos

»

y2+(c_-x)-b2+c2-(b2+c2-82) ’

4

2"_ L]
. -a.’\ '-\
de manera que (2) es vdlida. .

' Ahord que gabemos el triéngulo 4he debemos construir,

volvamos a empezar Tenemos tres nﬁmeros positivos <
a, b, ¢/ cada uno de Dexcuales es. menor que la suma de ‘los

otros dos, y ademés asbzc. Sea ' .
& ' b2+c2-a2 7

v - X 2c

. . 2 2 o
Entonces x>0, ya que b za y ¢ > 0.\ Qugremos poner .
S [ 7 e
[\ y = b2 - X ’ . N ! 4

" de manera qué;,kz + y2 - 52, pero para hacerlo, primero

.dWr" se-guros de que x <b, es decir, que b - x>0.
o o N\ . .
T o _ . P

2 2
b -"x 1 b d.b + gc - 8a
N~ L, . ‘- ébc _ b2 - 02 +-8.2 . ™\
. - , 2¢
' o a’ - (g? - 2bc_+ b) .
. 20
.. - ae - (2‘_ b)2

2¢

Ahora -se nos da que c <a + b Por’conSiguienteh
g « b<a y, por t:ant:o (c - b) < 82. De la ecuacién ante-
rior se deduce que Iy - x>'0 6 x <b. |

);Ahora estamos preparados para cpnstruir nuestro
triéngulo.v Sea AB un'segmento de longitud’ c.

L 3




y

N

y centro A, y seaW>C

 A-IX

A
-
| _ 2, 2 2
Sea D; un punqo'en AB tal qUé AD = x = b +22 =

Tal~punto éxiste, pues sabemos qué X<bzc. Sea C un
punto de la. petpendicular a AB que pasa por D, tal que
2 2
. .DC = y = b - x . .
Entonces , : N
‘ act = %%+ y2 -2, o
y también , ' . ) : .
’ 'BC? - y2 + (¢ - x)2 - a’.

Por consiguiente, AC = b Y BC = a, lo que necesitébamos.

La demostracidén del teorema de las dos circunferenaias
es-ahora bastante fdcil. -

Teprema 14-5. /(El teorema de las dos éirchnfé}eﬁcias )

S1 dos circunferencias tienen radlos a y b,y sf)
c es la distancia entre sus centros, ertonces 1as clircunfe-
renclas se Intersecan en dos puntos, uno a cada lado de 1la

recta de los centros, coh tal que cada una de las cantidades‘

a, b, c

sea menor que 1a suma de las otras dos.

Demostracién.

Sea

C

!

la circ&nferencia de gadiq, b

s

2

la circunferencia de radip ;.

)
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'a y centro B, , Entonces AB = c.

Sabemgs por el teorema de existencia del triéngulo, que
hay'un;triénguio ARYZ cuyos lados tienen lohgitudes

a, b y c, asi: . ]

Utilizando el postulado L.A.L., copiarémos este‘triénguio'
a cada lado de la recta T de 1a sigulente manera: A

. >
‘cada lado de AB tomamos un rdyo partiendo del punto A, .

de manera tal que losAéngulos‘fQ§mados son congruente®
al éngulo X. , : | ' '
. . | \j\

\M'/ 't ) e ) \

hd .
- r \‘
35: . :

t




B

En estos rayos, elijamos dos puntos P y Q, tales qué

AP = AQ = b. Por consiguiente, la circunferencia C_1 pasa
Py Y

" por los puntos P y Q. Del postulado L.A.L. se deduce
que " . ' . . .
"AAPB ¥ AXYZ'S AAQB.
Por lo tanto, PB = a = QB, y en consecuencia, la circunfe- _
rencia C, pasa poy los puntos P y Q. . "‘. : ' Vi
Esto demuestra que P y Q Son, pdr lI'o menos, REEEE. '
de la interseccién de Ci vy C2 Para demostrar que consti- ’

tuyen la interseccién debemos demostrar que no hay un

tercer punto, R, que ‘esté en ambas ‘C1 y C2' 51, hubiera

un punto ‘tal R, por el t@orema'L.L.L. tendrfamos -

, . NABR SAABP, y, por tanto, m< BAR .= m /BAP.

Pero en el plano dado hay’ solamente dos é&ngulos tales, uno a
cada lado de X*, y en’consecuencia, o bien AR £ Ab o AR = Kﬁ
Puesto que AR = AP = AQ = b, esto significa que o bien
R=PoR=4qQ,y, por tanto, no puede haber un terter punto
. congpnido en ambas C1 y C2 '

A N . - ’ . \ ’
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TRIGONOMETRIA

. X-1. Razones trigonométricas

El estudio elemental de la trigonomqtr{a se basa en
el sigulente tgorema:

Teorema X-1. Si un 4ngulo agudolde un tfiéngulo. . .

-

rectdngulo es congruenté con un 4ngulo agudo de otro

tridngulo rectdngulo, entonces los dos triénguios son seme-

- jantes.

. . Demostracién: Sean 4C vy LC{ los 4ngulos rectos de
los tridngulos AABC y AA'B'C' respectivamente, y sea
mZA = mZA'. Entonces, por el corolario A.A. 12-3-1,
DABC*~DA'B'C' . | |

La aplicaci6n de este teorema es como sligue: Sea r

cualquier ndmero entre 0 y 90, y sea AABC un tridngulo /P\\\
rectdngulo con m4C =90 y mzZA = r. Por convenlencia,

elijamos

AB = ¢, AC = b, BC = 3.
2

(Entonces, el teorema de Pitégoras nos dige que c2 - g +vb2;)

b - i

A

Si consideramos otro tridngulo tal, AAéz C',\con
;jo Y. mZA' =1, obtenemos tres n correspon-
tes b', ¢' que, en general, serfan distintos de

c. ‘Sin embargo, slempre tenemos que;
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Para. ver esto, observa que.del ‘teorema X-1 se dgdgée que
/ Al - c!
’ ' - a c
_S%‘multiplicamos ambos*miembros de esta:ecuacién por ﬁT
obtenemos el resultado deseado. , y
Asf, pues, la razén '% no depende del tridngulo
particular que u;ilicemog_y s{ de la medida r del 4ngulo i
agudo. El valor -de esta razén se llama'el seno de r°, el '
cﬁal, para abreviar, se escribe sen r°. Especificamos
que se usa el grado‘como unidad de medida, porque en ' S
. aspectos mds avanzados de’la trigonometrfa se acostumbra |
utilizar otra unidad de medida para los éngulos,_a saber,
el radidn. ' )
\ . Veamos qué podemoé deélr ; v
X acerca de sen 30°. Por el ~ - -

\ _“taqrema 11-9, sabemos que .

' en este caso si ¢ = 1, /
entonces a= % . Por con- f
slguiente, sen 30° = % =r%. 2 :

\ Es evidente que se puede
tratar la razén  del midho
'mggo que %. La razén % se .
se l%ama coseno de r°, y se
egcribe cos r®°. Del teorema de Pitégofas vemos que si \
am= % Y c=1, entonces b = -%. Por tanto, cos 30° _.[%‘

De las otras cuatro posibles, razones de los tres 1ados |
* del: triéngulo, s6lo utilizaremos una, a saber, ‘%. Esta v

razin se 1lama la tangente de.r®, y se escribe tan r°.
1

Vemos, que tan 30° = Jf-.' (Este uso de la palabra "tangente"
tiehe - 86lo una relaci6n histd‘ica sin “importancia, con su :’

\ | o
\‘ , |

\ 36. |

\’l

\




_significado habitual en relacién con una situacidn especial

/pntre una recta y una cfrcunferencia )

Llamamos a estgs tres cantida eéf;;kones trigonométricas

- ) o

Conjunto de problemas X-1

1. En cada uno de los siguientes ejercicios, indica la
informaci6n necesaria en funcién de las longitudes
de los lados indicados:

a. sen A=17, cos A= 17, tan A = ?

' 4
b. sen r° = 7?7, ,:ls r° =7, tan r° = [
; {
12 5
re .
. 13 .

/%Ln B =2
tang = ?, tan B = ?

d. sen A =

-
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2. En cada uno de los siguientes ‘ejercicios, determina é,

‘
—~valor numérico correcto de x: w . % Co '
C\ a,” cos P = x '

S~

B ) 13

"b. tan a°® = x

. JDetermina: sen 60°, cos 60°,. tan 60°.

3

4. Determina: sen 45°,.qus 45°, tan 45°,

5. Utilizando Tgla y transportador, traza alghnos
dibujos parg determinar mediante medicién las
'slguienteg’ razones trigonométricas:

~ a. sen 20°, cqs 20°, tan 20°.
b. sen 53°, cos 5‘, tan 53°.

- e

X-2. Tablas trigonométricas y aplicacione

Aunque se pueden calcular exactamente

.trigonométricas de algunos éngulos, tale

45°, en la mayorfa de los casos tenemos hue confodmarnos

con valores aproximados. Estos seMNuuede detegginar

mediante varios métodos”vanzados; al de é%ce apén-
dice ofrecemos una tabla de los valores cOgrectos con ths
clfras decimales de ?as tres razopes tkigonométricas.

Teniendo una tabla de razpnes trigonométricas, y un
Y _
instrumento para medir dngulos,” tal cbmo un trénsite (o,

unas cuerdas y un transportador) se pueden resolver varios .
problemas précticos. '

’ T\ " | . .“
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EJemplo X-1. Se encontrd que desde un punto que dista
100 pies de la base de un

asta de bandera, el 4ngulo
enntre la horizontal y la

recta Yesde el punto hasta
el tope del asta es»de 23°,

Sea x 1la altura del asta.

‘Entonces

X ° =0, . . - |
1_06' tan 23 425 .» . / :
Por consiguiente, x = 42.5 pies. Un dngulo como el que

congideramos en este ejemplo frecuentemente se 1lama el:
dngulo de elevacién del objeto.

Ejemplo X-2. En-una circunferencia de 8 centImeFros de

radio, una cuerda AB tiene 10 cent:{metro/de 1ongitud
{Cudl es la medida de un 4ngulo inscrito en el arco mayor
'AB?Q Tenemos que AC = §,

AQ-'?_]‘ 10 = 5. De aquf

se tiene que sen4 ACQ = % = 0.625,.. , A
m £ZACQ = 39°,

1 . N ; Q
m(arco menor AB = m £ACB =

.2(n14ACQ} - 78°.- | P
Por consiguienteé, m £APB = B
-;ﬂﬂ(arco @) = 39°, aproximado . -

al grac’o.. , ' %

Conjunto g_e_,p;oblemas X-2

ll_. Mediante la tabla, calcula: sen 17°, cos 46°, tan 82°,
cos 33°, sen 60°. C‘mcuerda el dltimo valor con el
determinado en el problema 3 del Conjunto de problemas
x~1?
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2. En cada uno deJ&os sig&ientes casos, utiliza la tabla

o Para determinar el valor de x con la aproximacién
.+"de un grado:
. cos x =.0.731, ‘sen X 2 0.390, 'tan x = 0.300

| sen x - 0.413, tan x =2, ~ cos X -‘%

( > 3. ¢Un a1pini§pa esc81§ media milla‘por una pendiente.cuya
> inclinaci6n es de 17°. ;Cuénta altura gana?’
4. Cuando un poste de seis'pies proyecta una ‘sombra de <~ J
_ cuatro ples, (cudl serd el &ngulo de elevacién del sol?
5. Un tridngulo isésceles tiene una base de 6 pulgadas y
un éngulo opuesto de 30°. Determina:
la altura del tridngulo. _
las longitudes de las alturas correspondiehtes a los

- lados iguales.

-

c. los dngulos determinados por gstas alturas y la
base.

d. el punto de interseccién de las alturas.

6. Un decdgono regular (figura de 10 lados) est4 inscrito
en una circunferencia de radio 12. Determina la lon-

gitud de un lado, la agotema y el frea del decdgono,
7. Dado mzA = 26°, msCBD = 42°, BC = 50, calcula AD y AB.

A\ . oo e . :
D<*) -
C

li‘,‘~ ] : 36t)‘ - 'y
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A-T1

Teorema X-2,

cos A <1,
Demostracién:

seccidn X-1, a<c

desigu&l&édes por

Relaciones entre razones trigonométricas

Para cualquier dngulo agudo A, sen A <1,

En el tridngulo rectdngulo A ABC de la’

Y b<ec. Al‘giyidir cada una de estas

a

¢ se obtiene

b

_<]_’

<1
c -

lo que querfamos demostrar.

Teorema X-3. Para cualquier 4ngulo agudo A,

" sen A . an A, y (sen A)2 + (cos A)2 =
; cos A } 7
Demostracién: a
sen A _ € .a. tanlA. .
cos A b b
C \
2 2
2 2 _a b
(sen A)“ + (cos A)¢ = +
\ ) ( ) 2 t
} .
L : 82 + b2 - cz" 1
. (< 2
Teorema X-4. Si £A Yy /B son &ngulps agudos complemen-
tarios, entonces sen A = cos B, cos A = Sbn B, y o
. ¢
tan A - . '
tan B . .
‘.
f : /
- i i \
PO ¥
.
. /
) ’ » £ £ \
36",
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Deéostracidn: En la notacién de la figura tenemos,
-4

‘ . ‘

X .
senA-;-cos B,

. . o P _,4\\-‘
C . E . cosA-‘E-sen B,

1
tan A = x "l =

. Yy Y tan B
[ x

2 3

Conjunto de problemas X-3

, a\
Resuelve los siguientes problemas sin utilizar las
tablas: '

1. Si sen A = %, {cuél es el valor de cos A? ;Cudl es
el valor de tan A? (Utiiiza el-teOreqa X-3) o
2. ¥gq cada uno de los:siguientes casos, utiliza una regla

y un compds para construir el £A; si es posible. Se

permite que utilices los resultados de ejercicios
/ . .
anteriores para simplificar ejercicios posteriores.

a. QOﬁ‘A = 0.8.

[

»

Solucién: Elije cu§}quier segmento \conveniente AC -y

p constrﬁyé’c LAC. on centro - A ‘y radio: AC s construye

] _ 0.8
ady
un arco que interseque a CQ en el puntJ B+ ‘Entonces

' s cos( ¢« BAC) '\0.8.
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Tabla dq‘razonés trigonométricas . o

o “Tan- | - Té‘m-'
_ Angulo Seno 'Coseno gente Angulo Seno Coseno gente
’——\ . . bl . ' ' -
: 0 0.000 1.000. 0.000 . 6/5
1 .018 <1000 ~-.018.| 46  0.719 ; 0.635 1.0367 -
N 2 .035 0.999 .035 |.h .731 682 . 1.072
3 .052° .99 .052 ! 743 .669 1.7111
) ‘ 4 .ogo . .998 .7 070 hg - 755 - 656 - 1,150
: 5 .087 996 - .088 50 .766 643 1.192
6 .105 .995 .105 51 .\.755 .629 1.235 -
7 .122 .993 .123 .52 T .616 1.280
8 .139 990 . .1m 53 799 .602 1.327
- 9 .156 .988 .158 54 .809 .588 1.376
y, 10 L1TH .985 & 55 819 57 c.1.428
~ 11 191 982, 194 56 .82Y .529 ©1.483
. 12 .208 .978 - .213 5% - .839 .5 1l.540 .
13 .225 97h .231 . 5 .848 .530 1.600 ,
14 242 .970 L oug 59 .857 515+ 1.664
15 .259 .966 .268 60 866 - . :500 1,732
16 .276 .961 - .287 . 61 875 485 1.804
1 .292 .956 .306 62 . .883 LT 1.881
- 18 .309 -+ .951 .325, 63 .891 A5l 1.963
' 19 .326 .946 3uy L 6y .899 438 2.050
20 ) .guz . .940,, 364 | 265 . .906 RiT-X 2.145
21 .358 .934h . ,384 66 914 ho7 2,246,
2, .375 927 .ol 6g .921 .391 2.356
123 .391 .921° . .4o5 6 .927 .37 2.478
2y SLhoT .91 Ay 69 . .934 .35 2.605
25 23 .906, 466 70 .90 .342 2.747
26 .438 .899 .488 717,946 .326 2.904
27 sy . 881 .510 T2 .951. .309 3.078
28 470  © .88B3 .532 73 .956 .292 3.271
29 485 875 . " .554 T 961 276 3.487
30 .500 .866 STT | 75 .966 .259 3.732
31 .515 - .BFg .601 76 970 - ,242 4,011
32 .530 . 625 7& 9Th .22 4, 331
33 .55 .839 - .649 7 978 © - 208 . 4.705
v ¢ 34 559, .829 675 'gg 982 - 191 5,145
. ' 35 YL .819 .700 80" .985 JATH ,5.671
36 .588 °  .809 727 81 .988 .156 6.314
. 3 .602 799 LT5% . 82 .990 .139 gill
i 3 616 , .788 .g 1 83 . 4993 122 8.1
' 39 . .629 777 .810 | ~ 84 995 . 105  9.514°
4o .643 .766 .839 85 .996 °  .087 11.43
41 . .658 755 .869 -86 .998 - .070 14.30
‘g .669 STH3 7 .900 85 T .999 052 19,08
43 .682 731 933 | 8 ©.999 .03 28.64
hy - '68? ' .;1; ©.966 89 * 1.000 .01 57.29 |
/ 45 T .70 .1.000 90 1.000 .000 -
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Soluciones a' los problemas deél apéndice

A

Conjunto de problemas X-1 L
1 a. %’ _l;, ¥ o' ¢ ' - :

U

s

2

S
\

o 3 Y4 i
5 5 3
4. X . z x z '
y) 'y-)- E’ "Y' P . v,
v 2. \ a g : a b. 12‘._ l i
VL E3
VAT ¢
3 . §) E; ﬁ-
b, J%J I~~~
5. a.' 0.34, 0.9%, 0.36. o
b. '0.80, 0.60, 1.33. , v,
\ SN
. -
. Conjunto de problemas X-2 ' '

2. 3% 23° 17°, a°, 63°, T1°,

3. 'sen 17° = —S—— x =0.292 - 2640 = 771 pies.
| 5 -5080 |

ok, 'tanx-g-- 1.5. x-'/56°t o

5. m/A =30, m/B=n/CaT ° .

" a. gp-tanC,, §D= 3.732 -3 = 11.106.

[ b g% =8en. B, CE =0.9666 = 5.796.

¢c. m/ ECB=90° -m/B = 15°,

d., 3f = tan 15°. DP =268+ 3 =0.804, :

R




)

o b
6. sen18° = ™

: ) ) ) L0 N \ .
7 ba3.71, a7k . 365 X
' ‘ ) : ' q\;.,.._J . ! . ’ .o

cos 18° « B, )
& 12
a = 11.41. .
. 4 a’roa - %'. 10 . 7.1‘2 «11.41 = ]‘23. . - e
7. tgn 42° - '(5:18” CD = '&5.0'. _ , .

tan 26° = *g, . AC = 92,2, AB = l2.2, v ’ o
~ R : : ’

[en 260 - *g’ AD - m‘ . \

-

: ’ " Conjunto de problemgs X-3 ) T
1. (sen A)2 + (cos I\)2 -1, %+ (cos A)-2 -1, i

n B -

) - 1- ¢
o tan.A = ::Bn-% - 2_% - 2;!. | _ ]
2. (c) Imposible N 9
(d) Aqul A es congruenté con el éngulo'. B de la . T
- parte (a). _ '
1 : ‘ (&) Aqui A .es’ el complemento del dngulo A de la
o : ‘e

“parte (!) .




&  Apéndice XI © : : —

"POLIEDROS REGULARES.

Un poliedro es un cuerpo cuyaé'frqnteras consisten en
porciones de planos,.llamadas ctaras, que son regiones
.poligongles Los lados y los vértices de 1os'polfgonoak§g .
1laman g;istaa y vértices fel poliedro. .Loé prismas y las
pirdmides son edemplos de tipos especiales de poliedros.

Un poliedrocregular es un poliedro convexo (para la defi-
nicién de convexidad refiérete a la seccién 3-3) cuyas - -

caras estdn limitadas por po]fgonos régulares que tienen

todos eL -mismo nidmero de 1ados y tal que en cada vértice // /

concurren el mismo.nﬂmero de caras (y aristas). Determina- 'Y
remos cédos los poliedros reguiares mediante la famosa

férmula de Euler que relaciona el ndmero ﬁe vértices,

arigtas y caras de un péliedro cotvexo (m4s generalmente,’

uno que no coMtenga agujeros). Una exposicién excelente

de esta férmula se encuentra-en el libro de Rademacher y:

Toeplitz, "The Enjoyment of Mathematics" . Demostraremos

gue hay solamente ¢inco posibilidades para los numeros de
vértices, aristas.y caras, pero omitiremos la demostggcién
de que cada una de estas posibilidades se cumple en un
'po{}edro regular de una manera y sélo una.

Suporite que tenqmos un poliedro regular con V vértices,
E arigtas y F caras, y con r carag concurrentes en cada

vértice J n  lados (y vértices) en ;éda cara. -Si se

considerasen unq\g una todas las aristas,:tendrfamos E
segmentos, cada uno con dos extremos, y por consiguiente,

habrfa 2E extremos en total. ‘Ahora bien, hay} r de




o ‘ .
coe ) et ’

A-XI

" estos extremos.inc;:2>tes en cada uno de los V vértices.

Por tanto, hay un total de rV extremos y tenemos, pues,
P .

. !

la relacién ry = 2E 6

v . v s

'\uténélogamente, imaginate una a upa todqé 1as caras y
cuenta el ndmero total de los 1ados de tales poligonos
Hay 2 caras incldentes en cada arista "de maneralque hi?
2E Iﬁdos. Hay' n lados en cada cara, y, por loitanto,
hay un total de nF lados. Asf, nF = 2E 6 \

2E -

(2)\4 ,‘ ’ ' F --—t;- . '! '~ \.k . /A
La férmula de Euler nos dice que ‘ \&
. : \
V-E+F =2, A
Sustituyendo V y F por sus valores en las ecuaciones
(1) y (2), obtenemos N ' |
2E _p 4 2.,
E r PR o ;
.Dividiendo por 2E, obtenemos v
: 11,11
(3 - r2ta E
v Ror tanto,
A a) 1.14159
) : r 2 n .
" o sea,
1,151
£ ' T 1 1.1 1 1.1
Ahora bien, rx 3; de modo qﬁ? %i‘g,f. = 5" %?.AIYT.'B-" -'6-,

y por tantz, n<6. Asf, pues, n =3, 4 65, ¥ las dnicas
posibilida es para 1as caras son triéngulos cuadrados, 0

pentégonos regulares. Mediante el mismo argumento vemos que
. ) .o

37(1 ‘wa“
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lag Unicas posibilidades para r son r =3, 4 6 5. El
L TN b 4 .-

" .valor de E se aetermina mediante la ecuacién (3) y los

valores de V y F mediante las ecuaciones (1) y (2).

8 V=4, E=6, Fp4,
V=6, E=12, F.= 8.
{2, E =30, F =20,

Para n = 3, r = 3, obten
Para n = 3, r = 4, obtentmo

Paran =3, r = 5 obténemos v

Ensayando con n = 4, vemos qhe:la Unica posibilidad
para r es 3, y en este caso V = 8, E= 12, F = 6.
Fipalmente, .para n = 5 ,la dnica posibflidad es ' r -.3,
que da V = 20, E = 30, F = 12,

Estas cinco posibilidades se cumplen esencialmente
de Qpa sola manera para cada eleccién.de F, E y V
(en forma mé4s precisa: dos poliedros regulages con los
mismos valores para F, E y V .son "seémejantes'), aunque
no lo hemos demostrado. _ En la giguiente tabla se indican

los cinco poliedros regulares:
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A-XI A-80 1
Nimero de -
. . caras
Fronteya|Ndmero |Ndmero Ndimero |[(o aristas)
Poliedro de la | de de de . en un
regular cara caras |aristas | vértices vértice
Tetraedro |Tridngulo 4 6 4 3 ‘
Octaedro |Tridngulo| 8 12 6 4
‘Lcosaedro |Tridngulo| 20 30 12 5
Cubo Qpadrado 6 12 8 3
(hexaedro) ' | _
Dodecaedro| Pent4gono <;12 30 20 3

Tetraedro

Dodecaedro

Hexaedro

».

Icosaedro

Octaedro

Observamos una dualidad éuripsa entre el octaedro y el
cubo y entre ek-iposaedfo y el dodecadro, obtenida mediante
el intercamblode F y V, n y r; y dejando E inalte-

rada.

El'tetaedro es el dual de s{ mismo.

Egta dualidad

se puede establecer tomando uno de los cuerpos y formando

‘un nuevo cuerpo’ cuyos vértice? sean los centros de las

caras del cuerpo original, y cuyas aristas sean los segmentos .




que conectan los centros de caras adyacentes. Estas y otras

R >
relaciones entre los poliedros regulares y los poliedros

semirregulares relacionados con ellos se estudian en varios
/

libros; por ejemplo, en el libro de Steinhaus, "Mathematical.

Snapshots", y el de Cundy y Rollet,'"Mathematical'Models".

N
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. EL SIGNIFICADO Y USO DE LOS SIMBOLOS
B

A = B puede leerse,como "A igual a B", "A es igual.

a B", "A igual B" (como en "Sea A = B"),, y posible-

mente de otras maneras a fin de que se ajuste a la

estructura del enunJlado en el cual aparece el

sfmbolo,” Sin embargo, no debemos emplear el simbolo
‘w en casos como "A y B son ='"; el uso adecuado del

's{mbolo es'entre dos expresiones. Si dos expre-

/

'slones estdn conectadas{por el sfmbolo -, 8¢
-sobrentenderé que dichas expresiones representan
la misma entidad,matemética, en nuestro caso ést:a

gérd o un nimero real o un canjunto de puntos

_."No es igual a". A ¥ B significa que A y B'gg :
representan la misma gntidad. Las mismas varia-
ciones y advertencias que se hicieron acerca del
uso de = se aplican en el caso del ugo de ¥.

1

. Estos sfmbolos algebraicos familiares'pﬁra las
opgraciones coﬁ nﬁméros reales no necesitan comen=-
térios Los postulgdos fundamentales acerca de

. ellos aparecgn en el Apéndice iI. .

As{ como =, estos sf{mbolos pueden leerse de varias.

'maneras en los enunci;hos. Por éjemplo, A<}
puede representar lo que est4 ‘subrayado tﬁ lasn

- slgulentes frases: "Si A es menor gque B', "Sea
A meﬁor -que B", "4 es menor gue B implica", etc.
Lo mismo puede decirse para los otros tres sfmbolos,
que se leen "mayor ‘que", "menor que o igual a" y
"mayor.que'o lgual a", Estas desigualdades se'_"

| aplican_8610 a los ndmeros reales. Sus propiedades

se mencionaron brevemente en la seccién 2¥2 y con
" m4s detalles en la seccibén 7-2. *

a - 378 .




| 4
VK, |A] "Rafz cuadrada de A", y "valor absoluto de A",

Estos s¥mbolos se estudiaron en las Secciones .
2-2 y 2-3 y en el Apéndice 1V.

- éométrico | ) \ :
Conjuntos de . Una sola letra puede representar cj}lquier
/ puntos *  conjunto de puntos que est& bien définido. De’
modo que podemos~hablar del pinto P, la recta m,’
un semiplano H, una circunferencia €, un 4ngulo
| X, un segmento b, etc. '
Kﬁ La recta que.contieﬁe los dos puntod A y B
'(pég. 32).
AB E1 segmentb de regt& cuyos extremos son A y B
- (pég. 47).
Kﬁ ' La semirrecta cuyo extremo es A y que contiene
- . .' . el punto B (p . 48). _ |
' . "L ABC El &ngulo cuyo vértice es el punto B y cuyos
| | "lados son las semirrectas BA y BC (p8g. 77).
A ABC El tridngulo cuyos vértices son A, B y C (pg.
R 8). o . o
(ASBC-D El &ngulo diedro cuya arista es BC y cuyos lados
///6 - contienen l¢s puntos A y D (pdg. 302). '

'Ndmeros reales

~

AB El ndmero positivo que es la distancia bntre
_ los dos. puntos- A y B, y también la longitud del
) : segmento de recta AB (p4g. 36) ..
C m 2 ABC El ndmero real entre 0 y 180 que es 1a medida
, angular del £ ABC (pég. 87).

g




Relaciones )

(J

)

\ ,, 'l'
Congruencia. A ¥ B ge lee "A es congruente a
B", pero deben tenerse en cuenta las mismas
posibles variaciones y restricciones que en el

caso de A = B, En el texto,hgdy’h pueden ser

dos segmentos (pésg. 1}4), dos &ngulos (p4g. 114),/
o dos tri4dngulos (pég. 116), no necesdktamente’
distintos. . ot

Perpendicular;'.A,{B se lee "A es perpendicular
a B", y en este caso pueden afladirse los mismos . .

comentarios que en el caso de ¥, A y B pueden

ser o blen dos rectas (p4g. 92), dos planos
(pég. 305), O una recta y un plano (pdg. 231).
Paralelo. A||B se lee "A es paralelo a B",

siendo v4lidos en este caso los mismos comen-

‘tarios que para ¥, A y B-pueden ser o bien dos

rectas (pég. 251), dos planos (p4g. 295), o

“una recta y un plano (pdg. 295).
. N

AY

\



- t Lista de ngtulados ; . ‘
' Postulado 1. (p4g. 32) DadPs dos puntosad%fgrentés cualésquigra, o
habri exactamente una recta que ld's contenga.. ' : | h
Postulado 2. (pdg. 36) (Postulado de la distancia.) A cada’
par de puntos diferentes qprresponde un nﬁmerdﬁpositivo dnico.
Postulado 3. (pég.- 3#)@ (Postulado de 1a regla. ) Podemos esta-.
blecer una correspondencia entre los puntos de una recta y los "
nimeros reales de manera que |

.

(1) Afgada punto de la‘ recta carresponde exgptameﬁte un nimero ’
- R 0& : :
real, :

(Z) A cada ndimero real corresponde exactamente un punto de
la recta, y

" (3) La distancia entre dbs’pqntos es’ el valor absoluto de la
diferencia de los ndmerOS‘correspondientgs. |
Postulado 4. (pdg. 42) (El postulado de colocacién de la regla.)
Dados dos puntos P y Q.de una recta, se pztde escoger el si%tema"

de coordenadas de manera tal que la ~coord ada de P sea cero ¥ la

coordenada de Q sea positiva. ‘ NA& I e
Postulado 5. (pdg. 59) - ' , )

(a) Todo plano contieneupor lo menos tres puntos que no estédn

3

alineados. ' : ' o , , o

(b) El gspacio contiene pdfflq\:fnos cudatro puntos:que no estéd.
en un plano. - ‘ ' o .

Postulado 6. (pdg. hl) S1 dos puntos estén en un plano R .
entonces la recta que log contiene estd en, el mismo plano, L

Postulado 7. (pég. 6) Tres ‘puntos oualesquiera estén por lo’ .
menos en un plano, y tres puntos‘cualesquiera no alineados éstén o
" exactamente: en un, plqno. Més breVemenLe tres pUntos cualesquieraL N n

son coplanarios Y. tres puntos cualesquiera no, alineados detarminan T
. ) . ) T . l' . Il ; ;"/,
- un plano. . e 'h.«j SRR ' - o X
- P

" Pogtulado 8 (pég 63) Si dos planos diférentes ae cortan,
su interseccién es una rectq. ‘ ": ¥ c

t

. Postulado 9.. (pgg. 69) :(Ei poshulado de separacidnfdel plano )




Se da una recta y un plano que la contiene. Los puntos del
plano que no estdn en la recta forman dos conjuntos tales que

(1) cada uno de lo conjuntos es convexo, ’D(Z) si P estd en

¢

—

un conjunto y Q en.el otro,. entonces el segmento PQ corta a

la recka, .

[

Postulado,10. (pdg. 71) '(Postuladq dq:separaéién d?I
espaclio.) Los puntos del espacio que no estén en un plano
dado foiman dos conjuntos tales que (1) cada uno de los con-
auntos es convexo, y (2) si P est& en un conjunto y Q en el
otro, entonces el segmento PQ corta al plano.

Pogtulado 11. (pAg. 86) (El postulado de Ia medida de

dngulos.) A cada 4ngulo Z4BAC le corregponde un nimero real
entre O y 180, : . .

Postulado 12. (pég. 87). (E1 postulado 4e la construcctdn
del &dngulo,) Sea AB un rayo de 1a‘arista del semiplano. H,
Para cada nimero r eﬁtre O y 180 hay exactamente.wn rayo-KF:
con P en H, tal que mZPAB - r, .

. Postulado 13. (pég. 87) \(El postulado de 1a.adic16n de
édngulos,) Si" D es un.punto en el interior del ZBAC, entont
ces m <£BAC = m ZBAD # m< DAC. | |

Postuladg,ig. (pbg. 88) ‘kEl pgétulado del suplemento.) -
Si dos énguios Egrman un par 1ineal, eritonces son suplementa-.
rios, - . .

Postulado 15, (pég. 120) _(El'pdstulado.L.A.L.) Sea G
una correspondencia entre dos ?riéngulos (o 1QYQe'gn triéﬁgulo
COnsigs mismox. Si dos lados y el éngulolcomprendido del .
RFimer triéngulo son congruentes a ias partes correspondientés
del segundo trifingulo, entonces la correspondencia G es una

congruencia,

Postulado 16, (pdg. 261) (El postulado de las paralelas.) .

1

. ot

o




Por un punto externo dado hay a lo sumo una recta .pavalela a

[
una recta dada,

Postulado 17. (pég.'322) » A toda regién poligonal le v

corresponde un niinero positivo Gnico.

o /
‘ Postulado 18. (pdg. 322) ‘51 dos triédngulos sQﬁ'congrhen- o

A . i .
tes, entences las regiones triangulares.tienen la misma Area.

‘.

detﬁlado 19. (plg. »2%) _Supongamos que laeregibn R es

la reunién de dos regiones R; v Ry Supongamos que Rliy R,

§e Intersecan en a lo sumo, unt némero.finito de sqéméhtos y \ °
puntoo.‘ Entonces el &rea de R es la suma de las Areas de
Ry Y R,. ‘ : L {
Postulado 20. (plg. %25 ) El éreg de un recténgulo es el
'prodﬁcto de 1a_1opgitud de su‘bas% Y la 1dngitda&ﬁe su alturdf o
Postulado 21. (pég. 548) El volumen de un paralepi{pedo

) o
rectangular es el prpducto de la altura por el 4rea .de la base.

Postulado 22 (pég. 550) (Principio de Cavalieri.)
Dados dos solidos y un plano, si para todo plano que interseca
a los dos solidos y esoparalelo al plano dadps. las dos inter-

seccidnes tienen éreas iguales entpnces los dos sélidos

tienen el mismo volumen. , o ‘
s ‘. ’ '




~.Lista de Teoremag y Corolarios

< -
°

,'Teorema 2-1. (pég. 44) ‘Sean A, B, C tres puntos en una-reéta,

. 1

K con coordenadas x, y, z. Si’ x-<y-<z, entonces B esté entre Ay C.

. Téovgma 2-2. (p4g. 46) Paga cada tres puntos cualesquiera de

24

la misma recta, uno de ellos estard %ntre los otros .dos;

;m:%L _ Teorema 2-3. (pég. 47) De cada tres puntos diferentes d? la
- _misma recta, solamente uno estar4 entre los otros dos."

Teorema 2-4. (pdg. 49) (El teorema de -la localizacién de'.
phntos ) Sea AB un/rayo, y sea’' x un nimero positivo.' Entonces
existe exactamente un. phnto P en AB tal que AP = x. |

Teorema 2-5. ‘(pdg.: 50) Todo segmento tiene-exac;amente un
punto medio. ". : : - ) ' -

Tequma 3-1.. (bégﬂ 59)' Dos'fectas diferentés se in&ersecan
a lo sumo en-un punto. : ’ . ' $\ .

Teorema 3-2. (pdg. 61) SI una recta interseca a un plano que
no la contiene, entonces -la interseccién seré un solo punto.

Teorema 3-3. (pég. 68) Dada una recta y un punto fuera de ella,
hay exactamente un plano que 1o’ contlene a ambos. ' B

Teorema 3-4. (pdg. 62) Dadas dos rectas que se cortan,hay J
exactamente un plano que las contiene. . " N

Teorema 4-1. (pég. 9%) Si dos &ngulos aon complementarios,
entonces ambos son agudos. ‘ |

_»  “Teorema 4-2. (pé4g. 93) Todo éngulo es congruente consigo
" mismo. : e .
) . Téorema 4-3. (pdg. 93) Dos dngulos rectos cualesquierq son ¥
' ‘.-'COngru;ntes. | . o - .
N ' Teorema 4-4. (pdg. 93) Si dos #ngulos son d)la vez copgruentee
y suplemantarios, entonces cada uno de ellos es un .4ngulo recto. -

Teorema 4-5. (p4g. 93) Los suplementos d& &ngulos.congruentes

< : son congruentes. ' - ' '

W
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Teorema 4-6. (pdg. 94) Los Eompléheans de éﬁguloé congruentes
. 8on congruentes., C oo - .( 'f .

Teorema 4-7. (pég..9%) Log' &ngulos opuestos por el vértice son

congruentes.
[}

Teorema 4-8. (pﬁg 95) Si dos rectas que se, cortan forman un ¢

&ngulo recto, entonces forman cuatx!’éngulos rectos.
leorema 3-1. (pég. l%&)_;ﬁodo Segmento es coﬁg;uente consigq

mismo,
Teorema 5~2 * (pdg..134) Si dos lados de un triéngulo Son .

-congruentes, entonces -los éngulos ppuestos a estos lados son

-

.-congruentes o . ’ ‘ Y S
"« Corolario 5-2-1. " (p&g. 156) Todo,triénéulo.equilétero es
s \ . )
equidngulo. . . : .
Teorema 5-37 (pég.-l}g Todo éngulo'fiene exacta‘Fnte una.
bisectriz. - h '

Teorema 5-4. (pég. 140) . (EL teorema A.L.A.) . Sea G una

correspondencia entre dos triéngulos (o entre un triéngulo y &l

mismo). S$i dog &ngulos’y el lado comén’ del primer tridngulo son-
congruentes ‘a las partes correspondientes del segun triéngulo, -
entonces- la correspondencia G es una congruencia \ '

Teorema 5-5. (pég. lkl) Si dos 4ngulos de un triéﬂgulo son

congruentes, los lados opuesuos a estos dngulos son congruentes.

Corolarip 5-5-1. (pég 141) ‘fun tridngulo equidngulo es
equildtero. . : ’
" Teorema 5-6. (p4g. 14%) - (E1l teoremalL.L.L.) Sea G una

correqpondencia entre dos tridngulos (o entre un trifngulo y el

wh

" mismo) Si.los tres pares de lados correspondientes son congruentes,
entonces la correspondenclia G es una congruencia. ' ., 8
Teorema 6:1. .(pdg. 179) En un plano ‘dado, y por un punta dado

de ‘una recta dada en el planp, pasa una y solamente una recta

' perpendicuia a la recta dada. a .
-Teor ema 6-2. (plg. ]81) La mediatriz de un segmento, en un plano, "
£8 el conjunto de togdgs los puntos de?" ‘Rlano que equidistan de los
extremos del segmento. ) K N ) |
< R | . v ) ' T
S 38{’.‘ AT




-~

“a . Teorema 6-3.. (p8g. 183) Desde un punto externo dado hay a lo

aumo una recta perpendicular a una recta dada

. ‘Corolario 6-3-1. (pég. 184) A lo sumo un 4ngulo de un triéngulo

°

~ puede ser recto, % , \ - o . \

Teorema 6-4. (pdg. .M“D Desde un punto externo dado, hay por . ’
lo Mgnos una recta perpendicular 4 una recta dada
Teorema 6-5. (p4g. 195) si M estd sobre da recta L, entre

\

AyC, entonces M y A estén al mismo lado de otra recta cualquiera
'~ que, contengq a C .

. Teorema 6-6. (pdg. 199) Si M estd entre A y.C, y B eg cualquier
punto fuera de ‘la recta‘Ka; gntonces M estd en el interior de ¢/ ABC.

3 Teorema J=1. (pdg. 200) (El teorema del &ngulo externo.) Un.

gulo externo de un triéngulo es mayor que cuéiquiera de los dngulos

igternos no contiguos ) : ' o

. Corolario /-1-1. (pég. 209) Si un tridngulo tiene up 4dngulo’

recto, entonces los otres dos éhgulos son agudos,

Teorema 7 2. (pdg. 209) - (El teorema L.A.A. ) Sea G una corrgéL

pondencia entne dos triangulos Si dos éngulos y el. 1adocpuesto

a iino.de_ellos en un trifngulo son congruentes con las partes corres-,
' pgﬁdidntes del segundo tridngulo, entonces la correspondencia G es

" uné"égngruencia:' ‘

Teorema 7-3. (pdg. ‘”hl)h'QEl teorema de la.hipotenusa y'él

gateto ) Sea G una co}respondencia entre dos triéngulos ~recténgulos.
" 81 la hipotenusa y un cateto de un triéngulo son congruéntes con

las partes correspondientes del segundo triéﬁgplo, entonces la

)

correspondencia G es una congruencia o
7

g Teorema 7-4. (pég. Hlﬁ) Si dos lados de un tridngulo no son X

. ” \ .
CQngruentes,-entonces los~éngulos opuestos a estos- lados no son

congruentes, y el dngulo maydr es el opuesto al lado mayor.

¥ Teorema 7-5. (pég. 214) Si dos &ngulos. de un tridngulo no son

congruentes, entonces los 1ados opuestos a’ellos o son congruentes,
y el lado mayor es el opuesto al 4ngulo mayor. <0 .
~ Teorema 7-6. (pég\ 219) El segmen‘ mds ¢ rw que va de‘sde un

+

punto a una recta és el segmengo ﬁerpend cular a 1a recta, O .°




e

.Teorema 7-~7.+ (p4g. #19) (La desigualdad dé}\tfiéngulo.) La,
suma de las longitudes de dds lados cualesquiera de un tridngulo

eg’ mayor que la longitud del tercer lado/ C o K
Teorema 7-8, (pdg. 222) Si dos ladbs de un tridngulo son

¥ongruentes respectivamente con dos lados de un, .segundo triédngulo,
‘v el éngulo comprendido en el primer triéﬂgulo es mayor que el
'éngulo comprendido en el segundo, entfonces el lado opuestp del primer
triéngulo es mayor que el lado opuesZ: deilsegundo..

- Teorema 7-9. (pdg. 524) Si dos lados de un g;iénguio soh
congruentes respectiwigéﬁxe con dos 1ados de un segundo triéngulo,.y

el tercer lado del pr mer)triéngulo es mis largo que el tercer lado ,

det segunQo, entonces el éngulo comprendido en el primer tridngulo

"es mayor-qUe el éngulo qomprquido en el seg Sgép
Teorema 8-1. (pdg. 233 §i cada uno de

8,puntos de una recta

estd equidistante de dos pfintos dados, entonces todo punto de la

1}

‘recta estd equidistanté los puntos dados.

' Teorema 8-2. (pég. "6)\ $i cada uno de tres’ puntos no ‘alineados

de un plano equidista de dps punto§, entonces todo punto del ptano
equidista de estos dos puntos. . : .

Teorema 8-3. (pég 337) Si una recfa es'perpendicular a cada
y

-ana de doa rectas que se cortan, en su punto de interseccién, S

en¢onces ‘es perpandicular al plano de esas rectas

[N

. Teorema 8-4. (pdge _ d“])-~Por un punto en una recta dada pasa un
' plano perpendicular a la recta. |

Teorema 8-5. (pdg. 2)2) Si una éecta y un plqpo son perpen-
< - ¢ /

diculares, entotices el plano contiene ttdas las rectas perpendiculares
a la recta dada en su punto de intersgeccibén con el plano dado.

Teorema 8-6. (pég 243)  Por un punto en una recta dade hay a

lo mds un plano perpendicular a la recta. o " N

Teorema'8-7. (pdg. 243 El plano perpendicular que biseca a un’

segmento gs el conjunto de todos.los puntos equidistantes de los

. (
extremos dal segmento.

' Teorema 8-8. (pdg. Ub) ,pos‘rectas perpendiculares al mismo plano

eatén en un n‘ismo plano. ‘ o

x




;

-

Teorema 8-9 . (pdg.
golamente uno, perpendic

lcorema 8- 10 (pag.
solamcnte una, perp¢ndic

Teorema 8-11." (p4g.
desde un punto fuera del

Teorema 9-1. (pég.
mente un plano. .

Tqbrema §-2. OGpég.
81 ambas son perpendicul
~ Teorema 9-3. (p4g.
no estf en L. Entonces
.paralela a L.

Teorema 9-4. (pég.

secante,

entonc¢s el otro par de
A

y si un par de

congruentes.
(pdg.

secante, y si un par de

'Teorema 9-5,

- éntonces las rectas son

(pég-

secante, y si un par de

Teorema 9-6 .

. entohces los otros tres

la misma’ﬁrOpiedad.
(pég.

Teorema 9-7.

2 “ ¢ N

2ln)  Por un punto dado pasa un planay .
ek

Bor un punto dado pasa una recta y

ular a una recta dada
'}u,)
ular a un plano dado.. -

ZU()) El
plano es
arz) Dos

segmento més corto a um plano
el segmento perpendicular.

rectas paralelas estdn en exacta-

“ '

»52) Dos recgas'en un ‘plang son paralelas\ , .

misma recta

-

L una recta, y sea P un punto que

ares a la
253) Sea

hay al menos una recta, que pasa por. Py es
N :

255)

dngulos alterros internos son congruéntess“

Si dos rectas son cortadas por una

dngulos alternos intérnds son también

3

2n0)  Si dos rectas son cortadas por una

adngulos alternos internos son congruentes, -

v

paralelas,

261) Si dos rectas son cortadas por una -

L 3
dngulos correspondientes son congruentes,

pares de &dngulos correspondientes tienen
) * A ° - X
L] . 3 4

. <

?Cl) Si dos regtas son cortadas por’ una*

secante,y si un par de éngulos corresgn?dientes son congruentes,”

entonces las rectas son

leorema 9-8. (pég:

paralelas.
262)

»
.

Si dOSvrectas paralelas spn corgadas

ot

., por una secante, entonces los éngulos alternos internos son

congruentes.,

Teorema 9-9. (pdg.

congruentes Sl

N —

".
:.)()5)

por una aecante, cada par de éngules correspondienﬁes son

e . , 4
51 dos rectas pardlelas son cortadas

“/D "

v

hm .‘53631} . | X
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e TEOreyé 9-10. (pég: 263) Si,dos rectas paralelas son

.covtadas por una secante, los: dngulos internos a un mismo 1ado
S SEE
.de la secante son suplementarios.'

Teorema 9-11. (pég. 264)‘ En un plano, dos rectas paralelas

a la misma recta son paralelas entre sl.

Teorema 9-12. (pég 264)  En ‘un plano, si una recta es

perpendicular a una de dos rectas paralelas, es perpendicular a la

Otl‘.'.a. . / [} _' . .
‘Teorema 9-13. (p4g. 2066) La suma de las medidas de los &ngulos

de un tridngulo es 180.

Corolario “9-13-1. (p8g. 207) Sea dada una correspondencia entre

dos trifngulos. »S1,dos pares de éngulos correspondientes son

\)

congruentes, entonces ‘el tercer par de éngulos correspondientes son

-

también congruentes:

" Corolario 9-13-2. " (p&g. 268) Lgs 4ngulos agudos de un . tfiéngulo

recténgulo son complementarios. 1--

Corolario 9-13-3 (pég 268) En todo triéngulo la medida de ,

un éngulo externo es -la suma de las medidas de’ 1os dos éngulos

~
1

internos no contiguos.,

Teorema 9-14.  (pdg. 273) Cada diagonal separa a uq\pEraYelo-

e

(’gqamo en dos trifngulos congruentes.

Teorema 9-15. (pég 273) En un paralelogramo dos lados

_opuestos cYaleSquiera son congruentes. '
- Corolario 9-15-1. (pég. 273) Si L H LZ y s1 P y Q.son dos

puntds cuhlesquiera en Ll, entonces ‘las digtancias de P le a L2

"son, iguales. ! . )
'IEdremd 9-16. ‘(pég 273 En un pagxalelogtama, dos éngulos

opuestos Lualesquiera son congruentes

‘Teorema 9-17. .(pag. a73f\'En \Un paralelograﬂbgmdos 4ngulos

cohsecutivos cualesquiera son suplementarios..

Teorema 9-18. (pég. 275 Las diagonales de un paralelogramo

e

gse bisecan., U . .
?’ .j ' - ',1

y -




.es un rombo. . '’ ¢

. . ’ . f
N ) ’ ) . \
’ LY

. . \ ) »
Teorema 9-19. (pdg. 274) Dado un cuadrildtero en el que
. ! ) ~
ambos pares -de lados opuestos son congrufntesd entonces el

cuadrilétero es un parglelogramo. .

' Teorema 9-20. (gﬁg. 274) Si dos lados de un cuadrilitero son
ﬁaralelos y congruentes, entonces el cuadrilitero es un paralelo-
gramd. . ' | : : ‘

' _Teore@é 9-21. (pé4g. 2743 Si las diagonales de un cuadril4-
tero se bisecan; entonces el cuadrildtero es un papalelogramo. \

,Teorema 9-22. (pdg. 274) El segmento entre los dos puntos .

M

medios de dos lados de un tri4ngulo es paralelo al tercer lado y

tiene la mitad de su longitud.

Teorema 9-23< (pdg. 276) S1i un paralelogramo tiene un &ngula

© recto, entonces tiene cuatro 4ngulos rectos, y el.paral logramo

es un rectdngulo.

Teorema 9-24. (p4g. 276¢) En un rombo, las diagonales son -
perpendiculares entre sf. '

Teorema 9-25.  (pdg. 276) 81 las diagonales de un cuadril4-

‘ terd se' bisecan y son éerpéndiculéres, entonces el cuadrildtero

e
Teorema 9-26. (pdgs 281) Si tres rectas paralelas recortan

.segmentos congruentes en una secante, entonces recortan segmentos

congrudntes en cualquier otra secahte.

Corolario.9-26-1. ((pég.- 283) Si tres.o mds rectas paralelas

recortan Segmentos congruentes en una.secante, entonces redortan
L]
segmentos congruentes en cualquier otra secante. -

Teoremq 9-27. (p8g. 28Y) Las mediarnas de un triéngulo son

cohcurr ntef en un'punto Que estd a dos tercios de la distancia

de cuaquier vértice al punto medio del lado opuesto. .
Teorema 10-1. (pdg. 296) Si un plano corta a dos planos -

paralelos, entonces la interseccidn consiste'en dds'rectaS'paralelasﬂ

Teorema 10-2. Y(pdg. 296) Si'una recta es perpendicular a

“-uho de dos planos paralelqﬁ, es perpendicular al otro-

o 8% )




1eorema‘l0-3 *(pag. 297) Dos planos perpeﬂdicuiares a la

' ’
misma recta son paralelos. , . .
~ Corolarjo 10-3-1, (p4g. 297) Si dos planos son paraleIOj/””*V
_ | _
a-un tercer plano, son panalclos entre si : h) .

Teorema 10-4, (pég 298) Des rectas. perpendiculares al

mismo plano son paralelas - "v .. « N

Corolarlo 10-4-1, (pég. 298-)° Un plano perpendicular a una

de dos rectas,paralelas es . perpendicular g la otra

(
. Corolario’l0-4-2, + (pag. 298) Si dos rectas son paralelas

4 P

a una tercera, son paralelas entre si.
1

Teorema 10-5, l(pég. 299) Dos planos paralelos son ‘equidis-~

tantes en toda su extensién, ' A

Teorema 10-6, (pég.304). Dos'éngulds réctilineos cuales-~

v

quiera de un angulo diedro dado sonwéongruéntesa '

v . Corolario 10-6-1.. (p4g. 305) 'Si'una recta es perpen@icu-

@ . lar a un plano, entohces cualquiér plano que contenga esta

recta es perpendicular al plano dado. ° - I N

Corolario 10-6=2, (pég:GOS) Si dos planos son perpen-

diculares, entonces cualquier recta en uno de ellos perpendi-

cular a su recta de interseccidn, es perpendlculaﬂ al otro

plano. ‘ . ' - ‘ .
Teorema 10-7. (pag. 309) La proyeccidn de una ‘recta sobre

un planéﬁﬁs una recta, a menos que la recta y el plano sean
perpendiculares . ' . o ’
Tedrema 11-1, (pag. 330) El drea de un triéngulp‘réctén-

A}

gulo- es la mitad 'del producto.de sus catetos, : . .

. Teorema 11-2, (pég. 3 31) El 4rea ‘de un trléngulo es la

mitad dgl producto .de cualquiera de sus bases y la altura a
ésa basé | _ 5\
. Teorema.ll-Jw (pdg.333) El &rea de un paralelogramo es el

*

producto de cualquiexa de dus basés vy la correspondiente
« {

altura. L ‘ - &
\ . ‘
Teorema 11-4. (pdg. >3%) El &rea de un trapecio‘gs la
* T

mitad del producto de-sﬁ'altqrary“la suma de sus, bases,
. _ ' . p

\)‘9 » e . ‘. c . ) ) v
ERIC, . ©, « o J8%0
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Teorema 11-5 (pag. 335) si dOS'triﬁnguios tienen alturas

iguales, entonces "la razé6n dg sus 4reas es igual a la razén de

v

i

sus bases. - : . ' '
Teorema 11-6. «(pag. 335) Si dos triénguios tienen alturas

n

iéuales y bases iguales, entonces tienen éreas iguales

Teorema, 11-7. (pdg. 341) (El teorema de Pitégoras.) En un
LAY - [ 3y - A

triénghlo rectfingulo, el cuadrddo de la hipotenusa es igual a

r\

® . .
la suma de lps cuadrados de los. catetos.

- ~ ‘

‘Teorema 11-8, '(pég 343)" Si el “cuadrado de un lado de un\

 tridngulo es igual 4 1asunm.de los cuadrados de 1os otros. dos’
lados, entonces ' el tridngulo es rectdngulo, gon un 4ngulo recto ”

opuesto al primer lado. e S

" Teorema 11-9. (p&g. 348) (El teorema del tridngulo 30-60.)

La hipotenusa de un triéngulo recténgulo es dos veces.el largo
- de un cateto si, v'soiameﬁté si, las medidas de 1os dngulos son
30 y 60. = -~ ' - ' : '

Teorama.11 10. (pég 48) (El-teorema del triéﬁguﬁo rec-
téngulo is6sceles, ﬁ Un) ri@ngulo r@ctéqgulo es islsceles s8i,

y solamente si 1a hipotenusa es Vg.veces el largo de un cateto,

Teorema 12-1. (pég. 368) (El.teorema fundamental de la
proporcionalidad.) si una recta paralela a un lado de ﬁn
tridngulo, corta a los otros dos lados en -puntos aistinfos, s

-entonces determina sobre ellos segmentos que son proporcionales

a.estos 1ados '

Teorema 122, (pAg. 369) Si una recta corta a dos' lados

de un triéngulo, -y determina. segmentos prOporciondTes a esos

dos lados, enfonces es paralela al tercer lado. S

l. "
\Teorema 12-3. (pégf 374) (E1 teorema de semejdpza X.a.a. )

esd 'S una cornespondencia entre dos triéngulos - S1 1 3 énguloe

correspondientes son congruentes, entonces 1a cdrrespondendia

S es una semejanZa e - /




. / \
) Corolario 12~3-1: “(p&é. 376)" (El corolario- A A ) Sea S

N (

una éorrespondencia entre dos triingulos. Si-dos pares de

éngulos correspondientes son congrueﬁgzgj-entonces la correSpon-

wgencia 8§ es una semejanza : o - v©

;olario 12-3-2.  (p4g. 3(0 ) Si una recta p\}alela-a un

ey
l.ado d U

_ ulo interseca a los otros dos lados en punCOS
_ T T T A
distinpps,_ento _ jdecermina‘un triénguko semejante al trién-
S A - ] .
ghlo dado. - — C\ , - I
[ 4

»

Ieorema 12~4s (pég §{U) (El teorema de la semejanza

L, A L ) Sea S*Uma correspondenci@ entre dos triéngulos Si dos
_pares de 1ados correspondientes soqrﬁ?gpoqcionales y los dos

o .
énguio& comprendidos son congruentes, entonces la corresponden-‘
“cia S es una ggmejanza R Co T BN

Teorema 12-5, (pég 378) (El teorema de semejanza L.L.L, )
Lo ¢
;.QSea S unq correspondencia’entre dos tridngulos. $i los lados
' :cofrespond;entes son proporcionales, entonc%s la correspondencia

-0

8. és uaa semejanza. -

]

T ’Tegnema '12-6. (pdg. 390) En cualquier ti¢éngulo recténgulo,

la al ra correSpondiénte a la hipotenusa divide al triéngulo en

e~

t dps triéngulos que "don. semejantes uno a ot¥o y también semejan-
tes al triéngulo original . | - .

Corglario 12 6-1. (pag. 391) Dado. un tridngulo récténgulo

y 1a altura. desde el vértice del éngulo recto a la hipotenusa,
L 4

(1) .1a altura es la, media geométrica de‘los segmentos en que
(/}divide a la hipotenusa, y“' . ) |

-

(2) ‘cada tateto es la media geométrica entre la hipotenusa y.
el segmento de la hipotenusa adyacente a ese cateto,

Teorema 12-7. (pag. 39)) . La ra?én de las 4reas de dos

tridrigulos semejantes s, el cuadrado de la razbén de dos lados

COrrespondientes. ’ iu; S . ]

g

e

.




- - N

o 1y
'
-
\ .

. ’ : ) )
igorema 13-1. (pég;'410).'La interseccién de una sUpéE,Loie

s

* Al v

esfézﬁca con un plano que pasa por su’ centro es una circunferen-

cia CQen el mismo centro 'y el mismo radio

L

Teorema 13-2 (pag. 414) Dadas una recta y una- circunfe-'

rencia en el mismo plano, seh P el centro de la circunferencia
\
y sea F el p;f-de,rp perpendicular trazada por P, a la recta.
) A ) C .
i

» . . . f B
- Entonces, o en : : . : \

i ; ) - '_ (1) Todo punto de la recta es exterior a la cdrcuhférencia\d
;-" . .(2) F esta en la. circﬁnfefencia y la recta es tangente aqla
pe . ' ." c1rc%nferenpia en &1 bunto F, o . ‘ B ‘ *
\\  ] (3) F es interior a la circunferencia, . 1 récta intefseca
b ) 7 a la circunferenciéjexacﬁamente e? dos puntOS qup ; | .
- equidlstan de F. : N
‘ "Cérolario 13-2-1.. (pAg. 417) Toda recta tangente a C es '
, perpendicular al radio trazado por el punto de’ contacto.
.'Corolario 13-2- 2 “"(pég. 417) Toda recta en E, perpendl- ,
cular a un radio en su extremo exterior, es tangente a la cir- : ,)
! cunferencia | \. ' N ' S :. .
Corolario 13-2-3. (pag. 417) ;Toda-perpendiculag desde el
centro dé C a una cuerda biseca a esta cuerda. | v . )
- Corolario 13- 2-4, (pég. 417) E} 8egmento que une el centfo_
'd¢ C con el punto medio de.una cuerda es perpenqgculan a la
- | .cmerda ‘ | . - _ . ' \\\gl ' : . ) °
o ’ Corolario 13-2-5, (pégf 417) En el bi o de una cirdgnfé-
‘  rencia, la mediatriz gde una cuerda pasa por el centro dezlaf
- circunferencia, | ’ | : L ' . T .

Corolario 13-2-6 " (pagn 417) Si una recta en el plano de.

una Lircunferencia interseca al interior de la circunferencia;

“entonces corta % la circunferencia -en exactamente dos puntos| _
. v

Teorema, 13-3..u(pég. 417) En la misma circunferencia o/en

circufferencias congruentes, 1as cuerdas equidistantes del Q', “

.8 39%

't . ]




centro.son congruentes; o _ ‘ N

Teorema 1344 (pég..418) En la misma circunferencia

PN

0 en circunferencias congruehtes, cada dos cuerdas congruentes

equidistan\qSi\fentro _ . _ .

- Tebr ema 13-5 (pag. 425) Dados un planp E f una superficie
‘esférica S con céntro en P, sea F el pie del segmento perpendi-
cular desde P a E, Entonces, ) b}en . C

S (D), Todo pupto de Efes°exterior a'S, o
' (2) F‘esté en S, y E es tangehte as enbf o\

(3) F es interior a.s, yla interseccién de Sy E gonsiste

en una circunferencia con centro F. ’

Corolario 13 5 1. (pag. 427) Un plano tangenteaa S, es-

.\

perpendicular al radio trazado por el punto de contacto,

ggrolarlo 13-5-2, (pag. 427) Un plano perpendicular a un

radio en su -extremo exterior es tangeénte a S. ‘ ;

_ Corolario 13-5-3, (pag. 428) Una perpendicular desde P a
. una-cuerda de S biseca a la cuerde. ’

Corolario 13-5-4.,. (pag. 428) El segmenqé que une el centro .

'de. S con el punto medio, de una cuerda es perpendicular a la
& " cuerda. _ o o \;
Teorema 13-6. (pag. 433)- Si AB y BC son arcos de 1a'

. misma circunferen ia que tienen comin sblo el punto B, y si.su
' reunién es .un arco. AC, entonces mAB-meC = m&Eﬁ
‘Teorema 1347, (plg. 436) La medida de un dngulo inscrito

es la mitad de 1a medida de su arco interceptado.’

‘Corolario 13-7-1 (pég 438, Un éngulo ingcrito en una

A

semicircunferencia és un &ngulo recto.

Corolarfo 13-7-2, (pég 438) Angulos inscritos en el

-

mismb arco son congruentes. - - i : i..f,.%?“ :

/.~ Teorema- 13 8. (pég. 442) En la misma’ circunferemcia, o en
.‘ circunferencias congruentes, s‘ dos ‘cuerdas son congruentes,

T SN 23
. \ | , ' ) | -y ' ) .o

.

4.. ‘ vy



 del

entonces también lo son los arcos menores correspondientes. o -

Teorema'13-9. (pdg. 442) 'En la misma circunferencia, o)

en_;ircunferenciab congruentes, 'si dos arcos son congruentes,
entonces también lo son sus cuerdas.correspondientes,

Teorema 13-10. (pag. 443) Dado un 4ngulo con el Vég;ice

en ia clrcunferencia formado por un rayo secante, y un r

tangente, 1a medida del angulo es la mita&‘de la medida del’

anco 1nterceptado

Teorema 13-11. (pag. 449) Léb dos segmentos tangenEes a

una circunferencia desde un punto exterior son congruentes y s

. ¢

. forman angulos congruentes con la recta que une el punto

exterior y el centro de la circunferencia,

Teorema 13-12. (ﬁég; 51) Dada una circunferencia Cy uh

N/ ~ \ ~

punto exterlor\Q, sea L, ‘una recta secante que pase por Q, vy

que cdfta a G en los puntos Ry S, ‘sea L2 ofra recta Secante

-
4.

que pase ﬁbr Q, ¥ que corta a C’en los puntps T;y U. Enton-
ces QR * QS = QU * QT | ' '
- ° 1 ’ ’ ————
Teorema 13-13. (pdg. 452) Dado un segmento tangente QT

a la circunferencia, y una récta, secante pasando por Q y que
. T : w : -

[y

corta a la circunferentia en los puntos R y S, entonces

‘.

e o wes =t e
+ * Teorema 13-14.((pég) 453) Si dos cuerdas se intersecan

en el interior de una circynferencia, €1 producto de las

1ongitudes de los segmentos de una de las cuetdas ‘es igual al

pﬂbducto de las longifudes de los segmentos de la otra.

Téorema ;4 1. (pag. 469) La.blsectriz-de.un &ngulo

menos su extremoI es el conjunto de los puntos del interior
| \Equidistante de-dos lados de'dicho éngulo

Teorema 14-2, (pég. 471) Las mediatrices de los lados

'

]



.de un triéngulo concurren en un punto edgidistante‘éé,LQs tres

értices del’ triéngulo.

» . » . 1
"+~ Corolario 14-2-1." (pag. 472) .ExiiZé una circunferencia
y 86lo una-que'pasa por*tres puntbs no '

o . - v
Corolawio 14-2-2. -(pdg. 472) Dos cirCunfenggﬁsBS~distin-

-

~»

lineados.

+ -

tas, pueden intersecaxse a lo mds en ‘dos puntos. e

‘Teorema 14-3. (pdg. 472) Lds tre§-altu;as de un-triéngulo
. 8son concurrentes. | j o .

Teorema L&-4. (pdg. 473) 'Las ‘Qisectrices de los éngulos' g YO
. de.un tridngulo comcurren en un punto equidistaq&e de los tres

“
. . )

‘ladosiy ‘ T o o ; \ .

CoL Teorgﬁa 14-5 (pég. 479) . (E1 tebrema'de.laé dos circun=-
p ; '
ferencias ) Si dos circ&nf%rencias tienen radiaos a y b, y si

[ 4
c es la distancia entre sus centros, entonces las circunfereh-

< .

-'cias se intersepah eX “dos puntos, uno a cada ladp.de la recta o~
de los‘céhtros, corf tal que cada una de las Canéidhdés'a, b,:c*

gea menor que la suma.. de las otras dos,~

T

Construccion 14 6. (pég._ﬁSO) Reproducir un triangulo o

’

dades - 5 S '

‘s

Construceibn 14-7. (pdg. 482) Reproducir un éngulo dado

ééngtruccién 14-8., ~(phg. 483) Cbnstruir la mediatriz dée’

un ségmento dado.

. Corolgrio 14 8-1. (pég. 484) Bisecar un'segmentd'dado,i'
| Construccién 14-9, (p&g‘.484)' Trazar pdr_un«puﬁto-dado-

_una perp dicular a una recta dada. . R
. R v e . '
S Coanz:I:}én 14-10. (phg.  486) Trazar una paralela a una
rectd dada por un punto ‘exterior dado. . ;o

a L]

) .,
i

£

Construccién 14 11.- (pég. 486) Divid"i_r. un segménto en unp'

‘cierto nimero dado de segmentos congruentes,  /°

~

Construccién 14-15. (pég.'493)"Circupscfibir una

3

a A - I+ T2

\




.circunferencia a un tridngulo dado.,

Construséién 14-13. (pag. 493) Bisecar 'un &ngulo dado. ™

Qonstruccién l4-14, (pdg. 494) Insgyibfr'una ckrcunferen-

cia en un tridnguly dado. . "' "¢ S

. o C
Teoyema, 15-1.  (pdg. 519) La razbn 2¢ . de la longitud de

: 14 unferencia al didmetro, es la misma para todas las cir-
cunfeye;cias. ' i o - ' ” \
Teorema 1/5-2."- (pég. 524 ) EP &rea de un cfrculo de rad'io
r es Tr o, | v | A

Teorema 15-3. (pég.528 ) SL'dos arcos tienen radios:

iguaLes, sus longitudes son proporcionales a sus medidas. -

Teorema 15-4. (pég.529 ) Un arco de medida q y de radio r

Jtiene una 1sngitud igual a - ‘

_ _E— ar. :
Teoregmag 15 5. (pég 529 ) El lrea de un sector es igual a

la mitad del producto de su radio por 1a 1ongitud dé su -arlo.

Teorema 15 6. (pag.530) - El drea de un sector de radio r
‘cuyo-arco tiefe medida q es —3— q ré . \ -
Teotema 16-Lk, (pdg.537 ) Todas las seccibnes transVersa-

1es de un prisma triangular son’ congruentes con 1a base

& B

rior de un-prisma triangular son congruentes.

.

. Teorems, 16-2. (pég.53é') (Ted&ema de la seccién_trénsver-

sal del prisma ) Todas las geccioneg transversales de un

.prisma tignen la misma ‘érea.

o Gorolario 16~2-1 (pég ?39 ) Las dos bases de un pnisma

tienen Steas iguales\ g

Teopema 16-3. (pég 539) Las - caras 1atera1es de ‘'un prisma

j“son régiones paraLelogrémicas, y las caras laterales de un

prisma recto sof regiones rectangulares.

R Teorema,kg . (pég. 542) Unahsescién transversal de una

w PR

CSrolario 16 I-1, (pég. 538) Las.baseswinferior y ‘supe-

’




«tice al plana.de la 'seccidén trdnsversal,

misma~area

TR i >

.‘ ,v' .\\ \ .
. ‘\ ‘. M &‘\ ,/ ’ T .

‘ V-

4
'pi[Jwide trtangylar, por un plano paralelo a la base y entre

. &sta y el vérfice, es una regién triangular semejante a la

base. Si la distancia del vértice al plano de la seccién

transversal es k y la altura es h, entonces la razén del &rea |
de }a'seccién tranSversa(/hliérea dé\la base es (%ﬂ 2.

‘ h )
Teorema 16-5. Xp%g.544 ) En toda pirémide, la razén del
2

dred de una seccion tranbversal al, 4rea de la bace es (H)

siendo « I¥ la altura de la pirémide y k la distancia del vér--

W oot

\xTQBrema 16-6. (pég 545 ) (Teorema de la seccién trans-

verbal de la pirémide ) Dadas dos pirémides de la misma

altura, si las bases tienen la misma érea, entonces” las seccio-

nes transversales equidistantes de las bases tienen tambien la

-

\

Teorema 16-7. (pég. 550 ) El.volumen de uﬁ,prisma cual-

quiera es el producto de la altura por el drea de la base.

Teor ema 16t8. (pég. 55t ) 'St dos pir&mides tienen la

misma altura y la misma &rea de la base, entonces tienen el -

ce
mismo volumen, - : «

Téoremé 16-9. (pég 552) El volumen de una piré?fd‘"\

-

’triangular es un. tercio® del producto de su altura por el érea

de su base, . ‘ «

Teorema 16‘10 (pag. 553 ) \El volumen de una pirémide es -

un tercto del préducto de su altura por el Area de su base,

Teorema 16 11 (pég.557 ) .Unag Secci6n~transver§al dg.un-

cilindro circular es una regién circular congruente con la

base, ‘ L {

Teorema 16-12, {pag. 557 ) :El'érea dé.ung;seccién,trans-‘

. versad de un .cilindro circular es igual al &rea de 1g'bhse{

»

~




\ 4 . . \. v N .
v _ ~ ' . J
- C . . . "

Ieofema 16-13, (pég 557 ) Uha ij9cﬁ6n trangversal de un

cono de altura h, producida por un pkano a una d@stahcia k dsl

|
vértice, es una region circular(cu&a Area esté con el érea de
ki 2

_ la base en la razén G .

i

Teorema 16-14, Ypﬁg 559 ) El volumen de 'un cilindro cir-

cular e§ el producto .de la altura por el érea de la bage. ,

Teoremg 16-15. (p4g. 55&8 EL' volumen de un cono circular

es un tercio del producto de la altura por el frea de la base

Teorema 16-1§. . 561 ) El volumen de una esfera de’

Iy A

radio r es & v r3. .
e T .

oo ' / .
Teorema 16-17. (pég. 564 ) EI A&rea de una‘sgperficie_esféy/f

rica de radio’'r es S‘= 4!rr2.

"

Teorema.17-1. (pég 381) Todos los segmentos de una

recta no vertical tienen la misma pendiente.
\
Teorema 17-2. (pég.588)u Dos rectas no verticales son

( U
paralelas si, y solamerte si, sus.pendientes son igualesu
i . - R

Teorema 17-3. (pég. 589 ) Dos rectas no;v@rticaieé son’

.

" perpendiculares si, y solamente si,la pendiente-de una de ellas
b A .

‘ La»distancia ‘entre los puntos (x , yl)y (xz,yz)es igual a

es el ;eciprobo negativo de la pendiente de la otra.-

‘Teorema 17-4. (péig. 592) (La férmula de 1& distancia.)

. - \/("2""1) +(>’2'>’1)

Teorema 17-5. (pég. 596)-:KLa f6rmula del punto’medio.)

Sean dados P = (xl,'yl), Py = (xz, y2). .Entonces el punto(,
medio de Py P, es el punto o (-

. X, + x . -+ » ‘ '- .
P_.‘(l 2 yz). o |
2 - v

-

Teorema 17- 6 (pég 610) Sea L unh recta no vertical'con

L4 . [

- ﬂ ‘




e T e S

Sy
v
. -
N
. .

.._’ .

- ~

. g /,<€ J ~ R ¢ a,. b .’.
pendiente m,'f's'a un.punto de L, con &oordenadas (xl, Y, ) t
Todo punto]Q - (x y) de L satisface d@la ecuacién y - Yy .ﬁ;

m(x‘xl) . B .

. Teoréhh. 17-7. (phg. 61t) La*gr‘é'ficé de la ecuacién .
- e ) . . : : 2 ) . b :
YLy mmxo-ox))

.-”.. ‘ . ' . - 4 r
es la ftCta que pasa por el punto (xl, yl) y tiene pendiente

Tgual am, Y '

t
[} v
l

Teqtema 17-8. (pég.‘6l6$ La gréfica de la ecuécién ]

v

._" . y.= mx + b . ‘_

Id PR . \

es la recta con pendiente m y ordenada en el origen igual a b,

Teorema 17-9 (pég 618°)- Toda recta en el plano es la

gréfica de .una ecuacién lineal en X e y,

Teqrema 17- 10e (pég.618) La grifica de una ecuaciéﬁ%
Lineal 'en x e y_es ‘siempre una r,ecta‘--“ :
;; Teorema 17-11. (pég. 629) La gréfica de.la ecuacién
N N LN A ST

essuna ‘circunferencia con centrd en (a, b) y "radio r,

Tegremg,lz 12, (pég. 631 ) Tdda circunferencia es-la gréi-

"( .
.

flca de una ecuacién de la forma

. ) 2 ] ’
R \ 3 X +y2 +Ax +By +C = Q. .
Teoreha_l?-l3,~ (pdg. 632) badq la ecuacién
. - 2. . : ] '
C kP 4y ax By 40, -
"la gréfica de esta’ ecuacién es (1) una circunferencia,(Z) un
punfo, 0 (3) el conjunto vacIo.
Iy ‘ U l’,/ "
. : " '/ ,
‘- !
| e

' N




INDICE DE DEFINICIONES /
INDICE DE DEFINIGIONES

Para.los términos geometricos definidos con precigidn, 1a
referenéia dada en este Indice corresponde a la definiclén

formal

-

‘La referencia corrEXpondiente a los demds Gérminos ’
alude a una definicién informal o a_la.discusién!més destacada
- sobre ellos. o S S 3 '

- . (

a ladosiopuestos, 10

al mismo lado,

agudd, &ngulo

alabeadas, rectas, 25]

alineado, 58

~alternos interrios, . éngulos, 254

70
y 92

altura «

. de un prisma, 537
de un tridngulo,
de una pirdmide,

éngulo (s), 77
' agudp, 92

"« atternos interpqs
bisectriz de, 134

. P .
n, *
.

-

226, 227
542

254 (; | . S

central., 430 <o . _
complementarios, -92 C <,
cbncavo, 84, 85
cbngruentes 92, 114 ot
Congecutivos 272 >
correspondientes, 260 o

«  de un polfgéno, %08 - '

v diedro, 302 -

' diedro recto, 305..
exterior de, 79
externo, 205
inscrito, 434

intercepta* un arco,

&interior de,
y Internos no conti
' lados de, 77 -
llano, 84
medida de, 85, 87
obtuso, 92
opuesbos, 272
Opuestos, pox el v
rectilfneo, 304
recto, 92

¢

-}35

guos 206

EP
L4

értice, 95 | o ' -

. 1)
L4 L]

-




. suplementarios,. 88 ‘ _
~fepwem  _ yértice de, 77 , i - ¥

: apotema, 514 o : g ) 'l

arco (s8), 430 ' ' '

D ~ centro de, 439°

congruentes, 442 =
de un s®otoy, 529
extremos de¢, 431 : . -
* longitud de,, 527/, 528 '
mayor , 431
. * medida en grados de 432,
> merior, 431 Y ‘
rea, 322 . : . -
circulo, 523, 524 ‘
paralelogramo, 333

_ superficie esférica, 564 R
krapecio; 334
tridngulo, 331 ,

_ triéngulo recténgulo, 330

aristd de un semiplano, 70
base ‘de una pirémide, 542 LT :
" bisecar, 50, 136 : _ .o f
" bisectriz de un éngulo, 136
' cara.de un- Semiespacio, 71 .
Lentral, &ngulo, 430

centro de
un arco, 439 . .
una circunferencia, 409 ® ' _E

una superficie esférica 409
centrolde, 285 . \
+ cilindro . L
.circular, 555 e . _
volumen de, 559 o . .
circular . R
, cilindro, 558 ; o
< cono, 556
regién 522
ve &rea de, 523 '524
A circulo 413 :
érea de, 523, 524

)

. v

‘.

~afrculo vicioso, 125

' congfuentes, 417 /
" ecuacién de, 629 : .
 exterior de, 419K

. recténgulo, - 325 " o » mf\T::i)
' regién poligonal, 323 ' )

segmento de, 530 - ;¥%
circunfe;;ﬁcia (s), 409 _ :

%
'
V .
. / .
unidad de, 324 ' ~ & T;T.‘




Inscrita, 492-
. _ interfor,de,'§{2
- longitud de, 58
tangentes, 418 - .
circunferencia mixima, 410
circunscrito (a) ' _
" circunferencia, 492 ' _ A . -
tridngulo, 492 ' ‘v .
complementarios, énguloé‘ 92 . o B
complemento, 92 : '
cbncavo, éngplo _ I
concéntricas ., ’ L @ '
circunfenencias,~409 : ™
. “"superficies esférlcas 409 - e ,,/)
conclusidén, 65 _ . S . " ) o A
congruencia, 10 X , ' :
congruencia identica, 106, 114
congru@nte . - oo
angulos, 92,:11 : - ' , ' v
arcos, 442 '
V" circ¢ynferencias, 417
- segmentos, 114
* triéngulos, 104, 116 : ' . ' .
.,conjunto (s), 15 o Ny i) ' R .
‘ .

_ auxiliares, 188
. : c@ncUrrentes, 284
convexo, 67 A
,elemento,de, L5 T o
. interseccién de, 16 ' .( >‘
v diembro de, 15 :
> 7 . reunién de, 18 . o ‘ . o
_ vacfo, 19 . . Lo : .
¢ano o o ' " N '

cixcular, 556 L a P \
ci§5;lar recto, 557

- vgl d 559 ]
- consecutivoa/j‘;\ . o _
» fngulos, 272 . .
' - lados, 272 .- g . oo
construcciones, 4j7 ¥
bnvexo (s) ' N
conjuntos, 67
poligono, 509
coordenadas -

e de un punto, 39
©  sistema de, 39 ‘ _ -
coplanarios; 58 : S S
corolario, 136 - ‘. o _ C
correspondenc}a 104 : ' . ' '

cotrespondencia biunivocw 104

v o w




. correspohdieﬁ%ep, &ngulos, 260
cuadrado, 276

cuadrante, 573

cuadrilitero, 271

- ngulos congecutfvos de, 272 .

. &ngulos opuestos de,:272
.¢iclico, 475
diagonal de, 272
inscerito, 440
- lados -consecutivos de 272
" eubo, 240 *
cuerda, 410
'chiringa, 279
demostracidn- -
de existencia, 176
- de unicidad, 176
del teorema rec{proco, 215
forma de,doble.columna, 123
indirecta, 170
e redaccién de, 122
demostracién de Garfield, 347
- desigualdades,. 25 -
~diagonal, 272 ‘ﬁ
- didmetro, 410 ’
diedro, &ngulo, 302
&ngulo rectilineo de, 304
arista de, 302 =
* cara de, 302 .
, . mgdida de, 303
.distarcia, 35
distancia entre
" dos rectas paralelas, 273
un punto y una recta, 219

‘un punto y un plano, 246 . -

ecuacibn
de una cipgunferencia, 629
de una rec®q, 610, 616
lineal, 618 “
" ecuaciones inconsistentes 623
%eje x, 570" '

- eje y, 570

entefos, 23 . &
entre, 43

equiéngulo, triéngulo, 135
equilétero, triéngulo, 135
escaleno, triéngulo, 135
esfera, 561

qppacio, 57 -

Euler, 329

14

Lo 405

¢ -

' S




. _ A //
existencia,. demostracién de; 176 ¢ . B
exterior
de un 4ngulo, 79 . '
~» de un triéngulo, 80 - . S o ?
" de una ¢ircunferencia, 412 . _ 3
. externo, #éngulo, &SS . '
_ extremo (s) -
- de’un arco, 431 N * o ,
de un rayo, 48 - oo ‘ .
de .un segmento 48 ) - j
: forma de ordenada ch el origen y pendiente 616 '
' forma de punto y pendiente, 611
férmula de la distancia,. 591,592
Geometrfas no Elclideas, 262
grafica, 605 - ' ' - ' . . .
hipotenusa ~184 - ) . ' ) ' ¢
hipbtesis, 65 _ :
horizontal, recta, 578

idéntica, congruencia, 106, 114 v g -,

* indirecta, demostracién, 170 ' a ' . L
1nscrito (a) . ‘-

dngulo, 434 ' ' L ‘ . o
medkda de, 436 : . S ' . -
o circunferencia, 492 : o e

* ' cuadrilitero, 440‘ : B - ’ -
v  polfgono, 512 . ¥ ‘ . e '
« - triéngulo, 492 _ J o o &
interior ) . - ) : .

) de yn &ngulo, 79 SRR e

- de un tri&ngulo, 80 R , /.-

- de una circunferencia, 412 ' L .. NG

internos no contiguos, éngulos,.ZOQ/
intercéptar, 435 : '

interposicién, 194 :> } _ ' \ ' B
intersecar, . . : A _ ‘
interseccién con y; 616 . o _ ' B
interseccién de conjuntos, 16, 49 : S ST
irracionales, nimeros, 24 Ly ' o .-

isbsceles, triéngulo, 134 . -

lado (s) . . D e

consecutivos 272
de un éngulo 77 g : . R .
< de un &ngulo diedro, 302 ' ‘ - oo
de un’ poligono, 508 ‘ _ :
de un triéngulo, 78 . . . («/
opuestos, 272 ° , ) , o 0
lateral ‘ ;
arista, 539\ Co . :
. - cara, 539 - - o , <y
¥  superficie, 539 '




lema, 209

.,hm@um

de un arco, 927 528

de un segmento, 48
- llano, éngulo, 84
media) /
itm8tica, 3vh
geométrica, 3601
\ mediana
. de un trapecio, 278
e ‘un triéngulo, 137
‘mediatriz, 181 .

medida . ' . f -

' de la distancia, 32,
,// de un. &ngulo, 85, 87
de- un &ngulo diedro
nimeros
t*racionales, 24
" tiegativos, 203
positivos, 203
“racionales , 23 .
reales, 24‘
oblicuas, rectas, 228
obtuso, &ngulo, 92
opuestos

: \;N} dngulos 272
TN rayos, 49

lados, 272~
opuestog por el ventice,
ordenacién, 25
postulados del 203
, ordenada en el origen, 6
origen, 570
.par lineal, 88
- par ordenado, 573
paralelepipedo, 540
) rectihgular, 540
paralelogramo, 273
drea de, 333
paraleloS&(as)
- planos, 295 °
.rectas, 251 .
pendientes-de, 5

o | rectas y planos, 295

' pendiente, 579
de rectas paralelas,

J f@ '
36, 38 - ’

303

K' . .. . . ’
FAN )

-

. >

éngulos, 95

204, 205 o .
16 ,
[ K ’
' )
R

. I

88 .
) _

588 A

de rectas perpendiculares, 589  °

pendiente.y oxrdenada en.Gi origen, forma de, 616




[}

4

N

poligono, 507 , s

-

" perfmetro R
‘" de un'pol{gono, 5l4
"de un triéingulo, 291 :
perpendiculares - ' :
... Planos, 302 t-

rectas, 92 .
- pendientes de, 589
recta y plano, 231 ’

pi, , 520 A 'y
pirémide, 542\ ) e . )
' altura de, 542
base de, 542 -
regylar,” 546 N

" vértice de, 542
volumen de, 553

'.plano (s), 10

paralelos, 295

perﬁendiculares 302 .
poliédricas, rggiones, 548"
poligonal, regién, 319

dngulo de, 508 - -
apotema ‘de, 514
convexo, 509 = .
“diagond® e, 511 - -
inscrito, 512 ) '
& lados de, 508 -
"~ perimetro de, 514
‘regular, 5 2
.vértices 508
postulado (s),
de ordenacién, 203, 204, 205 ™
potencia de un punto, 451

Principio de Cavalieri, 550 .

prisma, 535
altura de, 537
arista lateral, 539 _
base inferior, 537 = A
base superior; 537
cara lateral, 539
rectangular, 537
recto, 537 T

L4

. * seccibn transversal de, 537

superficie lq;etal, 539 .
superficie total, 539
triangular, 537
volumen de, 550




proyeccién : I ..Jz ' '
de un punto, 308 . o . ' '
“de 'una recta, 3Q9 . o .
- punto, 10 : ‘

punto de t&ngencia ; ’
: de circunferqncias 413
L de superficies esféricas, 424
punito medio, 50 S o
férmula d%<'595 * B
punto y pendiente, forma de, 6ll1 . ,
racionales, nimeros, 23 . K
" radio, 409, 410
de un sector, 529
rafz cuadrada, 26

’ , rayo (s), 48 ¢ . _ o
) extremo de, 48 = B o SR :
opuestos 49 : \ ‘
r;\Tés, ndmeros , 24 o ;o ot
‘reales negativos, ndmeros, 203
reales positivos, nimeros, 203 e
rec{proco, teorema, 215 ' *

recortar, 281 - o '
N recta (s), 10 ' : ' .
' . alabeadas, 251 o
. |  horizontales, 578 . -
oblicuas, 228
paralelas, 251 ,
rpendiculares, 92 ! .
~ verticales,.578 . - Y ,‘ E
rectnguPo, 275 '
' ' frea de, 325 A
. rectilineo ﬂ‘pgulo, 304 . AR
. . recto ' _ A
' ngulo,- 91 . [} ' : ' by )
4dngulo diedro, 305 ! ;! '
prisma, 537 o o o
: regién - - - . P
' circular, 522
: .esférica, 561 v oL
_ poliédirica, 548 . - - -y
~* ' poligonal, 319 o : - '
' triangular, 319 ' L <
regla infinita, 38 ° :
L + regular
’ pirdmifle, 546
polfgdgno, 512
reunién %e

-«

conjuntos, 18 *- PN

s ..ronlbo’ 275 . . : e ,\ . . .. B
1_ .+ secante, 254 . . . . ‘\\\




|~ semejanza, 367 :
" semicivtunferenc1a 431 ,
semiespacio, 71 s : S o

4

- semiplanoi, 70

seccidn transversal R S : } N
de un prisma, 537 o :q .
de una pirémide\ 542 ‘ a o . :

sector, 529 o E oo o e 'y
arco.de, 529 ”"_f cr . -

radio de, 529 °
seg@pnt (s), 47 _ .. . , .
. “codgruentes, {14 = - o . . {ﬁ
-d& un circulo, 530 N . . o Co,
atriz de, 181 L S u'f" o

cara de, 71

aristd de, 70 = - - :':' . CoYe

- separacién, 194 N

sl - entonces, 65 - . -+ ¢ . v,
s vy solamente si, 216 ’
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