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Capftulo 11

AREAS DE REGIMES POLIGONALES

sr/

4mionflpoligiona1es

.triangular es una .figura'que consiste en un

tri6ngulo m sintrfor, como una de las que se ilustran

aqur:

'Una regOn poligonal es Una tigura en un piano, como

éstas .

,

(7,

una de

que puede "dividirse" en regiones-triangulares'. Con mayor

precisión:

pefiniciones: Una regi6n triangular es la reuni6n de un.
.

trigngulth y Su ihterior., Una regidn poligonal es.la reuni6n

de un namero finito de regiones triangulgres en un piano, tales

que si dos cualesquiera de ellas se intersecan, la intersecci6n

es.o bien un segmento o un punt.o.

Las lfneas de trazos en,las figuras anteriores muestran la

manera en que se podrfa dividit cada una de las figuras de este

modo... He aqui otros ejemploes:

_



;71

En los dltimos dos ejemplog las figuras tienen "agujeros".

La definición no excluye e'sta posibilidad,.y, por tanto, estas

figuras son regiones poligonales legitimas.

por otra parte, la regidn APDFQC no puedendividirge" en

s,
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el-AABC y el,ADEF, aUnque es la reunion-de estos dos _trifingulos.

La intersecciOn de los dos triAngUlos es el cuadrilátero EPBQ,

.que ciertamente no es un segmento ni un punto. Esto no signi-

fica que-APDFQC no sea'.una regiOn poligbnal, sino que el

describirla como la reunkot del AABC y el ADEF. no es suficiente

para demostrar qUe lo es. APDFQC es'efectivamente una regiOn

poli,gonar, en la forma ilustrada a continuaciOn:

Las regiones poligonales constituyen una clase muy extensa

de figuras. Desde luego, hay figuras sericillas e iffiportantes

que no son regiones poligonales. Por Oemplo,,la figura-for-

mada por una circUnferencia junto con su interior no es 'de

este.tipo.

Si una figura puede dividirse en regiones triangulares,

esto es posible de mucnas maneras. Por ejemplo, un paralelogramo

mAs su interior puede dividirse de muchas maneras. Aqui ilui-

1

tramos tres de ellas.



En este capitulo estudiaremos las Areas ie regiones poli-

gonales, y aprenderemos a calcularlas; Loy diecfsAis postulados

ya presentsoOos nos permiten hacer est64 pero el trabajo serfa

extremadamente dificil y poco propio para un curso introductorio

ae geometria como eS-Aate. En cambio, presentaremos-la medida

del Area, en forma parecida a como lb hicimos con.la medida de

distancias y de Angulos, usando postulados,adecuados.

Postulado U. A toda region poligonal le

corresponde un 6nLimero positivo

Definición: El Area de una regiOn'poligonal es el nUmero

quee.teasigna segLin el postulado 17.

Desi.gn4losel Area de una regiOn R simplemente como el

area R. A los postulados siguiontes, cuando hablemos de una

regiOn, por abreviar, se entenderá que hablamos de una regiOn

poligonal.

Nuestra intuiciOn nos dice A dos regiones de la misma

forma y tamafto deben tener la Misma Area, no importa su posi-

ciOn en el espacio. Esle ccnecepto fundamental nos sugiere el

postulado,sipiente:

Postulado 18, Si dot triAngulos son congruentes,

entonces las regiones triangulares tienen la misma

Si una regiOn se divide ep dos, partes, es claro que el

' Area de la region debe ser a suma de las-Areas dellas partes.
..-

Esto es lo que dice nuestro piOximo postulado,- EnunciémoslO

y consideremos pués su significado.

!

4
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- POstulado 19. .Supongsmos que la regidn R es

La reUnion de dys'regione4 R1 y R2. Supon amOs que

R1 y.R2- se intersecan en sjo sumo un ndmer finito

,de segmentos y puntos. Entonces el

la.sumo,de las Areas de ,R1 y R2:

Lasstfes figarss siguientes.ilustran,e)emplos de la spli-

cacidn de este postqlsdo:,

En cads figura ls.ltnterseccidn estg marcadacon iness gruessps,"'.

3vonsiste en unsegmento en la primers figura, eh tres sew-

mentos en la segundo, y eh dos segmentes y un punto en la.

tercers.
4

Por otrs.parte, la figura siguiente es s:IreuniOn de dos

R 1 `4411P0- R2

.

giones triangulsres R
1
Y,R pet-6 su intersecci6n.no cohsiste

en unndmero finito de,segmcntos y euntos. La interseccian es

/ la regitin cuadrilgtera del centro. Entonces el postulado 1'9 ne

se'piuede splicar en este csso, ,Si trstgromos de csAular el

area de todo la región sumando las Areas de Rky RI el grea
2

*

de la regi6n cusdrilgtero se contaris dos veces. Fue pensondo

,,

4 .
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en esta.si'Neci6n por lo que insistimos, en,la definici6n de
regi6n poligonal, en que los triAnguloOtIque determinan la

regi6n deberfad ser comd allf especificados.

Al'igual que ocurrfa en.el caso de distancias y Adgulds,

la "Unidad de Area" puede elegirse arb4rariamente. Siri embargo,.
conviene pes costumbre escoger Lula unidad estcechamente aso-
ciada a la unidad,de distancia. Si vamos a medir la distancia

SP
en pulgadas, mediremos el Area en pulgadas cuadradas; y en

general, para cualquier unidad de:distancia que elijamos, usa-

remos la-correspondiente unida4:cuadrada para
Una manora de asegurar esti) serfa 'enunciar

el que el Area de un cuadrado serA el cua

:de una arlsta.-

r el Area.

omo un postulado

rado de la longitud

.(Entendemos por "Area de un cuadrade, desdé luego, el ,

Area de la regi6n poligonal que, es la reuni6n del cuadrado y su

interior. Análogamente, entenderemos por Area de cualquierY-

cuadrilAtero,- el Area de la region goligonal correspondiente0

La afirmaei6n e
2

es,sin,embargo, muy particular para
que sea adecUada. La dificultad'estriba en que at establecemos

nuestra unidad de Area por el postUlado .A bee2 , ,entonces

tendremos el ptoblema de demostror que la f6rmula correspondiente
sera cierta también para rectAngulds. Es decir,: tendremds que

demostrar que el Area de un rectánguld es el producto oe

.longitud de su base y la lingitud de s4 alturae Desde fuego,

si sabemos quo esto ,es dierlto pare los rectangulds, concluitemos

4nmediatamente que eh el .caso de los cuadrados 'A e
2

, porque

todo'cuadrado es ud rectAnguld. Podemos demostrar la afirmaci6n

tbcfproca, pero la dtmostraci6n es,más W.flcil de o elue uno

I. 4
4

A
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iera creer. Lo mAs convenienteor ahora, es tomar como

postulado la fórmula mAs $eneral, es decir, la de los rec-
,tngulos:

Postulado 20. El Ared de tin rectAngulo es

el producto de la longitud de su bate y la lon-

gitud de su altura.

-4.bh

_ .

NotarAs que en ios pArrafos anteriorep y en el postulado

20 cuidamos de decir, "longitud de su base" y "longitud de su

altura". De ahora en adelante, al usar el postulado 20, i

diremos sencillamente:

"El Area ,de un:rectAngulo es el producto de su base y su

altura". Esto quiere.decir quo a vecO usamos "base" y.

"altura" ILir:a indicar ségmentos rec lfneos y a veces para in-/
- dicat, sus iong4uded. De ahora en adelante aremos esto gene-

,

-ralmente, confiand:

1
eh tu habilidad para distinguir por el

.

contexto cual de l sentidos de una palabra debe sobrentenderae.
,Si "bisecamos un lado de un triAngulo" la palabrat"lado" tendrA

su sentido original, el de un conjunto de puntos. Si "xuadramos
0.

un lado de un triAngulo", usamds la palabra- "lado" para abreviar

"longitud de'un lado. Talea'maneras de abrevtar serAninuy

cOnvenientes en este capftulo y los siguientes;

Podemos ahora, a baie de los cuatro postulados del Area,

calcular las Areas de triAngulos, paralelogramos y marias otras,

figuras.

1

1
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Coniunto de roblem 11-1

1- Muestra que cada'una de las figuras siguientes es poli-

gonal, indicando un modo de div.idiria en regiones

traangulares tales que dos de ellas se intersecan, su

int.orseccidn es-tin punto o 'un segmento de tada una'de Olas.

Trata de hallar en Ca4da caso el menor ndmero posible dp

iones'tKiangulares.

a. b.

2. Calcula el area de un rgcOngulo de 50 pies de largo y

161 pies de anCho.
2

:3. a. Si duplicas la altura de Un rectgngulo y dejas la

misma base, Lccimo cambia el greO,

b% Si dupticas ambas, la altura y la base de un

rectgngulo, tc6mo cambia el. grea?



rib

4. LCuantas losetas, cada una cuadrada y de pulgadas de

lado, se.necesitarán pars cubrir un piso rectangular de

37 pies 6 pulgadas por 12 pies?

5. La,figura nos muetra una

cara de cierta parte de una

máquina. Para computar el

cosGo.de 1 ar un gran

nOmero de estas partes, es

necesario conocer.el Area de

'una cars. Las,regiones

somAe.adas no se van a pintar.

Ualla el. Area a pintarse.

-j

33"

r-

9"

15"

9"

4

18

a -f
9'

4

*6. ISerán ciertas o falsas las siguientes afirmaciones?.

Da una ra26n pars 'cada respuesta.

a. Un triangulo es Una .reglon poligonal.

b.g El postulado 17..dice que a todo ndmero positivo A le

corresponde aiguna regibnpoligonal R.

c. Toda regiOn poligonal tiene una'area Unica.

.d. .Si dos triangulos`son congruentes, entpnces sus

regiones urangulares tienen la misma area.

.La reunion de dos 'regiones poltgonales tiene un area
.t

lgual a la suma de,las/areas de cada una.de las regiones.

El postulado 20 nos aSegura que el area desun cuadrado

dd lago e es A = e 2
.,

g. El interior de un trapecio es;una regi6n.,poligonal.

Una regiOn triangular es una región poligonal.

. Una región rectAngular'con bage 6 y altura 7.. be-puede dividir

en,cuadrados dellado 2, como en la figura 1. Notarás que un ,

:

4 cuadrado de lack). 2 es el mayor cuadrado posible que podedio4

)atilizar para divtar la'regiOn rectangular en un ndmero
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exacto de cuadrados congrtienes.,

4

vv.

01.

6

./

Figura 1 1 !'.

1 t
De manera dulloga, un cuadrado de lado es el mayor

2

cdadrado posible.que podemos utilizar.para dividir una

regi6n rectängular de base.4 y altura LI en un ndmero
2

exacto de cuadradOs cOngruentes, como en la'figita 2.
.

4

Figura 2

Determin4 el lado del mayor cuadrado posible que. podemos

utilizar para aividin en un ndmeio exacto de cuadrados

congruente& las regiones rectangulares con las medidas\

Siguientésl.
S.

a. b a 4 h a 12 d. b a 1.7 'h a 1.414

b. b a 5 h 2-1 e. b a 2.0 ja
4

3.5 h a 1..7 f. b 47 .h 475

V.
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I

N,

.1Que dificultad. encuentras en las pastes (e) y (1)? ITe

das cuenta de que esto tiene que ver Cdn lo explicado en

-el texto antes de presenter el postulado 20? .

En la .figura sigulente, A, B, C D, E, F, G Se ilaman
vertices, los segmentos AB, BC, CD, DE0, EG, GA, EF, FD, FB

se Haman aristas, y las regiones.poligonales ABE, FED,
"BdDF se llaman cares. El exterior de la figura tambien se

considerare come-unaicara.

:Sea c el nsdero de cares, v el ndmero de,vértices,

. 11 el ndmero de aristas: En un teorema descubierto por

Euler, un famoso matemetico, aparece la Agulente expresidn:

- a + v, que se refiere a figures de las,que la anterior

es un ejemplo. Usando la figura, calculemos el valor de
c - v. Veres que c = 4, vErn 7, a = 9, lo que da

ac'_ a + v.= 2.

Usando las dos figures que siguen, calcula c - a + v.

Observe que las aristas no tienen necesariamente que ser
,

segmentos.

Of
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b. Supontle que esta figura

es una secci6n de un mai:4

en lue Se muestrandift

tritos;

e. Nue.caracteristica observas en los resultados de los

tres c6mputos?

d. En la parte (a) marca un punto enel interior del

cuadrilgtero y diEija egmentod desde tada uno de los'

cuatro lArtices al/ppnto. LC6mo influye esto en el

cglculo de. c - a + v? LPuedeS explicar por qué?

e. Marca un punto en el,exteriorode la figura de la

parte (a)' yednela a los dos vérticesLmgs cercanos.

, i,C6mo influye esto en los c6mputos?

f. Si te interesa este problema y quieres seguir estu-
.

digndolo, lo vergs tratada en "The Enjoyment of-

-A Mathematics" por Rademacher y T.aeplitz y en "Fundamental

. Concepts of.Geometry" por.MOserve.
4

Areas de tiiángutos, cuadrilgteros
4

Calculemos ahora algtInas Areas, basAndonos en nuestros postu-

lados.

Teoreiv 11-1. El Area de un trigngulo rectgngulo es la mitad

del #
produco de.sus Eatetos.

,

`.4



A = 7 -ab

Demostraci6n: Dado el APQR,.con un gngulo recteken R.

*Sea ,A el area del APQR. Sea R' (la iritersección de la

Redela a PRque'pasa.por Q y la paralela. a QR que pasakpor 15.

.Entonces IN:PRIes un.recOngulu, y APQR = AQPR'. Por el postu-

lado 18, esto significa que' el Area del AQPR1 es A. 'Pot el

'postulado 19, el area del reCtgngulo es .A + A, porque los dos
trighgulos se intersecan.sólo.en el segmento PQ. ,,Por el postu-
lado 20, el areil del-rectAngulo.es ab. Por lo tanto,

2A =..ab

1
'A = ab

2

(7. que ena lo/que tentamos que demostrar:.

Dp es 0 podemos obtener la f6rmula para,e1 area de cualquier
triangulo. Una vez tengamos esta fórmula, ella incluirg el'

teorema 1-1 como un gaso particular.

'Teorema 11-2..4 El Area de un trigngulo es la, mitad del

producto de tualqUiera sus.bases y la altura a esa base.
t

S.
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r

Dembstracidn: ea A el' Area.del triaingulo*dado. "-tag
. .

tres figuras ilustran los tres,casos a Considerar;

(1) Si el pie, de la alturia est4 entre /fos extremOs de la..

ase, ent.onces, la altu a divide ngulo d o en

Allotrl4ngglog rectAngulos, con bases bl y b segdn

se indica. Por el teorema anterior; estos dos
1triAngulos tienen Areas-b

1
h y -b

2
h. Pcir el,post

2 2

(

lado 19, tenemos

/b

Puesto que

I

f 1
A =.

1
h -b2 h

2 2

b2 = b, tenemos

1
A ...-2-(b + b2)'h

como querfamos demoqtrar.

(2) Si el pie de la altura ds un extremo de la base, nadar°

nos quela por demostrar: ya sa'bemos por el teorima
1anterior que A -bh,
2

(3)Nfixk1a tercera figdra, Vemts.el triAngulo dado, con

4rea. A, y dos triAngulos rectángulos (uno mayor y

otrO más pequeño). 'Tenemos

1 1-b
1.
h A -(1)

1
+ b)h.

2 2

El alumno explicar4 el potqué de este paso:
1

DeSpejando algebraicamente A,4obtenemos. A

que era lo lue/se querfa demostrar. .

. ,

Notarás,que el teorema 11-2 se puede aplicar a cualquier
--".

tri4ngu10 de tres maneas, Aorque cualquier lado puede tomarse

co

lit

la base; despu6s io multiplicamos por ,la altura correspon-

di e y dividimos por 2, par& .411 conseguir 0, Area. La

figura clue sigue ilustra-lás tres posibilidades para unrsolo

triaingulo,
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1

Las.tres fórmulas

lb
2
h
2
,y lb

3
h tienen que dar .

2 2 3
I

una misma resp9esta,, plque lh
I 1

toda6 ella4 dart el`Valor
"- I

Icorrecto pare el Area del

triAngulo. i
- 4

4Notar/ también que una vez sepamos la manera de hallar,
....

el Area e un triAngulo, no tenemos gran problema con las Areas
)6 regiones poligonales: todo lo que necesitamos es partir

las rogiones poligonales en regiones trianguldres (lo que sabemos. 3e%
que sOpuede hacer) y luego sumar las Areas de las regiOnes

triangulares..

Esto es bastante trivial para el caso de' paralelogramos.y
%

trapecios. .

Teorema 11-3. El Area de un paralelogramo es el producto de

,cualquiera de sus bases y la correspondiente altura.

tr

Demostración: Dibuja la diagonal SQ. Segdn el teorema 9-14A

SQ divide al paralelogramo en dos triAngulos congruentes. El

postulado 18 nos dice,que 1 triAngulos congruehtes tienen
1.0rem iguales. PerO el Area àel APSQ bh., Por lo tanto0'el
2

Area del paralelogramo PQRS es. bh, como se-querfa demostrar..

I ioir
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40
Notards que el teorema 11-3.se puede aplicar a cua,lquier

paralelogramo de dos maneras, orque se puede tomar Cualquier

lado como base, y luego multiplicarlo poi la altura correspop-
.

di,ente, 9Ara asi conseguir. el .Area..

1,140.

En el primer caso, tenemos qUe A =.13h y en el segundo:caso,

A = Estas dos expresiones.,bh: y b'h' deben dar el

mismo resultado, puea ambas dan el valor correcto para el Arda,

del patalelogranio.

El Area de un trapecio puede bbt.enerse también ddscompo-

niéndolo en dos triAngulos.

Teorema 11-4. El ftelt de lin trapecio es la MItad del pfo-

ducto de su altura y la suma de sUs bases.

b,
1

+ b2)

Deinostracf6n: Sea A el Area del trapecio. Cualquier
. .

diagonal divide al trapecio en dos triAngulos con Areas

=b
1
h. y lb h. (Las lineas de trazos a,la derecha indican pcir'

2 . 2 2

qué el segundo triángulo tiene la mf8ma altura h que el primero)

Por'el postulado.19i,

1
h,+'b

2
111

2 2



.,

'A, . = 1.bh,'da el mi41110 reAlltado en cada caso,
''.

1

-555-

Algebraicamente,.esto equiale a le fórmula
1 .

A = lh(bi + b2).

*
La f6rmula para el:area de un triAngulo tiene dos conse-

cuehcias Utiles, amble-obvias:

Teorema 11-5. Si dos .triAngulos tienen alturas iguales,

'entonces la raz6n de sus areas es'igual a la raz6n de sus bases.

Datos; ,ABC y ADEF con alturas :iguales.

Area del ABC
Area del .6,DEF Fi

Demostrar:

Esto es facil de ver una vec tenemos la f6rmula A =
1
bh,

2
1

fib hpuesto que entopces, se deduce que 2 1 , 1 .

1'

2
--b

2
h 2

TeuFema St dos triaUgulOs tienen alturaSIguales y
r.

bases-iguales, entcnces tienen Areas

La demostreción de,este teoremies lAcil, piles la f6rmula.



Coalunto de problemas 41-2

1. En el trian$410 rectángulo ABC con AngUio recto

AC = 7, BC = 24, AB = 25.

a. Calcula el Area del 6ABC.

b: Determina la altura de la hipotenusa.

2 La hipotenusa de un trikinguio rectangulo es 30, un cateto

es 18 y el Area del triAngulo es 216. 'liana la longitud

-de la altura de la hipaenusa y la longitud altaea'.

del cateto.dado.

3 En el AABC, P1AB y rE
a. Si AB = 8, CD:= 9,

,,.RE 6, calcula BC.

b. Si AB = 11,-4 - 5,

5 calcula CD.

c. Si CD.E. 14, AE =

BC 1, calcula AB.'

d. Si AB = c, CD = h,

BC = a, determina AE.

En la figura, CQ -.QD... tat

Demuestra que.Area AABC = Area AABD.

5. Si ABCD es un cuildrado, halla

el Area de 1S estrella dibujada

14'

a la derecha en terminos de s

Los Segmentos queliormn 61 contorno

de la estrella son,congruentes,

)1;

'



0

..

6

6. En el paraleLgramo ABCD,

4AVI. 156, 4411 BC ylbfb-A..
a. Ea AE 70 DC . 12,

- BC 44entonces

AF 4.1r

b.. Si AE im 10, AB 18,

GB entonces

AD

c.

.

.

/

/ \
/ \ .\

00

Si 6, DC 14,

8, entOnces

AD

Si GB AD = 20, #.

AF 16, entonces

7; Demuestra que las diagonales .de

un paralelogramb lo dividen .en

:cuatrq triAngu.los con Areas

iguales.

8. Determina el Area de1 trapecio ABCD

4. si AB 12, DC. DE ... 4.

b. AB 9', AD 4, DC....

CF 3,

c: si AE ... 4, FB .. 6 PE ... 5,

DB.... 13, DC ...'.6:- ,
,

A.-
ci . si AB u.27. DE u. 7, AE a. 3e

'rs
.

4

,

t

;./

6.6

e.

EF FE.'

e. si AE 12, EF. 3,6 FB 9,

".

CF FB.

,

tt

611
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.a

9. Cailcula el Area de un trapecio si su altura tienelongitud

7"y su medlana tiene loolgitud 14. (Sugerencia: V. el pro7,
.

blema 10 del Conjunto de problemas 9-6.)

10. 'Un triAnguIo y un paralelogratho tienen Areas iguales y.

base;
°i;

iguales. Oué relación hay entre sus alturas?

11. gompara las grea$ de:

a: El paralelogramoABCa y el
1

triiingulo BCE.

b. El'ABCF y el pBCE.,

c. ,EiAABF y er AFCD, si

F es el punto niedio de AD.

d. Los triAngulos CFD y BCE 'y 8.

el p'aralelogramo ABCD, si

ifAtilfr
F es el punto.medio de AD.

12.. Al medir él t,erreno dibujado

aquf, un agrimensor marcó la

recta-VS.en-direcci6n norte-sur
. .

y pAsandojor B. , DesOués,loca-4 4
liz6 las reCtas. CE, OF, AG en

dirección este,oeste. Encontró
1

que CF varas, OF 12 varas,

AG ...10 varas, BG 6 varas,

BF 9 varas, FE ... 4 varas.

Calcula el drea-del terreno.

13. Demuettra el teorema: Si el. '

cuadrilátero ABCD tiene diago-

nales. perpendicularep,-su area._

es igual "a la mitad del producto

de la6 longitudes de las diagonales.

A AA.,

I

2-
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14. Redacta,p-o,corolario del teorema del problema 13 Aue se

reqera al Area de un'-rombo.

15. El Area de un cuadrilétero es 126 y la longitud de una
s

dagonal" s 21. Si las diagonales son perpendiculares,
.

caltiTri.s 1 longitud de la.otra diagonal.
/0

16. .Las diag6n1es de Lih rombo tienen longitudeS de 15 y 20.

Calcula au Arse. Si una aDtura del,rombo es 12, determina

la longitud de un lpdo. C

*17. LSerA también cierto el teorema

del
(
-problema 13 si la regi6n

pof1go9a1i ABCD no fuera convexa,

como es el caso de la figura?

A
18. Demuestra que una mediana de un triAngulo divide a Aste

en dos triéngulos, cada uno de los cuales tiene Un Area

igual a la tufted del Area del triAngulo. original.

:19. .a.- Si.AD y BE son dos medianas

Ael A'ABC que se interseca

en C, demuestra que
h

Area AAEC Area/1BM.*

b. Determina qué.parte del

Area AABC es el Area ABDQ.

(Sugervcia: Dibuja CF,

la otra mediana.)

r,.4

4 .t)

V

9

t



tit

11-2 i -340-

ZO. 'Si AB 'es un segmento Ma en el

'piano E, LquA otras posiciones de

_)P en el 'piano E harAnque el Area

del AABP se mantenga constante?

., Describe el lugar de todas las

posibles posiaiones de.P en el plano

E que satisfagan Ja condición.

Describe el lugar de todas 14s posikles

posiciones de P en el espacfo que

satisfagan la condición. c1

*21. La figup de derecha,est6 fdrmada

por cuatro tr gulos iecangulos,

y cuatro rectrIngulos. Witarás que

hay un."agujero" cuadrado"de,lado

dnidad.

a. Suma las Areas de las

ochO partes (sin montar

el "qgujeN").

b. Demuastra que se obtiene

el mismo resultado

tomando el semiproducto

de la longitud, de la

base y la longitud de

la alturaw

c. Explica por qué los

resultados obtenidos

en (a) 1 (0 son

.'iguales, a pesar del

"agujere.

Ii
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l , b

1

4 k

*22. Una rec a divide A.una región

.rectang lar en dos regiopes

de igual Area.. Demuestra
...

que.esa.recta pasa por la

intersecci8n de-las diagonales

del rectángulo:.; . .

,

11,-3

1-3; El.teorema de Pitágoras,
3-7

Ahora,que Aabemos trabAjar'con, areas, es relativamefite

fficil deMostrar er teoreml de Pitggoras.
I

Teorema 11-7. 4E1 teorema de Pitágoras) En un triangulo,

rectAngulo, el,cuadrado dé IA hipotenusa es igual a la suma de

los cuadrados de los catetos.,

44:

Demostración: Consuimos.un cuadrado cada'uno de cuy s'

lados tiene longitud a + b. En este cuadrado dibujamos cua

trigngulos rectangulos coh catetos b, asi:

*

I.
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d.

11-3

Entonces,

a

(1) tada uno de 'los cuatro triAngulos rectAngulos es

congvuente'al briAnguto dado, por el postulado

Por lo tanto, sus hfpotenusas tienen longitud c,

\ segdn se indica en la figura.
.-)2) El cuadrilAtero formado por ls cuatro hipotepusas

es un cuagrado. Podemos- demostrar esto del modo
siguiente:

z es un Angulo recto, porque mZ. y m4 z + mL x fte 180,

y m Ly + niL x - 90. (Los Angulos agudos de un triAngulo

rectAngulotson complementarios.) Como dada'uno de los cuatro
, -

ladOs es iguak a e, el cuadrilAtero es un cuadr oA,

(3) ft Area del cuadrado mayor es igual Al A ea del

.cuadrado menor, mAs las Areas de los cua triiingulos

Lueg6,

rectAngUlos congruentes. ,

1(a + )
2

c
2
+ 4(-ab).

2

Por lo tanto",

'a2 +2abk.* b2 2c + 2ab,

y Tinaimente, a2 + b2 c.,2,.que era lo que'ibamos a demostrar.
4.

't

4.
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1.
El recfproco del teorema,de Pitágoras.es-igualmente .tierto.

Teorema 11-8, SY el'cuadraclo-de' un lado, de un triangUlo es

igual a Ia suma de los cuaaradds de los Rtros dos ladoi;', en-

tonces el trilingulo eh rectAngulo, con un 4ngulo recto cpuesto

al primer lado.

Demostración: Dado el AABC , como -en la figura, y

c a
2'+ b2.. Sea el ,AA'B!C' un triángulo rectfingulo con

catetos a b.

Sea d ,la hipotenusa del segundo triángulo. Por el teorema
4

de Pittigoras,

d
2'

in a
2
+ b2.

Por lo tanto, d 2
c
2.

Como c x d son ambos positivos;

esto significa que d c. Por el teorema tenemos que

M'E'C' .'AABC. Entonces, LC ix LC' . Por tanto, LC es recto,

como se queria demostrar.,

t.'
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Conjunto de problemas 11-3a

1. UnOombre camina.hacia el.norte 10 millaS,y despu6s hacia

el este 3 minas. LA qué distancia.estA del puntp de

partida? ("En-vuelo directo")

2. Un hombre camina 7.millas hacIa el norte, 6 millas al ate

.y luego 4 millas al norte. LA qué distancia estA del punto

de partida?

3 Un hombre camina 5 mina's hacia el forte, 2 miilas al este,

1 milla al norte y finalmente 4 millas al este. LA qué

distancia estA del punto de partida?
.

4. En el cuerpo rectangular indicado en el diagrama, determina

la longitud de AC y la de AD. 0

5.

6.

LCuAles de los giguientes conjuntos de ndmeros podrian ser

las longitudes de los lados de.un triAngulovrectAngulo?

a. 10, 24, 26 d. .9, 40, 41

b. 8, 14, 17 e. 1.5, 3.6, 3.9

2c. 7, 24, 25 f.
3

22-
' 3 ' 3

a. Demuestra, medianteol reciproco del tgorema de PitAgoras,

que podemos determinar enteros que representan longi-,

I

tudes de .lados de,triAngulos rectángulos,de la siguiente
4

manera:

Eligd dos enteros positivos cuill.esquiera m,

n tales que M>-n. Entonces, 1112 d2, y 2mp

serAnlas longitudes de los catetos de un

friAngulo rectlingulo, y m
2

4- n
2

serA id longitud
de la hipoenusa.

04,
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b. Usa el mdtodo.anterior para hacer una lista de longi-
,

- tude enteras de lados de.tridngulos rectdnguloilen

los ue la'hipotenusa sel,menor,o igual que 25:m-Hay

keis triAngulos de esa clase.

7. a. 'St los dngulos rectos y las
.4,

longitudes son los de la
Ile -

A.
.

figura determina AY, AZ y AB.' ,
.

b. si.contindas la disposición queCç

hay en la figura, y tomas BC 1 \\
\
\mzCBA N. 90, /cud1 ser# la

longitud de AC? lY la de/

sigdiente segmento desde A?

Notarás que le va desarrollando

una regla inceresante.

8. En el cueipo rectangular de la

derecha, AW Qt, AB 2, AD -11

Determina AY.

En el LABC,.

AC' 13..

AB id 14, BC ai 15,

Calcula la longitud de la

altura, hc,"de AB.

b. Caicula la longitud de la

altura, h de BC."
120.

*10. Ei AABC tiene un ángulolobuso,

el, LB, y A8 6, BC 14, 18.

Calcula la longitud dp la altura,

h , de Ai.

11111Y

A

<

4,
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,

11. Un Angulo de un rombo kiehe medida,de 601y un lado longitud

.de B. Determina la longitud de cada diagonal.

12.. En el rombo ABCD, Air.. 6.y BD 4.

sCalcula la longitud'de la perpen-

. dicular desde cualquier Artice

a cualquiera (le los lados opbestos.
1

13. En la, figura, BC ICA, BC

CA 12, ,CD 1 AB . Calcula CD

14. Las longtiudes de los catetos del

triángulo.rectringulo.ABC son 15 y784
4

Calcula lalongitud de la hipotenu'sa.

DCalcula.la longitud de la AltUra de

la hipotenusa.

15. Si las longirudes de los catetos

de un trifingulo rectângulo ABC son

a I b, tetermina la longitud de la

altura de la hipotenusa.

16. El AABC es is6scelesr, con CA CB.

Las medianas AP y BQ son perpendicu-

larea entre sf en el punto S. Si

$P n, deterMina la longitud'de

cada segmento y las Areas de las

regiones poiigonales ASQ, ASB, ABC

y QSPC en términos de n. (No conviertas

los radicales en decimal-es.)

.
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17. Una demostracidnIdel teorema de

Pitágoras, a base de la figuKa

-de la derecha, fue descubierta

por el General James A. Garfield

varios linos antes de llegai la

ser Presidente de los Estados

Unidos. Se public6 alrededor

del aft 1875 en el "New England

Journal of Epucation". Demuestra

que a
2

+,13
2

c
2

, expresando'

algebraiceftente el hecho de que

el area del trapecio es igual a

la suma de las areas de los tres

triángulos.. Deberás explicar en

la demostraci6n por qué et1 LEBA

es recto.

ABCD es un cuerpo tridimensional

a manera de una piramide".

Observe que los puntou.A, B, C y D

no están en un plena. Se nos da-

que BD BC AC CD DA 2..

a. Si R y S son los puntos medios

de BA y CD, respectivamente

b

t,

a E
110 / 1

/ /
1

1

1

1

't 1

/6

demuestra que R$ ies perpendicular

iiambos BA y CD.

Determine la longitud,de

0

4
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*19, En el .AABD, el fatBD es recto,

BC ... 1, AC cp. Calcula

AD, al ADC y m L DAB.
0

A

4.0

El teorema de PitAgoras#tambidn nos dice algo acerca de

las formas de ciertos triAngulos sehcillos. .Dos relacioriel

muy dtiles constituyen los enunciados de los dos siguientes,
teoremas. Presentamos figuras que sugieren sus demostraCiones.

Teorema 11-9. (El teoremasdel triAnguld 30-60 ) La hipote-
nusa de un triAngulo rectAngulo es dos veces el largo de un,

cateto si,'y solamete si; las medidas de los Angulos agudos
Li

son 30 y 60.
,

'Teorema (El teemema del triAngulo rectAngUlo
isósceleg ) Un LriAngu.lo rAptfinsiulo es isósCeles Ai, y sola-

mente si, l'a.hipotenusa es 'ces el largo°de un cateto.

Conlunto de .probleinas \14,-3b

1. Las longitudes de dos lados de un triAAgu10 son 10 y 14
y la nedida'del Angulo comprendidd entre\estos lados es 30.

lCuttl es la longitud de la altura del 1ado\4e 14? ICuA1

es ej. Area del triAngulo?

4.
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2. Las medidas de'los Anguld-s congruentes.de.un triAngulo.

isósceles sOn 30 cada una y lOs lados congruentes eienen
. cada uno de ellos longitud .de 6. LOuAl es la lpngitudde

la base del triAngulol

14 la medIda de un Angulo' agudo-de un ttiAngulo rectAngulo es

doe'veCes la medida del otro Angulo agudo.. Si la.longitUd
.. del cateto maYor'es 5.15, cuAl

1

es la lohgitud deAa hipo7'1 i\
f

tenusa?.

4. beMuestta que en cualquier.triAngulo'rectAngulo.30° 60°
y de hipqtenusa S, la longitud del cateto Opueato al
-Angulo de. 60°.es

.4. 5. En el paralelogrjamo ABCD,
,

___. AB ... 2;,AD.... 3.y mL.11 Li, 60."

I' CalCula la longifud de la

altura-que va de A a DC..

t.

6. Si una'ralfura de un ttiAngulo equilAtero tiene 15 pulgadas
0

de largo, LcuAl es la longitud.de un lado del triAngulo?
1. En.un triAngUlo retAngulo que tiene Angulos agudos,de.

30° y 60°4 LcuAl es.la razón del catéto más corto a la

hipotenuset ,Y.de la hipotenusa al cateto.mAa corto?

4Del cateto más &ore° al cateto opuesto al Angulode 60°7.

LDel cateto opuesto al Angulo de-60° aL cateto mAs corto?

jQel cateEo ppuesto al ingulo de 60° a la hipotenU.sa?

4De la.hipotenusaal cateto opuesto al 4ngulo 60°? szSon

:eses rezones las mismas para todo triAngulo rectAngulo-
\

30° - 60°? Si has trabajado cuidadosamente° este problema,

enconttarga que los Fesultados te ayudarán.grandemente en

muchos de 1,,E1 pro

Calcula el Area de

cuyos ladoEv sngruen

cada tato y cttios

emai siguientes.'

ada o de los triAngulos is6speles'

tienen longitudes de 20 pulgadas

gulos en la base tienen medidas de:

b. 45 c. -60

/
9

r
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. -0arcula,el Area de cada uno de 1.6.s_friAngul9sA.s6sceiSS

cuyas bases.tienen longitud de 24 pulgadas y Cuyds. Angulos

en.la base tienen medidas

a . 45 , b. 30

Usa la inform'ación dada en las. figuras para determinar los
.

valores numéricos pedidos en cada eje

a b .

a

2a *

3a =

=

t

V.

d .

ft

J.*

o

4.



I.

e.

t.
k

-351-

'zz,,

) ,

g h,

X

4t

'of

11. En id figura, AB 1 plano E,

V

el ABFH está en el piano EN,

HF FB, AB . BH. 6, y

m t. FHB 30. .

Da las medidas de cdo s-,

los sepentos y ángutcs

de la figura qiae puedas

deteirminar..

, 11-3

V.

a. m
44.

X zp

I

En el AABC, m z A or 30, AC .1

y AB.3JT. Calcula BC:

LSerá LC un Angulo. recto?

#

4,

ik

is
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1

*13, En el thABC i1ustrado en la

figura, determtna BC. (Suge-

rencia: Dibuja la altura,

aesde C.)

a

20 pulgadas y un'14. La base de un triangu1eis6sce1es tiene

lado 26 pulgadas: Calcula el area.'

15. En la figura, RD ...PC, DR-.\ CA,

DF I FB , y 'CFI FA . Denies tra
,

que pirAB e6.-.is6sceles

16. En fa .flgura, DA y ca son

ambos perpendiculares

AB, AE FB y DF CE:

Demues-ra que( 4x a zy.

17. Demuestra el teorema: El

area de un triangula equi-

látero de lado s . se di

por la formula Area
Or

4

18. Calcula el area de\un ,triangulo equilatero cuyós lados son

cada, uno de longitOct,:

a.. C.

b. 8 d.

19. El area de un triangulo equi1Ate'i.o es 9 r-'5 . oDetermina au.

11,1

7,
6

'.1ado y sU altura..

.H20. El area' db un triángulo equilátpro es 166r1; Determina su

lado y su.hltura.
6.

111

4

11,
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,

21. dn'cuadrado cuYa Area es de 81 tiene su perfmptro con

longitud igual a la longitud del perimetrolde un tritingulb

equilAterb. Determine el Area del triángulo equilAtero..

1..a figura representa un'cubo.
4

". El Plano determinado por los .

puntos A, C y F est,yerialado.

Si Al mide 9 pulgadast icuAl
ttfc;

es la lohgitud de AC? bCudi

es la medida del LFAC? iCuA1

ea--el Area del AFAC7

. 'En el tr#pecio ABcp, Angulos

en la base de 600 cede uno

'comprenden une base de

longitud 12. El lad() no

paralefo AD

4e 8. Calcula ea del

* trapecio.

24, Determine el Area del
0

trapecio de la figure".

'I

*25. En Ia figura, el plan y

plano F se intersecan en At

forMando el 4ngulo diedro

a-AB-E, CG piano E,

DG I. AB y CD AB. DI es

el punto medio de AB y

BC AC. Si AB, -t 4 , AG - .6,

m z CBG 45. .y m z CAG is* 45 ,

determina CG y mz F-AB-E.

(s.

0

4
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*26. La figura ABCD es un tetraedro

regular (gus caraa son equi1A-

teraa). Sea e cuaiquier
4

arista y sean'NMIAB y NMI DC.

a. Demuestra que la longitul de

una bi7mediarlayes decir., del

segMento, NM, que une los. -

puntos medios de aristas

opuestas, es
2--e.

(Sugerencia: .Dibuja AM.)

b. Demuestra que la longitud de la altUra, AH, del
46tetraedro es --e. (Sugerencia: Dibuja HC y HD.
3 .

lEstA H en BIM? Recuerda que las medianas de un trigngu o
2,

se encuentran en un punto a 3 .pie la distancia desde

cada Vértice.)

27. ABXY es un. cuadrado, AB - 6,

y X-AB-E 60.
&

El rectAngulo ABCD es la
1proyección del cuadrado

; A8Xi en el:plano E. lCuA1

es el Area del rectAngulo

ABdD?

*28. Dados dos rectAngulos cueaesquiera en un plano, lcdmo.se :

podrA dibujar una sola recta que divida a &Lida -región

4rectangular en dos regiones de igual Area?

f



-355,

0

PFOblema. de !iepaso
. -r--. .

1. Si fil lado de un cuadrado'es el duplo del lado de otro
l. cuadrado, entonces el Area del-primer cuadradc es

.veces el Area del segundo cuadrado..
.,--

2. En el &ABC, pia ni BC, AB 8, 'CD 9 y. AE 6.-°'
Determina BC.

5,

3., Un hombre camina 5 millas hacia el norte, luego 2 millas
al este, después 1 milla al norte y finalmente 6 millas.

al este. 1,A qué distancia eitará del punto de partida?

Si la diagonal de'un cuadrado tiene 15 pies de largo,

LcuAl es la longitud de cada lado?

5. Calcula el'Area de un triAngulo isósceles en el que la
base es 12 y cada lado.congruente es 10.

6 . En la figura, .PQRS es un

paralelogramo, QT I SR, y

SV I QR.

a. Si SV 7 y PS 5, ,

calcula el Area de /
PQRS.

b. Si SV 8, QT 4 y

SR p 10, determina QR.

;

. ,\,
-cf.

, 7. EA un triAngulo equilAtero, la longitud de la q.11tura es

6 pulgadas. 1,CuA1 es la longitud dii Pada ka0o?
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8. El lado de un rombo es ,13 y una de sus diagonales 24.

Calcula su area.

9. En el AABC, la base AB 12, la

El area del AABC es , .

10. Deduce una formula parti el

area de la figura de la.

derecha en términos de las

longitudes indicadas.

11*. Calcula el Area de la regiOn

sombreada en la figura de

la derecha.

12. La diagonal AD del pentagon()

ABCDE de la derecha es 44 y

las perpendiculares desde

B, C y E son4 24, 16 y 15,

respectivamente. AB 25 y

CD 20. ICual estel Area,

del pentágono?
It

Mediana CD 8, y mz ADC 30.
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parale1ogramo ABCD

X y E son puntos

AB y AD, respective-

Demuestra.que el Area de la
1-

.regi6n AECXes igual a 1-

del Area del,-par4plogramo.

ABCD.

14. Devestra que el Area de un trigngulo rectAngulo is6sceles
1e4,iguel a Ti del Area del cuadrado que tiene la hipcitenusa

del trigngulo comb lado.

*15. Un trigngulo equilgtero tiene un iedo en un plano dado.
El piano del, triAngulo estg inclinado a un Angulo de 60°
con 'el piano dado. 10161 es la razón del Area del trigngulo

Al grea de su proyección en *piano?
*16. Explica la manera de dividir un trapecio en dos artes

que tengan Areas iguales por medio de una ta que pase
por un vértice.

*17. Calcula la longituAe la dragonal de un cubo con arista

de 6 unidades de largo.
.

*18.. En el cuerpo rectangular,

AE 5, AB..- 10 Y AD 4.

a. Calcula AC.

b. Calcula AG.

*19. Datos: El cuadrado'ABCD

como puede verse en la

figura, los pUntos.E y F de ,

manera que EC itTi el grea

de ABCD 256 pies cuadrados,

y el Area del 6CEF 200 pies

cuadrados.
Detexmina BE.
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*20. Si W, X, Y, Z son puntos

medios de los lados del

cuadradoWBCD, cow en la

figura, compara el 4rea de

este..cuadrado con la del

cuadrado RSPQ.

,

A 13

*2l. La figura muestra dos tritingulos rectAngulos isdsceles.
El primerO de ellos tiene un cateto horizontal de 10

unidades de loniitud y el segundo una hipotlusa horizon-
tal de 14 unidales de tonglAudJ

o'

a. Dibuja dos tridngulos mil en papel cuadriculado.

Recorta el segundo tringulo y colócalo sobre el

primero para mostrav que sus areas son aparentemente

iguales.

b. En la primera figura cuenta el ndmero de cuadritos'y

c .

d .

el ndmero de.tedios

isdsceles). A base
Haz lo mismo con la

cuadritos (tridnguros rectangulos

deestos ndmerOA, ca1cu1a el drea .

segunda figura.

Explica la diserepancia.

4 3
4

V



Capitulo 12'

SEMEJANZA

12-1. La idea de seme.japza . N.
Proporcionalidad. En tgrminos corrientes, dos figuras

.geométricas son semejante sqienen exactamente la miens forma,
pero no necesartamente'el ismo tamaft. Por elemplo, dos

circunferencias cualesquie a son semejantes; dos cuadrados

cualesquiera son semejantes dos trián ulos equilgteros caales-
.

quiera son semejantes; y dosLsegmen a cualesquieya son seme-

jantes.

Aparecen.a continuación dos OkAngulos, lgs medidas de

cuptis lados sonlas indicadas:

,

1 4

4 ti
s,
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Estes figures tienen uria'relaoi6n muy peculiar entre si. Una
manera.de describir esta relación, dOun modo muY'tosco, es

.diciendo que el triAngulo de la izquierda se puede "estiraev

o el de la derecha se puede "encoger", pasta coincidir con el

otro fleAdn la correspondencia

ABC

Desde' luego,/eSta correspondencia no es una congruencia pues

cada lado del triAngulo de la derecha aerie doble largo que el

lado correspondiente deo). otro triAngulo. Llamamos seme anzas

a-las correspondencias de este tipo. Mas tarde, en este I

capitulo, daremos la definición precisa de una semejanza.

NotarAs que las longitudes de los lados de nuesiros dos

triAngulos forman dos sucesiones de n ros positivos,

a, b, c 2. a', b', c', que están en una r muy parti-

cular: cada ndmero de la segunda sucesi6n es exa temente el

doble del ndmero correspondiente de la primera sucsión, o,

dicho de otro modo, cada ndmero de la prfmera sucesión es exec-

temente la mitad del ndmero correspondiente de la segunda

sucesión. Asi

a' 2a

b' A2b

CI m 2c

Otra manera de indicar esto Berle escribir

al 2 6 4a 13 1

a b c 7.7217-1
Las sucesiones de ftdmeros poditivos que estAn relacionadas 4e

este magera se dicen ser proporcionales.

Definici6n: Dos sucesiones de ndmeros, a, lq F, z
q, ri ninguno de los cuales es cero, sonf2roporcionales

if
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3
p q r a' b c

Las proporcionalidades más sencillas son las que comprenden

solamente cuatro ndmeros; ellas tienen propiedades particulares

que vale la pena seftalar. Ipdicamos algunas de ellas para

i'eferencia future.

12-1

Propiedadep algebraicas de una ptoporción simple

Si , a c

'5

donde a, b, c, d son todos diferentes de cero,

entonces (1) ad bc

(2)
a b
c

a +b c+ d
b

a - b d
(4)

b'

Demostraci6n: De la ecuaci6n original

(4)

a . c , obtpnemos

ad bc, multiplicando'ambos iiembros por bd;

a

'

b
multipacahdo ambos miembros por ;c d

a +..b d
b d '

a - b c d
b d '

sumando la amboimiembros;

restando 1 de ekbos miembros.
,

Podemos deducir otras relaciones, pero éstas son las de

'mayor utilidad.

, Definición:. Si a,.ob, c son ndmeros positivos y

entonces b es la media geomdtgica entre a C.

De la propiedad (1) anterior,;se deduce que la media.

geométrica de a c es

4
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confunto de problemastl0

1. Completa cada enunciado:

, entonces 7a .

, entonces _4x

, entonces 6y .

Irr

2. En cada una,de las siguientv prppaciones, halla x:
2.S

3 5 xa.
2 4 )

e. "

2 11,b. 4
d. 7 I"

.3x 7 # x

3. Completa cada enunciado:

a aa. Si 3A . 2x, entonces
X

b. Si 5.3 4114m, entonces
3 mi

y 3 ..

4
.

m

a b Nc. Si 7b . 4e, entonces
b

...
V

Y a
.

d. Si 5.0 . 6x, entonces - .x. 5
Y m .

5 )

x
4. En cada una de las siguientes proporciones, eicpresa el

ndmero a en t4rminos de los ntimeros b, c y d:

/ .44./,

2a\. 4c
a. 3b 5d c.

2b , 7c
d.b.

Completa cada enunciado:

\ a 3 + b - .
9-

Si
\13- I"'

entonces 4
. b

)
a b

Y

2
Y.-1. 2 .

2 ' 2

X Z
'

entoncesb. Si
0,

c. Si a + c. 11, entonces a
. 6 Y

a - c
c 7

c . . c
a 5 b + a mw , b - a.d. Si . ) Y4.

entonces
a a

3b

4c 7d

b 6d
2c 5a

,

0
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.

I ),6 Aquf aparecen tres sucesiones de.ndmeros. 1,Serán propor.:.

cionales dos pares cualesquievi'de estas sucesiOnes?

a. 3,. 7, 12 4

b. 9, 21, , 36

5 35
I loc.

Se puede afirmar prontaMente que las sucesiones a / b

son proporcionalesi ya que cada ndmero de b es 3 veces el
ndmero correspondiente de a. Comparar las sucesiones

a ,y c no es tan fAcil. Una manera eficaz de hacer tal

comparaci¢n serfa cambiar cada una en una nueva sucesidn

propor-cionaL que empiece con 1, es decir,.

,3a. 1, -5, 4

7b. 1,

c. 1 . ,_.
,

7. En la siguiente lista de sucesiones de ndmeros, lqué pares
. de sucesiones son proporcionales? Prepara una lista

completa.de esos pares.

a.

b.

c..

d.

e.

5,

1,

9,

1

'

2-22
18,

7,

2,

7,

1

'

14,

9-

3

17

1
4-
2

34

g.

h.

i.

1

27,

15,,

10,,

s2

21,,

30,

14;

,

51

45'

18 A

8._ Si 'to ib 42, Lcuales son los valores de w v?

3 4 11 4
9. Si Lcu les son los valores de x, y, z?xyZ1

10. 1Ca1es de los siguientes son correctos'pitra todos los

valores de las letras, suponiendo que ningdn ndmerci que

'i V
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aparece en unit suce8i6nse cero?'

r s t

Ati

d.

f ,

a + b 3.

7 -71. 5.a
2 .+ b r

.

z w

1

*6Ta =c2 2

,

16 sL. 28
11. Si TO 45 60 -E-, lcuAles son"los valores de et, q t?

12. La media geométrica de dos nUmeros positivos a c es

b 471C. La media aritm6tica de al. c es d
a + c

2

Halle la media geométrica y la media ariti6tica de lbs

pares siguientes:

a. 4 y 9 ,

b. 6 y 12

c. 8 y 10

4

d: 24

e . 2 y

12-2. Seme anzas entre triAngulos

\Podemos ahora rAdactar la definici6n de una semeljanza

entre dos triAngulos. Supongamos que se hos da una correspon-'

dencia .

entre dos triAngulos.

ABC A' C

S.

4
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Como se indica en ra figura', i es la longitud del'lado
.

opuesto"4 A, b la de; rado opuestoqi B, y asi sucesivamente.

Silos enAulos correspondientes son consruentes, y

ff..

I Ty c 1, 41

entOnces la correspondencia ABC 4--.. A' B ' C ' es una eme janza ,

y escribimos
,-

. AABC isdA.A'B'C'. .

Definición:., Sea S. una correspondencia entre los vertices

de,dos tr1Angulth. Si los Angulos correspondientes son

congruente8j los lados correspondientes (!)fi ptoporacinales,

entonces la correspondencia S es una seniefanza., y.decimos que-

los triengulos son semejantes.

Notrás'que la definición exigeildos,cosas: (1) los engulos
correspondientes deben ser congruentes, y (2) los lados correSpontr-

dientes deben ser proporcionales. Al pdher,ambas condiciones

en la definición, nos Useguramos de'qtre la definici6n se puede
.

aplicar a figuras poligonales de más de res lados. Para

04 4ficultadesrpodrfan surgir ai usar'Solamente una.c4liklas

condiciones, veamos cuel'es la,sltuaciAn para loS cuadrileteros.

Al

A D
,

*OP
Consideidlbrimero la correspondencia A'B.',C'D',..entre los

-"doS uectângulos.desla figura. .Los dngulos corre'spondieqtes son

congruentes, porque-todos ellos son rectos,i)ero los dos

recangulos no tienen, de manera alguna,.la misma forma.
.

. *

if

,

t
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14, %
Conskdera aboril.un cuAdrado y un rombo,'Con lados de

. 4 .y 2, coreb 4Stoel!..-

1.

#.

-

En la .correspondencia ABC1:+-5 A!B'C'D', los lados correspon-

dien'tes sonproporcionales, pero las formes son bien diferentes.

Veremos Más tardé que,en. el 'caw de oorrespondencias entre

trigngulos, si se satisface una de las dos condiciones, tambigri

es satisfecha ia otra. Es decir.i.si los gngulos corrdepondientes

son congruentes, entohOes lOs lados correspondientes son propor-
,

cionales; y recfprocamente, si los ledos correspondientes sOn'

proporcionales, entonces los Angulos correspondientes son

congruentes. Estes relaciones se presentan en el teoreMa de

semejanza A.A.A. y el teorema de.semejanzA.L.L., que se
q.

demdstrargn mgs ade1ar4 en este:*6apftulo.
,

Con unto de problemas

. /

1. Dada una semejanza AABC ADEF,

.s

-^

IONS. 4,.! v4S0

escribe la proporcionSlidad eutre los lados corresPdndientes

USando la notaci6n.AB, AC, ete. Entonces:

a. Exprese, AB en tgrminos de AC, .DE y DF.

b. Express BC en tgrminos. de AB, *DE y EF:

(
_
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. Expresa AC en terminos de BC, EF y DF.

d. "Expresa AB en-arminos de BC, DE y EF.

e. Expresa. Bd en términos de AC., EF y DF.

f. Expresa AC en términos de AB, DE y OF.
42. Más abajo enumeramos cinco.conjuntos de 3 ndmeros. Saala

que Oares de conjuntos d ndmeros (no necespriamente en el

de lados de triengulosorden dadb) pueden fieK longitudes

semejantes. Escri-be en cada caso las razones iguales.

Por ejemplo, a, b;
- -6 -8- 17

a. .3, 4; 6 . id. 9, 12,- 18

b. 8, 6, 12 e. 2
'

41
2'

4

c. 3, 4, 9

3. Se sacan dos copias de un pegativo, una natural y la otra

ampliada. En la primera un'objetp tiene longitud igual a
2 pulgadas y altura de 1.6 pulgadls. En la ampliadalLel

mismo objetà tiene;una longitud de 7.5 pulgadas. Determina
qué altura tiene en la ampliación.

4. Si AABC a AA'B'C', lsabemos entonces que AABC,YLIA'B'C'?
Explica por qué st o por que no.

Demuestra que el triengulo cuyos vertices son lospuntos

medios de los lados de un triengulo dado es semejapte al

triengulo dado.

12-3. Teoremah fundamepthles de la ,semejanza

Considera un triengulo AABC. Senn D y E dos puntos
+1+ A.+diferentes en los ladoh AB ,y 4p, y supongamos que DE y BC

son paralelas.
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*

Parece que la -correspondencia ABC 4-4 AD debiera ser una

(semejanza, y lo es en efecto, como veremOs pronto... Prepara!-

remos el camino mediante una serie di teoremas.

Teorema,12-1. (El teorema fundamental de la proporciona-.

lidad ) Si una recta paralela a un lado de un triángulo, corta

a los otros dos lados en puntos distinios, entonces determine

sobre ellos segmdntos qui son proporcionales a estos lados.

0 de otro mOo: En elfAABC, seen D y E puntos de

AB- y AC tales que DE WBC. Entonces

AB . AC
AD AE'

A

Demostración: .(1) En el AADE y en el ABDE .tomemos

AD y BD como bases, y la altura desde E a ALCM() altura

cantin. Entonces, por el,teorema 11-5,

, area A BDE BD
drea A ADE AD

4
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(2) En.el "AAED y en el A CED tomemos AE y
como bases, y la altura tate D a lit como altura comdn. Enton-

,

ces, por el teorema 11-5,

Area CDE-\.4 CE
Are AADE f AE

(3) ABDE y ACDE t enen la misma base, DE, y. alturas
congruontes, ya que las rectas DE y BC son pakedelas. Por.tanto,
por el teortima 11-6,,

Area A BDE Area A CDE.

(4) De las observaciones (1), (2) y (3) deducimos,

BD CE
AD AE

Aplicando la iropiedad aliebraica (3) de -la sección. 12-1,

12-3

que

obtenemos
AB AC
AD AE

. El r ciproco del teorema 12-1 es también cierto (y de mAs
fAcil dem stración). Ed decir, tenomos:

Teoreme 2-2. Si una recta corta a aos lados de" un-triAngulo,
y determina egmentos proporcionaled a esos dos lados, ontonces

paralela 1 tercer lado.
0 de tro modo: Sea AABC un triAngulo cualquiera. SOa4.

un p to entre A 43,, y sea E un punto entre A y C. Si

A

AB - AC.
. AD AE

entonces BC y'DE s n paralelas.
A

c'

L.+ vi

I%
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Demostración: Sea BC' la recta pasando por B, paralela

DE, e iptetsecando a AE en C'. Par d/ teordma 12-1,

de manera que

AB . AC'
'AD AE

..

AB
AC' AE --A--D .

PQro la ecuac16n dada en la tlip6tells del teorema signiftra que

AB
AC AE

Por lo ianto; AC' w AC: I enponces C' C, y BC es paralela a

bt, lo que Re querfa demostrar.

Con unto de(problemas 12-3a

1.- En la figura,las longitudeR.

de los segmentos son a,- b,.x,

y,segtin apardcen sefialados.

a + b
' a

a b X +

a

a

a + b
+x + 7 x a + 110

. n la figura', si HT II AB,

.` FA
FIT

TB

PA F.
ITY

FII ' Bir
Mr AA 21

e

-,-I
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'C\3. En la figura,

a. si RH - 4, -; 7,

i 10, entonces AB

b, si 6', HF 10,

AB 3, entoilces BF is

c. si RH 5, RF we 20,

- 18, entbnces BF

4. Pi la figura, DE II AB.

12-3

a. Si AC 12, CD - 4, CE'.` 8, halla BC.
b. Si AD in 6, BE 10-;--43D 4, halla GE.

c. Si BC - 22, EB - 6, CD halla AC.
d.. Si AD 5, CD wit 7, BC - 18, halla BE.

e. Si AC - 15, CE 6, BC m, 18, halla.AD.

5. En la figura, los segmentos tienen

las medidas indicadas. ISeri

posible que MN II KL? Justificali

tu respuesta

0

6. ICuAles de los siguientes con untos

de valores hardn' que FG II BC?

.a. AB AF 6; AC 7,

AG :4 3. ( )

b. AB tim 12,' FB AC 8,

AG .6.

c.AF"6,F1-5. AG-9,
GC 8

A

I.

1$
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'd. AC 21, GC 9, AB on 14,

t'AF 5.
e. AB 24, AC 6, AF 8,

GC 4.
Si, en 4a figura DF II AB,

demuestra que

a.
FB

CD CF

4

(Sugerencia: Usa el teorema

12-1 y restall de4cada

fracción.)b..a _ CB

4, DA) F...13

CA CD

C.' CB CF

8. Dada la figura, alguien

problema de c6mo hallar

_7 19 - w

9 -

Sugiere una ecuaci6n més conve-
,

niente. lObtienes el mismo

resultado?

trat6 el.:

w, as%:

9. Dado que CD x - 3,

DA 3x - 19, CE 4, y

EB x 4, Ipara cod

valores de x send

DE El AB?

1.
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10, 5n /a figura, si 11II,D demuestra que

.4Deberd ser planet 1a figura?.

4

11. Demuestra qye si tres o más

paralelas son cortadas por

dos secante, los segmentos

'de las'secanItes entre las

paralelas sO proporcionales.

De Otro modot Si las rectas

L
1
y L

2
son SeCantes a las

paralelas 1-15,'BE y
AB DE

eptonces .

BC EF

12. 'Tres solaresse extienden
de_ia calla Neva a la calla

Mayor, como ep el dibujo.
'Las rectas de loslados forman
Angulos rectos con la calla

Mayor y el frente total de los

'solares en la calle Nueva mide
4

360-pies. Halla el-frente-de

dada solar en la caile Nueva.

,

Calle Mayor

4
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13. Datos: Los %ABC,
XYZ, tales guano vt,
4i7k se enctentran en Q

yABII,II.
Demuestra que nt

14. Un impresor quiere hacer

una tarjeta, como la de

la figura, de 6 pulgadas

de largo y.de tal ancho

que al doblarlit por.la'

linea deTrazos tenga la

1 misma forma que sin

doblarla.. tgot4 ancho debe

tener la tarjeta?

V

Teorema 12-3. (El teorema de semejanza A.A.A.) Sea euna

correspondencia entre dos triAngulos. Si los,Angulos correspon-

dientes son congruentes,.entonces la correspondencia S es una

aemejanza.

0 de otro modo: Sea I
ABC4-+ DEF

una coerespondencia entre dos triAntios, Si LA LD,LB 2.LE

y ZC GF,'entqnces

AABCADEF.

NotarAs.que ara demoStrarlue. la correspondencia es una

semejanza, solame te tpndremos que probar que los lados

correspondientes on proporcionales. (No necesitamos ocupatnos

de los ángulos,ptSes los Angulos correspondientes son congruentes

por hipótesis.) La proporcionalidad de;los ladow sigpifica que

DF DF EF
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Bastlrá con demostrar que.es cierta la primera igdaldad. (El

mismo arg4mehto"podrfa.repetirse exactamente para demostrar la
P.vslidez de la segunda ecuaciOn.)

Asf, pues, debemos:demostrar.que
DE DF

-4Demostrati6n: Sean E',), F' puntos de AB y AC, tales que
AE' = DE), AF' 9F. Por etspostulado L.A.L., tenemoi que

AAE'F' ADEF.

Por lo tanto, L A'E'F' 2,1 LB. Asf, E'F" y BC son ',paralelas, o

Si coinciden, entonces AAE'F' = AABC, y, Oor tanto,

BC i 6DEF;ien este caso,-

AB = DE y AC = bF,

o 'sea

AB AC- -
DE DF '

+4
como querfamos demostrar. Si E'FI y' BC son paralelas,

/ y

entonces por el teorema 12-1, tenemos que

1

Perd AE' = DE y AF'
1),

AB . AC

AE', AF''

= DF. Por lo tanto,

AB AC
DE DF '

lf

como quertamos demostrar.

El teoreina que acabamos de probar noS.permite.demostrar un

corolario que, segdn resulta, vamos a citar frecuentemente

que el teorema para mostrar.que dos prigngulos son semejantes.
2

Recordemos del corolario si doselqs de griguloi

corresPondientes de dos.trigngulos tson congruentes, el tercer

i

_\
.



par tiene la misma propiedad. Asf,.dA teokema 12-3 dediximos

inmediatamente el corolario siguiente:

(El coroIario A.A.-) Sea S una

correspOndencia entre dos triAngulbs. Si dos pares de Angulos
A

correspondientes son congruentes, entonces la correspondencia $

. e

- es una semejanza.

For' ejernplo, sizA LD yLB 11,1 LA, entoncea

1 6,ABC^. 6, DEF .

Si' LA 74z.D y z.0 TiLF, deducirnos la rnisrna coaclusi6n. "rde
k.

rnanera angloga para el tercer caso.
PodeMos ahpra justificar la afirmación que hicimos al prin-

cipil de esta sección, demootrando el siivientecorolario:

cor9lario 1273-2. Si una recta paralela0a:un ladb de un

tridngulo interseca a los otros dos lados en puntos

entonees determine un triAngulo semejante al triAngulo dado.

A

f

si pE IIBC, entonces LADE =G13.,, y GAED.z GC, siendo drigulos

correiPondien'tes. Tambierp 4A ;GA. Tor lo'tanto 6,ADE

.por el. teorema. 12,3 o el corplario 12-3-1.

Teorema 12-4. (El(teorema de aemejanza L.A.L.) Seas S una

correspondend0.entre dos triAngulo&# Si dos pare% de lados

Correspondientes son proporcionales y los dos.Angulos'compren-

didoa.son'congruentes, entonces la correspondencia S es una

semaianza.

.1
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De otro modo: 'Sea ABC 4DEF una correspónd4Cia entre dos

triAngulos.

Si

entonces

e

LA at LID
AB AC
DE DF '

AABC ADEF.

C.

,

Demostración: °Sean- E' y F puntos de Ay A , tales que
AE' = DE y = DF. Entonces

AE' AF'

POI* 01 teorema"12-2, esto sip-Mica que E'F! y BC son paraLelas.

'CUando dos rectas paralelas .Son cdrtadas por una secante, 10S

gngulos correppondientes son congruentes. .Por lo tanto

LB Le

Y LC Lf.

Perk) sabemos, por el postulado L.A.L., que

AAE'F' % ADEF.

..Lp g LE

Lf gLF.
LB gLE

y. t. LC gLF.

Por lo tanto,

. Entonces,

Por la hipótesis ya sabiamos que

A zz. b.
't

Luego, por el teovema de semejanza tenemos que

A ABC ADEF

como se veria demostrar.

sr)

,

1114
4. I .
4
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1

.VOS queda unAeoreina fundamental más de 'seme4anza de

triángulos:

Teorema (El teorema de semejanza L.L.L.) Sea S una

:correSpondencia entre dos tritingulos. Si-los ladoscorrespon-

dientes son propotcionales, entonces la correspondencia S-es

una saltejanza. .-

4 de otroModo: Sea ABC 4r DEF una correspondencia 'entre

dos'trigngvlos.

Si
DE EF '

AABC ADEF.entonces

,

Demostración:. Como antexiormente seen E' puntos de

Al y iC, tales que AE' = DE. y AF' = DF.

Afirtnaciones

1.

2.

AB'. AC
DE . DF
AB AC

AE'= AF'

3. TFT y BC son paraleloa.

4. d. e ;1- LB y z f

5. ABC.- AAE'F'

BC AB

DEE'F BG BO--
, AB AB

I.

RazOnes

. Hip6tesis

Suatituci6/1

6

Por la. afirmaci6n 2 y
'4N

teorema 12-2

4. leoreMa19-9

5. El corolario A.A.
.

6. Definici6n de 914ngulos

sempjantes

7. Por las afirmaciones 6 y 1

4
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AB BC n_DEr
8.

12-3

1.11.0tesisDE EF ° AB
9. E'E' EF 9. Por las afirmaciones 7 y 8

104 AAE'F' ADEF
'Le

10. El teorema L.L.L.
1.1q C....LE yzf-cAF 11. Partes correspondientes

12. B LE y LC zLF 12. POr 14s gafirmgclonds 4 y

13. .AABC -A DEF. 13. El corolar o
1.

A.A.

-Conjunto de problemas 12-3b

1. Sea ABC4-...4 DEE una crrespondenc 'entre dos trilingulbs,

.LCuAles de.las siguientes condicion'es sergn suficientes

para demostrar que la Correspondencia es una semejanza?.

a. LA zzl), LB gzE.
AB DE

DF

Los lados correspondientes son proporcionales:'

d. Ambos triAngulos son equiláteros.

e . Ambos trOngulos bon isósceles, y mLA = mLD.
mLF =, 90, y AB 7,DE.

2. als cuáles de estoOteoremas de semejiinza uo tienen su

an61ogo entre los tebremas de congruencia: L4A.L, L.L.L.,

LCabe alguna posibilidad'de que en los siguientes ejercicios3

A.A..A.,

el AI sea semejante al Ail?
a. Dos Ailgulos del AI tienen medidas de 60 y 70, mientras

que dos tingulos del A II tienen medidaspde 50 80.

b. Dos lingulos del 'AI tiehen medidas de 4Q y mientras

que dos Angu14p del AII tienen medidas de 60 y 80. "
c)'Ei AI es rectiingulO, mientras que el AII es is6scelea

yiuno de sus 6ngulos tiene medida de 40.

d, El AIgfiene lados 'de 1ongitude6'5, 6, 1, mfentras que

tl AII tiene un lie.r,fmetro de 36,000..

A_
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4. Aquf hay seis pares de trtfingulos. En cada caso indica si

los dos triAngulos son semejantes. S.i lo son, enuncia

teorema en que basarfas la demostraci6n correspondi.ente.

e

5. En la figura de la derecha,

ACL BC y CX LAB.

a. Nombra un Angulo que seA-

congruente al LACB.

b. Nombra un Angulo con 1a

misma medida que el q.

c. Nombra un triAngulo

semejante al AACB.

6.. -Si las longitudes de DX,'XE y

FX son p, q r, respectiva-

mente, lqu6 longitud de AZ. nos

atiegiirarta la semejanza de los

triAngulos? Si p q Ideberg

ser mz D 3mz E?

dr,
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ft

-- 7 A c6ptinuacl6n hay una lerie de afirenacignes on las que

den las tongitudes de los lados de varids 4idngu1os. Para

cada par,, decide si los tridngulos son semejantes , y después

presentan enunciado como uno. de és tos
I P-

El A 'es semejdnte. al A

el A no es -semejante al A

Para cada par de',triángulos semejantes, redacta un enunCiado

que indlque la prOporcionalidad de las lados.

a. AB 5, AF .0 3, FB QR . 15, Qg . 9, RS .

b. MT 2, MW 5, TW 6. 4, 9,. RL 3.

c. AB 5, BC . 2, AC . 4. XY 2, XZ .(ft, YZ - 3.

d. AB - 6, AC 7, BC 0. 8. %S.. 40, RT = 35,1 ST 36.

e. BC . 2.4, AC - 3.
XW 0.11,4 XT 0.5, Is,. 0.3.

8. Datos: LB zz.

9!.

CP 4AB

. Demuestra que BR = 5BL.

Fig. a. Fig. b. Fig.c Fig.d

En cada figura se ha dibidado .un segmento paralelo a la

las longitt4des sde1base de un tridngu ' o y. se
,

algunos segméntos.

han marcado

. 6.. Deptestta que x = I. '(Sugekencia: Escribe una

proporci6n.)

b. ,Demuestra Clue x

.0"
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I.

Demuestra que x k2.
1

d. Demuestra que x

t.

e. qu6 otra parte es la parte c un caso especial?

f., LD qué o.tra parte es la parte d ;un caso especial?

pependen los resultados del tamafto del 6ngulo en el.
4

vértice? At/

10. Explica amo dos triángulds pueden teper cincO partes'

(lados., Angulos) de uno congruentes a'cinco Partes del
Ofro y no ser tritingUlcia...cOngruentes.

11. Datos: :En el diagnumai

OD 11 oIDI.

04'Demuestra que OD
001 01E11

'(12. a. Si BR, y' DT son

perpendiculares a BD,

nombra los pares de
4 trilingulos semejantesk

b. SeAala cuAl de estas

dos igualdades es

correcta:

5 p + q

4'

c. SeAala cugl de-estas

As igualdades es

correctlx:

11,
x p x p+ q

d. Demuestra que + -
x y

1

.

,
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I

El problema, "iCuAnto tardar-An dos .hcabres en compleear

127.3

una tarea que uno solo puede hacer en 6 hogas y el ótro

solo en 3 horas?", de puede resolver mediante la.
,

ecuación I + 1 u.1 Resuelve esa ecuación geométrica-
,

-6 .-5 ci .

.

,,

mente. (SugeKencia: Mira la parte'0) y la figUra.).
, y

13. Dado el paralelogramo ABRQ, con

la dleigonal QB y el segmtnto

- AF intersecAndose en H, segdn

e ve en la figura, demuestra

que QH:'HF = HB .AH.

14. En ia igura, si DB L'AC
1y también DQ BQ 2AQ. 7QC ,)

demuestra

.a.

b.

c

que:

AAQD ADQC

ABQC AAQD

AD t DC

15, Demuestra el siguiente

teoreia.La bisectriz de

un Angulo de un-triAngulo

divide al lado opuesto'en

segmentos OropOrcionales

a los lados del Angulo.

Dato: El AABC,, cOn la

bisectriz AD der z. A
intersecando a BC en D.

CD GA
IA AB '

('Sugerencia: Dibuja BEMAD.)

Demostrar:

øi

bieeeub
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*16. En el AABC, hagamos que las bisectrices de los eingulob

interno y externo en A corten a CB en los puntos D y D',

cb' CDrespectivamente. D muestra que T_ (Sugerencia:
D B DB

Dibujti TT D'A .)

-

Si tenem n circuito eléctrico que consta de dos..alaMbres

.en paralel , con resistencias R
1
y R

2'
entonces la resis--

tencia se obtiene mediante la ecuaciónR del CircuiEo

7

Usamos elT siguiente dibujo pars hallar R, conocidos R
1

y R
2ft
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Marcamos escalas numéricas sobre tres rayos, como en la

figura 1. Colocamos uha regla pasando Oor Ri y R
2

en las
4

esc la& extOrnas, y leemos R en la tercera escala. Usando

las escalas de la figOra, escoge valores para R
1'

R
2'

hall)

R en la figuia, ygcomprueba tus re
is

ultados observando si 110

ecuación,anterdior se satisface.

4a. Demuestra que el metodo realmente funciona. Mate en
-

la figura 2:

b. LPodria usarse el mismo diagrama para hallar R en la

ecuaci6n 1
=

1 1
?

R R
1

R

48. En la figura, WS 6r.LQ son
RW RT WSmedianas y
AL AM LQ

Demuestra cpe ARWT AALM.

1r

19 . En la figura , sabemos qtle

RA L AB, FB L AB y RH L AF .

Dernuestra que alRA ABAF

y que FIR BF . BA HA .

Jr"

r. 0



-586-

20. Un método para hacer ampliaciodes

A

.."..

C% C2
4

La figura A1B1C1D1 se ha ampliado tomando ttn punto arbitrario

P, y.trazando los rayos Pt' y1i551; localizando A2,

B2, C., y D2 de manera que PA2 = 2PA1, PB2 = 2PB1,.4c.; y.

finalmehte dibujando los segmentos 7-17 etc.2 2' T211-i'

a. Dibuja un objeto sencillo,ron bloque 0 una mesa, por
ejemplo, y ampl el dib6jo por el método antes indica o.

.Será necesarioc .

licar PA PB
l'

etc.?

b. lCómo podria m ificarse el método para dibujar un figur
con lados la t,tad de los de A1BI:C1D1?

A2B2 pA2
c.. Demuestra quePA111-611112B2 y

11
d. Demuestra que AA1B01-6A2B2D2.

e. lPodrfa .habersellecho la ampliación tomando obre o

dentro de la figara dada?

*21. Dado el cuadrilAtero RSTQ, comoi

en la figura, con RSH QT y AQXR- ATXS,

demuestra que QR -.TS.

22. Datos: AWLMW, BFRQ es un
cuadrado, Q estA en AW y R en

.WM, como ilustra la fig4A.

Demuestra que AB .141R = Onr.BQ,
AB FM ftRF ..BQ.

it)
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23. Demuestra el siguiente teovema: Si do& tri4pgulos son

stmejantes, las medianas correspondientes tienentla misma
razón,que los, lados correspondientes.

g4. Demuestra'el siguiente teorema: Si dos trigngulos son
semejaDtes, las alturas correspondientes eenen la mime
razdn que los lados correspondientes.

25. Demuestra que si los lados de dol triArigalos 'son.reSpectiva-
.

Arite paralelos, los triAngulos son semejantes.

Datos: AB HR, AFH RW y BF II RW.

Demuestra qu4/AABF .AHRW.

Caso I

.0

Cason'

0
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26. Dado que LA 2B y A BD,

muestra que CD II AB.

*27.- SAbemos (V. el Capftplo 5) que si dos triAnguros se

corses onden de manera que dos jado9Wy el Angulo opuesto

a una Ie ellog en un triángulo son respectivamente

congrU tes a-dos lados y el Angulo opuesto.al lado correspon-

diente 1e1 otro triAngulos no necesariamente

p.

son congruenIes. (Observa el diagrams.)

LSerA o no cierta la.siguiente afirmación? Explicalo.

Si dos triAngulos se corresponden de manera que dos lados

de un triAngulo son,,proporcionaleS a dos lados del otro,

y los °Angulos opuestos a un par de lados correspondientes'

, son congruentes,,entonces los triAngulos son semejantes.

*28. El AEDF es is6sce1 r_giendo

DE ...DP. El AAB es,t#1.:que

EyFestád entr AyC BIPED,

y A, B, D están al nea os.

a. tQuf afirmaciones ciertas

xelativas a semOanza y

pro
lp

orciones se pueden

hacer en cada uno de los siguientes

cadosT
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1. Para el AABC y el AADE.,

2. Para el AABC y el AADF.

b. 1.erA cierta o falsa la siguiente afirmaci&? Explfcalo:
Si eq el AABCi D est4 en el segmento AB y X'en el

mento AC de manera que AB BC
AD DX

, entonces BC y px son

IparalAas.
1

*29. Se sirve una bola de tenis desde una altura de 7 pies pasando

sobre una red de 3 pies de altura. Si el servicio se hace

en I:Irma recta desde una recta, distante a 39 pies.de la red,

la qu4 distancia de la red dará la bola en el pisO?

seg-

*30. Ea el parallelogram? ABCD de la

figura, la recta tP interseca
z.

a AC edilE, a CD en G, y a AD

en F. DeMUestrd.que EB es 14

media geom4trica de EG y EF.

*31 Sean MBC AXYZ tales-que AX;
41.

BY y CZ son paralelas, y también

AC HXZ. BA.y YX se intersecan en.

D y BC y se intersecan en E.
h4 h4 h4

Demuestra que AC HDE HXZ.

7
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*32. Los Angulos sefialados'con

.cuadritos en la figura son

recLos,

a. Demuestra que

bb. Demue$tra lue

BE CD AC .4:

AB AC AB
BC

AB

12-4. Semejanias tn los triAnsulos rectAngulos.

Teor a 12-6. n cualquiertiriAngulo rectAngu1o, la altura

corregPoddiente a la hipotenusa,divide al triAngulo en dos

triAngulos que son semejantes uno a otro y también semejantes

triAngulo oilginal:

al

un-triAnguiö rectAngulo con

Angulo recto C. Sea CD la altura desde C a la hipotenusa'

AB. Entonces

AACD AABC ACBD.

NotarAs 'clue este nuevo enunciado del teorema es mds explf:

cito que el primero; nos'dice exactamente co& deberemos aparear'

o

0'
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loa vertices pare obtener las semejanzas. 1otards tambidn que.

sistema uSamos al.aparear los Angulos: (1) los AngulOs rectos.,

van uno con otro,4como tiene que ser en cualquier semejanza de

triAngulos rectAdgulas;..(2) cada una de los triAngulos pequedos'

tiene up Angulo comlin con el triAngulo mayor, y'ast ese Angulo
. .

se aparea consiga mismo, y (3) se-apa ean-loa,dos Angulos

restantes.

Demos.traci6n: En la d

la notaci6n de la figara.

traci6n, usamos.para los Angulos

. Como el 4C es un itecto sabemos que 2a

complementarios: Es dec

mza + mLb9O.
Tambien, como z:d es unAngulo recto,

mza 41 .m2b' 90.

Por lo tanto, b L b' .

#
LC 6' zd,

pues el zd es recto. Por, el teorema de seme anza A.A.A., teneibos

z a La,. (esto es trivial)

J3Q11

que

AACDAABC.

La,demostraci6p de la otra mitad del teorema es jus4amente

la misma, con el Alnica cambio de que.el.punto B ocupa en elle'

el lug4Ir del punto A.

ICov,1ALIV 12,6 1. Dadv,un taduguto ce.11.4nguio y-la altura-

desde el Vert ce del Angulo recto'a Ia hipotenusa,

(1) la aItura es la media geomdtrita de los segmentos

Ave divide a la hipotenusa, y

Cada ca eto es la media geometrica entre la hipote-

i nu4a y 1 segmemtq de la hipotenusa adyacente a ese

card-to,
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0 de otro odo:.0 Sea el AABCun triángulo rectAngulo y C
o

,su Angut recto', sea D el pie de la altura desde C a AB.

Entonceb

AD CD
.tambi6p

CD BD'
, .

AD AC BD BC
AC AB Y BC

- -

AD CDPor lo.tanto,
CD BD

(2) Por el teorema 12-6,AADC

AD AC
. Por lo tanto,

AC AB'
A

Tembién, ABDC-ABCA,

. BD _.pc
,y, por tanto,

Con unto de problemas 12-4

1. .Dado el trigngulo rectángulo,

con la altura correspondipnte

a la hipotenusa y las longi-.

tudeS de los lados Segdn

aparecen en la figura, halla

tas longitudea to conocidas:

2. Sigue las instrucclones del

problema 1.

4".
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3. En este triAngulo rectAngulo,
.

en el que se dibuj6 La altura

correspondiente a la Itipote-

nUsa, ea po4ible hallar un

'valor numérico para cada uno

de los segmentos a, x, y.'

DeterMinalos.

12-5

4.. En un triangulo rect6ngulo, altura correspondiente a

la tlipotenusa es 12 y la hipotersa es 25, determina la-

longitud de cada ca:teto y la de los segmentbs dd la hipote-

nusa.

5. El AABg es rectAngulo, con el

0Angu10 recto9a-C y altura CD.

ADi= 2 y DB =

halla AC, CD y CB.

b. Si CD - 9 p AD 7 3,

halla AC, CB y AB.

CB - 12 AD = 10,

Lcutiles son las longitudes,

. de los tros Segmentos?

d. Si AC =,8 DB

lcugles son Las longitudes

de los otros segmentos?

4,

12-5. Areas& triángulos-fsemejantes

Dadit un'caadrado de lado a, un cuadrado de lado 2a, es

.Nfaoll,Ver que,41 Area del segundo cuadrado es 4 veces el área

del primero. (Esto es porque (2a)
2

Wa2,.) En general., si

dos,cuadrados tiengn lados ,a ka, ntonces la raz6n de sus

areas es k
2

, puesv

',I

(k)2 . k
2
a
R

I

'
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ObteneMos un resultado an4logo pars los triiingUlos semejantes.

Teorema 12-7.. La raz6n'de las Areas de dos triAngulos seme-
.

jantes es ek cuadrado de la raz6n de dos lados correspondientes
. .

gualesquiera.

c

,

A C
. A! ChD b D'

Demostración: Supongamod que AABC- AA'B'C' . Entonces

a' b'

Sea k el valor comin de estas razones, de modo que ka,
4-+

b' kb, c'. kc; sea i5 la altura desde B a, AC; y sea TV la
-15

altura desde B' a A'C'. Como AABD yAA'B'D' son trilingulos

rectángUlos, y LA 27. LA' , tenemos que

AABD Air
Por lo tat3to, h' k.

h 6

Sean Al y A 2 las -Areas de Jos dos triAngulos. Entonces

-.A2

*A,)

Por lo tanto k2 (IL)

lo que querfamot demostrar.

i(kb)(k h )
2

k2
2

e
(54 = (7-)

Conjuntldeproblemas 12-5

1. LCuAl es la raZ6n de las areas de dos triángulos semejantes

cuyas bases son de 3 puigadas y 4 pulgadas?; Lde .1( pul !

gadas y y- pulgadasT

a

rI
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Un lado de uno A dos triángulos semejantes es 5 veces el ,

lado correspondiente,del otro. Si'el Area del Orimero es .

6, tuna es el area der segundo?

3. En la figura, si H es.el

rnto_medio
de AF y.K.el punto

medio de AB, tcmil serA la

raz6n del Area del AdBF

area del AAKH? Si el area

del AABF es 15, determina el

Area del AAKH.

4. El Area del mayor de dos tiitingulos semejant s es 9 veces"

elAre4 del menor. iCuallera la rex& d uno de los lados

del triangulo mayor al lado corresponce d 1 menorN

5. Las areas de dos triangulos semejantes sin 25 pulgadas

cuadradas.y 36 pulgadas cuadradas._ Cal age base del más

pequetto sl la base- del mayor e9.,110 pulg das.,

6. Las Ageas deldow triAngulos seMejantes son 144 y 81. Si un

lado,del primero es 6, tuna es el lado correspondiente dek

segundo? ,

.

,

,.7. En el AABC, el punto D eats en el lado AC, y AD es dos veces

CD. Dibuja DE paralelo a AB e intersecando a BC en E, y

compara las Areas de los triangulos ABC y DEC.

8. Las aristas de un cubo son dos vfrx-e-i? lacde otro cubo.

I ,E1. ICuiii es la razón de las sumas de sus14;alif-as?
. . .

13. ICuill es la ream 'de las greas' totales de sus superficies?

9. Ou4 longitud deber.4 tener un lado de un trigngulo equilatero
,

,

pare que su Area sea dos veces la de un triángulo equillitero

cuyo lado es 10?- ' ' .

10. Si dibujamos triangulos semejantes'sobre el lado y la _

0 altura,de un triangul4,equilatero', de modo qge el lado y

. la allure ,sean'lados correspondientes. de los tritingulos,

demuestrajpe la raz6n de sus areas es.de it a 3.

. 4

IS

1.
:
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Dos pedazos de alamb de igualiorgo se doblan para f rmar

un cuadrado y un trian lo equilatero, respectivamente.
,

LCuill es la razón de las areas de las dos figuras?

Vn solar ttiangular tiene
4

lados de longitudes 130

pies,'140 pies y 150

pies. El largo de la

perpendicular desde una

esquina al lado.de 140

pies es de 120 pies.

Se va a Ievantar una

verja perpen6icular al

lado de 140.pies de

manera qe el area'del 140'

solar quede divididwen

dos partes iguales. LA

que distancia-de A, a lo

largo de AB, debere levan-

tarse.esa verja perpendicular?

13. Demuestra el teotema: El punto

medio de la hipotenusa de uft

triangulo rectangulo equidista

de%1os vertices.

14. Demuestra el teorema 11-9

usando el diagrama de la

derecha y el probllema 13 .

4
4
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15. En el tridngu10 de Ia. figura,,

AR RC RB. °Dealuesti4 ,

(

'clue, el 'AABC es, un ttAngulo

rectingUlo.
.

DemuesEra que la medta geomét ica de doi naleros positivos

es menor que su.media aritm4tice;-,exhpto cuando los dos

ndmeros son iguales, en cuyo caso la media geométri;.ca'es

igual a la media aritMética. (Sugerencia: Sean los dos

ndmeros dados las dis6nc1as AH y HB: sea HC peependicular

4 AB, stendo HC 4AH.HB,

y sea M el putlta medio de

AB. Demuestra que el,LACB

es.recto yAttiliza los dos

problemas anterioresj

-.17. Datos: P-ABC es una

pit-Amide triangular que

tiene una sección RST

paralela a la base ABC.

PY, es perpendicular al

piano de la-bmse-1. y.,X es

\

La inter&ección de PY con

el piano del ARST.

Area ARST "IPX\2
'Demuestra que

.Fir ea A ABC \PY/

*18. En là figura, el AABC es un

triAngulo rectAngulo cuya

hipotenusa es AB, y611 es la

altura,desde C. Sean Kl, K2

y K3 las Areas de AABC, AACH

y am, resOctivamente.

0,4

M H
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La siguiente 8uce8i6n de enunciadoiwconstitiuye una demos:-

C6c04.4diferente det.teorema de Pithoras. Da una razón

para cada drinc,Astus enUnciados:P-0414 .

''-iikv-42. v
1. Ki K2 + K3

K.

. 1
+K

1
c

4 .

5. 6ACH--- A ABC CBH

4. (E)2 (1.1.c.%

\AB AB'

5. (AB)
2

(AC)
2

+ (BC)
2

.

PreAmbulo.. En log siguientes problemas, conocemos las

longitudes he do's lados' de un triAngulo y la medida del Angulo

comkendido entre ellos,.y deseamos adber la longitud del tercer

lado. Por el teorema de congruencial.A.L., el, terter lado queda

determinado unfvocamente, asf que debe haber una manerd de

hallar el valor numérico de su longtiud. Otro modo de dar el

Angulo compkendido.es.mediante un triAngulo rectAngulo en el

cual 11 Angulo (o su supleMento) sea uno de los Anguloa-agudos.
RSRealmente, necesitamos s6lo el ndmero k Para elcAlculo
RT

num4ricb, eate:ndmero, que depende del Lit, se ha tabuladdi y

contamos con esta.tabla el c6mputo de la longitud del tOdfr

:lado'se hace en forma directd. El ntimero k se llama el coseno'

del LH, abieviado k cos4R, y la thbla se llama una tabla#de
-

cosenos. Por esta raz6n la fórmUla que-dedu iremds para. a2

llama la ley de.cdSeAps. La volverk:0 enconErar en.la
. .

tr gonometrfa.

/".

if

0.

0

-

AVt.:7,1
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En los dos triángulOs del

diagrama, LA al R, AC b,

AB c, RS 2 el GS

es recto. Determine a en

tdrminos de b, c. k.

(Sugerencia: Sea D el pie

de la_altura a AB, y seen

'x, y, h como se indican en

la figura. Expresa a
2

en

tdrminos de h .2 y; expresa

h y en términos de i,

b c; entonces, de la

s'emejanza AADC-ARST, expresa

x en términos de b 2, k.)

*20. En los dos tridngulos del

diagrdma, el "LBAC es el

suplemento del LR, AC b,%

AB - c, RS a k 2,LS es recto.

Determine a en términos de

b, c k.

_(Sugerencia: Sea Del pie'de

la perpendicular a XI desde C.

Entonce's AADC,-ARST.)

*21. a. Sea m
a la /ongitud", la mediana al lado BC del AABC,

y seen BC a, A'0 b, AB 0 c. Demuestra que

2, 1. 2 2
m
a
v00 -2-(b + c

a2
).

J. 8pan m , m
b'

m las longiLdea,de las medianas del AABC,
-a c

que tiene lados de longitudesfta, b, c. Deipestra que
2 2 3

ma' + mb + me -4(a + b
2
+ c

2)
.

-
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Problemas de repaso

. 'En la figura, HQ 11AB. ,

tO Si FA 11, FQ - 4,

FH 2, FB .?
4 ,

b. Si FB 6, FH 1,

HA 4, FQ ?
, 4

co Si FA 9, FB 7,

1
FH 2-

'

FQ = ?

d. 'Si HA 6, FB 12,

FH. 3, QB ?

2. 'a. 1SerAn semejantep los

do's triAngulos de la

figura si AB 4,

AF - 9, QF 3 y

2
AT - 2-3 ?

b. Si AB 5, AT = 3,

4

'

AQ - 4- .cuAnto.
5 6

deberA valer AF para

quec\TAQ^ABAF?

3. Calcula la media geométrica y la media aritmética para
4

cada uno de los siguieaes ejemplosl

a,. 8 y 10. b. A y 3,f2

DibuSa dos figuras que no4pean semejanqs, pero-que

tengan los lados de la una proporcionales a los AO's.

correspondientes de la otra.

En el: triAngulgxectAngulo'

ABC, si FC es la altutade la

hipotenusa, AF.j.:12 y BF 3,

-

liana AC,' FC y BC.

A



6 . S.i CD si x + 3, DA si 3x + 3,

CE 5 y EB x + 5, Icu.61

'aeber.11 ser el valor de

pate que DE HMO
,

7.. Dado en la figura que LB a LI),

CD si 4AB`, demuestra que

BD is 5BE.

8. Un lado de un triiingulo equilatero/es congruente a una

altura de otro trigngulo equilátero. 1Cu.41 ei la razón

de las greas de los triAngulos?

9. En el MN, AC IBC, CF L AB, F

AB si 20 y FC s. 8. Calcula

a, b, x y

10. Si A.ABC-.6DEF y AACB-1DEF, demuestre

11. I5ado el rectkingulo ABFQ

de la figura con WX.1 AF,

demuestra que:

a . AF*X1.4 AW QA

. XW A%QA
c . AF AX - AQF

12. Los grboles. mtis 'altos

que AB - AC.

A

del mundo Sonslos secoyas que hay

a lo largo dp la costa en la California septentrional.,

Para medir uno de estos gigantes,1 te retOes'Na alguna

diifancia del Arbol y colocaun palo en la tierra.
e'
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Después. colociis un esnejo sobre el tetreno y lo vas

moViendo, alejAndolo del Palo, hasta que veas.en 61 ep

lfnea recta al punto mAs alto del pplo y el punto mAs alto-,

del Arbol. $i el palo que colocaste en el ter'retio tiene

5 pies de altura y estA a 520 pies de la base del Arbol, y

si el esPejo estA a 8 pigs del palo cuando,quedan alineados

el punto más alto del palo y el del Arbol, lcuAtes la al-
,

tura del Arbol?

13. En el triAngulo rectAngulo

ABC en el que CF'es la
.

altura correspondiente a

la hipotenus, y los

segmentos tienen las

medidas que s9 indicnn en

la'figura, determina

" x, y, w.

*14. Une los vertices del AABC 1a un punto R fuera del triAngulo.7

Por cualquier puntO x en traza XY HAB, tntersecando a

BR en Y. Traza YZ intersecando a'RE en Z. Demuestra
0

que AXYZ"..,AABC..

15. Cuando retratamos un triAng lo, LserA la fotograffa sfempre ,

semejante al triAngulo original?' LCuAndo podemos estar

seguros d9 que lo sea?
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dapftulos.7 11 12

EJERCICIOS DE RgPASO,

Escribe (1) i la afirmación es cierta y'(0) 'A es false.

Procura explicar por'qué marcaste falsa una afirmati6n.A.1. Un Angulo externp de.un triAngulo es mayor que cuglquiera
de los iguids internos del trngulo.

2. En el paciu, y pasando por un punto exterior d-ado_, hay

so..lameh"e una perpendicular a una recta dada..

3. El Angulo opuesto al lado mAs largo,d0un triángulO es

siempre el Angulo mayor.

4. En el AABC, si rnLA<mLB, entonces .'AC <BC.
5. Si AB L BC, entonces AB <AC,

6. Podemos construir un'tiiAngulo con lados de longituaes

351, 513 y 135.

7. Si un Angulo de un triángulo es mayor que un Angulo de un
, Isegundo trifingulo, entonces el lado opuestb al Angulo del

primero.es mAs largo que el lado opuesto al Angulo del

segundo.,,

8. Dos rectas en el espaciO sbn paralelas si ambas son

perpendilCulares a la misma recta.

9. Por todo punto en un piano hay siempre Lula recta paralela

a una recta dada en el piano.

10. Dadas dos rectas y uha secante a ellas, si un par de

Angulos aiternos internos son tOngruentes,.el otro par es
también.de Angulos cohgruentes.

11. Si dos rectas son c9rtadas por une secante de manera que
1

uno de los Angulos alternos internos es 900 mayor que el

otro, las dos rectas son perpendiculares.

12. Si dos cectas son cortadas por una secante, hay exacta-

mente cuatro pares de Angulos Correspondientes.

13. Si dos rectas que.seilfntersecan son cortadas a su vez por
una 'ncante, ningdn par de Angulos correspondientes son
congruentes,

t.1



14. Si los Angults alternos internos formados Opr dos rectas

y una secante no son.codgruentes, las dos rectas'aon

perpendiculares.

15. Dadas dos redtas paratelas y una secante, ddis.Ang4os.

internos 6,un.mismo"lado de la Secante soncomplementariqa.

16. Si L, M y N son'tres rectas tales que LI1

entonces L

4 Si L, M y N son tres rectaa tales que LIM y MIN, entonces

1,LN.

18. Como ta suma de las medidas de los'angut de cualquier

triAngulo -es 3Iveces 60, la suma de las med das.de los

Angulos de cualquier cuadrilAtero es 4 veces 60. .

19. Si' dos gngulos de un trigngulo'son congruentes a dos AngUlos

de otro trigngulo, entonces los tercetos Angulos son tambidn

congruentes.

20. Si dos AtIgUlos y un lado de un triAngulo son congrttntea

dos Angulos y unilado de otro trigngulo, los.trigngulos

son congruentes.

21. Los Angulos agudos de un trigngulo rectgngulo son complemen-J
4"

tatios.

22. Un Angulo externo.de un triAngno,eb el suplemento de uno

de los gngulos internos del trigngulo.

23: Si una diagonal de un'cuadrilgtero lo &Nide eridos

trigngulos congruentes, el cuaqrilgtero es un'paralelogramo.

24. SI) cada dos lados opuestos de.un cuadrilgtero son congruentes",.

el cuadrflgtero es un paralelo ramd.

25. Los Angulos opuestos de un par4ilelogramo son ,congruentes.

26, Una.diagonal di un paralelogramo biSeca 1 dos de sua

ingutos.

27. tin cuadrilgtero con tres Angulos rectos es un rectgngulo,



28. El perfmetro def triAngulo formadO al unir los puntos

medios de los: lados de un 'tridngulo dAdo, es la. mktild.del '

petfmetro del tridngulo dado.
.

9e Si'las diagonales de un cuadril0ero son perOendiculdres

y congrueNtes, elicuadrilAtero e un rombo.

30, .Un conjunto te rectas paFalelas corta segmentos congruentes
en cualqui6. secante.

I
.

-

31. El Area de un triAngulo rectdngulo es el producto de la
A

hipotenusa y la altuta correspondiente.

32., El Area de un paralelogramo es el producto de las'longi-
tudes de dos de sus lados adyacetites.

33. El area de un trapecio es limitad del.producto de su

a4ura y la suma de sus bases.

34. Si dostriangulos tienen igual Areacy bases

entonces tienen alturas iguales.
0

35. Si los catetos de un triángulo rectangulo tienen longi
tudes a, b, y si la hipotenusa es de lonatud c, entonces

,
b
2
= (c - a)(c +440. ')

36.; Si las'longitudes de los ladoa,de un tridngulo son 20, 21
, .. ,y 31, el triángulo.es rectangulo.

.,

37: Dos triAngulos rectOgulos son congruen'tes al la hipote7

nusa y un cateto de uno.son respectivamente congruentes
.

a la hipotenusa y ttn catbto del otro.
,

38. Si uno de los Anguloa,de un tridnguio rectoing416 es de.30°,-

entonces um cateto tiehe doble longitud (pie el otro cateto.
. 39. oLa longitud de la diagonal,de un cuadrado,se puede obtener

multiplicando'la longitud,de un lado por 41.d

\

40. Si una recta que'corGa .a dos lados de'uris'triAngulo'deter-
u

_.

mina.un triángulo seinejante 'al mayor, la recea es.

.

,
paralela al tercer lado del tritingulo..

41. Si cada uno de doa triángulos tfene angulos de 360 '37:°;

los dos triangulos son semejar4bs.

9,0
v
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42. Si dos trigngulos tienen un gngulo de uno congruente

Angulo del otro, y'.dos lados de un o prdporcionaies a dos

' lados del otro, los trikingulos son semejantes.

43. Si 1 s 1 os de.Un trigngulo tierien lqngitudes de 6, 12.y
, .

10 y os ladoside.otra t,rigngulo tienen longieudes de 125.,.
;.

9 y 18, ent6nces los trign) gulos son semejantes. .7

44. Un altura- de un trigngulo rectgngulo lo divide eh dos

IIriangulos semejant
.\

45.."'Un trigugulo cuyos lados miden 4, 6'y 8 tendrgun Area

mayor que lromitag/tergreade un trighgulo cuyos lados

miden6, 9 y.12 fl' "
. t,' ,

46. Si A, B, X-, Y estAn en un mismo plano, y si AX = BX,
..... 4--k

AY - BY, entonceS ABIXY. .

.
47. Si tres puntos no aliheados de un piano equidistan todos

de los punto$ P y (1, entonces M es perpendicular al

ptano.

48. 'Si una recta que no estA en un piano es perpendicular a
. _..

.una recta.en el plano, entonces es peOendicular al piano.

49. Una recta perpendicular a cada uns de .dos rectas en.un
.

.

jilano es perpendicular a/ piano.
t

. .

r-
50. Si, un plano bisecawi segmento, todo punto 'del plano

equidista de los extremos.del segmento.
..

51. 'Si un Olano es ,perpendicular a cada una de dos rectaq,
-,

las dowectas estgh en un Mismo.plano.

52. Hay infinidad de plAnos perpendicuiares a una. recta dada.
/

. ..

\53. En un punto de una recta hay infinidad de recta$ perpen-
,

diculares a
e
ella.

. .

54. Tor'unpunto fuera de u4 piano. pasa ekactamente una recta.

perpendIC:utar al piano.
e A

.

55., Si la interseeci6n,de un pldho y otros dos pianos cOn' siste

en rectLis paralelas,'entonces -los dds plenos son paralelos.
,

-56. Dos planos,perpendiculares a la misma rec.& son paralelos.
.0.w.

..
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57 . Si el piano E es perpendicular. a XII Y II, entonces
E L CD.

58. Si cada uno de dos, pliks es paralelo a unit recta, los

planos son paralelos entre sr.

59 . Si un piano 'corta a las caras de un Angulo diedra,

intersecci6n se llama un Angulo rec tiling() del diedro.

60. La proyeccidn de una recta sobre un .plano es .siemPre unja

recta.

4

I

.
4..r. 0

to

'7
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Capftulo 13

'CaRCUNFERENCIAS Y SUPERFICIES ESFERICAS

13-1. Definiciones bAsicas

En este capftulo comenzamos el estudio de conjuntas de

puntno constituidos por planos,, semtplanos,#rectas, rayos

y segmentos. Lai. más sencillas entre tales figlirae_ curves son

la circunferencia y la superficlip esférica y porciones de

ellas. Como de costumbre al tratar con nuevas figures, empe-

zamo's con algurfas definiciones.

Definicipnes: Una superfigie esférica ,e1 conjunto de

los punto que estAn a una distancia especificada de un punto

dado. Una circunferencia es el conjunto de los p ntosasituados

en. un piano dado, que-están a una disfancia espec ficada de un

punto dado en el plano. En eada-caso el punto dado se llama, 1

centro y la distends dada el radio de la superficie_esférica

o de la circunferencia. .DoS o más superficies esféricas o

cit.cunferencias con el m4mo centro se dice que son concéntricas
.

,

eiccunteroci.

PQ1 PQ2 P . , Pg4

asagsligia eslérica
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Teorema 13-1. La intersección de una Liperficie esfdrica

con un piano que pasa por su cen tro es una circunferencia con

el mismo centro y el mismo radio.

Demostra ci6n: Puesto que la superficie esférica incluye

todos loApuntos que estAn a Una distancia del centro igual al

radio, su interseccidn con un piano que pasa por el centro serA

el conjunto de todos los puntos situados en el piano a dicha

distancia del centro, esto es, la circunferencia situada en

este piano, y con el mismo centro y el mismo radio.

Definicidn: La circunferencia de intersección de una

( \

superficie esfdrica cOn un plano que pasa por su Centro se llama

circunferencia maxima de la superficie esférica.

Hay dos tipos de gegmentos asociados con las superficies'
,

esfdricas y (On las ctrcunferencias.

Definiciones: J.hina cuerda de'una circunferencia o de una

Supetficie esfdrica eA un segmento cuyos extremos\son puntos de
r

la,circunferencia o de la superficie esférica. La tecta quei

contiene una cuerda es'una secante. Un diAmetro es una cuerda

que contiene el centro. Un radio es'un segmento, uno de cuyos

extremos es el centro y el otro un punto de la circunferencia''

o de la ,superficie esf6ica. Este Ultimo extremo se llama

extremo exteriordgl radio.

El uso de la palabra "radio" pars significar tanto un segmento

como la longitdd de 6Ste, estA de acuerdo con el convenio intro-

ducido en el capftulo 11. Del mlsmo modo usamos "diAmetro"

para refeNirnos tanto a una cuerda que pass por el centro, como

a su longitud:

Nos referimos a una circunferencia dieiendo circunferencia C,

o simplemente C (C se usa con mAs frecuencia). Al plantear pro-

blemas es conveniente usat el convenio de que, circunferencia P

denota la circunferencia cuyo centgtoe-s P, con tal que no haya

ambigiiedad respecto de la 'circunferencia a que novreferimos.

Observaciones anAlogas se pplican a las superficies esfdricas.

*.
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Con unto de problemas 13-1

1. Estudia la sección 13-1-Para que puedaq decidir si los

sigu.ientes enunciados son ciertos.o falsas:

. a. En una superfi.ae esférica hay exactaMente una circunfe-

rencia maxima.

b. Toda cuerda de una circunferencia contiene dos puntos de

la circunferencia..

c. Un radio de una circunferencia es una cuerda 'de la

circunfer.encia.
_

fd. El centro de una circunfere cia biseca a una. sala de

las cuerdas de la circunferenCia.
,-

e. Una secante de una circunferencia puede intersecar a la4 .

circunferencia en un punto solamente.

f. Todos los radios de Una superficie esfdrica son

congruentes.

Una cuerda de una superficie esf6rica guede ser más

larga que un radio de la superficie esfikrica.

h. Si una'sugerficie esférica y una cirtuferencia tienen

el mismgcentra y se intersecan, entonces la intersección

es una ci-rcunferencia.

2 Utilizando tu previa conocimiento acerca de las circunferen-

cias y las superficies esf4ticas, asf como lo que se dice

en tu texto, decide s1 16s enunciadosksiguientes son verda-

- deros o faisos:

a. Si una recta intersect # una.circunfere

la interseca eri dos puntos.

b. Ca intersección de una recta y una circunferencia puede

ser vacfa.
.

c. Una recta pn el piano de una circunferencia y que pase

por el centro de la circunferencia tiene dos puntos

n un punto,

comunes con ella.

d. Una circunferencia y una recta pueden tener tres puntos

comunes.

.#
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e. Si urk piano interseca a una superflcie esOrica en dos .,

puntda al,menos, entonces la intersección es una recta.
,

f. Un ploo no puede intersecar a una supdrficie esférica

en un .Punto.-

g Si.un -plano interseca a un radio de'una superficie

esféfica en su punto entonces la intersecci6n del
L

,platt.y de la superficie esfdrica es una circunferencia.

h. Si ips circunferencias se intersecan, su intersecci'ón
, .

conAste en dos puntos.

. Una ciu d ha sido planificada en.bloques cuadrados de
.

100 yar4a pôr cada lado. No tengds,en cuenta la anchura

de las' alles en'los .problemas que siguen.

a. Deq ribe la localizaciev de los puntos que distan

20 iyardas (en vuelj de pAjaro) de una interseci6n

de ialies dada.

b. De,crii)e la localización de los puntos a.que un taxi

pu deAlegar recorriendo 200 yardas a partir de

una iiNeerseccidn de calles dada. (Las leyes de cir-

&.lac,LOn de.la ciudad prohitien las vueltas en form a de

Demu sti:a el teorema: diAmetro de una circunferencia

es, u cuerda'de maxima longitud.

4

11-2: Rectas4aniOntes; el teorema fundamental para las circun-
1: ferencias

jlefiniciones:
El interior de una circunferencia es la

reunion del centro y del conjunto de.todos los puntOs del plano

.4
defla circunferencia cuyas distancias al cenlro son mehores que

ei radio. El exterior de la.circunferencia es el conjunto de
, ,

.odos los Ountos del piano de la circunferencia cuya

/
distancias

(



= 413 - 13-2

al centro son mayores,Igue el radio'. ta reunión de la'circunfe-

rencia y de su interfbr es una region ci eUlar cerrad4, o un

circulo.

De estas defirOxidnes se deduce que un punto en el piano de
b

una circunferencia o estA en el interior de la circunferencia,

o en la circunferencia, o.en el exterior de la circunferencia.

(Con frecuencia diremos "dentro" en vez de "en el interior de",

etc.).

Definiciones: Una ta4ente a una circunferencia es una recta

en el plano de la circunferencia que interseca a ésta_solamente

en un punto'. Este punto se llama punto de tangencia o punto de .

contacto, y deciMos que la recta y la circunferencia son tangentes

) en este bunt();

En.la figura, L es tangente a la.circunferencia en Q.

1/4

Necesitamos ahora averiguar qué posiciones'rentivas pueden

tener una recta y una r.rcunferencia en el mismo plano. Las

tres figuras siguientes parecen mostrar todas las posibilidades:
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0

1

En cada caso, P es el centro de la circunferencia, y F es el
pie.de la perpendicular desde P la recta\ Veremos pronto que

este punto.F, el piq,de la perpendicular, es la clave de la

situaci6n. Si F estg fuera de la circunferencia, como en la
primera ftgura, entonces todos los demgs puntos de ja recta

están tambigh fuera, y latrecta y la circunferencia no se

intersecan. Si F está en la circunferencia, entonces la recta

es una recta tapgente, como sucede en la segunda figura, y el

punto da tangencia es F. Si F está dentro de la circunferencia,

como acontece en 1a tercera figura, entonces la recta es una

recta secante, y los puntos de intersecci6n equidistan del

punto F. Para poder.justificar todo lo dicho, es necesario

demostrar el teorema siguiente:.

Teorema 13-2. qadas tna recta y una circunferencia en el

mismo piano, sea P é. ce tro de la circunferencia y sea F el

pie de la perpendicular trazada por P, a la recta. Entoncet,

o bien.

(1) Todo punto de la recta es .exterior a la circunferencia,

(2) F está en la circunferencia, y la recta es tangente

a la circunferencia en el punto F,

(3) F es interior a la circunferencia, y la recta

interseca a la circunferencia exactamente en dos

puntos que equidistan de F.

Este!teorema es largo, pero su fongitud vale la pena,

porque una vez demostrado, todas las propiedades elementales

referentes a secantes, yingentes y cuerdas son simples corolarios

de gl.

Demostración:. Para ello, mostraremos que si F es exterior a

la,circunferencia, entonces vale (1); si F está en .1a circunfe-

rencia, entonces vale (2); ysi F es intetior'a la cirounferencia,

entOnces vale'(3).
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Si F es extericka,la circunferencia entonces vale (1).

Sea r ea radio de la circunferencia., Entonces PF r. Pbr el

teorema 7-6, el segmento PF es el más corto entre los que van

desde. P a ia recta. SiA es otro ,PuntO)cualquiera de la recta,
*

entonces PQ >PF. Por consiguiente, PQ>r, y Q es exterior a la

circunferenci

Si F estSte la circunferpncia, entonces vale (2).

Aqui tenemos.PF = r. Si Q s oti.o punto cualquiera de la recta,

entonces PQ >r. (lPor qué?)''POr LIntO, la recta es tangente

a la circunferencia, y el punto tangencia es F.

Si F es interior a la circunferencia, entoncesvale

esi
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/7C-e demostYación es cbmo sigue: Si QYestA afla vez en la recta

y en la circunferencia, entonces APFQ es un trijAngulo rectAngulo

cuyo Angulo recto estA en F. Pasel teorema de PitAgoras,

e mo
!hvoift'

2 2 2PF + FQ = r ,

FQ
2
- r

2 2
- PF ,

FQ =12 - PF
2

.

('l ndMero bajo el Sigrio r1ica1 es positivo, porque PF< r.)

Asf que, cualquier .punto Q a$man a la recta y a la cireunferencia,

tiene que satisfacer &este 61Eima ecua'ción.
"

Inversamente, cualquier punto.Q que esté en la recta y,

satisfega,A.-la ecuación, tiene,que..estar,a la distanciaA t de P,
6.,

'cbmO -es fAcil mbstrai sin mAs.queyetroceder en el proceso

elgebreico que nos ha dado la Ultima f6rmula. La ecuacióno

FQ =vr PF
2

es 'por.:Consiguiente, la que caracteriza los puntos Q que son

:interSecsiones,de la recta y la circuhferencia.

Tor el xeorema de la localized& de pintos, hay exactamente

dog teles p.untos, uno en cada uno de los dos rayos ,que inciden

en Evidentemente, son puntos equidistantes de F.

'Este razonamiento no se aplica cuando la recta pasa p r el

"punto P,.'perb en este caso se tiene.P = F, PQ = FQ = r, y hay

dos puntos Q tambi6n, como antes.

eodemus, ahora pasar a nuestros primeros teordhas bAsicos

sobre tangentes y cuerdas que son corolarios del teorema 13-2.

todos ellos se entenderA que,C es una cAwcunferencia en un

plano E, con centro en P. Para demostrarlos, sOlo,necesitas

tener en cuenta el teorema l3-2ey ver cuAl de lee tres condi-

ciones de la conclusion del teorema se aplica al casb en consi-

'deraci6n.

1 0
6
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Corolario 13-2-1. Toda recta tangente a C es pergendicular-
.

al radi razado por el punto decontacto.

Aqu es 1acondici6n (,2) la que.se aplica; y ello significa

que la tangente y Q1 radio'son perpend4culares.

Corolario 13-2=2. Toda recta en E, perpendicular d un.radio

ea su extremo exterior, es tangente a la circunferencia.

Puesto que el extremo exterior del'radio debe ser F, se

aplica entonges' la condici6n (2), y tenemos la tangencia.

Corolario 13-2-3. Todd perpendicular desde el Centro de C

a una cuerda biseca a este cuerda,

En este caso(se aplica 14 condici6n (3). (En loscasos (1)

y (7) no hay cuerda alguna.)
.1

Corolario.13-2-4. El segmento que une el centro de C con el

punto medio de una cuerda es perpendicular a la cuerda.

Utilfza el corolario 13-2-3 6 la condición (3).

,Corolario 13-2-5. En el plano de una circunferencia, la

mediatriz de una cuerda pasa por el centro de ia ctrcunferencia.

Utiliza los corolarios 13-2-46 13-2-3,.o la conciici6n X3).

Corolario 13-2-6. Si una recta en el plano de una circunfe-

rencia.interseca al interior de la cirCunferencia, entonces corta

a la circunferencia.en exactamente do. s pahtos. !I

: Aquf tambi6n,se aplica la Condición (3). (En los casosi(1)
\ / .

y () la recta no'interseca al interior de la circunferenofa.)
. .

. ,
efidlción: Circunferencias,con radios congruentes, ee llaman

con uente
4.

Por distancia dt unk cuerda al centro de una c rcunferencie,

entendemos la diStancia eptre dl centro y la recta que cóntiene

la cuerda', tal como fue definidwen la secci6n 7"-\.. Las deMostra-

/57 ciones de los dos teoremes siguie9tes*se dejen pare que td /as

hagas:

.Teorema 0-3. En la misma circunferencia o en cirounferenClas

congrmentes, las cuerdas equidistantes del cehtro son congruentes.

(
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Teorema.13-4, En la misma ctrcanferencia o en circunferen-

ciasrcongruentes,. cada dbs cuerdas congruentes equidtstan del-
,

centro! N)

Las defintciones siguientes son dtiles:en el estudio de las

rectas y las circunferencias:

Definiciones: Dos, circunferencias son tainuntes si cads una

de.ellas es .tangente a la misMa-recta.en el mismo punto. Si dos

circunferencias.tangences son coplanarias, se dirán tangentei
exteriormente o interiormente segdn ue sus centros estén a:

distinto lad6 o del mismo lado de la tangente copxin.

Tangente inLeriormente Tangente exteriymente

A

10;



1

CdWunto de profplemas 13-2
,

1. Indi6a el ndmero del.3teorema o

cdbcdario que justifica CadA

una.de las conclusiones

siguientes:

(C es el tentro de'la circun-

ferencia en lIfigura plena4.

a. Si TA = TB, entonces

.b. Si RS la, entonces RS es

tangente a la circunferenci.

c. SI T está en el intetior de

la circunferencia, entances KC intersecarg a. la circunfe-,

reny:.a en exactamente otro punto.distinto de K.

d. La -mediatriz de FH contiene ter-C.

e y T17 equidistan de C, entonces AB FH.

,
Si RS es tangente a la circtrferencia-C, entonces.f.

Si CKI AB, entonces AT '= TB.g'.

h. ,Si AB FH,entonces AB y FH equidistan de C.

2 Demdestra el corolaria Toda perpendictil.ar desda,

ceptro, C, una circunferencia,-biseca4-la 6uerda:_

3. Utilize la figura adjunta ... .

pra demostrar elscorolAlo

- 13-2-5: En el plena de oda

circunferencia, la mediatriz

de una cuerda pasa por el. .

1

ientro de la cirgun,erencift.-

7 .

.
. Dada una citcunferencia, i,c6mo se puede determOtar
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5.: En la.circunferencia C,.

EN 40, y MN 24.

.*Lti quédistancia estg

.MN.dt1 centro de

.circunfere6cia?
,

. .

.6: En una Pcirrcunferencia cuyo diAmetro tiene 30 pulgadas,

se tram ..una'cuerda perpendic4ar a un ridio. La 0.s-

tancia de la.intersección de la tuerda y eltradio al

extremo exterior del radio es de.3 pulgadas. Determina

la lcingitud.dd la cuerda.

7 Se di la figUra adjuntip,.cOn.0 el ce&tro.de la circunfe-

rencia yO1(T.1. RS.. Contesta los diez problemas de la
,

maneia inditada a cOntinuaci6n:
IC

Escribd "0 si se da mgs informaci6n que la.necesaria pard"

resolver el problema.

Escribe "B" si la inforMaciOn dada es insuficiente para:

rAsolver el problema.
. /

'Escribe "C" si 14 informaci6n es suficiente y nO-hay infor-

maci6n innecesaria en el enunciado.

Escribe "D" si la información es contradictoria.

(No es necesario que resuelvas los problemas,)

ACP' = 4, PkC = 1, CT = 6, KT = ?,

b . RP = 5, RS ?

0. CT = 13, CP = 5, FIS ?

d. !CP = 18, as 48, KC = 25, RK = ?

PC = 3..,51,. RS = 24, 1K ?

f . "`s, KT = 40, RP = 16, CS ."= ?

g. 'Cs 8, TIC = 16, PC = ?

h . RK = 20 j, RS = 32, KP = 13, KT ?

= 6, 'ICC = 5, PT = ?

J PT = 5, Cs . 6, R2 ?

1 0 tj

PIM

w
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8. ghra circunferencia con centro P, una cuerda AB es paralela

a unp tangente y corta'al radiltque pisa eor el punto de

tangencia(en)su punto medib. Si AB 12, determina el .

radio de la circunferencia.

9. Demuestra que las tangentes a una circunferencia en los

eRtremos de un diAm6tro son paralelas.

*10. En ia circunferencia 0 con centro

.0, AB es un didmetro NipAC

es una cuerda distinta
4-4.

trazada por A. Si CD es

la tangente en C, y-
4-11. 1-1.

EICIIIAC; demuestra que DB

es tangente en B.

11. kespeotp de las cireunfe-

rencias concéntricas de

la figura.adjunta, demuestra

,que todas las cuerdas de la

circunferencia mayor que son

tangentes.a'la menor, astan

bisecadas por punto4de

contAto, De otra manera:

Para cada circunferencia el

tentro es 0. AB es-upa

cuerda de la circunferencia

mayor, quo es tangent# a la

circunfereneia m9Lr en R.

Demuestra que AR 71 BR.

1

A
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U. En la figura adjunGa se presenta

una cierta disposici6n de:

tres circunferencias tal que

una cualquiera de ellas es ,

taagente a,las otras dos.

Dibuja otras tres disposi-7.

ciones posibles de las

tres circunferencias con

cada una de plias tan-

gente a-las otras dos.

*13. Demuestre que la recta de los centros de'dos tircunferencias

tangentes tontiene at punto de contacto. (gugerencia: Treza

la tangepte comdn.)

Caso,1

14: En,..la y.gura adjunta,

y C son los centros

-de las circunferencias.

AB T 14, BC ... 10, y

AC 18. Determine el

radio de.cada circuefe-

rencia.

Coso II

.

1 1 j.
6

)
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415.. 'DeMuestra el teorema 13-3: En/Ia.mismacircunferencia 0 enp
cfrcunferencias congruentes, las cuerdas,equWistante
centro son congruerites.

, 13-2

En la figura adjunta,

.P es a centro de ia

circunferencia, y

mz. EP a. mz DEP.

D muestra que AB = C Ti.

,17. En la circunfarenciAt,R,

RD _LAB, RE IBC, y RD a, RE.

. Demuestra'que DA a. EC.

\
18 Demuestra que los puntos mgdios de todas las cuerdas

congruentes de una circunferencta cualquiera estgn en una

circunferencia concéntrica con la original ytcon radio

igUal a la distancia de una cUerda al centro; demuestra

también que las.cuerda$ son Codas tangentes a esta

,circunferencia inter1or.

*19. Se da: AB es un digmetro

de la circunferencia 0,

CD es tangente a 0 en T,

~gin, y

Demuestra que CO =I, DO.
41

4

,4

.4
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.13-3. Tlanos tangeptes; el ttorema fuhdamental para lap

.supefficips ésféricas

f

Una vez que hayas estudiado y'entendido lp expuesto en la .

secci6n, encontrarils muy pocas dificultades en la que
vamos a iniciar. Veremos que superficies esféricas y planos

en el esp cio se comportan de una manera muy parecida a las

ciicunfere cias y rectas en el plano, y que la analogia entre .

tos tefIs de lii.sección anterior y'los de ésta es muy intima.

finiciones: EL inter4 de una superficie esférica es la

ripun 61:Yde su centro y el'conjuhto de todos los puntoa cuyas
.-

distancias al centro son menores que el*radio. El exterior de

la superficie esférica es el conjunto de todos los puntos cuyas

distancias al Pentro son mayores que et ridio.

Definicionea: Un plano que interseca a una superficie

esférica en un solo punto.se llama qano tangente a la superficie

esférica. Si er piano tangente interseca a la superficie e6f6-

rica en el punto Q, entonces se dice que el plano es,tangente

a la,superficie esf6rica'ed R. 9 se llama punto de angencia,

o punto de contacto.

_

lo

44.
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El teorema fundamental referente a superficies esféricas

pla3o& es el siguiente:

Teorema 13-5. Dados un piano E y"una superficfe esferica

con centro P, sea F el pie del segmento perpendicular desde

P a E. Entonces, o bien

(1) Todo punto de E esiexterior a'S, o

(2) F está en S, y E es tangente a S en F, o

(3) F es interior a S, y la intersecci6n .de S y 'E Consiste

en una circunferencia con centro F:

Demostración: Si F es exterior a S, entonces vale' (1).

4

La,demos raci6n sipe, casi palabra por palabra, la cores-

pondienteoa la circunferencia"en el teorema 13-2., El dilico

cambiö importante es el.apoyars4een el teorema 8-.11 (seamento
mgs corto de,sde un punto.-a un plano) en N./6z de hacerlo en'el

teorema 7r5.
-

Si F-estil en S, entonces N./ale (2).

l

A

,

;

4.
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Aqui tambign:lalprueba es casi idAntica a la del teorema
13-2.

Si F es interior a S, entorices vale (3).
,

Sea Q un punto cualquiera contenido en ambos E y S. Sea
sr el radio de S, y sea x = PF.

Entonces LPFQ es un Angulo recto, porque todii recta en E,'

pasSndo por F, es perpendicular a PF. Por tanto,

2 2 2FQ + x r ,

K2.

a.
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Puesto'que Q es un punto cualquiera de la,intersección de E
S, entonces todo punto Q,de'dicha.intersecci6n es tal, clue FQ

'es constant Por consiguiente, todo punto.,.de la intersecci6n

est.A en la circunferencia con centro en P yradlo
x2.

Aunque hemos Mostrado que todo punto de la intersecci6n está
en la circUnferencia, no hemos,probado que este conjunto de

hubiera algunos puntos en la circunferencia que no fueran puntos
de la intersección. Vamos a probar ahora que esto no es posible,

-mostrando,que si, Q gstA en.la circunferencia, tiene que ser un

puntos es la citcunferencia. Esto es, serfa concebible que

punto de la ersecci6n.

Su ngamos que Q estA en la circunferencia cuyo centro es

F y cuyo radio es14 2 - x 2 . Entonces LPFQ es un Angulo recto,
'

como antes, de modo que.

1,Q2 x2 (2 x2)2

-

PQ = ,N,/? = i, puesto que r> 0.

Por consiguiente, Q estA en.la superficie esférica. Luego, todo
punto dela circunftrencia pertenece ale fntersección. Por lo

anto, la circunferencia es precisapente dicha intersección,

que es lo que se querfa demostrar.

Nuestras teoremas bAsicos sobre tangentes a una superficJe

esférica son, todos ellos, corolarios del teorema 13-5. En-

todos esos corolarios, deberg entenderse que. S es unit superficie

esférica con centro en P.

Corolario 13-5-1, Un plano tangente a S 'es perpendicular al

radio trazado por el punto de eontacto.

Corolar,i9 1375-2. Un piano perpendicular a un radio en au

extremo exterior es tangente a S.
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Corolario 13-5-3. Una perpendicular desde P a una cuerda,

de S biseca a la cuersla.

Dato . PQ1 AB 6

Demuestra que AQ SQ.

Corolario .13-11\4. El segmento que une el centro.de S. con

el punto medio de una cuerda es loerpendicular a la cuerda.

Conjunto de problemas 13-3'

1. La super.ficie esf6ricaL.0

..es.tangente al plan E en

el punto A. PI yJt son

rectas de E traza as.por

A. .1CuAl es la-relación

de!0A con,% y con V?

2 E9 una-Superficie esf4rica .cuyo radio es 10, un segmento:

desde el.ceritro perpendicular a una cuerda tiene una

longitud igual'a 6. 401141. es la longitud de la cuerda?

En una superficie esférica cuyo radio tiene 5 pulgadas,

ltuAl es el radio de la.circunferencia marcada en la

superficie esférica por: un plano.que dista 3 pulga

del centro?

4. Demuesera que las. circunferencias determinadas sobr una

superficie esférica por planos equidistantes del centr

de la superficieAson congruentes..

AL.

t,
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*5. En la figti'ra adjunta, el,

'Plano E interseca a la

superficle egfgrica cuyo

centro es Oto, A y B son

dos puntos della inter-

seccift. ,F estg en el

plano E. OF I E y AFI BF.

.Si AB .6 5.y OF, AF, deter-

miria el radio-de la

suparficie eefgrica ; también'

mzA015. G es el 4nirito

medio de AB, determina OG.
44%

*6. Se dan una superficie esfgrica y tres.puntos sobre ella.

Explica cómo se haIla el centro y el radio de la

circunferencia determinada por dichos puntos. Exprica

cómo ae pueden determinar el centro y cl.radio de-la

superficie esfgrica.

*7. Sabiendo_que el plano E es tangerite a la superficie'4 -

esférica.S en el punto l,y que F es di plitno cualquiera

distinto de E 'y que contiene a T,-demiestra que: (a) el.

plano F interseca a la superficie eshlgrica S y al plano E

en una circunferencra y en uha recta, respectivamente; y

(b) la recta de intersección es tangente a la circunferencia
de'intersecci6n.

8. Muestra que dos circunferencias máximaa cualesquiera de una
superficie esférica se intersecanen los puntos extremos de

un digmetro de la superficie eaférica.

*9.. Dos circunferencias'mgximat se dice que son perpendiculares

si estAn.en pianos perpondiculares. .Demuestra que, si

se tienen dos circunferencias mgximas.cualesquiera, existe

otra cir5unferencia.mgxima perpendicular.a ambas. Si dos

circunfekendias mgximas sobre lktiva son meridianos

(pasan por los pblos), lcugl es.la dircUnferencia maxima

perpendicular a los dos?
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*W.. En la figura adjunta, A y.B.

son 16s centros de dos

superficies esféricas que

)3e coftaty. DeScyibe breve-

mente la intersección.

t y N son$untos de'la.'

j'intersecc.i6n. 0 es un

. punto en el plaao de la

intersección y estA

alineado con.A y B. .Si

el radio de la superficie

esférica A es 13, el de la

superficie esfArica B es

541, y 1.1B1 NB, determina

la distancia entre los

- 430 -

centros de las superficies

esaricas.

13-4. Arcos de circunferencias

Hasta ahora eh este.caOftulo hemos podid6 tratar las'

circunferencias y las superficies esfAricas de una manera

angloga. En el resto del capitulo, nos limitaremos exclusiva-

mente a.lascircunferencias. Las cuestiones que estudtaremos

ttenen sus correspondientes analoglas en la teoria de las

:superficies ésf4;icas..div son demasiado complicadas para

ser consideradas en un curso inicial.

Definici6n: "Un Angulo central de tna circunferencia dada

es un Angulo.cuyo vértice es el centro e la cirtunfeitencia.

414
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Definiciones: Si A y B son dos- puntos de Un.S ctrcunferencia

con centro.P, que no sean extremos de un diAmetro, la reuni6n
de A, B y todos 1os puntos de la circunferencia situadOs ed el
interior del.LAPB, es-un arco aenor de la circunferencia. La
repniOn de A, B y todos los puntos de la ciicunferbncia -situados
enel exterior del LAPB, es un 'arto mayor de la circunferencia.
Si AB es un,diametro, la reuni6n de-A, B y-todos los puntos de
la circunferencia situados'en uno de 1os dos semipLlanos del.

-4-+plan6 de la circunferencia, con arista AB, es una-sethicircunfe-
. ,

rencis. Un arco es o arco menor, o un.arco mayor; o una
semicircunferencia. A y B son los puntos extrems ddl arco.

Una notaci6n Sencilla paradesignar un arco cuyos extremqe
'son A y B eS: 'ESta notaciAn'simple es siempre'amhigua,
porque sobre.la misma circunferencia hay siempre dQs arcos
distintos con los puntos extremos A y'B.. Algunas veces estar4
claro por el conteXto a.cual de'los dos nos referimos. Si no's

tomaremos un.punto cualquiera X en el arto, distinic de loS

4.

extremos, y entonces.elsrco se dpnotar4,con
A

In

4

-\
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Por eiemplo, en la figura, a es un arco menor,. AYB es 01 arco

mayor correspondienle; y los arcos at y at\son semic#c"fe-
\

renCias.,

La justificación de las denominsitiones "menor" y "mayor" es

obvia en cuanto se dibujan vario$ arcos de cada tlase. Un

arco.Mayor,46-tuitivamente, es un arco "mds.grande" que Un'arco

Mentit Esta relaci6n se.hará mds explicita mpdiante la pr6xima

definici6n.

Definici6n: La medida en grados mAXB de un arco AXB se

define del modo siguiente:

5

(1) Si AXB es un arco tnenor, entonces mAXB es la medida

del Angulo central correspondiente.

(2) Si Aiit es una semicircunierencia, entonces mAXB = 180.

(3) SJ. ARI.e$.un arco mayor, y 'AYB es,e1 Arco menor

correspondient6, *entonces'MAXI = 360 - mAYB.



.

Enaj'igura anteribr, 'iciLis,PB es aprOximadaminte:60Por
consiguiente, 60Y1 es Aproximadamente 60"y mAXB. es 'aprokiniada-:

,mente'300..

De 'ahora,en adelante., se-dire que mcii es senciUamerte la
medida del arco A5 ObServaAue'un'arco es menor b meybisigtin
su' medida sea menor o mayor que. 180.

* El siguiente teorema esOncilloy pjausib'te, per0 su

demostracidn:es asombrOsamente tediOsa. Lo enunciatemos sin-la
demostración,-y lo consideraremos, precticamente como7pn.
postulado:

Teorema 11:6. Si AB y BC son arcos de la misma cl:icunfe-
rencia que tienen comdn s6lo el punto B, y si su reuni6n es un''
aico ebibbces mI + m ma.

0.

nIAXO-+ mgio =

Observa que en el caso cuando,AC es un arco mdnor°, el /
teorema se consiv'e del postulado dvadici6n delngUlos. 'La
demostraci6n en el caso general es Imes complicada.

En cada una de las figuras siguiehtes, el .Ingul se
4

dice que este inscrito en el arc9 ABC.
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Deflhicidn: Un Angulo estA inscilto en un arco si (1) los..=111
dos extremos del arco esqn en loa dos.ladoelabl Angulo, y'

(2) J. vértice del Angulo es un punto, pero no, un extremo,"de

,dicho arco. Map concisamente, [ABC est& inscrito en ABC.

En.la primera de.las dos figures anteriores, elAngulo

es0Aipscrito;en un,arco mayor,y'en la 'segunda figura el

Angulo estA.inscrito en una semicircunferencia.

En cada una de las figUras a continuación,, se'dlce que lao

.abertura.del Angulo irkerceptai PQR.

4.
tO

4

id
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Ed el primer cdso, el Angulo ,es inscrito: en el sygundo caso,
el. vértice es.exterior a la circunfereficia; en el,tercer caso,
el Angulo es'yn Angulo central; y el dltimo caso, un lado
del Angul6 es tangente a la4t.ircun erencia. En el segune so,

la,abertura del Angulo intercepta no solo el arco PQR si
tambiAn el arco ii6.-

Esas figures, clan la idea general. Presentaremos aho
definiciOn precise de'Io que sigdAfica decir Angulo
intercepta un aeco. Procura comPrObar cuidadosa nte que 16definiciOn'abarca realmente todos los cuatro casos anteriores.

DefiniciOn: Un Angulo intercepta un arco si (1) los puntos
. extremos'del arco estAn so4re el Angulo, (2Y 'cada lado del

Angulo tontiene al menos un.extremo del arco, y (3) exceptuados

los extremos, el arco estA en el interior del Angulo.

La.raz6n per la cual consideramos los arcos interceptados.

por Angulos, 68, que en ciertas condiciones, existe una relaciOn
simple entre la medida de'un Angulo y la medida del arco.

,

1

f
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En la figura al;Iterior, vemos tres Angulos inscritos)

nc, y todos ellos interceptan el mismo arco Parece.

/Itomo si estos Angulos fueran congruentes. Y en efecto esto es

lo quo siempre acontece. Elio es un corolario del teogema

;*ie te:

T rema 13-7. La meslida de un Angulo insorito es la mitad

de medida de su arco interceptado.

De otra manera: Sea LA un AnguloAnscrito en un arco de una

circunferencia, interceptando el grco .,Entonces

6 ,

,

I)

Para demostrar esto mediante los teoremas Anteriores, con8i-
411

deraremos primero un Angulo inscrito de una manera especial.

Demostración: Caso 1. Supongamos que un lado del ZA

contiene'un diAmetro de la circunferencia, como en la figura

que sigdb:
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Sean Lx zy Como 6 la figura. 'Entonces

m + mz.x. m y,
par el Coro1ario 9-13,73. PA PB, porqup A 'y B,estiin en la
circunferencia. Puesto que los iingulos en la base de un
trilingtho isesceles son congraentes, tenemos ra.LA x.

-
Poe consiguitnte, 2(m LA) mLy,

13-4

m z. A

que es lo que se querfa demostrar.

1
.011 LY)2 '4 ,

Ahora,sabemoS que el teorema vale siemprt en el paso 1.

Vtilizando este resultado, podemos mostrar que el Ceoretha valej

en todos los casos.

Caso 2. Supongamos que B y C estrin a distintos lados del '
diAmetro.que pasa.porlik como en la figura siguiente:

4.

Entonces MLA o(MLy tnzw,
mBC + ma.

A

(zPoi' qu4,.en cada Paso?) Por el caso 1, sabemos que

mGv = 71 Ilk.

inareL

Sumando las dos ecuaciones, obtenemos1
14 A wi Ma 4- mu C

como querfamos demostrsr.
2.

S.
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Caso 3. SupongamoS que B y C estfin del mismo lado respecto'

del,diAmetro que Pas's por A, cqmo,en la figura que sigue:

La demostraci6n aquf es muy parecida a la del caso 2, y la

enunciamos en forma abreviada.:

RIZ-BAC fLIZ t RIZ S RIZ 1.1

as 1 In 13-1) - mCD
2

sl(mBD - me).
2

,Debes comprobar cuidadOsamente que te das cuenta, clara por qué

.cada una de estas ecuaciones es Gorrecta.

De este teorema obtenemos dos importantes corolarios:

Corolario 13-7-1. U4 fingulo inscrito en una semicircunfe-

rencia es un Angulo recto. ,

Esto es asf, porque un tal gngu10 intercepta una semicircun-

, ferencia, cuya medida es 180.

Corolario 13-7-2. Angulos inscritos en el mismo arco son

congruentes).

La demoistración'de esto es evidente,' ya qIe talesngulos

interceiktan todos pl.mismo arco.
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Ccipiunto de probOmas

1. El centro de un arco es el ,

centro de la .c.irounferencia

al cual pertenece el arco.

lqmo enOntrarfas el centro
0

.

del arco AB?"

2. Datos: P es el centr6

mL 45,

Demuestra que

4

3. En la figura adjunta,

- OF.

h. Demuestra clue AAHKABHF.

b. Aug otv,o trigngulo es

semejante al ABHF?

4." isasAlos circtinferencias de la

figura adjunta son tangentes

en A y la más pequefta 'Asa

por 0, centro de la circunfe-
,

rencia mayor. Demuestra que

cualquier cuerda de La

circunferencia mayor con uno-

de.us extremos en A es bisedlida

por la circunferencia mgs

peluefta.

J//

13-4 :
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*5 ,Demuestra 10 siguiente: Tres

puntos no alineados cuales-

quiers estAn sobre unse.

circunferencia.

0 de otrS manera: ,A, B, y C,

son tres puntos no alineados.

Demuestra que existe-.una

circenferencia que contiehe

a A, iB, y C. (Sugerencia:-

Trazil AB y BC. iyuedes

detetminar'el centro de la

cirounferepcia?)

.6. Un cuadrilAtero inscrito es

un cuadrilgtero que.tiene

todos sus vArtices situados

en una circunferencia.

Demuestra el teorema

siguiente: Los Angulos

opuestos de un cuadrilAtero

inscrito son suplementarios.

En la cirrcunferencia P,

sean'mLR 85, mki- 40,

m9 . 90: DeterminLi las

medidas de los Otros arcos

y Angu1o4 de la figura.

8. 707, es la cueraa comdn a dos

circunferencias que se intersecan.

AB y DC son dos Segmentos que

cortan a las circunferencias como

lo mu'estra la figura-adjunta y qae

contienen a X y Y, respectivamente.

Demuestra que AD IIBC.

(SUgerencia: V. el problema 6.)

V.

1 ?,

r.

A

A
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9. Demueqtra lo siguiente: Un

di4metro perpendiculgr a una

cuerda de una circunferencia,

biseca'a los dos.arcos 'deter:-

minados por la cuerda.

10. En la figura adjunta, 0 es

una semicicunferencia CD1 AB.

Demuestra que CD es la media
,

'geomdtrica de AD y BD.

11. Demuestra el siguiente recipr000

del corolario 13-7-1: Si,un

gngulo inscrito eLI un Aco

circular es un gngulo recto,

entonces el arco es'una --

semicircunferencla.

.*12. Si un par de gngulos

opuestos de un cuadrilg-

tero son suplementarios,

el cuadrilgtero puede

inscribirse en una.circun-

ferencia.

(Sugerencia: Utiliza

los problemas 5 y 6 en una

demostraci6n indirecta.)

*13. En la figura adjuntil, AB es

un diametro de la más peqUefta

de las dos circunferencias

concgntricas, ambas con centro

0, y AC y sori Xangentes a la

circunferencia más peq4ena.

.00 S DO son rfdios de la circun-

ferencia mayor. Demuestra'que CD
es un digmetro de la circunferencta mayor.
(Sugerencia: TrAza AD y CB.)

a

X3-4

t.,;-1j
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Definición: ,En la misma tircunferepcia, o en circunfe-

rencies congruentes, doslarcos se dieen congrubntes si,tienen

la misma medida.

Justamente como en la definición de segmentos, Angulos,

triingulos o circunferencias congruentes, la idea, intui0tva

consiste en que uno de los arcos puede Ser movido haste

hacerip coincidir con el otro.

Teorema 13-8. En la misma circunferencLe, 0 en circunfe-*

rencias congruentes, si dos cuerdas 'son congruentes, entonces

tembién lo son loS arcos menores correspondienXes.

Demostraci6n: En las figures inmediatas, tendmos que
q

mostrar que si AB = entonces a = A'B', .Por el tecirema

L.L.i., tenemos

Por tanto, LP "=" LP'. Pues,to que mAB = EnZP y = mL P' ,

esto significa yue Xt como 4erfamos demostrar..

El recIproco es tembién cierto, y la demostración es muy

parecida:

Teorema 13-9. En la misma circunferencia, o en circunfe-

rencias congruentes, si dos arcos son congruentes, entonces

también:lo son sus cuerdas correspondientes.

Esto es, en Ias figures anteriores, si At - 41711.", entonces

AB A'B' . Y si los arcos que se sabe son qongruentes son los

1 f)

A
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arcos nyEares, ento es vale la misma 'conClusi6n..

Teorema'13-10. Dado 'un Angulo con el rice en la
circtinferencia, for ado por.un rayo secante y un rayo,tangente,
la:medida del Angulo,es. itad de la.medida del'arco inter-
ceptado-.

6 Demostración: Pot el Angulo-formado por qn rayo secante
)y un rayo tangente entendemos un ARgulo tal como el dibujado en

1a figura inmediata. Probaremos el teorema en el caso de un
Angulo agudo, eomo el de la figura. Utilizaremos la notaeióft

e esa figura pare, las medidas de los diversos Angulos. En
el pPQR, z.PRQ y PQR tienen la misma.medida, y, como se indica,

por ser isósceles 1e1 AMR. Puesto que mQR = m LQPR,. lo que
1tenemos que probar es que x.=

Por el corolarto 13-2-1, zPQS es un Angulo recto. Por
consiguiente,

4.-

x = po y.

En virtud del teorema 9-13, 4 y t y = 180, de modo que
,

z = 180 - 2y.
1

En conyecuencia, x z, como se.queria demostrar.

1
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Conjunto.de problemfs 13-4b

1. Demuestra el teorema 13-9: En 1.5 misma circunferencia,

o en cireunferencias congruentes; si dos arcos son

congruentes, entonces también lo son las cuerdas'correspon-

dientes.

.2. fn la figura adlunta,

AFN. BH.

Demuestra que: a. Afl

b . AMH a BMF

3. ABCD es un cuadrado insCrita.

E es un punto cualquiera de

R:como muestra la figura .

hdjunta.

Demuestra que AE y BE trisecan

al LDEC.

4 En la figura adjunta,

A, B, C, D están en la

circunferencia y4D es

tangente a la circunfe-

rencia en

los sicientes

a. LBDC

b. LADC

v;

A. Complete

enunciadost:

C. LACB

d. LEAD es suplementario de

e. ZDAB es suplementario de

f. L ABC es suplementario de

14. IDAE

h. LOBA es suplementario de 0.1101.IM
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.i. 4ADB es suplementario de . .

. J. LDAC

En'la figurS eldjunta, CP y AQ.

son tangenteS, y PQ es un

diiimetr15 de la circunferenUa.

Si'et 120 y el vadia/de

la Cir unferencfa'es 3,.deter-

mina 1 longitud de -A.

.

t.

13-4,

a

*6. Dqs circunferencias son tangentes, interior o exteriormente,
en.el punto H. Sea u.una recta cualquiera trazada,por

y (La& corta a lascircunferencias otra-vez en M y en N.1

Demuestra que las tangentes en M y en N son Walelas.

t

Se dan la tangente PT y 1

secante PR. También B es

41 punto medio de PR.

Demuestra que B es equidis-
4.

tante de PT y.PR.

B

i
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B. Demuestra.e14eorema:. La
.

medida de up Anguft' formado
t

por Nsecantes a una

,circunfe encia que se

inters an e el interior

de 1 circun erencia es la

mita de la -uma de las

medida .os arcos

intercep,tados poi el

,Angulo y Ror su opuesto.
4

Datos: Una circunferencra4
con las secantes AB y CD

que s8 intersecan en E.

Hay que'demostrar que

mZbEB ..1(m6B 4-,mAC).

(Sugerencia: Traza BC.)

9. Demuestra el teorema

siguiente: La medida de.

un Angulo formado por dos

secantes a unh circunfe-

, rencia que,se intersecan

en el exterior de la

circunferencia es la

mitad de la diferencia

de las medidas de los

Arcos interceptaabs.

(Sugerencia: V. el

problema 8.)

10. Verifica que el,teor.pma del.problema 9 continda siendo

válido si las palabras "dos secantes" se sustituyen por

"una secante y una tangente" o por "dos tangentèsh.

r

4
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11. 'En la .figura acijuna, sean
70,.' mAE 80,1 ntED 150, .

y mL BFC - 55.

Determina mBC, meld z K,
m4 E, mz. BAD, rn Z. AGE, mzIDGE,

mz. ADK.

12. 'En la figura adjunta, EF
es tangenee a la circunfe-
rencia en D y AC biseca al
LBCD'. Si'MAT3,= 88 y

ma 62, 'determina..,1,a49:

medida de cada arco y de
cada Anguro de la figura

13. Se da, un cuadrilátero inagr,ito
ABCD con qiagoriales qUe

intersecan eri P.
4

.Deratiest.ra que:.; APD--,M3Pc

A'F-%.P0.=-$0

t.
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14. Se dan AD tangente a la,

4 cfrcunfei-encia en EC), la
0

ei1

secente EB Clue Intersecw

a la circunferenciA eh
/°.B y C.

..

DeMuestra que: . ,, AABDACAD
. -

b. -BD . CIV AD 2

*15. En la figura adjunta, el cuadrilgtero ABCD estA.rnscrito
,en la circunferencia; las rect'as y,BC se intersecan en P,
las rectas AB y DC Ste interaecan en Q; PV y QS son las
bisectrices de los zinguloazAPB yzAQD, respectivamente.

A
Demuestra que PV _LQS.

'p

es

e*

4.

lirSugerencia: Muestra que mL PR'Q mL. QRV. Utiliza teoremas

desarrollados.ep este:Conjuhto de problemas.)

4,

A
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*16. Demuestra el teoretha siguiente:. Si dos rectas paralelis

inter#ecan a una Circunferencia, interceptan.en.ella laps
congruences.

Caso I

(Una tangAte
y una secante)

\ CesoII

(Dos .secantes)

Caso III

(Dos tangentes)

1375% .Longitudes de seamentos tangentes z secantes.
>

Definicidn: Si la recta QR es tangente a una circunferencia

en R,'entonces.el segmento QR es uri segmentotangente desde Q

a la circunferencia.

00

Teorema 13-11.\Los dos segtheqcos tangentes a una circunfe-
1

rencia desde un puntb exterior 4.on congruentes y forrman Angulos

congruentes con la recta que une el punto exterior y el centro

de la circunferencia.

c,

_

It

)

et.

a

4



13-5 - 450 -

*

De otra manera: Si QR es tangente a la circunferencia.0

en R, y QS es tangente a C en S, entonces QR =-QS y4 PpR g LPQS.

Demostración: En yirtud del corolario 13-2-1, APQR y APQS

son trigngdios reptgngulos, con los gngulos rectos en R y en S.

Es obvio que PQ PQ y PR PS, pues R y S son puntos de la

circunferencia. Por el teorema de la ffipotrusa y el cateto

(teorema 7-3), esto signifiLa que'

APQR =APQS.

Por consiguiente, QR = QS, y LPQR = LPQS, como se querfa probar.

El enunciadp del siguiente teorema es m4s f4cil de comprender

se mira primero una figura.

El teorema'dice que,dadas dos rectas Secantes cualesquiera
.-

.pasando por Q, como en la figura, se tiene

QR QS QIU QT.

t
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Teorema 13-12. Dada una circunferencia C y un punto .

exterfor.Q, sea L
1 una recta secante que pase por Q, y que

cot-La a-C en los puritos R y S; sea L .otra recta secante que

pase por Q, y que corta a C en los p
if
ntos T y U. Entonces

QR .QS QUI. QT.
.

0
Demostración:' Considera los triAngulos <SQU,y <1.1112. Esos

triAngulos tienen' el LQ coman. AdemAs LS a LT, .como indica la

figura, porque los dos Angulos estAn insoritos en el arco mayor

Por el corolario A.A. (corolario 12-3-1), esto significa
que

ASQUATQR.,,'

Por consiguiente, los lados correspondientes son proporeionales.

Lueo,

QT QR. '

QR 'QS QU:QT,
como se querfa demostrim.

Observa que este teorema significa que el producto QR. QS

estd determinado.6nicamentwpor la 4rcunferencia dada y el pupto

exteriorAado, y es independiente di la elección de la secante.

teorema nos dice que cualquier otra recta secante da el

lismo
producto.) Este producto constante se llama potencia

del punt() con rsipecto la la circunferencia.

El teorema siguiente nos va a decir 'que en la' figura

adjunta, QR. QS



*

13-5 - 452 -

Teorema 13-13. Dado un segmento tangente QT a la circun-

ferencia, y una recta secante pasando por Q y que corta a la

circupferencia en los puntfs R y S, entonces
.

QR. QS QT
2

.

Las etapas principales de la deMostración son las siguieqtes
(procure darte cuenta de las rezones que justifican cada caso).;

raZ 8

mL RTQ

6111 L RTQ

Q.RT QTS

QR QS QT
2

El teorema que sigue es otra variante de los dos anteriores;

la diferencia consiste en que las dos rectas, les trazaremos

.ahora pasando.por un punto interior de la circunferebcia. El

teorema dice que en la figura'adjunta, se tiene siempre

QR. QS ... QU. QT. . 4

P

t.
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Los pasos. principales.de la demostraci6n son los siguientes

(procura razonar cada caso):

(1) ,ZS OLT

( 2) Z SQU TQR

( 3 ) ASQUATQR
) 4,14

( ,s1R Qs - QT. -

Para refewirnos a etrte teorema lo llamaremos Teorema 13-14.

Redacta un-enunciado completo del teorema, es decir, un enun-

ciado independientt de una figura.

Conjunto 1.12. problemas 13-5

AC, CE y EH son tangentes

a la circunferencia 0 en B,

D y F, respectivamente.

Demuestra que,CB + EF CE.

2. Laà secantes tA y tt intersecan

a.la circunferencia en A, B y

en E, como indica la figura

, adjunta. Si las longitudes

de los segmentos son 'las indi-
.

eadas, determina x.

4
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En0a figura adjunt.a, AB es

talinte a la circunferencia

en A y la secante BW inter-

seca a la circunferencia en

K y W. Si AB - 6 y WK IP 5,

ps la lbngitud de BK?

4. Dada una circunferencia y

dos cuerdas que se intersecan,
*

como indica la figura, y siendo

si AB = 19, determina

x w.

44
AB y BC 'son tangentes a la

circunferencia 0 en A y en C,

respectivamente, y mz = 120.

Demuestra. que AB .4=BC-= OB.

GI

6. Se sabe que los lados del

cuadriliitero CDRS son ton-.

gentes a una"circunferencia

en L, M, N y F, como.indica

la figura.

Demuestra que. SR CD = SC A- D.

' I
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7. En una circunferencia, una cuerda cuya longitud es 12 está
\I'a 8 pulgadas del centro dela circunferencia. Utili ando

teorema 13-14, determina el radio de la circunfsiancta.

8. En la figura adjunta,-

están indicadas las longi-

tudes de. algunos wegmentos

de dos secantes. Determina

la longitud de AB.

4

9. En la figura, CD es un

segmento tangente a la

circunferencia en D y AC

es un segmento de la
secanté que pasa por el

centro de la circunfe-

rencia. Si CD 12 y

CB 4, determina el

radio de ls Fircunfe-

rencia.

10. Si dos segmentos tangentes a una circunferencia forman
un trigngulo equilAtero lunto coq la cuerdatque tiene por

IL

extremos los .puntos de contacto, detokmina la medida de

cada arco interceptado por La cuerda.

11. Muestra que no es posible

clue las longitudes de los

segmentos determinados por
dos cuerdas que se inter-

secan, sean cuatro'ntimeros

enteros consec,utivo8.
c.

Lj

..
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*12. Demuestra que si dos

.circunferencias se

intersecan, la secante

comdn bisecaa cada uno

de los segmentos,tan-

gentes comunes.

13. Stuna tangente comdn a dos circunferencias interseca a la

recta de los centros en un punto situado entre dichos

centros, se dice que e904rna tangent...2; comdn interna. Si no

interseca a la recta de los centros en un punto entre

ambos centros, se llama ,tangente comdn externa.

414
En la figura, AB es una tangentemcomdn interna y CD es

una tangente comdn externa. )

a. En la figura anterior,.lcu4ntas tangentes comunes

puede haber? Especifica cuántas hay de cada especie.

b. Si las circunferencias fuerfn tangentes exteriormente,

LcuAntas tangentes de cadaiespecie habrie.

c. a si las circpnferencias se intersecan en dos puntos?

d. a si las dirpunferenCias son tangentes intpriormente?
,

e. ey si las circunferencias son Conc4ntric4a?



,*14. Demuestra lo siguiente:

Las tangentes comunes
4internas de dos circun-

ferenci4 intersecan a

la recta de-los centros

en un mismo punto.

(Sugerencia: Utiliza una

demostracidn ipdirecta.)

v
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*15. Demuestra que los segmentOs tangenees comunes de las

ngentes comunes internas son congruentes. (Utiliza la
figura del problems 14.)

16. Los radios de dos

circunferencias tienen

-longitudes 22 y 8, :

respectivamente, y la

distancia entre sus

centros es 50. Deter-

mina la longitud del

segmento tangente

comdn externo.

(Sugerencia: Traza

una perpendicular a
( nAr por Q.)

t

17. Dos circunferencias tienen comdn un segmento tangente

externo de 36 pulgadas de longitud. Sus radios tienen

6 y 21 pulgadas, respectivamente'. Determina la distancia

entre sus)centros.

18. La distaricia entre los

centros de dos circunfe

.rencias de radios 7 y 9,

,es 20. Determina la

.longitud del.segmento

tangente comdn interno.

Ye.

r\-)

0
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*19. Sobre el puente de un gran
0

transatlántico en el oC6ano,

el capitiln pide a un joven
1

oficial nuevo que determine

la distancia al horizonte.

El Tinian oficiai toma papel

y lApiz y a 168 pOcos

instantes presenta Lula

respuestat En el papel
5

escrito l formula d -4- ,NrE millas. Demuestra que

esta fOrmula es aproximadamente correcta, siendo h la

altura en pies del,observador sobre el nivel del mar y d

la,distancia en millas al horizonte. (Puedes Suponer que

el diAmetro de la tierra es 8000 millas.)

Problemas de repaso

1. Para una 6irCvnferencia 0,

a. BC es una

b.. AD es un

c. AC eS una

d. OA' es un

e. 'AR es una

f. tb es un

ADC es un.

h. LBCA es un

i. COD es un

2. bados en ba.figura

adjunta, la circunfe-
* ,

rencia 0 y un diAmetro

AB, .AF110H4 m4A 55,

determina mBH y mAF.
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3. En la agdra adjunta, AB
0

es un diAmetro de la

circunferencia C, y

biseca al LAXB.

Dernuestra que CYI AB.

(Sugerencia: 4Determina

m WY.)
4. Indica la verdad 0 falsedad de cada uno, de los siguientes

enunciados: f

a. Si un punto es el puuto medio de dos cuerdas de una

arcunferencia, entances tal punto es el centro de la

circunferencia.

b. Si.ia medida de un.arco de una circunferencia es el.
doble de la medida de(bn segundo'arco, entonces la

longitud de la 5perda del segundo arco es menor que el

doble de la loAgitud de la cuerda del primero.
1/4'

c. Una recta qUe biseca a dos cuerdas de una circunferencia

es perpendicular a cada una de las cuerdas,
d. Si los vértices de un cuadrilAtero estAnen una

4

circunferencia, entonces cada par deAngulos oprestos
son supTementarios.

e. Si cada,uno de,un par de circunferencias es tangente a

Una tercra tircunferencia, entonces las dos circunfe-,,

rencias del par son tangentes entre si.
. Una circunfvrencia no puede'contener tres puntos

// 14 dlineados.

g. Si .una recta biseca a una'cueraa de una circunferencia,

entonces bisecaAal arco mendr de esa cuerda.
h. Si PR es un diAmetro de la circynferencia 0, y Q es un

punto cualquiera del interior de la circunferencia no,

situado sobre PR, entonces el LPQR es obtuso.'
i. ,

Una tangente a una circunferencia en el
e
punto medio de

e un arco es paralela a la cuerda dbl arco.
1

Ji Es posible que dos tangentes a la misma ccircunferencia

sean ,perptnaicidares la%,,,una a la otra.6
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. En la figura adjunta,
4M
BX es tangente a la

e cirgunferencia 0.en Bo
--

. AB AC y mCB 100.

Determina mL C y

m z ABX .

6. Se da la circunferencia

, C con EC'. PQ,'HN HPQ, yo

'HR tangente a la circun-

ferencia en H;

Pemuestra qud ria mz RUN.

(Notai, La circunferpncia.

puede considerarse coMO

repre4entando la tierra,

con FQ como eje tertestre,

ZAHN el Angulo de Altura, o

e1evaci6a de.la estrelid

-Polar, y mHE la latiudedel.

punto -

V

Piz

7. En un tablero'de madera laminada,se abre un agujero

redoildo de 40 pulgadas de digmetro y se coloca en este

agujerà una bola esfrica de 50 pulgadas de diAmetrO.

4Culinto sobresaldrg por debajo del tablero la bola?

.8. Unj rueda se rompe de tal modo que s6lo queda un pedazo

de la llanta o borde. Con ei fin de determinar el digmetro

-de la rueda, se efectUan las siguientes medidas Se

toman tres puntos C, A, y B del borde de'Mbdo que cuerda-:-

cuerda AC. Las cuerdas y tienen cada una*langi-

tud dd 15 pulgadas, y la cuerda BC tiene 24 pulgadasIde

longitud. Determina el.digmetro de la rueda.

9. .Sea B un punto de un diAmetro AD de la circunferencia C,

4situado entre A y C. Demuestra qua BA es el segmento más

4
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corto entre todos los.que unen 'con los puntoszle.la./
circunferenCia,.y que BD es el -mds largo.

.*10. ,Supopte que,la tieria es

una bola:asfórica de ridio

.4 000 minas. Un tdnel
, 0

.,rectiiineocAll-de.200 milIas

de-longitud,-oonect.a.dos

puntos A y B'dp.la super-'

ficie, y una chimenea de,

ventildci&i.CD.se ha.cons=

truido en il ,centro del

tdnel.

LCuil es la longitud en .

millas de asta,chimenea?

41.. Se dan las circunferencias

C y D tangentes interior-

mente en P con la2tangente

comun AP. AX es tangente

a la circunferencia C in
4"11.

X y AY es tangente a la

circanferencia'D en Y.

Demuestra que-AY AX,

*12._ En la figura adjunta,

es tanigente.a la circnnfe-.

rencia in A, y ademds,

AP PX XY. Si PQ 1

y QZ determina AX. .

4

-

9

I.

,
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*13, .En la figulm adAinta se

t'A,, los tres

a'rcos de f20' sobte una'

cklerunferencia, Y'el

Ipurt,to P en el arco A.

Demuestrá gle PA + PB

(Sugerencja:. 'Considera una

paralela a PB trazada. pot A,
,

intersecando a.PC en R y a

circunferenCia en (1.)'.

4

4,

o

4

4,1

4

'

-1.

"'N
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Capftuto 14

t

CARACTERIZACION DE CONJUNTOS. dONSTRUCCIONES

14-1. Caracterización de cOnluntos

En el capftulo 6 hemos observado la mahera en que una

cierta TigUra, la mediatriz de un segmento, podrfa deftrlirse

mediante una propiedad caracterfstica de sus puntos, a saber,

que cada uno de.ellos equidista de los extremos del segMento.
u.

En el capItulo 13 una circunferencia (y una superlicie

esférica) fue.definida mediante una proptedad caracterIstica

de sus puntos, a aaber: cada uno- de ellds est4 a una distancia-

dada del.centro. 01

Tales caracterizaciones o descripciories de un conjunto de

puntos (figura geom4trica) mediante una propiedad comdn a

todos sua puntos soh frecuentemente muy dtiles, y dedicaremos

algdn tiempo a estudiarlas.

IQutentendemos al decir que un conjunto estd caracteri-

zado 4r una condición, o un conjunto.de condiciones, impuestas

a sus puntos? En primer'lugar, ciertamente-queremos sfgnificar

que cada punto del conjunto satisface a dichas cgildiciones.

PerO esto no es todo, como f6cilmente se ve con un ejemplo.

SUponte-que la condiciön es'"en el plano E a la distancia 4 del

.punto Q situado,en E". Una semIcircunferencia en E con centro

Qy radio 4 est6 constitulda por puntos que satisfacen'todos

ellos'a'la 'citada condición. Y lo mismo acontect con cualquier
,

otro arco.apropiado.

I.

("N\
Todo punto de a est4 a

unidades de.disEancia.de Q,
*0

pato no todo punto que dista /

A ,unidades de Q estfi, en a.

LOAlosp.0
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El incOnveniente obvio de talea ejemplos es que dejan fuera

b,algunos puntpsiqa/satisfacen a las condiciones propuestas.

Queremos tode la circunferencia, np uha'parte de ella., En

general, nos interesa..que nuestro conjunto gontenga todos los
,

. puntos que cumplen dichas condiciones. Otra manera de express;
6

'esto es diciendo qtle.todo punto que satisfaCe a/las condiciones
r

propuestes es un purito del conjunto. Esta ea la

del aignificado de la caracterilaci6n. k
4

Resumamos lasdos p4rtes para futures referenciag:

(1) Todo pUnto del conjunto satisface a las coneiciones..

(2) Todo pynto que satisface a las cohdiciones es uff-

punto del ,conjunto.

Si te refieres de nuevo al tedrema 6-2,wergs que su
-

segundo planteamiento,:estA redactado eiactamente de esta forma.

Con)unto de problemas 14-1

Se prdponen estos problemas para estudio. No se requieren

.--demostraciones. En algunos de ellos se hablalNe la distancia
.\

de un punto a una figura: este noci6n se define como la menor-

de las distancias del punto a cual,quier punto de la figUra.

Ejemplo aciaratorio: Describe el conjunto de puntos a una

pulgada de una recta dada,.y haz un dibujo.de dicho conjunto..

a. En un'plano,

b. En el espacio.

Respueleta:

.a.?' El cohjunto consiste

en dos rectab, cada
una a una pulgada de

la recta dada'y pera-

lela a ella.
ets9 .

yultada

Recta dads .`

1 pu1gada

I 4.

b. El conjunto eonsiste
en todos los puntos de
dna superficie cilIndrica

con radio de una pulgada (i )

y con la recta-dada'por eje.

u
\04

a*

I
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1. LCud1 ed el conjunto de puOtos P caracterizado por la

condici6n de que CF - 3 p41g4das,siado c punto dado?
2. 1,0101 es el conjunto de puntos P en un plano 4ado E

,caracterizado por la condici6n de que CP 3 pulgadas, siendo
C un punto daclo.de E?

3. Describe el conjunto de puntos .en un plano E equidistantes
4de dos recraS paralelas en E, ihaz un dibujo de dicho

,

conjunto.

4. E es un plano x C es n punto fijo a 3 pulgadas del

plano. Describe el conjupto de.puntos en ,E cuyas distan-
cias a .0 son'de:

a,. 5 pulgadas

b. 3 pulgadas

C. 2-pulgadas

5. E es un plano. .L y,M son dost rectas en' E que.se
intersecan.

a. LCuAntos puntos de E estAn a 2.pulgadas de L 'y a.2

puigadas de M?

b. Haz un dibujo del conjunto de puntos de 'E cuyas

distancias a L y a. M son'a lo mils de una pulgada.
' 6. E es un piano. A y.v. B son dos puntos en E ,que.distan

entre sr 4Lpies. Descr,ibe el conjunto de puntos: de E que

estgn:

a. a 4 pies de A .y a 4 pies de B.

b: a lo.mils,a 4 pies de A y a io mAs a 4 pies de B..

c. a 2-pies de A y a 2,pies de B.

.d. a 1 pie de A. y a 41 pie d4 B.

7. AB es un,segmenio'cle 3 pu1gadas de longitud en un plano E.

Describe el conjunto de aquellos puntos de E que distan

una pulgada de AB,.y haz un dibujo 4e dicho conjurIto.

4
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14-2. CaracterizaciOnes básicas; teoremas de concurrentia

Para comodidad de las referenciaa volvemos a'enunciar aquf

álgunas de lA catacteritaciones que ya-hemos encontrado.

Algunas de e1146 son definicionas y otras son teOremas..

1. Una superficie esfdrica es el conjunto de puntos a una

distancia especificada de un punto dado.

2. Una circunferenciaies el conjunto de puntos en un piano.

dado a una distancia especificada de lin punto dado del

)r
,.

3. El'plano perpendicular que biseca 'a un segmento dado es

ei conjunto lde puntos equidistantes de loa extremos,del

segmento.40

.4. La mediatriz, en,un piano dado, de un segmento'dado en.

el plano, es el conjunto de puntos en el piano equidis7.

tantes de los extremos del segmento.

Conjunto de problemas lt2a

1. Deacribe el conjunto de puntos que están a una distancia

dada de:

.a. un punto.dado...

b. una recta dada..

c un plano'dado.

d. cada uno de .dos pianos que-se intersecan.

e. c da uno de dos puntos. dados. ,

f. i segmento.

2. Describe el conjunto de puntos de un plano equidistantes
.

ta

de:

a. dos puntos.

b. dos rectas paralelas.

c. dos rectas que se intersecan.

'd. tres puntos no alipeados.
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Describe el conjunW de puntos equidis6ntes de:

puntog dados.

b. dos rectas para-lelas.

c. dos ptanos parabelos:

d. dop pianos que se intersecan.

e. un plano y de una recta perpendicular a 61.
4. Indica ai cada enuhciado es cierto o falso:

4
a. Dada una recta u en un plano E, ha§.siempre un, plano_

14-2

Q .

1. que contiene-a u, y es perpendicular a E.
2. que contiene A u y es paralelo a E. ,

b. Dadas dos rectas en el'espacio que no se intersecan,
'hay siempre un Plano que contiene a una de ellas y

1. es paralelo a la otra.

N 2. es perpendicular a la otra.

5. Los Rivera, los Lopez y. los

Dfaz vkven en easas represen-'
,

tadas pef estus tree punlos.

Proyectan erigir un astA para

unit bandera en4Un punto que

equidiste dd sus tires puertas

traseras. .Explica la manera
#

en que se determina el"punto

en el cua..1 deberSn colocar

el.asta,

6. Describe el conjunto constituido por los v6rtices de todos,

los triShgulos isdsceles que tienen por base AB.

7. Determina un punto en el vlano-igualmente digtante de tres

puntos no alineados. 4Por'qué deben ser los puntos no

alineadns?

8., lCuAl'es el conjumto de puntos que equiiiistad de dos puntos

dados y al misMo tiempoequidistan de dos planos paralelos
dadt4? (Sugerencia: Corisitera la intersecci6n de los

conjuntos de puntos que representan las dos condiciones

.separadamente. Puede haber tugs de una solución, dependiendo
.de la posición de los elementos dados.)

kbot

1

9



14-2
- 468 -

L

le

*9. ICutil es e/ conjunto de puhtos en un plano distantes a lo

, 4 k
sUmo cuatro centimetros de uno u otro punt? de un pin- de

,puntos erk dicho piano distantes entre si cuatro centfinetr4s?

10.i SeLT, L 'y. M dos rectas cudiesquiera que se intersecan..

Elijamos,dos sistemas de coordenadas cualesguiera sobre

esas rectas (con el origen.no necesariamente en el punto

de inter8seci6n)., Tracemos un cierto ndmero de rectas que

unan puntos wrrespondientes; esto es, puntos con las mism',is'

coordenadas. Por ejemplo,ydaae la figura A.,

40

A

Figura A.4

Si se dibujan bastantes rectas, la figura parecerg incluir

Una cup/a aproximadamente lisa. Ensiya esta construeci6n,

utiltzan40 diferentes pares de reetas y distintos sistemas

de coordenadas.

La construcci6n es completamente general, pero algunos

sistemas de coordenadas sobre las dos rectas nos darlin

mejores resultados
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11. 1%101 es el conjunto de pUntos en un plano que estAn a una
' distancia especificada de un cuadrado de ladog2 en,dicho

piano? Gonsideta los tres caps: d 1, d mt1, d <1.t
*12. F y G son dos puntos'en.a.plano E, y FG 4. Haz un

dibujo del conjunto de puntos P de E, tales que PF + PG m 5.

leo

Otra caracterización que puedes Ocluir en la lista antirior
es el teorema siguiente:

Teorema 14-1. La bisectriz de un Angulo, menos su extremo,

es el .conjunto de los puntos del interior del Angulo equidis-
tantes de los lados de dicho Angulo.

Es decir: *Sea AD. La bisectriz del z-BAC.
4.

(1) Si P '4tA sobre AD, pero P A, entonces P

está en'el interior del GBAC y la distancia

de P a AB es igual a la distancia de P1101.

(2) Si P estA en al interior del VAC y la distancia

de P a a es igual a la distancia de P a V,

entonces P est4 sobre A k P 0 A.

r'

CC\
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(t) Datos: egtA sobre iD, P A,.-W lAB, PNIAC.

Demostrar: P está en el interior del CBAC; PM

P estA en el interior del

Z.BAC.

2: AP gr -AT

3 . z PAM = z PAN

4 . z PMA z.PNA

5 . APMA A PNA

6. PM PN

C.

1. P estA sobre AD, P A,

y la definici6n de

bisectriz de un Angulo-.

2. On segmento es congruehte

consigo mismo.

3. efinici6n de biectriz

4. Los Angulos rectos son,

congruentes.
,

5. Teorema L.A.A.

6. Partes correspondientes

(2) Datos: P estA en el interior del z BAC, PMIAB, PNI
PM PN.

Demostrar: P A; P ests gobre

44

-
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1. P 0 A

. PM PN

PA PA

4. LPMA y LPNA son Angulos

rectos.

1472

. Defintción de interior de

un Angulo

Defihici6n de segmentos

congruentes

. Un segmento es congruente

consigo mismo.

Datos

5. _AMA =1 4,PNA 5. Teorema de:la h otenusa

y el.catetb

6. LPAM ="." LPAN 6. Partes correspond entes
7. P -estA *sobre A5. 7. Definici6i de biSectriz de

un Angulo

Como primera aplicaci6n de estas caracterizaciones de

conjuntos, demostraremos tres teoremas e concurrencia anAlogos

al teorema 9-27 sobre la concurrencia de las medianas.

Teorema 14-2. Las mediatrices de los lados de un triAngulo

concurren en un punto equidistante de los tres vArtices del
triAngulo.

Demostraci6n: eanL L yLlas mediatrices de los
1, 2' 3

tres lados AB, AC y Si Li.y L2 fueran paralelas, entoncea

AB y 1-6 serfan tamb n paralelas. (4Por qua?) Por tanto,
L
1

y L
2

se intersec n en un punto P.
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E.

Por el teorema 6-2, AP ... BP, puesto que P estA sobre Ll.

AdemAs. AP CP, pues P estA sobre L2: Por consiiiiente, BP CP.

En virtud del teorema 6-2, esto significa que P está sobre L,.

Por tanto, P estA iobre las tres mediatrices y AP BP

que es lo que se querfa demostrar.

Corolario 14-2-1. Existe una ciTcunferencia y s6lo una que

pasa por tres puntos no alineados.

Corolario 14-222. Dos circunferencias distintas pueden
7--intersecarse lo mAs en dos puntos.

Sugerenci4 pare la demostraci6n: Si dos circunferencias

pudieran intersecarse en.tres puntos,.estos podrian ser o

alineados o no alineados. Aplica el teorema 13-2 y el corolario,

14-2-1 para mostrar que sada caso imposible.

Teorema 14-3. 'Las ts alturas de un triAngulo son

concu4xentes.

Haste ahora, hemor enipleado la palabre altura principal-

ment en dos sentidos: En el.sentido (1) como el segmento

perpendicular dede un vértice de un triAngulo a la recta que

contiene el lado optfesto
#
y en el sentido (2) como longitud de

este segMento perpendicular. En el teorema 14-3 empleamos la

palabra en ud tdrcer sentido: como la recta que c,ontiene el

segment& perpendicular.

. El teorema 14-3 es fAcil de demostrar, si se sigue el
*
camino acertado.

1 6 ,
_
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Dado.el AABC, tracemos Oor cada vdrtice una recta paralela al. 1

iado opuesto. Estas tres rectas determinan un tridngulo ADEF.

Los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes. Por

consiguiente, BC = AE y BC = DA. Luego, DA = AE. De ahl

result.a 'clue la altura correspondiente a A, en el AABC, es la

medihtriz de H. (Es la recta L
1
de la figura.) Por..las

mismas razones, las otras dos alturas del AABC son las media-

trices de los otros dos lados del
4

6EF. Y como las Mediatrices

son concurrentes, resulta que:tambiem lo son las tres alturas.

leorema 14-4. Las biSectrices-de los Angulos de un triángulo

concurreo en un' punto equidistante de los tres 1ados.
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fik Demostraaón: Sea P,la idteraecci6n de. las bistctrices

4.4 yEt. , For el teorema'14-1, P equidista deg1 por

ester g en la bisectriiz del-ZA. AdemAs, P equidista de a y

y BC, puesto que P estA sobre la bisectriz del LB. Por tanto-,

Ftquidista de Xd y te. Por consiguiente, en virtud del '

.teorema 1471, P tient que estar.'en la.bisedtriz del LC. 'Resulta-
,

asi.que las tres bisedtrices t4nen el punto P en comdh y P

equiaista de AB,-AC y gd; cite es lo que se querla demoetrar.

Conjunto de problemas 14-2b

1. Una recta tnters a ls lados del LABC en P y en Q.

Determine un punto de V4 que est4 a igual distancia de los\

lados del Angulo.

2. Imagfnate la figura adjunta

como un parque de uoa

ciuptio.d. La comisial de'

Ipercites proyecta colocar

una fuente de agua en un

punto que equidiste .de AB.

y gd y '.quekimbién sea

,equidistante de D y C.

ekplita la manera-cómo

determinar ese punto.

3. Demuestra el teorema

siguiente: .Dado el.

Angulo LDAE y los

puntos B, C sobre AD,.

At, reppectivamente, y.

sftUados entre A y D el

prfhiero y entre A y E

el segundo, entonces las

biaectrices de /os Angulos

BAC, 'AC, BCE, son concurrentes
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4. Dadag las tres,rectas determinadas par. Ibs lados de tun
s

mi4ngul9,/demastra.qUe hay exactamcnte Quatro puntos,
s .

dada Uno de los cuales equidista de til* ti.es rectas%

,5. Dibujit los puntos M y N, distantea entre sf 2 'pulgedas,
.. .

.

g,

traza,circanferencias con radios ipul4gada,1,pulgada, 2
_

ulgadas y 3 pulgadas, tomando ambos puntos M_ yeN cada vet,
. ,

cbmo centros.

.0bAerva que algunas de las circqnferencias con centro en'

intersecan a circunferencias con centro en N, pero que hay
d os casos en los cuales.no se,interSecan. Describe estqs dos

"-,.casoS.

6. Dibufa varios cuadrilAteros diferenteS y n cads urio traza

las hisect,rices de los cuatro Angulos. Otesulta en.esos
,

dibujos clue les bisectrices sonesiempre concurrentps?

iyuedes imaginer algdn.tipo especial detuadrilAtero cuYas

bisectrices.de los Angulog sean coricurrente0, 1Cómo.podrfas

describir de un Modo general tales cuadrilA4os? ,(Sugeren-
cia: St las bisectrtees de los Anguloa concprren en un

,

punto, este.purrto equidlgta de los cuatro lados.)°

7. Un-cuadrilAtero se llama cfclico oinscriptib16, c4ando sus

cuatro vertices eStign sobre,una'circunferencia. Demuestra-

clue les mediatrices'de los cuatro ledos 'las,de las dos
1

diagOnales dp un cuadrilAtero cfclicd son.cOncurrentes. %

. 8. 4Cuel 'es el conjuoto de los puntos'que sdn verticeS de

triAngulos rectAngulos 'clue tienen un Aegm nto dado AB

Como hipotenusa?
.

tt,
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14-3. Intersección de conjuntos

Consideremos ei siguiente problema: En un plano dado_E,

lcuatos4untos están a-una distancia dada r de un puntO dado

A de E, y son,'además, equidistantes de dos puntos dados B y C

Un tal pupto P tiene que satisfacer a las doscon4Ciones:

(1) AP r (2) BP ... CP

ConsideremOs estas condiciones separadamente% Si P satisface

a (1), entonces y puede estarsen-Cualquier punto de la circunr

ferencia de, centro A y radio r. Con s;,tras palabres, el

conjunto de los puntos que\aatl.sfacen 4(0 es'esta circunfe-

rencia. *De manera angloga, en virtud teorema 6-2, el

clponjunto de los puntos quo satisfacen a (2) e6 la recta perpen-

.dicular en el punto medic) de BC, o sea, la mediatriz de este

segdento. Si P tiene que satisfacer a ambas condiciones,

entOnceg'tiene que pertenecer a ambos conjuntos; esto ea, P

.tiene que ser un punto de la intersección.de los dos conjuntos.

Puesto que la intersección de una recta y una circunferencia

puede c dos puntos, uno, o ninguno, la respuesta a

nuestrL4rohiema es dos puntels, uno solo, o ninguno, depen.-

diendo de la posición.reldtiva de A, B y C. y del valor de r. .

El dAtodoAluserado mediahte
o
este probletna es muy dtil, pues

nos permite codsiderar un problema compli,gado descomponiéndolo

en partes -separadas que luego en la etapa final de la solución

se vuelven a reunir. Si recuerdas las demoStraciones de los

teoremag 14-2 y 14-4, observargs que tal era el método feda-

mental de la prueba. . En el .te?rema 14-2, por ejemplo, obtuvimos

el punto P como intersedtión del conjunto L
1
definido por

PA y cdhjunto L2 deffnido por PA PC.

Muchas de las construccfones que consideraremos en his

pr6ximas.secciones están basadas en el ink.odo de la intersec i6A.

4

I

,
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Con]untode problemas 14-3

1. AB es un segmento de 6 pulgadas de longitud situado on un
planoE. Describe Ia loclizaci6n do los puntos P en E

qut esttn a 4 pulgadas de A, y a 5 pulgada deB.
2. AB es un segmento do 4 pulgadas de longitud situado en un

ptano E. C y D on punto'6 de E tales que D está
sobr AB, C1 y CD ti.0 3 pulgadas de longitud.

Describe el conjunto de los puntos P que.. equidistan do

B, y que están a 5 pulgadas do
.

En un a. circular hay

.tres mue1ie situados en

los puntos A, B, C.

Dibuja' un diagrâma quo

indique aquellos puntos

de11agoque estn ns
cercanos a1A quo a B o a C.

4. F1ay puntos en Un 'pJano quo satisfacen a las siguientes.

condicion? )3i los hay, di cuánto"s. y c6mo se determina

cada unc. Haz un esquema para ilustrar tu respuesta.

Se da BC -' 6 pulgadas.

a. 4 pulgadas de B y 3 pulgadas do C.

b. 10 pulgadasde B y 10 pulgadas de C.

c. 1.0 puigadas de B y equidistante de .0 y B.

d. 2.. pulgadas 1e B y 4 pulgadas'de.C.

/

l4'4. Construcciones con regla compás

Un.probLema pr.cico que tiene alguna importancia es' eI.

de dibujar una figfia con precisin. Esta es la tarea deL

dibujante o de1theant, yen el],a utiliza muchos in1strutttentos

S.

I

S.

I

/
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'para facilitar su trabglo, tales porno reglas, compasea,
tih

cOmpases de proporcidn o de diyisi6n, tritingulos,iescuadraa en'

T y otros muchos aparatos.

El procese geométrico correspondiente generalmente se llama,

construcci6eAlis bien que "dibujcP, pero la idea es la Misma.

Nos permitytt. 4 usall tambi6n ciertos instrumentos y entonces

el problema tundamenual consiste en mostrar la manera como

podemos construlr diversas figuras concdichos instrumentos.

Desde luego, las costrucciones dependerán de los instrumentos

utllizados. Rasta ahora en.nuestro texto hemos estado conside-
.

rondo la regla graduada y el transportador como nueStros instru-

mentos fundamentales, aunque hubiéseMos.tenido que introducir

el compAs en el capftulo 13 para construir circuNterencias. Se

han considerado varias otras combinaciones de instruplentos,

pero la mAs,nteres'ante de todas es todavia la usadalya por los,

antiguos.griegoti,r_la regla y elu.compAs. Dedicaremos lo restante

de este capftulo a las construcciones con esos instrumentos.

Una regla es simplemene'e un aparato para dibujar rectas.

No tiene marcas en su borde y, por tanto, no podemos medit
.

distancias con ellaf? Con un compkis podemos trazar una circunfe-

rencfa con un centro claw y un radio dado. No disponemos de

un instrumento .paramedir Angulos,

La mayor part de nuestras construcciones dependertin de las

propiedades de-Int&seccieon' de dos rectas, de una recta y una

circunferencia, ode dos cgcunferencias. Se ha considerado el

primero de esos tres casoa la en varios, lugartt como el tieorema

3-1, el postulado de beparaciftedel plano y el postulado/de las

paralelas. Del caso de la recta y la circunferencia, se encarg6

el teorema 13-2. Pero todavfa noi queda por considerar eF caso

de las'dos circunferencias. CoMdera Ie esperar, éste es el

más complicado de los tres, lo mismo e surenunciado que en all

demostraciOn. En efecto, ests pruelia e tan complicada que no
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14 daremos aquf y la'expondremoa en.el Apéndice IX. He aquf
el enunciado del teorema:

Teorema 14-5. (El teorema de las doa circunferencias ),

Si dos circunferencias tienen radios a 2 b, y si c es la

distancia entre sus centros, entonces las circunferencias ge

intersecan en dos puntos, uno a cada lado.de la recta, de los%

centros, con tal que cada una de fas cantidadt a, b, c sea

menor que la suma dd las otras dos.

Algunos de los casos en los cuales se cumplen las desigual-

dades exigidas por el teordma y las circunferencias se inter-.

secau, están dibujados a contiquaci6n!

Que la desigualdad impuestl sobrd a, b, c es importante se

ipone de manifiesto mediante,los casos siguientes en que una

de tas desigualdades estipuhadas en el teorema no se verifica

y las circunferencias noose intersecan:

> a + b a > b + c
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14-5. itonstrucciOtes elementales
:

En esta. sección, mostraremos la manera de 'efectuar vartas,

construCciones simples que.necesitaremos como etapas o

construcciones auxiliares On casos mAs diffcilee. Todas ellas

ocurrirAn en un piano dado. Tales construCc,iones las numera-

'

Construcción .14-6. Reproducir un triAhgulo dado,

Suponte que se nos da el 4\ABC. Necesitamos construir un

triAngulo L\DEF, congruente con AABC, con la base IT' sttuada en

un rayo dado con ex remo D.

.remos del miSmq-modo que los teoremas.

*so 1. Con el compris, construye una circunferencia con

centro en D y radio AC. Esta circunferencia interseca al rayo

dado en'un punto F, y DF AC. En la figura, sólo estA dibujado.

un cerco de la circunferencia trazada.

A

/
F

ti

4.0.veaft
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Paso 2. Con el comp4s, construye una circunferengia con

centro en D y radio AB.

Paso 3. Conatru e una circunférencia con centro.en

con rago BC.
il

Estas dos cunferencias parece que se intersecan; pero

por el teorema de las dos circunferenciaw tienen que.interse-

carse, porque cada una de lfts'cantidades AC, AB y BC es menor

que la suma de las otras dos, en virtud del teorema 7-7.

Cualquiera de los dos puntos E, E' puede tomarse como'el

tercerlvértice'del triAngulo buscado. Trazamos.los ladoscon

la regla y ya aabenrs por el teorema L.L.L. que ADEF AABC.
QuizAs recuerdes que al demostrar el teorema L.L.L. se

present6 el problema de reproducir un trigngulo. Valdria la

Vena fepasar el,viejo método y compararlo con el nuevo. (Em

la dEpostración del teorema L.L.L. reproducimos el trilingulo

con la regla y el transportador, utilizando el postulado L.A.L.

para verificar la validez dt liticonstrucción.)

4
4



14-5 - 482

Construcción 14-7. Reproducir.un Angulo dado.

Aqui se nos da un Angulo con el vértice en A, y un rayo

cuyu extremo estA en D. Necesitamos construir los dos Angulos,

que tienen el rayo dado,como lado, congruentes Corr el Angulo

dado.

1 Con A como centro, construimos un arco de circunferencia

que corte a los lados del Angulo en los puntos B y C. Con D

(1,/ como centro construimos luego un arcci de circunferencia sufi-

cientemente grande, con el mitmo radio, que corte allrayo dado

en F. Entonces haciendo centro en F y con radio BC, trazamos

arcos de circunferencias que corten a la de centro D en E

y en E'. Dibuja el rayo DE y el rayo ,Por el teorema

L.L.L. serA ADEF AABC, y, Por,.consiguiente, z EDF Zz. BAC.

AnAlogamente, LE'DF ;re z BAC.

Conjunto de problemas 14-5ax

1. Seda el segmento AB de 9 cm. de Lpngitud.

A . I

r

Conatruye un triAngulo con tados que tengap las siguie:tes

longitudes.:

a. 5 cm., 6 cm., 8 cm.

b. cm., 5 cm., 3 cm.

c.
1

3 cm., 3,cm., 3 cm,

d. '4 cm., 7 coA, 3 cm.'

t , B
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2. Dibuja un triAngulo ABC en el 'cl'apel y construye el)AAB'C
congruente coll el AABC, utilizando AC como lado en cada'u 0,

y aplicando el.teorema A.L.A.

3. Dibuja en el papel ün tritingulo ABC y un segmento MH doble

de largo que AB. Con vértice en M, construye el LHMQ ;LA.:
. Con H como vértice, construye el GQHM
AB .

4. a. 2Demuesti.a que siempre es posible construir un triAngulo

equi16.tero que tenga un segmento dado como uno de sus

lados.

b. zEn qué condiciones es posible construir un trigrigulo

is6sceles que tenga un_segmento dado como uno de.sus

..1

lados y otr segmento dado como base?

5. a. Construye u. triAngulo

equilgterceque tenga x

como longitud cie un lado.

b . Construye'un triAnalo

isósceles con y como

longitud de la base 1 x
/ como longitud de uno de

.
.

los lados congruentes. I

P.

Consotrucción 14-8. Construir la mediatr

dado.

Se da ci segmento AB.

e un legmento
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Paso.l. Con un radio r apropiado, construye una dIrcun-

ferencia con centro en A y otra con centro en B. Si se .

elige r de modo colivenie te, esas dos circunferencias se

intersecarán en dos puntos P y Q, situados en lados opuestos

de AB.

"(Pregunta: IQug cond i6n deberg cumplir r para asegurar

la intersecci& de las circ9nferencias tal como se ha dicho?

auedes imaginar un vaiorç&rticuiar de r que sirva con

seguridad? En efecto, basta con un solo valor de r .para

efectuar la construcción.)

Paso 2. C. la recta PQ, intersecando a AB en R.

Tenemos que 4eMostrar qu esta recta es la mediatriz de AB. En

virtud del t orema 6-2, y S, por equidistar cada uno de A

y B, están en a medi iz de -AT. Puesto que dos puntos deter-

minan una recta, resulta que PQ es la mediatriz del segmento.

Corolarid 14-8-1. 'Bisecar un segmento dado.

Construcción 14-9. Trazar por un punto dado una perpendicular

a una Abta dada.

4- (
R 0 P

Paso 1. Se nos da el punto P y. la recta L. Sea Q

un punto cualquiera de L. Dibuja una circunferencia con centro

en P. y radio r, tomando r mayor Ike PQ. Entonces L con-

tiene ciertamkte un punto interior ala circunferencia (a saber,
t

,

), y por el corolario 13-2-0 ,interseca a la circunferencia en
,

dos puntos, R y S.
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1Paso 2. Haciendo centro en R y con radio mayor que RS,
2

construye un arco de circunferencia conveniente, y con centro en
S y el ismo radio, traza otro arco de circunferencia cortando
al pri ero.ep T. Entonces, como en la construcción 14-8, P y
T equi istan cada uno de R y S, y, por ccnsiguiente, PTI RS.

Conjunto de problemas 14-5b

1. Construye un trigngulo rectgngulo sósceles.
2. Construye un cuadrado cuya

diagonal sea congruente con Ta... A IC

3. Construye un rombo cuyas

diagonales sean congruentes
con AB y CD.

4. Construye un trIgngulo,

dada una de las alturas

h y los segmentos

d 9 determinados en

el lado i2orrespondiente

por dicha altura.

.A

ID

B
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5. Construye un paralelogramo

.cuyas diagonales sean

congruentes con AB y CD,

y que forman un Angulo

de 60°.

C

Construye un segmento cuya longitud sea la media geomOtrica

de losisegmtos Ti y-E5 del prablgma 5., (Sugerencia:

Consulta el problema 16 del Conjunto dt problemas,13-4b.)

Construcci6n 14-10. Trazar una paralela a una recta dada

pgr un punto ekterior dado.

Paso 1. Toma un punto cuaiquiera Q de la recta, y une P

con Q mediante una recta.

Paso 2. iAhora construye el LQPS, congruente con el LNIft,

de modo que S y R estén en lados opuestos respecto. de PQ.

El paso 2 es un ejemplo de la construcción 14-7. Entonces
1+ 4--+

PS-es paralela a QR, como se queria.

Construcción 14-11. Dividir ug segmento en un ciertot-
ndmero dado de segmentos congruentes,,
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Dado AB, Aueremos dividirlo en n segmentos congruentes.

(En la figura, cons.ideramos el eau. n 5.)

Paso i. Dibuja un rayo cualquiera partiendo de A, y no

'71Q
4-- .

, uado Sobre la recta AB. Lleva sobre el rayo al partir de A
. .

\

sucesivamente n segmentos,congruentes, API., P1P2, .. .,

a lit

p
n - 1 1'n'

. de modo que cada uno solo tenga comin con el Siguiente

un extremo. (La longitud que se 4ja no impo a nada, con

tal que sea la misma.para todos os segmentos, deapera que.se

puede tomer arbitrariamente_P1--Y iluego con el compgs lever

P
1 2
P '14 AP

1,
y adi sucesivadiente.)

Paso 2. Une P
n

con.B mediante una recta. Por los.btros
4.7.

lintos P
1,

P
2 n - 1

P traza paralelhs a P
n
B. (Esto.'

,

puede hacelsei pues no es otra cosa que-la construed& 14-8.)

Talerectas intersecan a AB en los puntos,Q1) Q2, . .)

Qn 1) que dividen al segmento 75 en n segmentos congruentes.

) (V. el corolario 9,-26-1.) /

/

T-v
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Conjunto de robl mas 14-5c

1.. Copstruye un paralelogramo con

dos lados y el gngulo compren-

dido congruentes con AB, FH y LQ.

2. El dibujo adjuntaeuestra la

manera en 'Itque
0

.-

Villanuevau ba una

hoja de pape yado.para

dividir un segmento AO en,

9 parkes d(4igual longitud.

Explica la .tilanera en que

hubiera podidb dividie tal

segmeinto en .otros ndmeros

de partes congruentes.
e'

.(Sup6n que las rectas del

papel,rayado estan unifor-

memente espaciadas.)

3. La figura adjunta ilustra

otro m4todo para dividir

un segmento en cualquier,

ndmero de partes congruentes.

A

ii

AC es una recta conve

t

-.

niente cualquiera y -BD se ha

trazado paralela a re.. En'

cada una estgn marcados el

mismo ndmero de segmentos

congruentes, y los pUntos

4orrespondiente's están unidos.

Demuestra que el mitodo es. correcto.

Al

A

4*)

$\'\\ \\ .\\ \\ \\ \
\ \ \ '\ \
\ . \\ \ \s,

8

A
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4, Si la longitud de -5...es el

perimetro de un triAngulo

equilAeero,*Construye dioho

trangulo.

.5. Dad() AB, sonstruye un

triAngulo iOsceles en

el.cual AB es el per,t-

metro, y edemAs la

,longitud de unc: de los

lados congruentes es

doble,de.la lOngitud,

de la base.

6. .1.a ftgura adjunta ilustra

H. otro Otodo pare trazar

una recta paralela a

otra,'muy dtil en la

. prActice. Explita el

método y demuestra que

es correcto.

Al,

14-5

7. Divide un segmento dado

AB en dos segmentos

cuya raz6n sea igual a a

la de dos segmentos dadoS

de longitudes a 1:b. A r

(Sugerencia: Utilize

una construcción anAloga

a la construtci6n t4-11..)

*8. Construye un triAngulo ABC,

'dadas las longitudes de AB,

AC y de'la mediana de A'a BC..

Datos; Las longitudes c,

Construir: AABC de modc que
.

1

AB c, AC b, mediana AT m.

,p

.4 4

I 0

171041

6
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*9. Dado el segmento x como

Inediana de Un0 de los lados
0

congruentes db. un.t.riángulo

ip6sceles.en el cual tales

medianas Pon perpendiculares

eni're si, construye dichO

trikingulo.

*10. Se'da una circunferencia C

tangente a una recta en

.en el 1punto K. Construye

una c cunferencia tangente

a C y también a m. en un

punto dado M. (Sugerencia:

Analiza la figura segunda en

la cualT es el centro de la

.circunferencia deseada, N el

punto d tangencia y LN la

tangente comün en N.)
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*II. Con8tr4e una tangente com4n externa a do's eircunferenciaa

dadas.

*12. Dado un triAngulo AQC en el cual cada Angulo tiene medida

'inferior' I2Q, construye un punto P en el plano del

IA

..

triAngul tat que mz APB P. mzBPC mz APC.

*13. La figura inthediata
.

muestra la manera ekqus,,ein segmento
4

.

4-puede ser ,bisecado utilizando uha recta paralela a el,

mediante la regia aolamente.. Esto es, dada la recta

m HBC, se-toma.un punto Q cualquiera no sltuado ni en BC

.ni en nt,y se. trazan QB y intersecando a m en A y D.

Luego se trazan BD y Ap, que se intersecan en P. Entonces
40-4 biseca a BC en M: Demuestralo.

(SugerenCia: LA demostración incluirg 'estas tres
MB MB MC MB MC :\

proporciones:. MC NA' NA' ND ' MC MB /

*14. badas dos rectas paralelas m n, a una distancia

una de otra, determine el Conjunto de todos los puntOs

P tales que la distancia de'P a m sea veces la

distaricia de P a m, siihdo k un ndmer, entero posi-

tivo dado.)'

,1

."
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14-6. Clreqpferenclas ipscrlta yelrcqnscrita

Deflniciones: Una eircunferencia está inscrita en uri

triAngulo, 0 el triAngulo est*eircunscrito a la cireunferencia,

cuando cada lado del triAngulo es tangente 4 la circunferencia.

Una eii.cunfereneia estA circunscrita a un triAngulo, o el

triángulo estA inscrito en la circunferencia cuando cada v4rtice

del,triAngulo estA situado sobre la eircunferencia. .

/

460

En esta fig ra, el AABC estA Inscrito ep C2.y circunscrito

a C. C1 est inscrita en el AABC y C2 estA circunscrita al

AABC.

En esta

el CompAs

ecci6n aprenderemos a construir con la regla y

eircunferencia inscrita y ra eircunfercncia

cireunse ta, para cualquier triAngulo.
.

/-

'

sJA
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Construcci6n 14-te. Circuns ibir unalpticunferencla a un

triAngulo dado.

.0

Paso 1. Traza las mediatrices de dos lados del-triAngulo.

Para ello, baata con aplicar dos veces la construcc16n 14-8.

Las.dos rectas se intersecan en un punto P. Por el teorema

14-2, P. estA tambin en la mediatriz del tercer lado. Por el

to rerun 6-2, esto significa que .P equidista de los tres

4ces A, L C, es decir, AP BP CP. Construye la circun-

ferencla con centro en P que papa por A. Entonces esea

circunferencia pasarA tambik por B y C.

Construccion 14-13. Bisecar un 'Angulo dado.
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t
Paso 1. Construye una ircunferencia cualquiers:coCr

centro en A, y.que corte los lados del Angulo dado gn los

puntos. B y C. Entonces AB AC.

Paso 2. Construye circunferencias con centros en B y en' C,
1y con.el.inismo radio (, siendo r >irk. En vIrtud del teorema.

, 4

de'las dos circunferencia las circunferenciasseonstruidas se

intersecan en dos'puntos, oac alado de BC. Sea P el

punto que estA a distinto lado 6e el punto A.

Paso 3. Traza el rayo A. Por el teorema 14.14.146

ABAP a ACAP. Por consiguiente,LBAP LCAP, como se querfa.

Construed& 14-14. Inscribir una circunferencia en un

triAngulo dado.

Paso 1. Biseca los Angulegt LA y LB, y sea P el punto

de int.ersección de las bisecArices. Por el teoreffia 14-4, P

estA también en la bi'Sectriz del LC.
. ,

Paso 2. Traza una perpendicukar PD, desde P hasta BC.

Construye una circunferencia con centro en P que pase por D.

Tenemos que demostrar que la circunferencia es tangente a los

tres lados del triAngulo ABC.



,

(1) La eireunferenda es tangente a 17, porcitle)Xlas
.

. ,.
.

. .

perpendicular al'radio PD. (V, el corolario'11-2-2.)

(2) Por el teotema 14-1, P equidista de AB y BC. Por. .
k

consivienteIa circunferencia contiene el pUnto Esque es..,e1
4 ---

pie. de. La perpendicular desde: P a. AB ....Luego .1a-cirainferencia
.

es tadgente a AB.

La demostración .de la tangencka parael. tercer lado es
.

14-7

exactamente la misma.

Obqerva clue si s6lo queremos un dibujo ligeramente convin-
,

. .

tente, no hay mAs que frazar l das os bisectrices y poner una

punta del compAs en P, ajUstando luegO la.abertura del compás

de modo lue el lApiz de la otra punta,apenas toque a BC. Sin

embargo, para'efectuat et dibujo con precisi6n hay que trazar la
' P

Perpendicular PD, como exigg la construed& te6rica.

14-7. Los problIamas 4e construcciones imposibles de la

antiguedad
%

tos antiguos griegos ( scubrieron todas las eonstrucciones

con regla y compAs estudiadas hasfa,ahora, y a la vez mUchas mds

de mayor dificulCad. Hubo,.sin.embargo, "algunos problemas de

construcciones geomkricas, que trataron reiteradamente con gran

ahinco de resolver, sin éxito alguno.

(1) El problema de la trisecciOddel Angulo
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5ado un Angulo LBAC, queremos construir dos.rayos AB y a :

(con los puntós D.y E en el interior ZBAC) q6'p trisequen

al LBAC. Es decir, queremos que 40AD icLDAE =ILEAC..

;Nadie ha podido aveiiguar eI,odo de hacer eStCWOmpleando

la'reg).a y el compAs., to primero. que Se le ocurre a'duaiquiera

es toffiar .AB AC, trazar BC y luego trisecar a BC mediante los

puntos D y E.

Pero esta construcción no funciona; nada se ha encontrado que.

funcione:

(2) La duplicación del cubo. :Un cubo de arista a tiene

un volumen igual a a .

*.

w



;

Suponte quese da tin segthento'de longitud a. Queremos

construir un segmento de longitud b, tal que el cubo de
arista tenga un volumen_doble que el cubo de artsta a.

.

- 497 °- 14-7

6 .

.P; 4 b3 i 3Olgtbrarcamentee_ty.signkfic que ba , o sea; wh.)q
a

Esteeproblema fue atacado, durante mucho tiempo, po los

mejores matemAticos griegos, que efqctivamente eran hombres de

gran-talento, pero ninguno de ellos logré resolverlo.

Hay un curioso mito en relaci6n don este problema. Una

plaga amena4aba a la poblaci6n de una cierta ciudad griega, y

sus habitantes consultaron'enonces al lorAculo de Delfos paba

averiguar.el dios-que estaba enojado y por qué. respuesta

.dada por el orilculo fue que Apoloo-estaba enojado. Aabfa un altar

dedidado a Apolo en la ciudad, que coitsistfa en un cubo sólido

de,oro, Apolo querfa que su altar fuese exactamente el doble

de grande. La gente regres6,a sus casas y construy6 un n'aevo

altar, con una arista doble que la del antiguo. Entonces la

plaga empeor6 en lugar de mejorar. La gente reflexion6 y se dio

cuenta de que el nuevo altar tenfa un.volumen ocho veces.el del

antiguo. Esto plante6 el problema,de la duplicación del cubo,

yero los matemAticos locales fueron indapaces de resolver el s).

problIma.. De modo que la primera oportunidad de.aplicar la

matemAtica a la salud pdblica. fue un total frai,so.

(3) Cuadratura del cfrculo. Supongamos un cfrculo dado.

Quvemos.construir un cuadrado cuya Awl sea exactamente ignal
a la del cfrculo.



lbw

1417

'4/

A - ra

- 498 -

(Algebraicamente esto significa .que b ... a,Fir.)

Estos tres problemas ocuparon a mucha gente durante mAs

de dos mil aftos. Diversos inte tbs'se hicieron para resolverlos

mediante construcciones con re la compAs. Finalmente se

descubrió, en tiempos 'relqivamen e Kecientes, que dicha tres

problemas son imposibles. Imposi ilidad en 1,matemAtica no

significa enteramente lo mismo que "imposibilidad" en la vida

cotid ana, y, por consiguiente, requiere una somera explicación.

rdinaria.mente cuindo decimos que algo es "imposible" .

qu remos significar simplemente que es extremadamente dificil,

o gUe no podemos concebir la manera como puede hacerse, o
,

que nadie ha encontrado la mane'ra de hacerlo, al menos hasta

ahora. AsI la gente acostumbraba decir hace algdn tiempo que

era "imposible" construir una mAquina que volgse, y la gente

siguió repitfendo la frasev hasta que vio el primer aeroplano

que \bald. Se supone "imposible", como se dice, encontra una

aguja en'um *pajar, i asi sucesivamente.
.

.

,

La imposibilidad matemAtica no es esto. Enqa matemAtica

hay algunas cosas que efectivamente no se pueden hacer, y es

potable demostrar que no pueden hacerse.
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(1) Un ejemplo murseclici,110 es éte: For muy listo y

persistente qua.seas, no podrAs encontrar un ndm ro
entero entre 2 y 3, porque no existe.tal ndmero

enterc0

(2) Si el ejemplo anterior pareee demasiado trivial'pa'rs

considerarlo seriamente, fijate en la situaci6n
siguiente: Partimos de ros ndmeros enteros, los

positivos,,los negativos y Q. Nos estA permitido7,

efeetuar sumas, restas, mditipircaciones y diyisiones.

Decimos que un ndmero se puede construtr,si podemos

obtenerlo a p'artir de los enteros mediante tales ope-

r.ac.iones efectuadas un ndmero finito de veces. Ppr

ejemplo, el srguiente ndmero puede construirse:

2 7 5

/3
.37

7 9 37
4 3 10 47

El dbtenerlo'exige 15 pasos.

Ahora supongamosIque Se nos propone construir el ndmeroNrf.

Este-problems es imposible de resolver justamente en el mismo
sentido que lo son los antiguos problemas griegos. La cuesti6n
estfi en que los ndmeros que podemog-ssonstruir de acuerdo con

las reglas convenidas son todos racioAles. Y precisamente,

Ni2 no es uno de estos ndmeros. No sirve de nada el tratar

de obtenerlo entre lOs ndmeros que pueden construir,se, porque

no pertenece a este conjunto.

Los problemas referentes a construcciones con regla y com As
son gstrechamente andlogos a los de este ejemplo. Partiendo

de ios enteros, hay ciertos ndmeros que pogemos '!construir"

mediante la'iaritmétiea elemental, pero este conjunto de ndberes

no incluye

1.
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Empecemos con un se nto, AB; hay ciertas ,figurak que

podemos construir con la regla y el comp4s, pgro acontece que

entre estas 'figuraa no estA incluido ningdm segmento CD pare

el cual se verifique que CD3 2-AB
3

. Estb es lo clue signifi-
,k

camos cuando decimos que la duplicaci6trdel cubo con regla y

compAs.es imposible de resdiver.

El problems de la trisección de un gngulo.merece alguna

con deracidh mAs.

(1) Algunos Angulos pueden trisecarse con regla y compgs.

Por ejemplo, un Angulo recto puede trisecarse de ese

modo, Cuando decimos que el problems, de la trisecci6n

de un gngulo ps.imposible de resolver, queremos

decir que hay aliunos gngulos pats los 'Cuales no

pueden construirse rayos trisecantes.

(2) El problems de la trisecci6n de un gngulo se con4erte

en uno soluble cuando cambiaws muy poco las reglas

de construcci6n, permiti4ndonos el hacer en .94 borde
.

de la regla-dos marcas. Una vez que hemos marcado

asi la regla, procedemos del modo siguiente:

\

P
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Dado un Angulo cuyo v4rtice es B, dibujamos una c rcunferencii
. con entro en B y radio r igul a la distaticia ent las dos

04arcas hechas en ,el borde de la regla. La circunferenc
,

.

interseca a los lados del Angulo dado en los pu tosA.y C.
, .

Queremos construir un Angulo cuya medida sea 1
mGABC)..

. Se coloca ahora la regla de manera que (1) pase por C. Lego
mediante upa rotación alrededor de C y un. deslizamiento se puede

lograr que (2)'un9 de los puntos marcados Q esté sobre la'circb4-

ferencia,y (3) el otro punto marcado P. esté sabre el rayo opuesto
a'g. Demostraremos que m Z12.PC w=4.(m LABC)I, En términos de las

medidas angulares indicadas en la *figura, las prin ales_etapas
de la prueba son las.siguientes (procura averiguar las razAles

'At

en cada caso):

I.

(2) w i-u+vm2 u
(3) .x...w.. 2 u

(4) z ..,x+u.. 3 u

La ecuaciOn (4) es, desOe luego, lo que deseAbamos demostrar.

qUna

vez obtenldo el.Angulo LBPC, es fAc\. trazar los rayos

trisecantes en el interior del LAW, mediante os aplicaciodes

de la construcción 1447.

Con'unto de problemas 14-7

1. Determina el conjunto de puntos que son intersecciones de

las bisectrices de los Angulos en la base de los paralelo-

gramos que tienen un segmento fijo de base&

2. Explica ).a manera de construir un Ankula de:

a. 45°

b. 30°

c. 22--

1 0d. 135° h. 67.
2-

Menciona otros tres angulos que podrias construir.

e. 120°

f 75°

g. 105°

&

I.
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a.)

0

3. Al tratar con triAngulos, resulta dtil el poder desiissat

las diferentes partes mediante simbolos sencillos. Una

notacidirocvsada muy frecueRtemente es la que sigue:

. A, B, C, par.% los tres v6rtices

a, b, c, para 'las longitudes de los lados.opuestos
A

ha .h , hc, para las alturas correspondientes a

45, XI
"t t

B"
t para las bisectrices de log tingulos

.

. A, B, C
.4' .0

m
a'

m
b'

m
,
para las meaianas de los fados BC, CA, AB

. c

Et cada.uno de los problemas siguientes, nos proponeMos

coristruir Un triAngulo que satisfaga a clertas condiciohes.

ejemplos podemds dar dos segmentos RS y TQ y un Angulo,
.0

atigamos LX, y pedir'que el.tripgulo ABC a Mlikstruirse sett
- - f -

t a l q u e AB RS, BC = TQ, y z B z X.

4

0.

a .0

. Zir
X a:

Para mayor brevedad, enunciaremoS'este problema en la

siguiente:, "Construye un triánguio del que se dan dos

lados y el Angulo,comprepdido" o tden Nonstruye el AABC,

..aadOs.c, a, y LIVIA El estudiante.deberA haeer. varios

problemas de este tipo, enunclanaolos 411 el lenguaje más

.exacto utilizado'antes,,hasta que logre,la seguridad de.

comprender Eden el significado del enünciado mds corto.'

#

,

)
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6ns7truye el AABC cuando se dan:

a. a,. ma, LB h B
a'

4

4 b, a, b y LX
.

tales que

In A + nv B tliz X

.1^

u. a, b, hi3

d. c, tA,. t
A

f. ha, LB, L C

g. LC, hc, t
c

h. LA, b, t
c

ki
9

(Sugerencia: Cada vea debes dibujar Unajigura suponiendo

e/ problema ya resuelto y tratar de ver-en elle las posibles
relaciones entre sus partes. El anglisis de la figura te
serA de gran ayuda para resolver el problema.)

4. Da*.un cuadrado ABCD, y'

ai(0?Ido M y N loscpuntos

medi4 de BC y CD, yPyQ
s

los puntos en`que AM y AN

intersecan respectivamente

a la diagonal, 115 demuestra

que P y Q tri.secan a Tff ,

.pero -que m BAM 90.3.
5. -Prueba que el mptodo de triseggi6n mencionado en ek texto

en la Ogiha 496 no resulta nunca, utilizando.uno de los
siguientes métOdos:

a: Suponte que.el método

resulta bien imra alga

Angulo. Entonces'en la ,

figura adjunta,AD es a la

\rez 4a bisectriz del Angulo A .

y la mediana correspondientp

en el AIBAE. El.triAngulo es.

entone4s4 is4sceles y AB, AE (LPor qué?) Pe& AB AC

por'constru&i6n, de modo qlie la circunferencia'cOn ceniro
en A y radio ,AB es intersecada pv la recta BO en tres

puptos. Esto es imposWe.
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b. Suponte que el métodO'

resulta bien. Entohces

e.h la figura adjunta,

circunferencia de. centro

A y radio AB intersec*
-+ -+

Jos rayos AD y AE en It y S.

'Entonces D y,E deberAn estar

dentro de la circunferencia. (iyor qué?) Ahora bien,

(Considera la blsectriz del LRAS.) AdémAs,

.RS .DE. (iyor qué?) 0,Os triAngulos:ABD., ADE.y AEC

tienen todos la misma Area. (lPor qué?) Ahora compara

las Areas d BDR, DRSE y SEC para llegar a una contra-

dicción.

6, Vamos a definir a ora una escuadra de gedmetra como pn

instrumento hecho con una pieza de cart6n o cartulina o un,

t material anAlogo, de la forma siguiente:

1
Todos los Angulos son rectos y EF CD 1-AB. ara trisecar

el Angulo PQR con una escuadra de gedmetra-se usa rimero'

el lado mAs largo para

".

construir ghla a la distani;ia EF. Luego se collca la

escuadra de gedimetra de manera que QF pase por Q, Atesté

.4

9 ti

1
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1sltuado sobre ST,'y B sobre QR. Entonces mt. PQA
3
(nGPQR).

Demue'stra esto.

e Problemas de repaso_
,

I. iyara qué valotes enteros de' x exi
os

te un triAngulo cuyos
1 dos tengan longitudes iguales a 4, 6, x?

2. 'bn4truye.un rombo cuyo perimetro tenga una longitud dada
AB y uno de,cuyos gnguIos mida 45.

At

3.. a. Dado'AB, construye el conjunto de los OunLos P en el
plano, tales que m /APB = 90.

b. Demuestra que este conjunto verifica las.condidiones.
4. Se da la recta L y el punto P en 1. plano E. Describe el

cotijuf4o de los pun,L.os en E que estgn a una distancia dalda A
d de L a una discancia dada 'r de P.

5. Dibuja varios cuadrilgteros y, en cada uno de .ellos, dibujh
las mediatrices de. lo cuatro lados. En ,genpral, yers que
dichas mediatrices no son concurrentes. Trata Oe.pensar
en algunos cuadrilgtoros especiales cuyas mediatrices seen
concurrentes, y haz una lista de elAlos. PiQnsa en algUn
Modo general de describir el o6njunt6 deolos cuadrilgteros
que tienen esta proptedad.

6.. Mediante una cOnstrucción,

determina el cèntro de la

citTunferencia del cual a

es un arco.

,
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7! Se da un'segmereito que representa la diferencia entre la
%

dtagonat )4 el lado dp un cuadrado. Construye el cuadrado.

8. Sea A el centro de una circunferencia de radio a,.y B el

centro de una cir'cunferencia de radio b. Si a -I- b AB,

Lse intersecar6n si.empre las dov circunferencias A y B?

9. BCD es un paralelogramo em,un plano E. P es un'punto'de

L que equi8ista de A, B, Q y D: D uestra que entonces'el

paralelogramo es un,
10. O es.un trapecio con -511T5. LEn qué condiciones emis-

.

tir.4 un punto P, en el piano del trapecio, equidistante de'

A, 13 C, D? Latede haber ms de un tal punto en dicho piano?'

*11. DadasAos.'rectas paralelas M, y una secante n, Lexisten

.puntos que equidistan de m y. n? Demuestra que tu

respuesta'es correcta.

e

4

-
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AFIEAS DE CIRCULOS Y SECTORES

15-1. Pciafgonos

'Un polfgono es una figura anfiloga a Una de éstas:

Pero no a 6sta:

4

.E1 concepto o idea de polfgono puede definirse de'un modo más
preaso como sigue: Supongamos que tenemos una sucesi6n dada

P
1,

P
2'

. P
n
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de puntos,distintos en un piano.. Unimos cada..puntO con,e1

siguiente mediante un segmento, y finalmente unimos P
n

con Pi.

Pn

En 1a_11.0a; la porción punteada indica Otros posibles puntos

y segmentos, pueSto,queno sabemos c6mo de grande es el namero

n. Obstrva que el pUnto inmediatamente anterior a Pn eS Pn -

comè debe Ser.

Definiclones: Sean P
s 1. P2' Pn 1, Pn'

n puntos

distintos en un plaho ( n 3) . Supongamos que los n segMentosr

P1,112\ P2P3,- Pn -1Pn,. PnPittenen las propiedades siguientes:

(1) Ningdn par de segmentos se intersecan, excepto en

sus puntos extremos,'como indica la construcci6n;

(2) Ningdn par de segmentos con un extremo cormin. son

611 inca1es.

Entonces la reuni6n de los n segmentos es un poligono.

Los n (pun'cos dados son los vertices del poligono y los

n sogmentos'son los lAdos del poljgono. En virtud de (2), dos

segmentos cualesquiera conun vértice comdn determinan un Angulo,.
4

que se Llama Angulo del 2o11gono.

Obseeva que los tr'lAngulosiGon pollgonos de 3 végtices y 3

lados, y los cuadrilAteros son pyllgonos.de 4 vertices )/4 lados.
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Los polfgonos de Ti yertices y n Ilados se llaman algunas.
veces 'n-gonos. Asi, un trrángulo es 'un

t
3-gono y un tuadrilá-

tero es un 4-gono(aunque los texminos 3-gcno y 4-gono casi nunca
se usan.) Los.5-gonos se llaman pentágonos, los 6-gonos son
hekAgonos, los 8-gonos son oct6gonos, los 10-gonos son decggonos.

os otros-n-gonos, para pequeftos valores de n, tienen también
nombres especiales derivados del griego, pera en esos caps los

nombres especiales rara.vez sWusan.

Cada lado de un polfgono está en una recta'que separa1 al

plano en dos semiplanos. Si, pars cada lado,' el resto del
polfgono está enteramente en uno de los semiplanos determinados
por ese lado como arista, entonces el olfgoho se llama polfgono

4 convexo.'

A continuación estii dibujado un polfgono convexa, con las
rectag trazadas pars indicar claramente por qu6 es convexo.

P2

Es una designación natural, porque si un poligono es convexo,

results que el polfgono mAs su interior forman un con unto

i'convexo en el sentido definido antes en el Capftulo 3. JuStal

mente antes de la definición de polfgono, hemos presehtado

cinco ejemplos de polfgOnos. Puedes comprob)c td mismo que-el

primero, el Segundo y el cuarto de esos ekemplos son polfgonos

convexos, pero en cambio el tetcero y el quinto no lo son.

9
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También podrfas comprobar que en el primero, segundo y cuarto

ejemplog, el .polfgono mAs su,interfor forman un conjunto convexo,
.per() que en et tercero y quinto tasos no sucede.'asf. ,

En este-capftuldbutilizaremos polfgonos en el estudio de los

cfrculos, para aprender a calCular Areas yalongitude4 de cit'cun-

ferencias. En el próximo capftulo calcularemos los%voldmene6 de

prismas, pirAmides, conos y esferas. El procedimiento fundamental
. ..

con iste e aprdximar las longidrudes y las Areas de figuras .

N
,

CU as me ianteSlas longitudes y las Areas de figu'ras poligonale,s4:

y ver lo que sucede cuando las aproximaciones. van siTendo Cada

vez mejores. Un Cratamiento completo de esta Ultima etapa del

proceso aproximativo rebasa el tema princkpal de.este,curso, pero

no obstante explicaremos la lógica de. la situaci6n del.modo. mAs-

claro posible y tan completamente como se estime necesario.

Con unlo de problemas 15-1

t. En la figura de'*la derecha,

cad'a tres puntos 'extremos no

son colineales, 'ni cada dos

segmentos tienen cordin más

que.un exteemo. Sin embargo,

la figura no es un polfgono..

iyor qué no lo es?

2. 2,Es un polfgono la figtSra

adjutita? .1,CuAntos-lados

aerie? LCuAncios vertices?

Nue se puede decir respecto

de las longitudes.de los ladosq

4Y sobre Eas medidis de 10s Angulos/

Ii

r.

I.
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Enuncia una definiciOn del interior de Un, polfgono

convexo. (Sugerencia: Considera 14 definición del

interiOr de un trigngulo.)

b Dibuja una figura para ilastrar el.heCho de que la

reunion de un polfgono convexo y de su interior es una'

region poligonal. (Recuerda la definición de regiOn

poligohal -dada en.dl Capftulo 11.)

4 Un segmento que ve dos vertices de un polfgono que no son

eictremos de un mismo lado se dice ser una diagonal del

polfgono.

a. zCugntasdiagonales tiene un polfgono de 3 ,lados?
i,Y

uno de 4 1 osr-s\LY uno de 5 lados? zY uno de 6 lados?

4 03 lad)os? uno de n lados? ,
.Y uno de

j
b. Dibelja un p ntágono tal que-solamente dos de sus diagona-

les 4sten en su interior.

5 Utiliza la figura adjunta para

mostrar que la suma de las

Medidas'de lOs'gngulos de un

polfgono convexo'de n lados

es S = (n - 2)180.

6. Comprueba4ei enunciado del

roblema anterior, mediante:

la 'figura adjunta.

15-2. Tolfgonos regulares

Supongamos-que tenemos una circunferencia de centro Q y,
A

radio r, y dividimos.la Circunferencia en n. arcos congrue)ates,

mediante puntos de divisiOn. La figdra presenta Al caso 'n.= 8,
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Para cada arco,,2 trazamos la cuerdA correspondiente. Esto nos

dA un polfgono de vertices P , P . P. Los arcos sbp
.: { 2'

cOrigtuenteS., y,por'tanto, las cuerdas (que son los lados del

,pOLIgiono) son también ,congruentes. Si trazamos segmentOs a
.. c)

'part& de Q hasta cada vertice,del polfgono, obtenemos un .

Conjunbo-de, ft triAngu1os-is6sceles. En cada triAngulo,

'360 .360
m2:Q,Ak , porque --- es la medida del arco interceptado enn n .

.cadancao. Por consiguiente, todos los trián_gulos is6sceles son
(7, .

Congruentes. De.ahf se deduce que tOdos los Anguios del poll-

gono son congruentes; la medida de un. Angulo del polfgono es el

'doble,d0 la medida de cualquier Angulo en la base de cualquiera

de los triAngulos is6sceles:

, De modo que el polfgono tiene todos sus.lados y todos su

,Angulos congruentes.
V

Definiciones: Un polfgono convex6 es regular, si todos sus

lados soi congruentes y también todos sus Angulos son congruentes.

UnIpolfg no se dice inscrito en Una circunferencia cuando todos

sus vertices estAn sobre la circunfetencia.



. - 513,- 15-2

Es cierto que todo polfgono regular.puede inscribfrse en

una ci c nferencia, Ter() no nos"detendremos en demostxarlo,
P

porque no necesitaremos dicha propiedad. S610 utilizaremoS
\

4

polfgonos regulares para estudiar las cirdinferencias, y, por

tanto, todos los poligonos regulares que considereMos estargn

inscritos en cirtunferencias de la manera Ya descrita.

Si P P
2'

. . Pn.es un poligono regular ingcrito en una

circunferencia, enonces los tri6ngulos AP1QP2, -AP2QP3,

todos'son congruentes y tienen la misma base d .y la misma atura

a. En la figura que sigue, estgn dibujados esos elementos para

_ el A,P
3
QP .

1
El area de cada trigngulo es pe,y por constguiente., el grea

total del n-gono 'regular es

1A = a. ee = lane.
2 2

6")

6-, 13
iSto

411.
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Definiciones: El namero a se llama' apotema_del polfgono.-:

La suma de las longitudes de lOs lactos se llama perfmetro.

Denotaremos el perfmetro con 'p. Asf que, Paf'a un polfgoao

regular,..tenemos,

p= n. e.

Con,esta 6otaci6n la fórmUla del Area resulta ser-:

'1
An' = -2- a p..

4

Con unto de problemas 15-2

1, -LCuál es la razón de la apotema.de un cuadrado a su perfmetro?

2. a. LQué magnitud angular se determinarfa'al trazar radios
-

a lop extremos de un lado de un octAgono regular

inscrito?

b. Utiliza,e1 transportador y la regia graduada para

construir un octAgono regular.

c. Utiliza el.'-compAs y la regla para construir un octggono
. . .

regular. ,

3. Utiliza el-transportador y la regla graduada para construir

'tin penOgono.regular.

.4. Una'fórmdla qu'e 8a la suma de las medtdas de los Angulos

-de Oalquiei polfgono convexo de n lados,es (n - 2)180.

(Consulta el problema 5 del- onjunto de-problemas 15-1.).

LCugl serfa a fórMula para o eller la metlida de Cada gngulo:
.

de un n-gon regular?

lEs el polfgono considerado en.el'problema 2 del Conjunto de

probleas 15-1, un 12-gono teguldr? Justifica tu respuesta.
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6. La frgurd'adjunta representa parte"de un polfgono regular

del cual AB yvBC son lados, y R es el ceptro de la circun-

ferencia en la cual.est4 inscrito el polfgono. Copia y
completa la. tabla siguiente:

A

N4

La

nero
j(is

mZARB
o

mLI3RC

mLABli
o

mLCBR mLABC

3
,-----

it

5

b .
, ---

45

70 140
. 1144

12

1

20

24 ..

."7. Un plano Se puede cubtir por

regiones cuadradas congruentes,

v4rtice coman cada cuatro

de ejlas, como muestra la figura.

LCu.intds triánguloA e\;quilateros

tienen que agruparse alrededor

vértice para cubrir un
plan() con tales'regioneS?

b. Opuffl otras claSes de-regiories poligonales regulares

pueden utiliza se para cubrir un platio? LCUAntas a
necesitan alrec.edor de Cada vértice?

agiv
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merite la parte del piano alrededor,
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c: Dos octAgqnoiregUlares y un

cuadrado pueden cubrir completa-'P

(re gn puRGo sin solaparse, COM
.

'muestra la figura adjunta., 4Qué

atrais cc5mbinimione de tres

polfgo,noS reguiares (dos.de
1,

cuales sean egOiogo.$) pueden
'

realizar esto? (Sugerencia:

Considera las liosibles medidas
-%

de Apgulos, tales como las de la
ae,

Ultima columna de la tabla construidzi para el nroblema '6.

Determina cdluciones de'le ecuacidn 2x + y =, 360, donde

x,,y son las medilps de los Anguolos de las dos clases

2 135 90 = 360

10

de.p41gonos,regulares con distinto,ndmero de lados. En

-.1A:figura x y
.

d. AverigUi otras posibilidades de cubrimiento de un plane

alrededor.de un [Junto mediante polfgonos regulores.

Demuestra que la tuma'de las

medidas de.los Angulos exte-
,

riores de un polfgonp convexo

cdalquiera es 460. (SugerenAa-:

Coenta los suplementos de los.

AngulOs interfores.)

,*9..a. 'Un polfgono convexo Ae n lados (n es un ndmero enter()

.pat' mayor que 3) puede'dividirse en varias regiones

cuadrarigulares, trazando diagonales clesde un vértice

dado. jCuAntas regiones.se obtienen?

b. Deduce una f6rmula paraja suffia de las medidas de los

Angulos de un po11gono convexo, de la respuestop a la

parte (a). 7

10, Sea S. 14, stIma.de las medidas de.los Angulos de uh poligono

de -on lados. Si el polfgono es convexo, enuinces

7

1

1.
,
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SN... (n - 2)180. En las tres figuraS siguientes, que no son

cn oas, muestra que la fórmtip eS todavia correcta si
rconsideramos S como la'suma de las. medidas de los Anguabs

. .

de los triAngulos en que cada uno puede ilividirse, supo-

niendo,que al efectuar la subdivisi6n no se introducen nuevos.,
, .

vdrtices.

(a) (b)

Demuestra que.si eq6cualquier

po1fgono se inserta.un nuevo

v4rtice ("v6rtIce artificial")

en uno de los lados; como se

iddica en la figura, de manera

que el nateo de "lados"

resulta aumentado en 1, la

f6rmula.para la suma de los

Angulos 'contiada stendo vAlida.

12. Los lados de un hexggono regular tienen cada uno longitud

igual a 2. Si el hexhano está inbcrito em,una circunfé-..

rencia, determina el radio dtt- la circunferencia y la apotema
del hexAgono.

*13. Un octAgo 'regular cuyos 1,ados tienen longitudes \i..gual.es

a 1 es A inscri o.en una circunferencia. Determinh el
r dio de esta cir9unferencia.

I.
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15r3. La_longitud de una circUnferencia; el ndmero ti
\.

En esta sección y en la Siguiente, consideraremos n-gonos

regulares para diversos.Nalores de h. Como es habitual,

Idenotaremos el lado, la apotema, el perfmetto, etc., de un

n-gono,regOlar inscrito en una circunferencia de ratify{ r con .

p, etc., respectivamenUe.

Sea C la longitod de la circunferencia a considerarse.

Parece ra nable suponer que si queremos medir. C,4 aproximada- A

mente, podemos hacerlo inscribiendo mn polfgono regular de uri

gran ndmero ae lado.s ymidiendo entonces el perfmetro de ese

polfgono. Est.() es, el ilerfmAro p debe.ser una-buena aproxi-

mgción de C .cdodo 'n ds lo bastante grande. 0 diciéndolo,

de otra manera: Si decidimos cuSn.cerca de C querqmos que

esté p, podremos obtener p aprOximado a C, Sin Inds que'tdmar
4 I

n soficientemefte grande. Enunciaremosrestoen sfmbolos,.

escribiendo_

p C

y diremos que p se aproxima a C como llmite suyo.

No podemos demostrar esto, sin,embargo; y la razón de ello

es un tanto inesperada. En efecto, haSta ahora no disponemos

de nj.npna,deffinición matemdtica-de-lo que significa la

long1tud deuna circtinferencia, (No podemos obtEner la longitod

de la circonferedcia meramente aftadiendo Pongitudes de ciertos

segmentos, como hicimos-para obtener el perfmetro, de un.polfgono,

puesto que una circunferencia no contiene ningdn segmento. Cada..

arco de una circunferencia, por pequefto que sea, est6 siempre

cur\rado, aunque s6lo sea ligeramente.) Pero el rethedio a esta

dificultad es fácil: Tomamosief enunciado'

P C

como definitión de C,,asf:

11
04
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I

Dehnlción: La longitud de una ci cunferdncia

de los perfmetroh, de los polfgonos x gulares inscrit

. Ahora nos gustarfa seguir adelante, tal, modo usua

definir H cotho la razón de La longiedd fte la

1573

el lfmite

erencia a

su diAmetro. Pero para estar seguros de que e e-finicidn

tiene seneido, necesitamos primert saber que la razón es la'
2r

.misma para todas las circdnf encias, cualquiera que sea sp tamaTio.
. .

De mod( ue necesitamos demo trar lo,siguiente:

Teoremh 15-1. La razOn de la longitud de aa circunfe-
, 2r ' .9

rencia al diAmetro, es la misma para todas las circunferencias.

La demostracidn se basa en 1a,semejanza de 'triAnguloS. Dada

una cirCunferericia con Centro en Q y radio r, y otra circun-z

ferencia con centro en Q' y. radio r', inscribimos un'n-gono

regular eh ca6a una de ellas. (Hay que uti zar el mismo valor

de n en cada circunferencia.)

4.

En la figura estii dfbujado un solo lado de cada n-gono, junto

ton el triAngulo isdsceles qsociado. Ahora bien,LAQB A'Q'B/ ,

360.potque cadh uno de estos Angulos mide. . Por consiguiente,

puesto que los lados adyacentes son propercionales,

4 A AQB A A'Q'13'

en virtud del teofema de semejanzh L.AwL.. Por-tanto,

, e e'T )
. r. r

- y asi ,

1

t ..E ...2-r
)r r

4

,

I . V

e
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donde p es el perimetro ne dpriner n-gono, y p' el

\ 7 perfmetro ne' del segundo n-gono% Set C y C' las longitudes

de las circunferencias. Entonces 'p por definici6n,

C' , por. definic,46n. LuegO,

qr.

C C'_
r r

ci

que es 1 ue se querla demostrar.

ndmero , que es ellmismo pare todas 1as circunfe-
2r

rencias, se designa con IT : Podemos, pgr consiguiente, expresar

là condlusidn del teorema 15-1 mediante la conocida fórmula

C - 2 r r.

if" es un ntimero irracional que no puede representarse

exactumente en forma fraccionaria. Sin embargo, puede aproxi-
,

marse con ndmeros racionales tanto como se quiera. Algunas '

aproximaciones recioAales.des: if" son las siguientes:

3, 3.14, 22 a . 1416 355 3.141265358979.
7 113'

Conjunto de pfbblemas 15-3

1. Se inscribe un poligono regular'en una circunferencia', y

luegb ot.9 con un lado mAs que el primero, y asi sucesiva-

mente, aumentando un lado cada vez. .

a. LCuAl ediel rImite de la longitud de la apotema?

b. .1,Cu4l es el lfmitedetla longitud de un lado?

.c. LCuAl es el llmite de la medida de un Angulo?

d. lCuAl es el limite del perimetro del polf,gono?:

Una persona "alt.!" da pasos de una yarda de largo cada uno.

, Pasea.alredor de un estanqUe circular cerca del borde y

da 628 paeos. LCuAl es,e1 radio"aproximado del estanque?

3.14 como,valor aproximado de t .)

.) *20,)
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3. Indica cuál e's la Mejor de 1a&jroximiciones sigUiente
de,o : 3.14 6 21.,e

7

LaJuna estg a una.diAancia de la tierra de alrededor d

24p,000 ta4lias y su trayectoria en torno a la tierra es

.casi.circUlar. Determina la longitud de la circunferencia

coe lajuna describe ca'cla mes.

5. .La tierra estA a una distancia del sol de 93,600,000 millas

aproximadamente'. La trayectoriaade la tierra alrededor del

soles 'cast circtinar. Determine el recorrido'"en 6rbita" cada
0

LCuál es la velocidad.ode la'tierra sobre su 6rbita
. ez minas pot'. hora?

'El lado de un cuadrado tiene 12 julgadas. LCugl es la

lOngitud de la circunferencia inscrita? LY la de la circun-
...

ferencia circunscrita?

En la figura adjynta, el

Cuadrado XYZW estg inscrito

en la circtinferencia 0, y el

cuadrado ABCD estA circ.ung:

crito a la misma circunfe.,

rencia. Las diagonales de
4

ambts cuadrados estgn sobre
4

las rectas AC y D. ,Dado que

los puntos medios y S de AX, BY, CZ y DW, al unirlos,

forman un cuadrado PQRS, se pregunta: Les el perfmetro de

este cuadrado,igual, mayoe o menor que la longitud de la

.circanferencia Cf? Toma OX 1 y justifica tu respuesta
.

haciendo los cAlculos coerespondientes..

0, 'el'radiO de una circunferencia ea 10 pies.-"LCuánto cattbia

la longitud de la circunferencia si el radio se aumenta en

0

1 'pie? Si el radio era originariamente 1,000 pies, LcuAl;

aerfa er cambio en lajongitud de la,circunferencia al

aumentar ese 'radio en 1 pie?

4,
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En el Capitulb 11 het s cpnsiderado Areas de regiones

poligonales, definidas t terminos de una'regiOn bAsica, la

region triangu1ai4,-que es la reunión de up triAngulo y de su

interior,. Al tratar de Areas asociadas con una circunferenciallo

estableceremos una definiciOn bAsica anAloga.

Definicpn: Una región circular un circulo, es la reunión

de una circunferencia y de su interior.

Al hablar del "Area de una regiOn triangular" nos pareci6

cPilveniente el Atreviar la frase mediante otra: "el Area de

un triAnedlo".. También, diremos.habitualmente "eI Area.de un

circulo" como una breviatura de "el Area de una regi6n.4rcular"'

Obtendremos ahora una fOrmula para,e14rea de un circulo.

Ya tenemos utka fOrmula para el Area de.un n-gono:regular

inscrito; Asta es

1
= ap

donde a es la apotema y p es el perfffietro.
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Como se ye, hay trea cantidades impacadas,Aue son p, a,
A
n
, y cada una de e'llas depende de n. para obtener nuedtra

formula pasA,-61ree de un cfrculo, nece8itamos los llmites de
diohas cantidades cuando n crece.indefinidamente.

(I) _WO le -sucede aA
n : An es siempre un poco menor que

/ell Area A dei cfrculo, porque exi.stenjafempr puntos que,están

dentro del.gfrculo,. pero fuera del ti-gobo. Peri) la diferencia

entre A
n'y

A. es muy pequefia cUando h es muy. grande) ya cue

cuando n es duy grande el polfgono caSi tlena el interior del

cfrculo. Asf, esperAmos que

A

Pero lo mismo que en el caso de la longitud de la circunferencia,

esto no puede demostrarse, puesto que no hemos ado todayfa una

definiciOn del Area,del'cfrculo. Aquf también la salida es

fAcil:

DefiniciOn: El Area de un cfrculo es el limIte de las Areas

e los polfgonosiregulares inscritos.

Asf que, A + A por definici6n.

(2) Qué le sucede a' a. Lh apotema a es siempre un

menor, que r; puesto que un cateto de un triAngulo rectángulo

es lugs pequefio que la hipotenusa. Pero la-diferencia entre a

r es muy pequena cuando n es muy.grande. De modo que)

a -+ .

(3).. 16 sucede a ja. Por la definiciOn ae ,Jenemos
que C.

Reuniendo lo resultados de (2) y de (3), obtenemos
1

-1)1 -27'

1 r,Por tanto An

Péro sabemo6 por (1) que An I. A. Luego,

A 1TC.
2
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Combinando edto'con la Ormula C = 2r r, Tesuita

/

. . A = 11- r
2

.

De marwra que.esta fórmula tan conocida resulta ah-cfra ser

un:teoremd...

2.
Teorema 15-2. El Area de un cfr,culo de radio r es w r .

4/

Conjuno de pitoblemd4s4t5-4

1. Determina la longituide la circunferencia y el Area de un

cfrculo ae radio:

a. 5 b. 10

2. Determina la longitud de la circunferencia y 0. Area de un

.cfrculo de radio:

a.. n

a. Determina el Area de la

arandela mostrada en la

-figura adjunta, si su

diAmetrb es 4-cm. y el

diAmetro del aguje'ro es

2 cm,

.b. ,2,Camtliarfa el, Area si

Jos dos cfrculOs no

'kueran cOnc6ntricos?

4. El/radio del mayor de dos cfrculos es tres vedes elradio

d 1 mAs pequefto. Compara el'Area del primero con el Area

el segundo.
t

,

5. La longitud de la circunfprencia akrniadacon un cfrculo

. el perfmetro de un duadrado son ambos iguales a'20 pulgad

4,CuAl de jos dos tiene mayor Area3 lCuAilto mayor es?

6:, Dado up cuadrado cuyo ltOo es.1.0 pUlgadas, IduAl es el Area.
,

comprendida entre sus circunferencias circunacrita e

inscri a?

- 7, Un tri ngulo eqUilAtero estA inscrito en und circUnferencia.-

'Si el lado del triAngulo tiene, 12 pulgadas, lcu61' es el',radio

del cfrculb asociado? LCuAl es Aa longitud de la Circunferencia?
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LCuAl es el Area del cfrculo?

8. 'En la figura adjunta, la cruz

dentro del cfrculo es divi-

sible en 5 tuadrados. Determine

el-Area queNkinterior al

cfrculo y que estA fuera de la'

cruz.

Seap dadas digs circunferencias
,-

concéAtricas de centro P, y
Avow .

sea -itE una cuerda de la circun-

ferencia exterior que sea

tangente a la interior en B.

Demuestra que el Area del

anillo comprendido,entre

las dos circunferencias es
2

00' BC .

10. En una region esférica cuyo

radio.es de 10 pulgadas, §e

efectdan secciones mediante

pianos a las distancias.3

pulgadas y 5.pulgadas.del

centro. L'CuAl serA la

sección de mayor Area?

DemUestra que tu respuestav

es correcta.

,

15-4

'kvs.
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*11. En 14 figura adjuntav ABCD

'N es un cuadrado en el cu'al . .1

E, F, G son los puntos

ined142s d AD, AC, y CB,-

respectiva* mente. Ai y FC
/

kon arcos circulares ton

centros E y G, respectiva-

mente. Si el la'do del

cuadrado es s, determina.

el gre4 de la porción

sombee'ada.

*12..\En la figura adjunta,

estgn dibujados

sllicfrculos spbre cada

cateto de un trigngulo

rectgngulo, con ese lado

como diametrO. Las Areas

de las regiones rayadas

.estAn indicadas con letras

.mlndsctilas.

Demuestra que r.4. s = t.

*13. En la figura adjunta, se

presenta un blanco especial

.para arqueros, mediante el
0

cual puede espera e un

aficionado dA en la regi6n

central con tanta frecuencia
+/-

corm) en cualquier regi6n.,

anular. El blanco se ha

cpnstruido de la manera :,

..... --.

siguiente: Los rayos OM y PN

son paralelos. :Se ha trazado

una .circunferenci .de centro 0
1\

G

( "

21,
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-y radio r igual a la distancia entre los rayos, la cual

Interseca a OM en Q. tit. 101M. Entonces se ha dibulado una
.

,

circunf.ereneia de',centro 0 y radio OA 6 r1.. Este proceso

se repite trazando perpendiculares en R y en S y circunfe-

xencias con radio 9B y'OC. Observa que hemos detenido la

construed& al llegar a cuatro circunferencias copantricas.
. .

a, 'Ojetermina r
1,

r
2'

r
3
en fund& de r.

b, .11Demuestra que fis Areadel cfrculo interno y de los

representados por a, b,,6, yd, son

14, Un trapecio is6sceles cuyas bases tienen 2 pulgadas y 6

puipdas estA eircunscrito a una circunferencia. Determina

el Area de la porción del trapecio que está fuera del cfrcillo

associado.

15-5. Lowitudes de. arcosi Areas de qectores

Del mismo modo que hemos definido la longitud de una circun-

ferencia como.el lfmite de los perimetros de los polfamos

regu1ares inscritos, as1 también'podemos definir la longitud

de un afto circular como un lfmite apropiado.

A

t.

Si AB es un arco de una circunferencia cuyo centro es* Q,

tomemos puntos P
1,

P
2

, Pn sobre At de tal manera que,

cada uno de lop n singulopzAQP, , LPAP2,
Aft
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us\
Definición: La jongitud del arca AB es el amite:de

.AP + P P + . . . +'P
n - 1

B al twat. n valores cada.vez rags
1 1 2

gralos.

Es converliente; en la discusidn de longitudes de arcos,
;c-considerar la circunferencia coMpleta como un arco cuya medida

es 360.. Cualquier punto de.la cirdunferencia puede considerarse

como los extremos coincidentes del arco. Entonces la.longitud

de una,circunferencia puede.mnsiderarse simpleMente cbmo la

longitUd de un arco que mide 360.

El teorema fundamental sobre la.longitud de un arco es el.

siguiente:

Teorema 15-3. Si doS arcos tienen radios j_guales, sus.

lor(gitudes son proporcionales a Sus medidas.

1.,

.

/-
longitud longitud 2131

ma
La demostraclón de este teoreme es muy dificil, y complete-

,

inadecuada pare un curso introcluctorio de geometrfa. No

trataremos de darla equr, perO, al guar, que en el caso del

teorema 13-6 (con'el cüal estg Int amente re/acionado),,:consi-;

deratemos al teorema 15,-3 como:si fuera un nuevo liostUlado:

Los tekremas'15-1 y 15-3 .pued 'combinarsê Tara obtener una

fOrmula general de la longitud d un aico.

..
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Teorema 15-4! Un arco de' medida q. y de radio r,.tiene
If

una longitud igual a
8

''..---qr. ,10 ,

;... ,
.,,

.
Dethostración: Si C op Ja longitud'de una circunferencia

.

de radio r, se deny', en virtud del teorema 15-3,.
.,. .

.q. 360 1. A

.Por el teorema 15-1,°C =21rr. Sust)tuyendo este/valor de C
...

__./

en.la fórmula anterior y resolviendo respecto,de 1"se 9btiene

c0<
180

Un sector de un-circulo es Lula región limitada por dos radios

y un arco,.coito muestra la figura;

MAs precisamente:

Definiciones: Si AB es un areo de uria circunferencia con

centro"Q y de radio r, entoncesla reunion de todos los seg-.

mentos QP, donde P es un.punto cOaIqu.iera de AB,',cse llama.
RII.

,un sector. AB.es el arco del sector y r. 'es el radio del

sector.

El teorema'siguiente.se demupstra de manera anAluga,a1

teorema 15-2.

Teorema 15-5.''El Area de Un sector esigual a la- Mitad.del

producto.de su radio por la longitud de su aro.

Combinado con. el teoreme1524, obtenemos el siguiente
, .

resultado:
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Teorema 15e6. El Area de'un sector de radApt r cuyo arco

tiene m
0

edlda q 'es ---lr 2
.

36

S.

Coniunto'de problemaS 15-5'
.A.#

#

. Di-radio.de.una circunferencia es de 15 pulgadas. LCuAl es .

-la longitud de un arco de 603°1 iY Aa de un arco .de90°?

.LY la de un arco de-729? 0 la de'un arco de 36°?1

2. El radid de una'circutaerencia es de 6 pulpdas. zCuAl es

el Area de un sector,cuyo argo es de 90? '1Y LS e un

jsecor cuyo arco es de-10?
#.

3. 'Si la longitud,de un arco de-60° es igual a un centimetro,
..

determina el radio del arco. petermipa también la,longitud

de6la cuerda del arco.

4. Un sector de r414dIo 2; tiene Area lr.. 'LCuAl es la medida

do su.arco?

(5. Un'Segmento de un circulo es

la regt6n'limitada por,una .

cuerda y un arco de'Tst4 A
circunferencia asOciada%

.E1 Area de un segmento se

obtiene restando eI greh

del triAngulo formado por

la cuerda-y los.radios a

sus extremos del Area del
4

secta. En la figUra,

M ZAPB'l= 90. 8i PB 7 6,

entonces

1 2Ared del sector PAB =Irr- 6 42 9E.
4

Area'ael triAngulo PAB - 62 = 18.

Area del pegmento .0 9'w - 18, 6 aproximadamente 10.26.

.Determina e1áeadel segmento.cuando:

ti

t



- 531 -

a. mz APB !. 60; ,r i 12.

b. mz APB 120; ,r 6.

c. m z APB.... 45 ; r 8 .

fr

6. St una,iueda cuyo radio. eiene 10 puIgadaa gira.unt

,de 36°,

a: LcuAntaa pulgadas recorre,un punto del borde.de
.9

r4eda?
b. vutintas pulgadas recorre un punto deJ..aueda que

dista 5 pulgadas del centrol,

7, 'Una correa continua corre en torno a dos ruedas de radios

de.6 pulgadas y 30 p lgadas. Los centros de las ruedas

distan 48 pulgadaar Determina la lOngitud de la correa.

4

gd

En la figura adjunta; ABCD es

un cuadrado cuyo lado .es de

8 pulgadas., Con centros en

los puntos medios de los ladolit,

se trazan arcos tangentes a 1as
r.

diagonalep. Determina el Area

enCerrada por loa cuatro arposy

Alma

'
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Problemas de repaso

1. lCuAles entre las figuras q siguen son polfgqnos? 4CuAles

/
son polfgonos convexos?

2. Indica si todo polfgono regular tiene:
-

a. ca4g uno de sus lados congruente con cualquier otrO.

cada Angulo congruente co9 cualquier otro.

c. al menos dos lados paralelos.

3. lCuAl es lajmedida de un Anguto de cada uno delos siguientes

polfgono.eregularesr

a. pentAgono c.. octAgono

b, hexAgono ' d. decAgono

4. Si laemedida de un Angul .de un polfgono regular es 150,

lcuAntos vertices tie e \J.41-6-$3 polfgond?

5. a. Si un cuadrado y 'Rh octAgono regular estAn insceitos en

la misma cirOunferencia, lcuAl de loakdos tiene la mayor

apotema?; lel mayor perfmetro?

b. Contesta las mismas preguaas cuando se trata de figu'ras

ctrdunscritas.

6. 06 que fdrim.q,.!,referente a polfgonos regulares se deduce

la fórmula del Area de un circulo?

7: Si C, es la loggitud de una circunferencia de, radio

lcuALes el valor de fl?

8. Si la'longitud de una circurferencia s de 12 pulgadas,ientre

qué dos nameros enteros consecutivos estarA la longitud de

su radio.?
1 411

S

,



1)

533

9. Determina ta medfda de un Angulo eXtprior

-a. un pentAgonp regular b. un n-gono regulat

10. lCuál es el radlo'de un cfrculo, st-la longitud de la

,

A
Tcunferencia-asociada es igual a su Area?

11. Si P1 radio °de un cfrculo es 10 veces el radio de otro,
determina la razón de:

. a. sus digmetros. c: sus greas..

b. las.longitudes delas Circunferencias aseCiadas,

12. Si un hexggono regular eatg inscrito en una"circunferencia

dc radio 5, lcugi es la longitudirde cada lado?' LCW1,es

la longitud del arco de cada'lado?

13. Demuestra que el Area de un cfrculo viene dada por la

fórMula A -
1
T , siendo d ePdigmetro del cfrculo.

4
14. Una rueda tiene 20 pulgadas, de digmetro. tQué distancia

puede recorrer si gira 2700?

15: El Angulo deNuh sector es .10° y sU radio es 12 pulgadas.
.

Determina el Area del sector y la longitud de'su arco.

16., Demuestra que el Area dO un triangulo equilgtero circunscrito:

asuna'circunferencja es cuatro veces el Area del trigngulo

equilgtero lnscrito en la, misma 'circunferencla. -

*17. El siguiente Problema surgió en un curso de. zoologfa de .

colegio: Dos Marmotas caviiron sus madrigueras a una dis-

tancia r una de la otra, resultando asf ser las 1./ecinaa

mgs cercanas la una de la otrar SA una tercera.marmota
Ilega a la regi6n,' lcugl es el tame() del area en'que podrg

hacer su vivienda para convertirse en la vpcina mgs cercana

'de cada una de las primeras marmotas/
.

18. Un polfgono regular de 7 lados tiene area 8 y (Aro polfgeno

regular de 7 lados tiene Area 18. lCugl 'es.1a raz6n.de un

lado dEh alas pequeflo a un lado del mayor?

-AA

Azfttk
A

%pre

P.

X
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Capftulo:16 p-

VIPLUMENES'DE CUERPOS.CirLIDOS

16-1. Prismas

He aqui varias' figuras clue son prisms-43:

I.

4

Un Orisma. puede concebirse como 1 Sdlido engendrado por una
región poligonal que se mueve conservgndor paralela a sf
misma de una posición a otra. Cada punto describe entonces

un segmento de rdcta y todos estos segmentos son paralelos
.

entre sf. El prisms results ser asf.el conjunto de' tales

segmentos, como s6stuviera hecho con un haz de fibras.

listas consideraciones nos conducen a la siguiente

deflnici6n precpa:
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Definición: Sean,E1 y E2 dos planos paralielos, L. una

secante y K una.region poligonal en E, que no interseca a L.
, I

Por cada punto P.de K, tracemos un segmento.TTT paralelo a

L y con en E2. La reuni6n de todos esos segmentos se llama

un prisyla.
A

a
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Definiciones: La regiOn poligonal K se llama la base
. inferior o simplethente la base del(prisma. El conjunto de

todos los puntos P', esto es; la parte,del prisma que ebtai
dh E

2' se llama la base superior. La ditaancia h 'entre

E
1
y E2 es la altura del prisma. Si ,L es perpendicular a

1.6-1'

El y E2, el prisma se llama.prisma recto,:

Los prismas se clasifican segdn sean sus bases; un prism§
triangular es uno cuya base es una region triangular, un

prisma rectangular es uno cuya base es una regiOn rectangular,

y ast sucesfvamente.,

DefiniciOn: Una secciOn transvdrsal de un prpma es su

intersecciOn con un plano paralelo a su base, con tal que
,

dicha intersecciOn no sea vacia.

Teorema 16-1. Todas las seccioneb transversales de un

prisma triangular son congruentes con la base.

'DemostraciOn: Sea la regiOn triangular ABC la base de un

prisma, y sean 15, E y F'las intersecciones con-10F, y:UET
del piano de la secciOn transVersat. -lull BE en virtud de la

definiciOn de prisma, y AB IIDE por el teoria 10-1., Luego,'
,

ABED es un paralelogramel, y en consecuencia,,DE AB, puesto

que los lados opuestos de un para2elogramo son congruentes.

Apálogamente, DF um,AC y EF BC. Poy el teorema L.L.L,

ADEF &ABC;

,

e,

4
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COrolario 16-1-1. Las bases inferior y Superior demun

prillma triangular son congruentes.

Teorema 16-2. (Teclrema de la sección transversaldel

t prisma ) Todas las'seccion, transversales de un prisma tienen

'la misma area.
.3

Demostraci6q: Por la definición de'regi6n.poligonal, la

base puede descomponerse,en regiones triangulares. Con ello

el prisma resulta-descompuebto en prismas triangulares cuyas

bases sOn regiones triangulares.

Por el teoreMa,16-1, cada triangulo de la base es

congruente con el triángulo correspondiente de la secCi6n

transversal. (Asi, en la figura,6,PAB AP'A'B' ,

L\PBC A P'B'C' , y asi sucesivamente.) El'Area deqa basq es

la suma de las areas de las regioneb triangulares en que queda

descompuesta la base; y I. Area de 10 secci6n transversal es

la sum de las areas de las correspondientes regiones triangu-'

lares en la sección transversal. Puesto que triángulos'

congruentes tienen la misma area, resulta dbmostrado'el teow
4

rema.

e`

2')
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4

4

16-1

.Corolario 16-2-1. 'Lai dos.bases de un prisms tienen areas

iguales.
, -

(Nota: Puesto que no hemos defin-ido la congruencia. ara

figvas más,complicadas que los'trianguloe, el teorema -6-2,:

aunque int94tivamente claro, ha..tenido flue demostrarse utili=

zandoirleas definiciones disponibles. Sin embargo, es evidente.
i .

.
que con una razonable definición general de congruencia entre%

..,figures geométricas, el teorema Continuarfa.siendo valido

pare cualquier prisma." En el Apendice VIII se da tal defini-.

ción,de congruencia, y entonces la demostraci6n del

teorema.16-1 s6to exige una leve modificaci6n para probar que

la secci6n transversal de cualquier prisma e6 congruente con

la base.)

Ordinariamente sdlro tendremos que tratar con prismas A,
..,

convexos, "esto es, con prismas Cuye4 baseWson regiones poli-

gonales convexas. POdemos pues., hablar de un "lado" o de un
-.

1.'vértice" de la base.
.

to

gn las definiciones aigdientes, la notación es.la miama
. .,.. ,

que,la usada en la, definición de un prisma:
, . ,

. Definiciones: Una arista lateral de un prisma'es un

segmeko AA', donde- A es un vértice de la base del prisma.

Una Cara lateral es la repni6 de todos los segmentos TTT:Rara

los.cuales P es un punto,en ln lado especIfico de .1a base.

La superficie lateral-de kin prisme.ella reuni6n de todas sus
. ---i---- .

caras laterales. La superficie total ae un.prismaes la

reunión 4eau superficie lateral- y de sus bases, 4.
,

Teorema 16-3. Las cares laterales de un prisma son

regiones paralelogrAmicas, y las cares laterales-de un prisma
.

:recto son regiones rectangulares.'

Una demostraci6n formal implica un estudio de propiedad

de separación y es más bien.larga y.tediosa. Aunque quia
,

desees desarrollar una demostraci6n-formal, puedes'convenc
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por ti misma de la vlidez de lo afirmado poJel teorema con

,s61O aplicar las defftIQs de prisma y cara lateral a la.

figura-correspondiente al teorema 16-1 6 al 16-2.

. Definiciones: Un paralelepipedo es un prisma cuya base

es una región paralelogrgmica. Un paralelepfpedo rectarkgular

es un prfsma rectangular recto.

a

Paralelepipedo
0

(
Paralelepipedo rectangular

Nota: Mieptras que en el teorema precedente y en las

definiciones Ilemos tenido el cuidado de referirnos a ia.base

Ta la sección transversal Fie un prisma coMb regiones, con

frecuencia diremos base y seccion transvergal para significar

el pollgono-que linata la región de que
.

se trate, y el contexto!

mismOaclararg siempie la intenci6n del uso. ,

Con.unto de problethas 16-1

1. .Demuestra que dos aristas
1

laterales,no.adyacentes

de un prisma Ism copla-

nitrias,',y que la inter-

(
secci6n de su plena on el ,

prisma es un parale ogramo.

(Sugerencia: En la figu a

'adjunta, demuestra que ABFH

es un paralelogramo.)

r)
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2. Deiermina el Area de la superficie lateral de un'prisma

recto tuya altura es 10, cuando los lados de la base

pehtagonal. son 1,.4; 5', 7, 2.

3. Determina el Area de la superficie total de un%prisma

triangular'reaO ya base es un triAngulo equilAtero,
de 8 purgadas.de J.o, teniendo aa altura .del prisma

10 pulgadas.
#

4. Demuestra que'el Area lateral (Area dp la superficie

lateral) de..un prisma recto es el producto del perimetra

de su base y,la longitudfde una arsta lateral.
5. Si,los lados de vna seccidIntransversal de un prime '

triangular tlenen longitudes iguales a 3, 6, y 3N/73, 41.

entonces. cualquier.otra seCción transversal serd un

,triAngulo miyos lados son

Angulos miden
; Y , cuyos ,

2 , y cuya Areas es

6. ta longitud de uha arista lateral de.un prisma recto es

10 pulgadas y s4 Area lateral'es 52 pulgadas cuadradas.

lCuAl es el perimetro de su b se?
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-16-2. Piramides

.Las piraides son figuras anAlogav A los Prismas an ciertos

%aspectoa. ,En particulai, muplOs términos pueden seguir

empleAridose,. y utilizaremos algunos de ellos sin definición

. formal.

Definiciones: Sea ,K una region poligonal de un plano.E,
,-

y V un punto no situado'en E. Para-cada punto P en K, hay un
segmento PV. La reuni6n de todos estos segmentos se llama unit

. .21rAmide con base K,y vérticey., La distancia h de V a E

542 -

*es la Altura de la pirámide

.Los dos teoremas siguiente son análogos a'los

teoremas 16-1 y 1672: A

Ttorema .164. \,,Una secciOn t4ra pversal de una.pirámide

triangUlar, por un piano paralelo a la base y entre ésta y el

vértice, es una regiOn triangular semej'ante a la baPe. -Si la

distancia.del vértice al plano'de la secc1,6n transVersal es

k y la altura es h';-entonces la razOn:de1\ rea de la
2seccidn transversal al Area de la base es (- .

0 enunciado de otra manera: Sea el AABC situado en el

piano E y el punto V a una distancia .h del'p no E.

2
41

of

(IR

\
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Seal' un plan() paralelo a E ya unei alstancia k de 1,,
que interseca a VA, VB, VC en A' ,,B' , C' . Entonces

Area LA'B.'C'
area A ABC

k 2
(1-;)

J;

16-.2

Demostraci6n: VP-1. E y P' 'el punto de intersección
de VP toil Entdnces h r VP, k-a. VP' .

(1) AP 11 A'P' por el, teor6ma
AVA'Pr-- AVAP por el corolario 12-3-2.

VA'
P

VP' -46-S. (por la definición de tri.angkos-
VA V h

,jantes
(2) WI1AB por el teorema 104

AVA'B'1 AVAB'por er orolorio*12-,-2
A'B' - VA' por (1) y por definici6n

AB VA h
(3) AnAlogamente,

B'C' k ,C'A' k
BC 111,-.11. CA h

(41 De (2) y'.(3) se tiene

Ag BC CA

. A 1111: 1

I.

20),.

0
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Por consiguiente9 AA'B'C',---..AABC, en virtud del
Area AA'13161,teorema de semejanza L.L.L.

'

y --%; (-k ) 2

'

por.area &ABC h
el tebrem0.12-7.

Teorema 16-5. En toda pirdMide, la razde del Area dekun sección transversal al Area de,la base es (-)
2

siendo
h

-h .la altura de la pirAmide y k la distancia del Nértice

al blano de la secci6n ttansversal.
I.

, .

RemostrSción: Desempongamos la base enregiones triangu-
, 4 ( .

.

.
0 lares tuyas Areas sean Arf )A2 .,..) A. (En la figura,

( '

n Al', A21, .., An' las areas de las torrespon-

dientes regiones trlangulares.en. la seSción transversal.

Sea A el area de la base. y A'_el area de la secci6n.'

tranpversal. Entonces

A .+ A + A
n

,

1 2

A' A1 -F. -A2 + + An

<9.

A
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,

.16-2

4qn x;Irtud deltesultakto demostrado para las pirdmides triangu-
d
larewsabemos que Al' V Al, A24' .0*(02. A2; yasf
sucesivamente. Por tonsiguiente,

A

A' m (t}2 (Al+ A2 +.... + Ad'

k 2 #4'
(-1-)* A.

A'
Luego,

A. (h)
, como querfamoa demostrar.'

.

Del teorema 16-5 se deduce 'la congecuencia siguiente:

Teorema 16-6. (Tedivma de la sccidp transversal de la

pirAmide) Dadas dos pirimides de la misma altura, 131 las4

bases tienen la mistua Area, entonces las secciones tranaver-
p

sales equidistantes de
las'bas4

es tienfp también la misma Area.

"v.

go,

.t

,

t-

En la figura, para mayor sencillez, se muestran pirgmides

tri'a gulares, pert) la demostración no depends de'la forma de

la se.

ea A el Area de Cada una de4las bgases, y sean A.1 y'A2

las areas de las 'secciones transversales. Sea., h la altura
,

de cada pirgmide, y d la distancia entre cada secci6p

tillbsrersal y la.base correspondiente. Ehtonces los v6rtices-

de lag do; pirgmides están a la misma distancia h

de los pianos deAss setciones transversales. Jor tanto,
A

A
1 ( ) 2 4

2

A ' h A
.en virtud Vel teorema anterior. Puesto que los denominadores

4



4
,

lh
de la izquierda y de la derecha-sonAgualesi también lo serAn

los,numeradores. Luego,
.

A
1°

. A
2'

como se querfa,demostrar:

Conjunto ds; problemas 16-2
- r
1. Si /a base de una pirAmide es un cuAdrado, cada secciOn

transversal serA un . Si.la base de uha. pirAlide

es un triAngulO equilAtero cuyo,lado es 9,/cada secci6n

transversaleerA . y la longitud de un lado de la i

seccidn transversal §,,Lin tercio de la distancia del

vérkice a la base tendra que ser

. Se dan'dos pirdmides, una triangular y otra hexagonal,

con las Areas de sus bases tguales, y sus alturas de 6

pulgadas cads unA. "El Area de una sección transversal

de la pirAmide triangular, que dista 2 pulgadas de la

base, es.de -25 pulgadas cuadradas: tCuAl es P1 Area de

una svci6n transversal a 21pulgadas de la base de la

pirámide hexagonal?

3. Unli pkrAmide regular es una pirAmide cuya base.es una .

región poligonal reguear que tiene gor centro el pie de

la perpendicular destte el vartice a la base. Demuesfra

que las,caras laterales de Una pirAmide regular estAn

limitadas.por trngulos isdsceles congruents.

*4 'Dada una pirAmide triangular con vértice V y base ABC, .

dptermina un plano cuya intersección con la.pirAm,ide

tea un paralelogramo.

-5. Muestra .que el Area.lateral deuna pirAmide regular,
1vlene dada-por' A -,
2
ap, donde p es el perfmetro de

la base y 4 es la altura de una eara lateral. -

"4,4'



- 54 7 .-

1

6. En 14 figura adjunta,,FGHJK

es paralela a la base

/,--'-'ABCDE en la pirámide dlbd-
4

jada, la altura

VS 7 pylgadas'y la altura

VR 4 pulgadas. Si el Area

de ABCDE es 336 pagadai'

cuadrada.s, Lethal es el area

de FGHJK?

a

7. Una piramide regular tiene bascuadrada, de 10 pulgadas
de lado, y tiene 1 ie de alto.,Aetermina el Area
lateral de la pirAmide y el area 0 la seccidn trans-
versal a 3 pulgadas por encima de,ia base.

11/4,8. Demuestra que en una pirá-

mide cualquiera, la razdn

del Area de una secci6n,

'triinsversal alt aKea de La
abase es (--) 2

'

Uendo a
b

la longitud. de la arista

lateral de la piramide

mas pequefta y b. la

la correspondiente arista

.lateral de la piramide

mayor. (SUgerencia: Traza

la altura PS.).

16-2

a.

s.

1Cor ';

14,

(7
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16-3. Voldmenes de prismas 2 pirAmides; el principio de

d'avalieri

Un tratamientp riguroso de los v ildmenes tequiere una

definici6n cuidaddsa. de also anAlogo 4 las regiones

nales del plano (regiones poliédricas es su nombre) y la

introduccOn de postulados Rarecidos a los cuatro postulados

de las Areas.' No daremos aqui ese tratamiento y en su lugar

aprovecharemos tu intuicidn considerablemente, en particular

cuando tengamos que descomponer sólidos mediante cortes o

pegar éstos entre si. Sin embargo, enunciaremos explicita-

mente los dos postulados numéricos que necesitamos. Uno de

ellos es el anAlogo al postulado,20 que da el Area de un

eectAngulo.

Postulado .21.4 El volumen de un paralelepipedo

rectangular es el producto altura por el

Area de la base.

A

Para cOmprender el contenido del siguiente postulado,

Onsemos primero en un modelo fisico Podemos construir un

'modelo aproximadol.do una pirAmide de base cuadrada formando

un mont& d, tarjetas delgadas, del tamatio adecuado, de
V'

modo parecido al indicado en la figura.

3

La figura de la izquierda representa,la pirAmide exacta, y la

de la'derecha es el modelo' epropiado construido con tarjetas.
.

416
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Ahora supongamos cifie se,taladra un estrecho agujero en el

modelo, desde el tope haste cierto. punto de la base, e inser-
, .

tamos una variyla delgada de modo que atraviese todas las

tarjetas del modelo. Podemos entonces incrinar la varills

como queramos, manteniendo su extremo de apoyo fijo en la
base. La forma del modelo cambia con ello, pero su volumen

no.' La razOn de esto es que su volumen es sencillamente el

volumen total de las tarjetas, y'dste no cambia cuando Las

.tarjetas se deelizad o reihalan unas sobre otras.

El mismó principio se aplica 'de una mane a márirgenerall

Supongamos que tenemos-dos sólidos con bases en un plano
que podemos imaginar horizontall. Si todas las ones

transversales horizontales'de los dos sólidos y al mismo °

nivel-soNe la base tienen la misma drea, entonces los dos

ssólidos tienen el mismo volumen.

V.

A A'

El porqud de esto es que ai hacemos un modelo.con tarjetas

recortadas de losojdos adlidos, entonces 41pda tar)eta en el

primer mbdelo tiene exactamente el mismo volumen.que la

tarjeta correspondiente en el segundo modelo. dr consiguien-
,

te, los voldmenes de'los dos,modelos son exaçtanente iguales.

'La aproximación da por los modelos4puede ser.todo'lo, '\
pr6xima 'clue se quiera a1 valor exacto, con tal de utilizar

r, .
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tarjetas suficientemente delgadas. Por tanto, los voldmenes

de los dos sólidos de partida son iguales.
L.

El princfPlo implicado en todo lo dicho se llama 'Principio

de Cavalieri. No lo hemos demostrado; solamente lo hemqs
10

explicado, tratando de mostrar por,qué es razddable.

Enunclémoslo, pues, en la forma de un postulado:

Postulado 22. (Principio de Cavalieri)

Dados dos sólidos y un plano, si para'todo plano

que inter.seca a los dos sólidos y es paralelo al

plano dado, las dos intersecciones tioOn Ireas

iguales, eqpnces los dos sólidos titenen el mismo

volumen. 40

El prf.ncipio de Cavalieri es la clave de los cálculos de

voldmenes, como pronto veremos.

Teorema 16-7. El volumen de Uri prisma cualquiera es el

producto de la altura por el area de\la base.
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4

De. trasi6n: Sean h y A la altura y el area de la
base de _ prisma dado.. Consideremos un paralelepfpedo

rectangular con la misma altura h y la misma area A de la
base, y ésta.en el mismo plano que la base del prisma.

abemos por el teorerna de la secci6n trans4ertil del prisma

que todas las secciones transversales, para ambos prismas,

tienen mfsma Area A. Por el principio de Cavalielesto

'qUiere decir que tienen el mismo volumen. Como el volumen

del paraleiepfpedo rectangular es Ah en virtud.del postu-

lado 21, se obtiene ei teorema,

Teorema 16-84 Si dos pirámidep.dienen la misma altura y

1!.EL misma -Area de la base entonces tienen el mismo volumen.

Demostracidn: .Por el teorema de la secci6n transversal

'de la pirámide, las secciones transversales correspondientes

de las dos piramides tienen la misma area. En virtud del

principio de Cavalieri, esto sigdifica que las dos pirámVes.

tienen el mismO volumen- .

to.

t

A
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ir\
Teorema 16-9.. El volumen. *de una pirAmideAriangular es-Y

.un tercio del producto de su altura por el:drea desu baae. ,

Demostración: Dada una pirAmide triangular con'base PQR.
y vértioe. 3, tomemos un ,6risma triangular PQRTSU con'Ja misma
base y la misma altura, del, mock9 indicado en la Si lente
figura:

. .

Ahora descompongamos el prisma en tree pirám es,ti
..

triihgulares, una de ellaalla dada, como se indic a nti-

nuacidn:

Imaginate las pirámides y II con bases PTU y PRU y con

Los dos tridngulos A PTU y PRU estánel vdrtice comdn S.

*el mismo piano y son congruêntes, puesp que son los d6s
ftritingplos en'que se descompone, el parale1ogramo PTUR

mediante,la diagonal UP. L4go, las plr4mides I y II tienen

6:0

210 4
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la misma drea,de la base y. tambidn la misma altura (la dis-

tancia de S. al plena PTUR) y, por'tanto, en virtud del
_

teorema 16-8 tienen el mismo volumen. De.la misma were,
imaginando lasi.piiamides II y 'in con las bases SUR y SQR

y el vdrtice gomdn p, vemos que II y III tienen el mismo

volumen. Por consigUiente,- el yolumen de las tres pirgmides

es el mismo ndmero V, y el volumen del prisi:taa es 3V. pi

area 6PQR m. A y la altura SPQR es LOral a h, entonces serg

;3V Ah,

1
. V

3
que es lo que se querfade donde

demostrar.

E1 mismo resultado es válido para las piramides en

general.

Teorema 16-10. El volumen de una piramidd es un tercio

del,producto de .su altura por el drea de su bade.

16-3

1- 4

Demostración:, Se da una pirámide de alaira h y area

de la base A. Consideremos una pirdmide triangular de la

mismd altura y de igual grea tie la base, con gsta en el

midmo piano.. Por el teorema de la seccidn transversal de lia

pirgmide, las secciones transversales al mismo nivel respecto'
,)

dit la base, tienen la misma drea. Por consiguiente, en virtud

ddl principio deTavalieri, las dos pirdmides tienen el mismo
1volumen. Luego el volumen de cada una de ellas es -Ah

'

como
3

querfalpf demostrar.
,

.

241

t,
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1. Un tanque rectangular de 5' x 4' psta lleno de agua

hasta:un nivel de 0. LCu4ntos pies cdbicos de agila hay

en el tanque?; lcuántos galones? '(Ngalón.... 231. pulgadaa

Conjunto'de ProblOaa 16-3

cdbicas). '

2. Un-troio de metal sumergido en un tanque rectangular de-

agua.de 20 pulgadas de largb y de 8 de ancho,-haa subir
. .

el nivel del agua 4.6 pulgadas. LC4451 es el volumen.del

trozo de metal?.

J. Si un pez necesita'un gal& de agua para estar en buenas

condiCiones de salud, 'Icugntos pecea pueden m tenerse
1en un acuario de 2 pies de largo 1- pies de ancho y 1.
2

pies de profundidad?

4. Si una arLsta(de la base

de una pirámide,hexagonal

regular tiene 12 pulgadas

y la altura de la pirdmide

es de 9 pulgadas, Lcuill es

el area lateral?; Lcuill es

el volumen?

5. El volumen de una tienda piramidal con base cuadrada es

1836 pies cdbicos. Si el lado de la base tiene 18 pies;

determina la altura de la tienda.

6. Un piano biseca a la

altura de una,pirdmide 7

es, paralelo.a sta base.

clCual es la ram% de los°

voldmenes de los sólldoe

destacados por encima y

por debajo del plano?

C A



*7. .Un monumenta tiene la

forma de Un obelisoo, es

decir, una pirAmide *de base

cuadrada, truncada a tine

elturp y cubierta con

una segundt pi"rAMide de base

cuadrada. El vértice de la

pirAmide pequefta estA 2 pies
%

por encima de su base y

32 pies sabre el suelo. Si

la pirAmide qUe Sinie de

'base-no se bubieratruncedo,

su altura serfa de 60 pies.

16-4

Determina el volumen del

obelisco, sabiendo clue cada

lado de la base,.en el suelo,

tiene 4 pies de largo.

*8. Enuncia e ilustra un principio, que corirponda al

aprincipio de Cavalieri, del cual restate que.dos regiones
planes tienen la misma Area.

,

16-4. Cilindros conos

Observe que en ladefinici6n de un prisma y de los tér-

minos.asociados en la secci6n 16-1, no es necesario.
4

restringir K -exigiendo que sea una regi6n poligonal. 4

podrfa ser, en efecta,, cualquier conjunto de.puntos en E
.r 1. ,

Este enorme generalidad no es.necesaria, pero sf ciertamente

podemos considerer el caso en el cual K es una regiOn

circular, la reuniOn de una circunferencia su interior.

En este caso llamamos el sdlidp resultavte un cilindro

' cireular. Redacta td"mismo uns definicidn de un cilindro

circular. Puedes utilizer la figura siguiente camo ayuda:



t.

I.

..Podemos ubtener'cilindros con otras especies de bases,

. ttil como el cilindto .elfptico, pero, no obstante,.lps.

cilindros circulares son log más comunes y además%los dnicos

qconsideraddI'qn la getimetrfa eremental.

Exactamente lo mismo que la'definici6n de ul.iCilindro

circular es andloga'a la de un prlsma, también la definici6n

de un'cono circular es'anilloga a la definición de una
'

, pirAmide. Comprueba que entiendes esto redectando una defi-

niciOn de un cono circular. PuedeS emplear como ayuda,la

notilFidn indicada.en la figura siguiênte:

0
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ty'

Difihicidn: Si el centro de la -circunferencia de la base
1.

es el pte de la perpendicular desde V. a E, eI cono-se
llama cono .circular recto.

. Los andlogos,de los tearemas sobre prismas y p4dmides son

demostrables mediante los mismos m6todos generales. Oditimos
los detalles.

.Tebrema 16-11. Una secciOn transversal de'un cilindro

circular es una region circular congruente con la base:

Ide'a de la demostracidn: Sea C el ctntro y r el

radio de la basb. Entonces, por las propiedades de los

ppralelogramos, PlCici PC - r.

Teorema 16-12. El Area de una, secci6n transversal de un

Cilindro circular'es igual al Area de la base.

&Irema 16-13. Una secciOn transversal de un cono de

altura h, producida por un plano.a una distancia k .dei

vertkce,,es una regiOn circular cuya Area est4 con el Area

de la base en la razOn (-k ) 2

0'

4;

et.
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or-

".

s

Idea de la demostración: Sea VU h. ,

(1) A VQT A VPU

k
VP

'( 2) A AVPW

. 9E. k
.;"P W

(3) QR
`'11

. ) Puesto que PW titne un valbr constante, independiente-

mente de la poi1'ci6n de W, entonpes QR también iiene un valor

Constante. De tilodo que todos. los puntos R est.in en una

circunferencia. La reg16n circular correspondiente es la

sección transVersal.

'area de la cirCunferencia de centro Q,k2
(4) Area de la circunferencia de.centro'P 41/ ,

Podtmos ahora app.car.el principio de tavalieri par'a

./

ca

determinar los,voldmenes de cilindros y conos.
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ye9iema r6-14: Er volumen de um oiliadro circular es

el producto de laoaltura,por el. Area,de la base.

La.demo8traci6n es parecida a la del teorema 16-7.

XeCrema 16-15.. El volumen.de un cono circular es un
4

tercio del producto-de la altura plor el.Area de.la base.

La demostración es parecida a la del teorema

Coniunto de problemas

1. Deterlina 61 volumen del

'cono.circulat recto repre-),

sentado en la figura.adjunta.

2. Determina el ndinero de galones de ague que.un.tansue

.c6nico contiene, pi su profundidild es de 30 pulgadL

pel radio.del borde,circular es de 14 pulgadas. (En .

0 22un galón hay 231 pulgadas cdbicas. Utilize como
22 7

una aproximaci6n de y . 1Por qué es 7 una aproximacidn
Qs ..

mAs conveniente que 3.14 en problemas en 1os que inter-

viene el'n&ero 231?)

,3. Uni canal de desagUe es una lámina cil1ndricae 16.pul-

gadsOae largo. Los ditimetrbs interno'y externo tienen

5 pmlgadas y 5.6 pulgaglas. Determine el volumen de yeso_

necesario para constrmir la canal de desagUe.

4A in cierto cono tiene un volumen

de 27 pulgadas cubicas. Su altura

es 5 puigsdas, .Se corta un segundo

''cono del primero mediante.Un piano

para1e1C a lajmse y dos pul-

.gadas pot' debajo del vértice.

Deeermina el volumen del:

Segundo cono.'

.

(
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5.. En n anaquel.del supermercado hay dos latas de aceitunas

41,

1 pOrtadas. La primerA:es doble de alta que la segunda,

pero ésta tiene un-ditSmeiro dob1e,que la-primera. Si

la segunda cuesta el:dobIe Oe 10 ppimera, Lcuál es la

40 mejor compra?

6. En la, figura adjunta, .

maramos desde artiba una

ipirámide cuya base es un

cuadrado, inscrita en un

cono circular recto. Si

la aitura del cono o

pirAmide es 36 y una arista

de la base de la pirAmide

es 20,,determina el volumen

del cono Y el de la pir4-

mide.

.7 La figura 1 representa un,

cono dentro de un.cilindro

y la figura 2, dos conos

congruentet dentro de un

cilindro. Si los cilindros
/

son de igual tamafto, compare

el volumen del cone en la

,figura 1 con el vOlumen de

los dos conos enla figura.2.

LCambiarfa tu respuesta si

los corikin7i-a7/1gura 2 no

fuesen congruentee
Fig. 1 FAg. 2

8: Un conolcircular recto está dentro de un cilindro cir-

cular recto de la misma base y de'igual altura. *Escribe

la f6rmula para el volumen del espacio ,comprendido entre

el cilindro y el cono.

I

0
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..*9. Si untoplano paralelo a'

.1a base de un.cono (o de

una pir&mide) recorta otro

cono pirdmide), entonces

#01 sólido entre.eI-01ano

paralelo y la base:se llama

un tionco. Un-tronco de

cono tiene 6 pulgadas de

radio inferior, y 4 pulgadas

de radio superior, y la'

aLtura es 8 pulgadas.,

Determina su volumen.

16-5. Regiones esfdricas; voldmenes areas

r

1675,

Definiciones: ,E1 interior de una superficie esférica

es la reunión del centro y del conjunto de todos los puntos-'\)

cuyas distancias al centro son menores que eI radio. El

exterior de la superficie esfdrica es el conjunto de todos

los puntos cuyas distancias al centro son mayores que el
radio, La reunion de la superficie'esfdrica y de su interior

es una regf6h esfdtica cerrada, tambidn llamada boig,, o esfera.

Por volumen de una esfera entenderemos, piles, el volumen del

sdlii7q::es la reunión de la superficie esfdrica correspon-

diente y su interior.

0,Teorema,16-16. El volumen d e una esfera de radio r es

or
Demosracie5n: Se da una esfera de radio r, y E ün plano'

tangente a,la superficie esfdricabcorrvspondlente. En .E'A
\

tracetlios una circunferencia de radio .r y consideremOs un

cilindro recto cuya.bdicsea la región circular asoCiada con
A

dicha cirCunferencia, de'altura 1r, y del mismo lado con

respetto a E.que la esfera.



iinal'èe, consideremos dos conos, con'sus'bases en las dos

del cilindro, y con su v4rtice comdn V en el punto medio

del eje del .cilindro.

Tracemos una sección transversal en cada sdlido mediante

un plano paraleloaEyauna distanciasde V. Las
Asecclones se verán como sigue:

t

El.Area cte la sección de la esfera .es

2
A 7et rr (r2 s2)
-1

en virtud del teorema.de PitAgOtas. Queremos comparar el.to

con la secciOn del sólido entre los conos y el cilindro,

230 4
I
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esto ealluera de los conos y dentro del cilindro. Esta

sección'ea un anillo cirfular, Cuyo radio exterior es r,

16-5

y cuyo radio interiorles s. (1Por que4 Luego, su Area es

2 2,A2 vr2 -Ts2 rig v r - s ) .

De modd que AI .... A2, y, por,e1 principio de Cavalieri,.el

volumed dela eafera es 4gual 41 volumen comprendido entre los

conos y el cilindro. Porifanto, el volumed 4 la esfera es

la diferencia entre el volumed del cilindr y/dos veces el,
, volumed de uno de los conós, es decit,

4irr
2

2r - 2
1irr2

r
3

.

3 3

Mediante la fórmuIa para ei volumed de una eafera,

podemos obtener una fôrmula para el Area de la superficie

esférica correspondienee. Dada una eafera,de radio r,

formemos otra esfera un poco mayor, de radio r + h. El

sólido comprendido entre las dos superficies eafértcas

correspondientes.se llama una cascara eaférica y su aspecto

es el de la figura siguiente:

Sea 'S el area Oe 14 4uperficie esférica interior. El

volumen V de la cdscara es entonces. hS, aproximadamente.
VDe modo que, también aproximadamente

'

serd S A medida '

S h
que la criscara se hace més delgada, la aproximaciOn-va siendo

cada vex mejor. Asi que, cuando 'h se hace más y més

pequeno, tendremos

V

h--I-n-4S

251

e.



'16-5

.

V. 'Ahora hien, podemos calcular ic con exactitud, V
, 4

, averiguar a qua se Aerca cuandd h se hice más y més

pequeno. Esto nos diri lo que es S. El volumen V es.

. la diferencia entre los. voldmenesde latt, dos.esferas. .POr

consiguiente,
.

z+r(r + h)3 r3

44E( (r + h)3. - r3)

ilarf r3 + 3r2h + 3rh2 + h3 - r3

47[3r2h + 3rh2 + h3].

$

(ComPruebaj por multiplicación; que + h)
3

3- r + 3r 3
h + 341'1 +JO .)

Luego;
V 4 r 2E . + 3rh + 112]

/ 4
4,1r. r2 + ,h [4 ir r + -5- ir .

Aquf todo el segundo términci tiendeTt a cero, puesto que
h4 0. Por tanto, 4 1rr2, con lo cusl results quj

S 4rrr2. Tenpmos 'sal el teorema:

Teorema 16-17. El Area de una superficie esférica

de radio r, es

S 4wr2.

Hemos concluido4asi este .capitulo con el interesante'

resultado de que el area de unit superficie esférica de

radid r es 4irr
2

. .1,Te has kijado en 'clue eNeopole la super-
,

. ficie es precisamente 4 veces el dredde la regi& circular

asociadit con una dircunferencia maxima de la superficie

esférica?

2 52
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CorlOunto de problemas 16-5

1: Calcuta el Area de una superficie edfikica cuyo diAmetro

es 8. iCuAl es.el volumen de la esfera correspondiente?

2. El radio de una Superficie esférica es el doble del

radio de otra. Expresa la raz6n que define la compa-
0

ración de sus- Areas Oe superficies y haz lo mismo pare

los voldmenes de las esferas correspondientes. Si el

radio de la prkmera superficie estdrica es tres veces

01 de la segunda, compare tambidn sus Areas de sUper-

ficie y los voldmenes de las esferas correspondientes .

3. Un tanque.esfér1co tiene dd radio 1 pies. LCu4ntos
22galones puede contener? (Uti

\
za r

,

16-5

4. Un cobertizo de almacdn

tiene la forMa de un

hemisferio y hay que pin-

tarlo. Si el piso necesita

galones de pintura,

Lcutinta pintura sent nece-

sario emplear pare cubrir

exterior,delcobertizo?

5. Arqufmides (287-212 a. de J.d.) litosti6 que el

de unwesfera ed el del cilindro circular recto más

volumen

pequefto que la contiene. VerifiFa esto.
.

0
6. Un cono de mantecado'tiene 5 pulgadas de hondo y 2 pul-

gadas de diAmeted sUperior. Sb schen en él dos cucha-

-r as semiesfdricas de )elado,,con Un di4metro también

d7ae 2 pulgadas. Si el mantecado se fundp dentro del cono,
tlo rebasard?

.

7. a. Demuestra que sija 1ongitud-O-Un Lido de un cubo es

cuatro veces la de otro cubo, entbnCes la razón de

sus vo1dmenes es de 64 a 1.

2 5

41
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4

,

' b. La luna.tiede un diameLro aprolcimadamente igual*a

-1 el de la tierra. lCuA1 serA la. raz6n de sus
4

voldmenes?

. 'En la figura adjunta, la

superficie esférica de

radib r eatA inscrita

en el cono. Las medidas

de los Angulos formados

por la altura y los radios

que van a los puntos de

tangencia estAn ihdicadas.

Determine el volumen del

cono en funci6n de r.

*9. El cingeniero municipal que miV 6 pies de alto mar9paba

a tnspeccionar el nuevo tanque esférico de agua. Cuando

lleg6 a un lugar a 18 pies del punto de contacto del

tanque con el piso,-su cabeza tropez6 con el tanque.

Sabiehdo que la ciudad gastaba 10,000 ga4ones de akua

pot hota, inmediatamente calculd cuAntas horastpodrfa

durar un tanque.11eno. LC6mo hizo esto y cuAl fue el

resultado? .0

*10. La mitad del aire de un balón de goma se deja salir. -

Si el talón continda siendo esférico, tqué relación hay

entre eL radio resultante y el radio origidal?

*11. Utilize el método que

permiti6 deducir el teorema

16-17 pare demostriir que .

. el Area lateral de un

cilindro circular recto es

2 Tyra, donde a es la

dlWra y r el tadio de

la base.

254
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4.

.Problemae de repaso

1,k Si la base de,una ?ixamide es una regidn cuya frontera es
un rombo con lado 16 yun Angulo que=mide 120, entonoes
a. toda secci6n transversal es una regi6n cuya fron-

tera es un y cuyoe Angulos Aden
b.. la longitud de un lado de la sección transversal

mediana entre el .y4rtice,y la Ilse es
c. 'el Area de la sección transversal mediana entre el

v6rtice y la base es

2. Una bola esférióa de diAmetro 5 tiene un agujero en d6
centro de diAmetro. 2. Determina el volumen aproximado

de la cascara.

. -Determine la altura de un cono cuyo radio es 5,y cuyo

-volumen es 500.

Una piramide tiene una altura de 12 pulgadas y um,volumen

de 432 pulgadas cdbicas. LCual es el Area de una secci6n

transVersal a 4 pulgadas por enama de.la.base?
5. Dados dos &mos tales que licaltura.del primero es doble

la Clel segundo y el radio de la base del primero es la ,

mitad dol radio de la base del segundo, Lqué relación hay

entre sus voldmenes?

6.. Una late cilindrica de radio 12 y altura 20 est& llena
de agua. Si se mete dentro 4e la lata una bola 0 radio
10 yudespuds se saca, Lqué volumen' .e agua ha&A quedado

en la lata?

7. Una superficie esfériáa esta inscr ta en un cilindro

circular recto, de manera que es tangente.a ambas basep.

'ICuAl es 1a razón del volumen de ia esfera correspon-

diente al.volumen del ciliddro?

255
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*8. La altura de un cono

circular recto es.15 y

el radio de su base 8. .

Se hace un taladro

cilindrico de didmetro

6 en el cono siguiendo

el eje ael cono, quedando

un sOlido como muesra la

figura. lCutil es el

volumen de:este s64do?

Cs

9. Demuestra que si lEibase de una pirdWe es una re i6n

paralelogrAmica, el plano determinado por el vdrtice de

la pirdmide y una,diagonal de la base divide la piramide

en dos pirámides de igual volumen.

*10. Demuestra que es posible circunioribir una superficie

esférica a un paralelepipedo.rectangular.

e2
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Capftulo 17

GEORETRIA DE LAS COORDENAJAS EN EL,PLANO

Introducción

La mateihAtica es la dnica cigncia en la que préctica-

mente todo es aprovechable. Desde luego, 10 matemAticOs

son seres humanos, y como tales, cometen errores. Pero, en

general, estos'errores se dedtubren rApidamente. Por lo

tanto, cuando,una genetaci6n descubre Algo en4,1 campo.de

ka matemAtica, la próxima genetación puede SegUir adel,ante

con nuevas investigaciones, sin tener que corregir errores

serios en el trabajo ya hecho.

Prueba de esto es el hecho de que casi tod6 lq,.que se

ha aprendido hastOhora en este curso acerca de la geome-

trfa, era conocido por los antiguos griegos hacP. kAs de

dos'mil afts.

DeSpuqs de los griegog, el primer gran paso de avance

en la geometria se dio en pl siglo XVII. . Consisti6 en el

descubrimiento por René Descartes (1596-16,50) de un nuevo

método llamado la .geometrfa de las coordenadas. En edte

capftulo ofreceremos una breve introdUcci6n a la geometria

de las coordenadas; s610 lo suficiente para darte'una idea

de qué es y c6mo tiabaja.

17-2.. Sistemas de coordenadas en uniplano

En. el Capftulo 2 itprendimos la manera de construir un

sistema "op
1
cpordenadas en una recta.

I I I I I

0 X I 1.2" ^ 2
'

25 P.1
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Una vez Consiruido.ud sistema'-de coordenadas, todo ndmero

representaAffrpuhto y todo punto P ,queda -determined()

cuando se da su coordenade x.

'En la geometria de las cOordenadas, hacemos lo mism4
..

en un plano, salvo Toe en el plano no se representa un punto

con un solo ndmero,/Sino con.un par delldmeroe. El esquema

funciona asi:i

,/
aY

0

2-.
v

I'
,

1

1-

0

1 i 1 X
-I 0 .2

_11..

-2

Empezpremos tomando una recta X del plano, y construyend6

un sistema de coordenadas en X. Este recta se llamarA,

el eje x. En una figura acostumbramos a dibujar una punta.

de flecha para indicar el sentido(positivo en el eje x.

Luego trazamos por el puntolOde coordenada cero,la

recta Y perpendicular al eje x, cohstruimos umsistema

de coordenades en Y. Por el postulado de la colocación de

la regla, esto puede hacerse de tal manera que el punlo 0

también tenga en Y coordenada cero. Llamaremos a f el

212 z. Como antes, indicaremos e. sentido postitivo mediante
/ A

una punta de flecha. La intersección 0 de los dos ejes se

, llama el oriigen.

4 Ahora, po4emos reioresentar cualquier punto del plano

mediante un par de ndmeros. El esquema es el siguiente:

Dado un punto P, trazamos una perpendicular al eje x, con

C5 8
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pie en el punto. M de coOrdenada x. Luego, trazamos una 1

perpendicular al eje y, con pie en el punto N. de coordenada
y.. (De acuerdo con'lo expliiado en la Sección 10-3, Alamamos

,a M ya N, las proyecciones dePsobré XeY.)
Definicionesi Los ndmeios x, y se llaman las coordenadas

'del punto P x es la coordenada x, e y es'la.cOordenada
1 .

1 1En la figura, x 1
'

y 2--
2

Por lo tanto, el punto
2 ,1 1Ptiene coordenadas k y 2 Escribimos estas coordenadas2 2

t

1en la fotra (li, 21), dondetla coordenada x se escribe

primeT Para indicar lue el punto P tiene estas coorde-
1 1 1nadas, escribimos ,P(II , 2-2-) 6 P;(11., 21 ).

AL.

V
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,

Veamos otros ejeMplos.

4-

P ;'

-5 -4 -3 -2 -I,

2

5 -3

2 3

1p6

4

Siguiendo las lfneas de trazos, podemo's leer las coordenadas

de Cada punto. Asf, en este caso las coordenadas son las

siguientes:

P (2,1) 0

p.

1

13.2(1,2)

P3(71,3).

P4(-3.,1)

P5(-2,-3)

P
6
(2,-2)

,

P7(4,-A)..

Observa que es esencial-el orden en que se escriben las

coordenedas. El punto de coordetiedas (2,1) fio es el pismo

26b
0
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que el.punto-(1,2). Asf, pues, las coordenadas de un punto

constituyen realmente un par ordenado de ndmeros realeS, y

no puedes determinar dónde est& localizado dicho punto si no

cogoces el orden en que se dan las coordenadas.. Es muy

importante tener en cuenta el conv,lo de tomar.ekprimer

ndmero del par ordenado como la coordenada x, ,y el segundo

como la Coordenada y.

Lo mismo.que una sole recta separa al plano en dos

partes (11amadaS semiplanos), los qos ejes separan al plan()

en cuatro partesqlamadadrantes.. Los cuadrantes se

distinguen mediante un ndmero, 4-

17-2

vs.

Hemos probado que cualquier punto de nuestro plano

determina un par ordenado de ndmeros. 1,Podremos invertir

el'procedimiento? Es decir, dado un.par de ndmeros (a,b),

wodremosfencontrar un punto cuyas coordenadas sean (a,b)?

Se puede ver fAcilmente que la respuesta es."sf". EfeAiva-

mente, sólo hay un punto tal, que se obtiene como interseccidn

de la vete perpendicular al,eje x en el punto de coorde-

nada Arcontla'recta perpendicular al eje y en el punto de

coordenada b.t,

Asf, terminus una correspondencia biunfvoca (uno a uno)

\look.
.

entre puntos.de un plano y pares ordenadoi de ndmeros. Uyit
. 6 .

t.
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41 correspondencia se 11tma un sistema de coordenadas en

el.plano. Un Sistema de coordenadas se particularizaell-,

giendo una unida de mddida, un eje x 2 un y,

perpendictlares ntre si, y un sentido positivo en cada uno:

Mientras utilicemos un sistema de coordenadas particular,

como sucederA en todos loa problemas de este libro, cada

pudto P estarA asociado con un solo par de ndmeros (a,b),

y cada par de -ndmeros estarA asociado con uu.solo punto.

Por consiguiente, no habrA confusion si decimos que el par

de ndmerus es el punto, lo'cual nos permite utilizar algunas

frases convenientes,.tales cbmo "el punto (2,3)" o "P (a,b)".

17-3.° COmo marcar puntos en un papel cuadriculado

Por conveniencia, en la geometria de las coordenadas es

costumbre emplea papal cuadriculado para,dibujar figuras:

XstAn ya impresas las rayashorizontales y las verticales;

lo demAs tenemos que.dibujarlo nosotros.

a

A r--r--r-1----r----1-1- --ri---1----1----1----1---1...

1, 1 d
I

1 1 1 1 1 1 1

I i i I 1
.

I I

I

.1 I I
I

1

1_ 2 1 I
I

I

I- 11-- F. f-- I-- I-. t f 1-rti4i
1

1
I

ii 1r--1- - 4 - - 1 --
..

I 1
rii- -1

4 I
I I I I

I I
, I 1 i

I
-3 -2 ...4 0 10

12
311 1

OX
.

--4--4-4 f i
aIrli .

1 IIIII
r....4..._+...4:

-
...

1 1 1

1 1 1

1 i

.

1

1 1 1 I I

4

.0
2 62. ..
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Qv

a anterior, las lineas de trazos Avresentan las
.

r

stinjmpresas.en el papel. El eje x el )

'dibajarse Con lápiz o luma. Observa que el ( )

ca con x I no con'X e4a es la costumbre.
1 410A,
1,6100fectiSo.el 4Cmbolo x no es el nombre de cosa alguna;

es simplemente un recordatorio decque las coordenadas en

este eje se denotargn por la letra x. Hacemos algo andlogo

con el eje y. Luego se deberán marcar los puntos de

coordenadas (1,0) y (0,1) para indicar la unidad que de ha

de emplear.

Esta es la manera corriente de preparalatin papel

cuadriculado para marcar puntos. Pudimos haber.tindicado

menos d$talles'o bien muchos más. Para tu benpAicio, con-

viene que mugstres algunosopAs. Si muestras menos detalles,

tal vez tu trab Jo resulte ininteligible.

Observa qua, pudimos haber dibujado*los ejet; en cualquiera

de las posiciones

y.ast sucestyamente. Nada hay 16 cam nte err6neo en ninguna,

de estas maneras de construir 1E1 ees. Sin embargo, resulta

raga hicil leer gráficas c nstruidas por dtras personas cuando

4

e.



17-3 f

to'

- 576 -

se ha hecho el conveniq de que el.eje x serA horizontal,

con coordenadas en orden creciente de izquidrda a derecha,

y de que et eje y será vertfcal, con coordenadas en orden

crecitInCe de abajo hacia arriba.

ConSunto de problemas 17-3'

1. Sugiere una razdn por la cual el tipo de sistema de

coordenadas empleado en este capitulo se llama algunas

veces "SisteinrcaTtesianor.

2. ICuAles son las coordenadas del origen?

' 3. 1CuAl es la coordenada y del ppntO (7,-3)?

4. Escribe el nombre del punto que es la proyección de

(0,-4) sobre el:)eje x.

5. Lqué par de puntos estAn mAs cerca uno del otro, (2,1) y

(1, 2) 6 (2,1) y (2,0)?

6. lEn qué cuadrante se encutntra cada uno de los.siguientes

puntos?

a. (5,-3) c. (5,3)

b. (4,5,3) ' d. (-5,-3)

7. lCuAles son las coordenadas de un punt() que tio est4
I.

gituado en ningdn cuadrante?

8. Se proyectan log puntos a continuación sobre el eje x.
/*

Escribelos de tal manera que sus proyecciones resulten

ordenadas de izquierda a derecha.

A:(6,-3) B:2,5) C:(0,-4) D:(-5,0)
'4

9. Disp6n 1s puntos del problema anterior de tal manera

que si se proyectan sobre el eje y oueden ordenadas

las proyecciones de abajo hacia arriba.

10. St s es un ndmero negativo y r .es un ndmero positivo,

indica el cuadrante en Rue se enjuentra cada uno de-los

siguientes puntos:



'.%

s, (s,r) e. (r,$)

b. (-sir) f. (r,-s)

c. (-8,-r) g. (-r:-s)

d. (8,-r) h. (-r,$).,

17-3

11. En un papel cuadriculado, construye un sistema de

coorlenadas. Utilizando segmentos, dibuja alguna figura

simple en el papel. En un. papel aparte, haz una lista

de las coordenadas de los extremos de los segmentos

utilizadob e tu dibujo. dambia tu lista de coordenadas

por la de a,3uno de tus compafterosj reproduce el dibujo

sugerldo por su lisCa de,coordenadas.

*12. Se puede construir un sistema de coordenadas en tres

dimensiones considerando.tres ejes perpendiculares

entre sf; como los que muestra la figura. El eje y,

aun cuando aparece dibujado

en el paliel, representa una AZ

recta perpendicular al

piano del papel.. Las por-

ciones negatiyas de los
(OA),ejes x, y, z, se prolongan

hacre la'izquierda, hacia
'cog) 6,0,0)

atrAs y hacia abajo,

.respectiyamente. Tornados dos a

-dos, los tres ejs deter-

minan tres plank3s llamados

el piano yz, el piano xz, 2 el piano xy. Un punto

(x, y, z) se localiza mediante sus tres coordenadas:' la

coordenada x es la coordenada de su proyección sobre

el eje x; las coordenadas y, z se definen de.manera

anolloga1

a. an qué eje se encuentra cada uno de estos puntos?

(0,5,0)1 (-1,0,0); (0,00).
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b. lEn qué plano se encuentra cada uno de estos puntos?

(2,0,311 (0,5,-7);' (1,1,0),

c. lCuAl es la dist'ancia del punto (3,-2,4) al piano xy?;

ly al piano xz?; ly al plano yz? .

17-4. La pendiente de una recta no vertical

El eje x, ,y todas las rectas paralelas al mismo, se

llaman horizontales. El eje y, todas las rectas paralelas

al migmo, se llaman verticales. Observe que estos términos

se definen en relaci6n con el sistema de coordenadas que hemos

construido.

4 b.

A y

L1

0

En ka recta horizontal L todos los puntos tienen la coorde-)
(

nada. y igual a b, porqueEa punto (0,b) del ejé y es el

pie ae todas las per'pendiculares desde puntos de Ll.' Ang1og4x

mentel, todog los puntos de la recta vertical.L2 tienen la

coordenada x igual a a. Degde luego, un segmento es

horizontal (vertical), si la recta 4ue lo contiene es horlzon-

tal (vektical).
o

266
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Considera, ahura, un segmento de relsta P1P2,,donde

P1 (xi, yi), P2 (x2,y2),'y sup6n que. P1P2 no es vertical-,

y

Yi

Y2

0

Definici6n: La pendiente de P1P2 es el ndmero

Y2 Y1
m x2 xl

Efectivamente, dste ts un ndmero: puesto A el segmento

no es. vertical, Pi y P2 tienen diferentes coordenadas x,

por lo tanto, el denominador no es cero. Algunos detalles-

acerca del concepto de pendiente son fáciles de ver.

(1) Es esencial! que el orden en que se escriben las

coordena0as en el numerador sea e1 mismo que en el denomi-

nador. be modo que si hemos de determinar la pendiente de

PQ, donde P (1,3) y Q 42), podemos elegit P1 y,,

xl '1, yl
, A

pendientt 00

3, P2 Q,

42

xfl
L

3,

4,

1

y2 2, obteniendo asf la

; 0 bien podemos elegirPQ 4 . 1 'm 7

P
1

Q, x
1

444, y
1

2, P
2

P, x
2
'1, y

2
A 3 obteniendO

.

3 - 2 1. 1 .la pendielte de PQ 4

26
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pendiente de PO
4 -

Observe que si se danlos puntos en orden invertido, la

pendiente resulta ser aa m)isma que antes. Algebraicamente,

t
Y
1

Y
2

Y
2
-'Y

1 6
.,

xl - x2 x
2

- .x
1 ,

ASI;',e1 valor de m depende solaMen'te del segmento 'en

eueSEidn, y no del orden en qUe se dan sus extremos.

(2) Si m . 0, entonces ei segmento es horizontal.
, r-

(Algebraicamente, na fracci6n es cero solamente cuando su

numerador-es cero, y esto signifies que y2 .. yl.)

(33 Si el Agmento se incline hacia arriba de i quie a

a derecha, come'en likfigura de la izquierda de esta

entonces m> 0,.porque elpumerador y el denOminador son

ambos popitivos (o ambos negativos, Ed invertimos el orden

de los extremos.)

na

(4) Si el segmento se incline hacia arr derecha:

a izquierda, edMo en la.figura que aparece,a conO.n aci6n a

la derecha, entonce's m O. Esto es est p rque m se puede

escribir como una fracciln con un numerado p itivf

y2.- yl, y un denominadortnegattvo - x (o lo que es

equivalente, un numeradorfiegativo y y un denOminador
1 % I.

positivo x
1

2

2 6 .



r

- 581 -

(5) No trataremos de escribir la pendiente de un seg-

mento vertical, porque el denominador serfa igual a cero y,

por lo tanto, la fracci6n no tendrfa significado.

En cualquigra de las figures que aparecen a continuaci6n

podemosscompletar un triAngulo rectángulo t.P P R, trazando
1 2

una recta vertical y horizontal, respectrvamente por

P1 y P2, de la siguiente manera:

X

lk

A 4y

Y2

yl

Puesto que lados opuestos de un rectângulo son congruentes,

es fAcil ver que

(l) si m >0, entonces
RP

2

m PiR

(2) si m <0, entoncesm-,
RP2

P
1R

17*4

Ona vet sabidos estos detalleAbicerca de las pendientes,

es fAcil entender'nuestro,primer teorema fundamental.

Teorema 17-1; todos:Ids segmentos de una recta no

vertical tienen la misma pendiente
:

Demostración: Tenemol que c 4 siderar tres casos.

26d
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Caso (1): Si la ecta es horizontal, todos los seg-

mentos contenidos en la misma tendrán pendiente igual a

cerc!

.Caso (2) , . Caso (3)

En cualquigra de los casos rrib Presentados,

La 1-z. a' , y como los triAngulos son triAngulos,rectángulos,

esto significa que

APP R AP 'P 'R'.
1 2 1 2

Por lo tanto, en cUalquiera de los casos,

RP
2

a'P
2

'

PiR T97117
1;

En el aso (2), estas fraccionesson las pendientes de

°P1P2), de P1'P2', respeCtivament y, por lo tanto, los 4-
mentos tienen pendientes igyales. En el caso (3), las

pendientes vienen dadas por.1 negativos de las mismas

fracciones y, poroionsiguiedtit, son iguhles."

Ei teorema 17-1 significa que no sólo podemos hablar de

las pendientes de los segmentos sino también de las pendientes

0
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de rectas: la pendiente de una recta no.vertica

k

es el

ndmero m, pendiente de cualquiet segMento conteni ,

17-4

o en cliche)

reCta.7
\_

Conjunto de problemas 17-4

1. En cada uno de los siguientes elereicios, ;emplaza
el'siko de i4errogación de manera tal que la recta

que pase por log dos puntos resulte horizontal:

a; (5,7) y (-3,?)

b. (0,-1) y (4, ?)

s. (x1,Y1)

En cada uno de los s,iguientes ejeroicios,..remplaza el

stgno de interrogación de manera tal que la recta que

base por los dos puntos resu.lte vertical:.

a. (? , 2) y (6 , -4)

b. (-3,-1) y (7,0)

c. (x1,Y1) Y (?,3'2)

Imagina cadaluno de los pares de puntos dados en las

p4rtes (a), (b) y (c) representado en un sistema de

coordenadas, y determina las distanciastentre los dos
puntos.

a. (5,0) 40*(7,0)

b. (5,1) y (7,1) 4

c. (-3,-4) y (-6,-4)

d. 4Qu6 tienen en comdn las partes (a), (b) y (c)?

e. Determina una regla que de Ln:modo sencillo permita

,hallar Ia distancia entre los dos puntos asociados

r a tales pares.

(f. 4Se podri aplicar esa'reglä para hallar la distancia

entre (6,5) y (3,-5)?

4. Imagina cada uno de los pfres de puntos dados en las `

partes (a), (b), (c), y (d) representado en un sistdma

r
.11

I
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de coordenadas, y determina la,distancia entre los dos

puntos.
A

a. (7,-3) y (7,0)

b. (-3,15 y (-3,-1)-

.c. (6,8) y (6,4)

d. (x1,y1) y (x1,y2).

e. lQué tiliten en comdn las partes (a), (b), (c), y (d)?

- f. Determina una regla que de un modo áencillo permita

hallar la distancia entre los dos puntos asociados

a tales pares. A
. .

5. Utilizando las perpendiculares.que apareCen en las

siguientes figuras, determina las coordenadas de A, B y C.

6. En el problema 5, halla las distancias fdesde los puntos

A, 3,,C hasta lo: puntos P y Q correspondientes.

7. Halla la pendiente.de PQ en cada una de ldls figuras del

problema 5.

. Una carretera se eleva daipies por cada 30 pies de dis-

tancia horizontal. lCuál ser4 su pendiente?

9. En cada uno de loe/siguientes ejercicios, halla la pen-
.,

diente del segmento que une los dob- punitos dados:

a. (0,0) y (6,2)

'b. (010) y (2,-6)
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c. (3,5) y (7,12)'

d. (0,0) y (-4,-3)

e. (-5,7) y (3,-8).

f. (14) Y (IA)

g. (-2.8;3.1) y (2.2,-1.9)

1
h. (-27-5,0) y (0)

10. En cada up() de los siguientes ejercicios, sustituye

el signo de.interrogga6n por un ndmero, de manera que
4

, t
la recta qui4.pilde..p los dos puntos tenga la pendiente

!

"(Leda: (Sugetenci stituye en la fdrmula 4e la

pendiente.)

a. '(5,2) y . m = 4

. 1
m =b. (-3,1) Y (4,?)

17-4' ,

4.404.4,

*11. Las rectas PA y 11 no son verticales.' Demuestra que

PA = PB si, y solamqnte si, tienen pendientes igkla?s;

y, en consecuencia, si P# y PB tienen pendientes

diferentes, entonces P, A y B no están alineados.

12. a. LEstar4 el punto B(4,13) contenido en la recta que

line los puntos A(1,1) y C(S,17)? (Sugerencia: LEP

la pendiente de AB la misma que.la de BC?)

b. lEstarii el Runto 42,-1) contenido en el segmento de

recta que une puntos (-5,4) y (6,-8)?

13. Halla la pendiente del segmento que une los puntos:

a. (0 n) y (n,0)

b. (211,-2d) y. (0,d)

c. (a + b,a) y (a - b,b)

14. Dados los puntos A:(101,102), B:(5,6), C:(-95,-94),

averigua si las rectas IA y g coinciden o no.

15. Se dan los puntos A:(101,102), B:(5,6), C:(202,203),

D:(203,204)s. LSon paralelas II y 45? LSeria posible que

coincidieran?
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16, Dibuja 4 parte del primer cuadrante de un Eastema de

coordenadis en

tguales que 5.

.onigen, y que,

P(80000000,600

la cual_las co9;4004dits sean menore6 o

Dibuja un seiglOn*o 14e Rade por'el

si.se prolong441:l4fa pOr

00000).
v

ft
17-5. Rectas paralelas perpendiculares

Es fácil ver.las condiciones algebraicas que deben

cumplirse para que dos rectas rip verticales sean paralelas.
./

tSi las rectas son.paralelas, entonces ,.y de

aqui se deduce, como en la demostraci6n del teorema anteiior,

que las rectas tienen pendientes iguales.



t4'

or
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\'
4

P,

Reciprocamente; si dos restas diferent4s tienen la misma
pendiente, entonces son paralelas. Esto lo demostraremos

por el método de contradicci6n.

.)

"
t

Sup6n que, como en la figura anterioi. L
1.

y L
2
no son pa a-

,

. 0lelas. Si; como muestra la figura
, P 1 es el punto de

I'

intersecci6n de las *dos rectas, y las coordenadas .2c de

P2 y P3 son ambas'iguales a x
2' la pendiente de L es

1
k.Y2 Y1 Y3 Ylm u.,

-
y

'
la.pendiente de L2 es1 x

2
x
1

/
m2 x2 xl /-

/
Como y3:0 y2, las fracdiones no pueden ser ioguales y, po ,

,

lo tanto, m
1
t4 m

2
. Asi, Aids nuestra suposici6h iniett de) i-

.1

que 14s dos rectas L
1

y L
2
no eran paralelas nos/dOndujo a

una contradicción coh la hip6tesis de que Por lo

tante,:las dos rectas Li y L2 son paraleys.

27')

'

*
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Asi, pues,. tenemos el siguiente teorema:

Teorema 17-2. Dos rectlas no verticales son Liaralelas

si,'y.solarriett.te si, sus pendientes son iguales.

C.ssideremos pore la gondicidn ara que dos rectas sean

perpend culares, y supongamos que se esffan dos rectas
4 ,

//perpen icu res,nOguna de las cuales es vertical.

,Sea P punto de intersecci6n de las dos rectas. 'Como

muestra la figura, sea Q. un punto de una de las rectas,

situado encima y a la derecha'de P. Sea Q'un punto de

otra xecta,situado'encima yoa la izquierda de P, de lal

m odtt;g4ePQ'.a PQ. Como indica la figura, completamos los
?

tridngulos,recuingulos APQR y WPR'. Entonces

POr lo tan to,

M

APQR sit AQ'PR' (4Por qui?)

Q'R' a PR y 1&P RQ,

y, por consiguiente,
.1 A Wit! PR.

IP RQ

p t.

4.4

. Sea m la pehdiente ePQ y sea' m' la pendiente de. PO.

Entonces,

Por-taftto,

4

2-

/

m PR'

217-1-t2
PR

R 7 RQ

1
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Es decir, pare dos rectas perpendiculares, la pendiente de

una es el recfproco negativo de la pendiente de la otra.

Recfprocamente, sup6n que sabamos que -

Entonces, construimos como antes el APQR, y también el

triángulo rectAngulo PQ'PR' haciendo R'P RQ. Podemos

luego demostrar que'Q'R' amp; esto conduce como en el caso

antetior, a la misma congruencia, APQR AQ'PR' , y de ,aquf

se desprande que 4Q'PQ.es un Angulo recto y, por lo tanto,

Estas dos propiedades se enuncian juntas en el siguiente
.9teoremaC,

Teorema 17-3. Dos rectas no verticales son.perpendicula-
..

res si, y solamente si, la pendiente de una de ellas es el

recfproco negativo de la pendiente de la dtra.

Observa que los teoremas 17-2 y 17-3 nada nos dicen

acerca de reetap verticales, pero no es necesario, porque,

la cuestión de paralelismo y perpendicularidad results

trivial" cuando una de las rectas es vertical. Si L es

ver.tical, entonces L' es paralela a L si, y solamente si,

L' es tambi6n vertical (y distinta ge L). Si L es ver-

tical, entonces L' es perpendicular-a L si, y solamente

si, L' es horizontal.

0.

Cdrilullto de problema 17-5

1. Custro puntos tomados dos, dos determinan seis seg-

mentos. 'Identifies cuAles de lo.esegmentos determi-
,

nados por los siguirtes cuatro puntos son para1e1ds:

A(3,6), B(5,9), C(8,2), D(6,-1). (Advertent Dos

sagmentos no son necesariamente paralelos po que tengan

pen4ientes iguales..)

Mediante pendientes, demuestra que tuand se dibujan los
4 segmentof que'upen en .orden sucesivo los puntos -1,5),

fikB(5,1), C(6,-2) y D(0,2), se forma yp paralelog o.

277
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\ss
1. Lag rectas L

1,
.L

2
L3' y L

4
'tienen pendient40.15, -4,

/

1 1
-II y i,respectivamente. 1Qud pares de rectas son

perpendicularea?

4. Se,nos asegura que los dos cuadrilAteros cuyos vfttices

se dan a continuaciOn son paralelogramos. Sin marcEir

'Tos puntos, determina si esto ds ciereb o no.

(1) A:(-5,-2), B:(-4,2), C:(4,6),

(2) P:(=2,-2), Q:(4,2), RI(9,1),
a

5. Los vértices de un triAngulo son A(16,0), 13:9,2)

C(0,0).

a, LCuAles son las pendientes de sus ledos?

b. ObAleg 'son Aas pendientes de SUS afauca'S?,

6. Demuestra que el cuadrilAtero determinado por lok

puntos'A(-2,2), B(2,-2), C(4,2) y (2,4) es un trApecio

con diagonales perpendiculares.

7. Demuestra que una recta que pasa p (3n,0) (0,n) s .

paralela,a una recta que pasa por (6n ) y (0,2n).

8. Demuestra que una recta que pap por (0 ) y (a,b) es

perpendicular a una recta que pasa por (0,0) y (-b,a).

*9. Demuestra que si un trlAngulo tiene vértices X(r,$),

Y(na + r, nb +11414.102(-mb + r, ma + s), tendrA un AngulO

recto en X.

10. Dados los puntos P(1,2), Q(5,-6),y R(b,O, determina el

valor de b de modo queLPQR sea un Angulo recto.

11, Dados P (a,1), Q (3,2), R (b,1), S (4,2),

demuestra clue, 0 RS, y que 'siiPQN RS, entdrices

a b - 1 .

,

2 7
- 1

4

r

SI
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17-6. La f6rmula de la Oisfiancia

Si conocemos las coordenadas de dos puntoS P y P
1 2'

entonceb sabemoVdOnde se enc itran los puntos, de modp que

podemos detet=minar la distancia P. Veamos, ahora, c6mo

se'puede calcular esta distancia. Dais hallar una
f6rmula que nos dé P1P2 en funci6n de.las coordenadas x

x2' Y1' Y2.

X

Marquemos las proyeecTones M
1,

M
2,

N- 44 N
2

como aparecen en
'!.

' la figura anterior.- Por el tepremalt Pitágoras,

(P1P2)
2

r (E) R)
2
+ (RP2)

2
;

tambi6n P
1
R M1M2 y RP

2
N
1
N
2'

puesto que los lados opuestos de-un rectoingulo son congruentes
2 2 2Por lo Canto, (P

1
P
2
) (4

1
M
2
) + (N

1
N
2
) .

270
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Mas sabemos que

y.que

Por consigulente,

592 -

1x2

' 1Y
2

y11 ..

I 2
I1x2

xli 1. I Y2 Y1
2

Desde luego, el cuadrado del valor absoluto de un ndmero es

igual al cuadrado del ndmero mismo.

Por lo tarao, (P
1
P
2
)
2

(x
2

- x
1
)
2 +

y como' P
1
P tO, esto significa que

P1P2 f(x2 x1)2 (Y2 Y1)

Esta es lal fOrmutla que buscábamos. Asi, pues, tene'mos el

siguiene eorema:

Teorema 17-4. (La formula de.la distancia) La distancia

entre los puntos y (x2,y2) es'igual a

xl)
2

(Y2

Por ejemplo, toma los puntos P
1

(-1,-3) y P
2

(2,4).

P
1
P
2
4(2 + 1)2 + (4 + 3)2Por la fOrmula,

s

+ 49

.
A y

4 - 132

3- N. / .

2- / ,A

/
7

4 4' X

/
-
/

1/2-

/

41(
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Desde rcAramos fos puntos, como en ia figura

anterior, podrfamos btener ditectamente la miama respuesta.

17-6

partiendo del teorema de PitAgoras; los catetos del triAngulo

rectAngulo AP1RP2 tienen longitudes de 3 y-7, respectivamente.,

de manera que, como antes,,P1P21..V3 2 + 7
2

. Por supuesto;

gi hallamos la distancia de esta manera, estamos simplemente

reproduciendo para un capo particular la deducciOn de la

f6rmula de la distancia.

Coniunto de problemas 17-6

1.. a. Sin utilizar la f6rmula de la distancia, halla La'

distancia entre cada dos de los siguientes puntos:

A(0,3), B(1,3), C(-3,3) y D(4.5,3).

b. Sin utilizar la fórmula de la istancia, halla la

.distancia entre cada dop de 1 s siguientes puntos:

A(2,0)., B(2,1), C(2,-3) y D( 4.5).

2. a. Escribe una f6rmula simple para la distancia entre

(xl, k) (x,k). (Sugerencia: Los puntos estarAn

en una recta horizontal.)

b. Escribe una fórmula simple para la distancia.entre

(k.Y1) (k.Y2). o,

3. Utiliza la fórmula de la'distancia para hallar la dis-

tancia entre:

a. (0,0) y (3,0° e. (3,8) y (-5,-7)

b. (0,0) y (3,-4) f. (-2,3) y (-1,4)

,
c. (1,2) y (6,b4) K. (10,1) y (49,81)-

d: '(8,11) y (15,35) 'h. ,(-6,3) y '(4,-2)

4. a, Escribe una Ormula para el cuadrado detia distancia

entre los puntos (x1,y1) (x2a2).

b. Utilizando coordenadas, escribe y simplifica el

siguiente enunciado:
.

El cuadrado de la di9tancia entre (0,0) 2 (x,y) es 25.,
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5. Demuestra que el triAngulo cuyos vertices son R(0,0),

S(3,4) y T(.4,1) es isOceles,.calculando las longi-

tudes de sus lados.

6. Utilizando el inverso dellteorema de Pitágoras,

demuestra que el triAngulo determinado Opr los puntos

'D(1,1), E(3,0) y F(4,7) es un triAngulo rectángulo,

con un Angulo iecto:en D.

7. Dados lo puntos A(-1,6), B(1,4) y C(7,-2), demuestra,

sin miircar los puntos, que B estA entre A y C.

8. Supopgamos cju e las calles de una ciudad lorman,manzanas

cuadradas Congruentes,qcon la avenidas en Oirección /

este a oeste y las calles en direcci6n norte a sur. #

a. Si caminas por las aceras, Lque distancia tendrfas

qne recorrer para llegar desde la esquina de la

cuarta avenida y la calle 8 bast% la esquina de la

septima avenida y la calle 12? (Utiliza el largo

de una manzana como unidad de medida%)

. LCual seria la distancia "a vuelo depAjaro"'entre.

las'mismas dos.esquinaq?

9. LOS vertices W, X y Z del rectAngulo WXYZ tienen

coordenadas (0,0), (a,0) y (0,b), respectivamente.s

a. lCuAles son las doordenadas de Y?

b. Utilizando coordenadas, demuestra que WY XZ.

*10. a. Utilizando coordenadas trOimensionales (y. el pro-

blema 12 del Conjunto de problemas 17-3), calcula

la distancia env (0,0,0) y (2,3,6).

b. Escribe una f6rmula para,la distancia entre

(0,0,0) ,y (x,y,z),
A

sEscribe una f6rmula para la distancia entre

P
I
(x ,y ,z ). P (x

2
,y z ).

1 1 1 2 2
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V.

17-7. La fórmula del punto medio

En la sección 17-8 demostraremos, mediante el us0 de

sisremas de coordenadas, algunos teoremas geométricos.

.algunas de estas demostraciones necesitaremos hallar las
coordenadas del punto medio de un segmenio.P

1
P
2
en función

de las coordenadas de-P y P
1 , 2.

Tomemos primeramente el caso en que P1 y P2 estAn en el

x, con x
1
< x

2'
como se muestra a continuación:

/P
4 I

0 x x2
01(

y donde P es el punto medio, con coordenada x. Como
xi < x <, x2, sabemos que P1P x -

Y PP2 x2 x.

ComoJ.P es el punto medio, de aqui se obtiene que

X - x
1

=-3( x,
.

x
1
+ x2

2

AnAlogamen en el eje y,

Y1 Y2

31,:m 2

Ahora podemos tratar fAcilmente el caso'general:

v

V *X
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, Como P. es el punto medio de,P1P, por tridngulos semejantes

tenemos que R e's el punto medio de, P1S. Como los lados

opuestos de un rctAngulo son congruentes, U es el puntd

medio de XV.

- 596 -

Por tanto, x
1
+ x

2
x

AnAlogamente, proyectando los puntos sobre el eje y, podemos

mostrar que
Y
1

Y
2

'
2

Asf, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 17-5. (La f6rmula delpunto medio). Sean dados

P1 ...(xl,y1), P2 =. (x2-,y2). Entonces el punto medio de

1
es el punto

1 2

+ x
1

+ y
2,

2 . 2

k

Cortjunto de iiroblemas 17-7

1. En dada uno de Ios s uientes ejercicios, imagfnate la

situaci6n de los dos ptIntos cuyas coordenadas se dan

calcula mentalmente las coordenadas del punto medio

del segmento de recta que une dichos puntos:

a.

b.

c.

d.

e.

(0,0)

(0,0)

(1,0)

(0,-7)

(4,4)

y (0,12)

y (-5,0)

y.(3,0)

y (0,7)

y (-4,-4)

2. En dada uno de los siguientes ejercicios, utiliza la

f6rmula del punto medio para determinar las coordenadas

del punto medio del segmento de recta que une los dos

puntos cuyas coordenadas se dan:

a. (5,7) y (11,17)

b. (.09,3) y (-2 6).
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.d. (2.51,-1.33) y (0.65,3.55)

e. (r + s,r - s) y (-r,$)

3. a. Uno de 1os eXtremos de un segmento de recta es (4,0);

el punto medio es (4,1). Imagfnae la situaci6n

de estos puAos y determina, sin uti1izar116rmu1as,

s coordenadas del otro extrema.

' b. extremo de un segmento de recta es (13,19). El

punto medio es (-9,30). Utilizando las'f6rmulas

apropiadas, determina las coordenadas x e y del

otro extremo del segmento.

4. On cuadrilAtero sere un cuadrado si sus diagonales'son

congruentes, perpendiculares,,y se bisecan mutuamente.

Comprueba que'esto sucede en el caso del cuadriletero

cuyos vertices son.A(2,1), B(7,4), C(4,9) y D(-1,6).

5. Si los vertices de un triengulo son A,(5,-1),B(1,5) y

C(-3,1), Lcuáles son las longitudes de sus medianas?

6. Dado el cuadriletero que une los puntos A(3,-2),

.8(-3,4); C(1,8) y D(7,4), demuestra que el cuadriletero

formad?. al unir ordenadamente los puntos medios es un

paralelogramo.

7. Utililando coordenadas,"

demuestra.que dos de las

medianas del triengulo

con vertices (a,0),

(-a,0).r(0,30. son

perpendiculares La una a

la otra. ( ,0

8. Cambia la posición del punto, P en la figura que precede

al teorema 17-5, de manera que PP1 iT1P2, y obten

Ormulas para lag coordenadas de Pi en funci6n de,las

28t;

4

14 sr.
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coordenadas de P
1
y P

2.

'ademAs x x
2 1

est6 entrils P1 y

*9. a. Demuestra que si P1 . (xl,y,), Pn
c

P (x,y) si P. estA entre P1.y P2 dp manerA que

PP rx
2
+ sx

1
ry + sy

1 entonces x 1-2-1PP
2

r s r. + s

b. Utiliza el resultado de la parte ( ) para hallar

.un punto P 'del segmento de re clue une lo$

puhtos Pl(5,11) y P2(25,36), de man a que

PP
1 3.

1

17-8. DemostralOnes de teoremas geom4tricos .

3Utilicemos ahora nuestro sistemas de coordenada en
. .4

las demostraciones de algunos teoremas geométricos. Em

zaremos con un teorema que ya hemos aemostrado por otr
A

Métodos.

Teorema A. El segmento de recta que une los puntos

mpdios de dos lados de un ixiAngulo es paralelo al te

lado'e igual a su mitad. ),

,-

Enunciado de otra manera: En el 6ABC, sean D
, ..

lAtntos Mpdios de A80 AC. Entonces 'DE 11..13C y DE 4-13 .

I.

2 8 u
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Demostractön; Cuandu se emplean coordenadas, el,ptimer

peso pars demostrae un teorema como-éste es introducir un
'

sistema de coordenedas adecuado. 'Es decir, debemos decidir
A

qué reCta tomaremos como eje x, cuAl como eje y, qué

sentido a Lo largo de cada eje tomaremos como posiGivo.
, .

Tenemos mughas posibilidades, y a veces una buena elección

putkqe simplificar grandemente nUestro trabajo. En el.coeso

presente parece razonable toMar BC 'comp .eje x, canIPBC como

sentidO positivo. El iremos el eje y de manera que pase

por A, cop OA comO sentido positivo,asf:

El pr6xlmo peso es determiner laN cobrdenadas le-los

diversos puntos de la Digura; La.co fdenada x de A es

cero, la coordendda w.lpedria ser c alquier ndmero.positivo,

de modo quq escribimos A = (0,p), con la dnica restricción

p> O. AnAlogamente, B = (q,0) y C = siendo r>- q.

(Observe que podrfamos tener cualqpra de los casos

q<r<,0, q<r = 0, A<0<r, 0<q<r,. Nuestra

figura ilustra el tercer caed.) Ahora *se pueden determiner

las coordenadas de D E rnediarite la fórmula del punto

medic). Obteriemos

2,
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Por tanto, la pendiente de DE es

A

2

t.

2 0
- 0

r 2
/ '-2) 2

(puesto que q r, el denominador no es cero,)

De igual modo, La pendiente de BG es

0 - 0 0;

r

2- 2

A

y, por lo tan'to, DE.II BC. Finalmente, por la fórmula de

la distancia,

DE -2

BC = i(r
- 1

de modo que DE =

r q2 / 2.
21 + 2

.E\
21

= r

2

q,
co2

,.0)2

El Algebr:s en esta demostración se.puede hacer aLin.mAs

;sencilla mediante un artificio simple. En vez,de tomar

A - (0,p), B = (q,0), C = Podrfamos tomar A =

B,= (2q,0); C (2r,0); es decir, tomar p, q, r respec-
.

tivamente, como la mitad de las.coordenadas de losopuntos

A, B, y C. Si lo hacemos asf, no obtendremos fracciones al'

dividir por 2 e,n la fórmula del punto medico. A menudo
S.

'IA

sucede esto;.la previsión.desde el principio puede sustituir

a la paciencia más adelante.

yeorema B. .Si las diakmales de un liaralelogramo son.

.congruentes, el paralelogramo es un rectAngulo.

: 0 de otro modo; Sea,ABCD un paralelogramo, y. sea

, AC = BD. Entonces ABCD eS un,rectánplo.

283



r14.0

60 1
17?8

Dembstración: Tomemos los ejes de la manera quelnuestra

la'figura. Entonces A -,'(0,0), y B (p,0)$ 5,iendo p >O. .

Si nada suponemos acerca de la figura Salvo que ABCD es un

paralelogramo, D podrfa estar en cualquier sktio del

semiplano Supertor, de manera que D (q,r), siendo r> 0,
pero no habrá mAs restricciones sobre q o r. Sin
embargo, ahora se determina C, partiendo del hecho de que
ABCD es unparalelogramo Es bastante obvj para detalles,
véaqe la demostración anterior) que pa. q DC sea paralelo

a AB debemos tener el punto C (s,r). La coordenada. s se

puede determinar condici6n BC H AD, 'de la siguiente
Manetat

.00
pendidnte'deBC pendien e de AD,

r - 6 r - 0
s -p qJO . s - p q

rq n r(ls p)

q s p (puesto que r 0 0

(!as coordenadas (p + q,r) del punto C 'se pueden deter-

minqr wor simple inspección de la figura, Si aceptamos

teoreMas. anteriorgs acerca de los paralelogramos, cbmo [Air
edemplo, que ABCD es un paralelokamo, si AB H CD .y.

AB CD.)

%)0



4

.17-8 . 7 602

Finalmen(e, imponemos la copdicion de que C = BD.

Ualizandol*fOrmula de la distancia, obtenemos

Nfip + q - 0)2 + - 02 . -(1 - +.(r. - 0 2

9
Cuadrando, tenemos

1,(p +-,q)2 + r (q:- .p)

2
+ e

2
,

'2 2
p2\+ 2p q2

2 .+ r= q - 2pq + p +. r ,

0 ' 4pq = 0.

Ahora 4 9t 0 y p 0; por consiguiente, q-= 0. Esto sig-

nifica que D estA en el ejey, de manera que LBAD es un

Angulo rect,o y ABCD es un rectAngulo.

4
Conjunto de problemas 17-8

,Utilizando la geometria delas coordenadas, demuestra los

,siguientes teoremas:
\

1. Las diagonales de un rectAngulo Lenen longitudes igUal.es.

(Sugerencia: Coloca los ejes como muestra la figura.)

9

C (a ,b)

B a, 01

El punto me io de la.hipotenusa de un',trlAngulo rectAn-).

gulo es Eista de Pos,vhrtices del,triAngulo.

3. .Tod punto situado en la mediatriz de un segmento de

recta equidi/ta de los'extremos ddl segmento. (Suge-

rencia: Elige los ejes en una posi i6 tal que los

cAjculos algebraicos,sean lo mAs simple posible.)

4. Todo Runto equidistante de:144 extremos de un segmento

derecta estd.en la.mediatriz del segmento.

'41
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ft

5. -Las diagonales de un

paralelogramo se bisecan

la una a la otra. (S4ge-
,

rencia: Elige para los .

utrtices del Pa.y6lelo-'

grama ABCD las coorde

nadas que 'aparecen en el.

4444

t

diagrama. Muestra que

lag dos diagonales tiendn

el mismo punto medio.)

f El segmento de.recta-que une los yuntos,medios de lag
diagopales de un trapecio es paralelo a lasbases y

ae longitud igUal a IA mitad de la diferencia tintre
las longit des ae,las.^baseg.

/

f:En,la sfi.ente figura, R y s son los puntos medios'.
rde ,las diagonales AC y,BD del.trapecio ABCD.

s.

17-8'

111

291
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7. ^Los segmentos de recta

Ade unen los puntos

- 604 -

.Medios de lados opuestos

de un cuadri14ero cual-

quiera se bisecan el uno

al otro. (Los 4 en el

. diagram& vienen sugeridos

,por el`hetfio'de que hay que

*ler los puntoS medios

de los segmentos que uneh

puntos medios.)°

El area del .AABC es

t + b r.- t + c s
2

dOnde A (a,r), B = (b,$)

y C = (c,t), (Sugerenia:

Define tres ,trapecios en

la figura. ) 1

/

9 . Dado que en 'el AXYZ, z X

es agudo y ZR es upa

altura, demuestra que

9Y
2

= XZ
2 +.XY2

- 2XY XR.

Z(b,c)

X(0,0) MO) Mbp)

N44,

1 , Si ABCD es.un cuadrilAtero cualquiera.con diagonales *A

AC y BD, y si M y N sun loe puntos medlos.de
2
estas

2
diagonales, entonces AB + BC + CD

2
+ DA AC + BD

2 2

2
+ 4MN .

'H.', En el PABC, CM es la medians

AB
2
al lado AB:

Demuestra que AC2 + BC 2 . + 2MC
2

2 9 -0
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17-9,

47-9. La .grAfica de una condic on

4 4.

Por una grAfica entendemos implemente una figura en el,

plano, es decir, un conjunto de untos. Por ejemplo,

triAngulos, rayos, rectas y semi lanós son todos grfficas.

Se puede describir una giAfica e unciando la cohdiciOn que

'cumplen todos los puntos de la.gr ica,y ningdmoiro punto.

'A continubciOn damos algunos ejem log, cada uno de los'cuales

muestra una condicidn y una descr eiOn de la grAfica;

aparece taulPién la figura correspo diente.
A

-
CondiciOn GrAfica

1. Lae dos coordenadas del. A 1. El primer cuadran,te.
punto P son positivas.

2. La distancia OP es 2, 2. a circunferencia con

entio en el origen y

'radio igual a 2.
3. OP .< 1 3. E4 interior de una c1rcun-

ferencia con centro en el

orAgen y' radio igual- a 1

4: x 0 4. El eje y

5. = O.- 5. El eje x .

6.x 2: 0, 2 tambi4n O. 6. El rayo(:&, donde

A - (1,0).
7% x = 0, .1 también'yzs. O. .7. El rayo OB, dohde

B = (0,-1).

290
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Las siete gráficds son las siguientet:

4 k

I4

294

4
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5

a

X:

0

7.

1

a

0

6.

41,

A

17-9

tot

En.cada uno de estos casos; debes comprobar cuidadosamente

que,
c

en realidad; la condición correspondienfe en,la

columna de la izquierda des9tbe exactAmente la gráfica.

,Observa que empleamos rayitas cruzadas para indicar mna

rogi6m.

Si una,grAfica se describe mediante cierta condición,

entonces se le llama la grglica de esa condici6n. Por

ejemplo, el primer cuadrante es la gLifica de la condición

x y > 0.; la eiriunarencia en la figura.2 es la gtgfica

d4 la condición OP a 2; el eje y es4.la gráfica de la conL

dieión x a 0; el eje x es la grefica de la.eondicOn y a 0;
y asi sucesivamente.

t

A
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A menudo la condici6n que describe una grAfica se

enunciarA en forma de ecuacidn. Naturalmente, en estos

casos hablaremos de la gráfica de la ecuación dada.,) °

Si'recuerdas el Capftulo 14, prObablemente notarAs que

'aqui hacemos lo mismo que en las secciones 14-1 y 14-2, a

sabeq, particularizando un conjunto mediante una propiedad

'de sus,puntos. El hecho de que aqtAf empleemos la palabra

"grAfica" en lugar de ''conjunto" no tiene importancia;

simplemente se acostumbra emple'ar la palabra."grAfica"

cuando.trabajamos cOn sistemas de coordenadas. ,

Conjupto de problemas .17-9

En cada uno de los siguientes ejercicios, haz Jun esquema

y descrite la grAfica de la condici6n dadai
,

1. a. x =.5

b IxI= 5
2. a. y> 3

A
b. lyl < 3

3. p x 2

4. -1 x 5

5. -2IL y < 2

6. x < 0 1también y 0

-7. x > 3 también. y <-1

8. a. x es un entero positivo.

b. y 'es 4.in entero positivo.

Ambos x, y son enteros.positivos.

9. x > 0, y > 0, y además y > x.

10. 1 < x < 3 también 1 < y.< 5:

*11. Ixl.< 4 ,y también lyl < 4.

*12. Ixt < 4 también 1311 =

*O. 31',

*14. ,x1

**15. x,

1
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17-10. La representaci6n de-;una recta Medlante una ecuación

Mostraremos 4ut cualqjer recta. es la gráfica de un

de ecuación'simple. lEmilezamos considerando la condi-

f4acteriza la recta.

Gonside a a recta no veical L, con pendiente,.m:

Sea, P un ,con coordenadas (x ,y
1
).

f.

nSnponte que Q 'es otro'punto.de L, con cogrdenadas

Como PQ esiii en L., la pendiente de:Pg.tfene que,

ser m, y las coordenadas de Q tienen que satisfacer a la

cotptción

Y
1

= m.

1.

Ob erva que kas cpoñads del,punto P no satisfacen a
-

sta ecuaci6n, porque cndo x.= xi y = yi,.el'miembro

_0
de la izquierda de la ecuacf6n resulta simsentido, 0, que
no es igual a m (ni a nada). Si multLplicamos ambos

miembros de esta ecuación por x - x , donde X O'x
1

4 1
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,r.

4

ob nemos y - y m(x - x ).
1 *1

Todo ptnto°de ia recta distinto de P también satisfade a

esta ecuación, 'como le acontece al mismo punto P; porque

cuapdo x = x y = y
1,

la ecuación toma la forma 0.= 0,:-.10J
cusl constituye uR entnciado cierto.

Esto lo resumimos en el siguiente teorema:

Teorema 17-6.. Sea L una recla no vertical con pen-
al

diente m, y sea. P un puntp de L, con coordenadas

(x ,y ). .Todo punto Q = (x,y) de L sati'sface a la ecuación,
1 1

Y Y
1.
= m(x x

1
).

. Tal lez de primera j.ntención.creas que hemos demostrado

que la necta L es la grgfica de la ecuación

y - y
1
= m(x - x

1
). Pero para saber que esto es cierto

necesitamos saber que (compara ton la 'sección 14-1):a.
(1) Todo punto de L 'satisface a la tcuación;

(2) Todo putfo que satisface a la ecuación está en L.

Solamente hemos demostrado la paete (1), de manera que nos

falta demostrar la parte (2). Lo haremos-indirectamente,

probando que si un punto ho estg en L entonces no

satisface a la ecuaci6n.

- Supongamos gue Q =.(x,y) no estg en L. *Entonce's

'existeedn .punto que está en L, con y' 0 y, as:

4
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Por el teorema 17-1,

de dpnde obtenemos

- 611 -

31' Y

y'-= y +,m(x)- x
1

Toda vez 'clue
. .y' "0 y, eslo signilica que

y .0' + m(x - x1):
,

Luego, , y - yl 0 m(x x1)..

17-10

Por lotanto, s6lo los punto-s de la recta satisfacen a la

ecuadión:

Asf hemos demostrado un teorema Muy importante;

-Teorema 17-7. La grAfLca de-la ecuacL6n

y.- y = m(x - x )
1

. 1

es la recta que pasa por el punio (x
1
,y

1
y tiene pendiente

igual a m. ,

. .

La ecuaci6n dada en el teorema 17-7 se llama la form'a'de
, .

puntq / pendiente de la ecuaci6n de una recta. Examinemos

un ejemplo. t e.
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Terymos dquf una recta:que pasa por los puntos P = (1,2)

Q I'(4,6). La Pendiente es,

*4

.6 - 2 4=
m 4 - 1 3

Utilizanda -P = (1,2) como el punto fijo, pbtenemos 14

-ecuacidh

(r)

4(Aquf yj ='2, xl.= 1, y in = 5.) 'Escrito en unalormaT

equiyalente, esto rbsulta ser

(2) 3y -'6 = 4x - 4, (LC6mo?)

o también (3) 4x 3y = 72.

Sin embargo, observa que la'ecuación (3) es a simple vista

más sencilla, si solo nos interesara el aspecto de.ella,

pero la ecuacidn (1) es inkis fácirde interpretar geométrica-

mente.. El teorema 1777 mos dice qUe la gaflca de la

ecuacidn .0.) es la recta que' pasa por el punto g =,(1 2) y
4tiene pendiente igual a-
3

El estydiante puede fácilmente verificar que si en lugar

de P se utiliza Q como el punto fijo, se obtendrá la

mistrecuacidn o'una equivalente:

Dada una eouacidn en la forma de punto y pendiente, es
' e

f4til ver que se trata de una,recta% Por ejem016,, supon-

gatos que se nos da là ecuacp5n y - 2 = 3(x - 4).

La recta contiene el puntv44,2) y tiene pendiente 3
Para dibujar una rec a en pdpel cuadriculado, sblo tenemos

owe conocer las cobr
\entonces

es-decir,

,Por.cons

enadae de otropunto mils. Si x = 0,

y - 2 =-12-,

-10.
e

uiente, el punto 0,-14 estA en la recta,'y

.r
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logicamente, esto era todo lo clue necesinbathos. 'Para'

,mayor seguridad, conviene'conobar7las cOordenadas de
0algdn punto ms. 'Este punto puede elegirse en cualquier

porci6n de la recta, pero pars qu*Sirva como una buena
coMprobación no deberá estar muy cerca-de'los otros dos
puntos. Si.tomamos x 2,:obtlnemos

y- .., -4.

Como podemos'apreciar en la figura,.el punto (2,-4) estA en
la recta.

r

AY principio de esta seccidn, prometimos demostrarte
que cualquier recta es la gráfica de una eCuación de tipo
Simple. Lo hemos probado parircualquiei. fecta no vertkcal,

.

pero nos falta considerq el Caso-.deuna recta vertical.

Supongamos que una recta vertical corta al eje x errel

.punto de"coordenadas (a,01, coma' en la figura.
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(a ,o)

ct

a. x

Como la recta vertical es perpendicular tl eje x, todo

I punto de la recta tiene u coordenada x'-igual a la.

Ms adn, todo punto que no esté en la recta tendrá su
A .

coordenada..x distinta de a. Por lo tanto, la condicini

.que particulariza la recta-vercal es x = a,.qUe cierta-

mente es um tipo muy simple de ecuación.

Conjunto de--24ob1emas 17=10

En cada uno de los siguientes problemas,.se nos dan las

coordenadas de un punto P y el valor de la,pendiente m.

Escribe 1A forma de,punto y pendiente de la ecuacien.de la

recta correspondiente y cohstruye la grAfica. Verifica tu

.trabajo comprobando las coordenadaa,de por lo idenos punto

utilice parp dibujar la recta. Mientras las
0

.figuras no resuften Iuy apinadas, puedes dibujar varias de

eAtot gráficas en el mismo,sistema de ejes.

,

1.,

2.

P

P = (1,-1),,

m 4%

m = -1.

4.

r

A

4
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3.

4.

5.

P =

P

P =

.1
(0,5), m -

5
( -1 , -4) , m .=

(3,-2), m = O.
4

Transformando la ecuación dada en la forma de puntoor
r-
pendipnte en los casos en que sea necesdrio, demuestra

que la gráfiCa de cada una de las siguientes ecuaciones es

uda-recta. Después dibuja la grgfica y cO4rudba1a, como

en los'problemas anteriore's.

6. y'- 1 2(x 7 4)

J. yLT__2x - 7 k

8. 2x - y - 7 = 0
1

9. y + 5 = -5-(x + 3)

10. x -,3y = 12
*.

11. y = x

y 2x

y,= 2x - 6

14. y = 2x + 5

15. x =

16. x = 0
9

17; y

18. Con respecto a un sistema de coordenadas triamensionales,

describe-uerbalmente el conjunto c.W:puntos regresentado

por cada una.de 1as siguientes ecuaciones: Pot ejemplo,

y = 0 es la ecuacidn del piano xz, es decir, el piano -'

determinado por el eje x el eje z. (Refiérete al-

prpblem4 12 del Conjunto de problemas 17-3.)..
4' 1'.

4

c. x = 1

d: y = 2

" kir'`Nti

3
$
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17.41. Diversad formas de 124 ecuaci6n de una necta

Ya("conocemos la manera de escribir la ecuaci6n de una
recta no vertical, si cQnocemos la pendiente '. m y las

.....).

cpordenadas (x1,y1) de un'punto de la recta. En este caso.,

.sabemos 'hue la recta e la grAfica de la eeuaci6n en la

'forma depunto y pend ente, es decir
r

Y1 rn(x.- "
Definici6n: El punto'donde la recta coita al eje y

i se 11.4Ma la inCersetci6n con y. Sieste punto .y43 (0,b), .

entonces la ecuaci6n en la forma de punto y pendiente er

y b m(x- 0),

Q. sesta y mx + b.
-

Esta se:llama la forma de ordenada en'el origv y pendiente..

El ndmero b se llama la ordenadh,en el od. i de la recta.

De esta manera obtenemos el teorema sigule4

Teorema 17-6. La gráfica de la ecuaciOn)

YSiff mx +'b

es la recta"con vbndiehte m y ordenada,en el ori en igual
,

Si se nos da und ecuacial en esta. 'forma: entonces

dibujar la gráfica. Todo lo que tenemos 'que hacer es,

dar a x cualquier valor distinto de cero, y hallar el valor

correspondiente de y. De esta manerd, tenemodtlas coorde-

nadas de dos Runtos de la tcecta y podemos Xrazarla. Por

ejeuplo,supongamo.s que se nos da

y 3x -.4.,

EvidenteMente, el punto (0,-4) est4 en la grAfica. Asig-

.
nando a x- el valoi 2, obtenemos

6 4 .6 2.

0

.
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Por tanto, (2,2) est,A. en 1,a Tecta y 4ta aparecerA asi:
. ;

- 617 -

't\

a

.
Como-comprobaci6n, encontramos que para .x ... 1,

y... 3 - 4

como podemos apreciar,,e1 punto (1, -1) estA en ia

grAfica.

.0bserva qup una vez que.tenemos el .teorema

pOdemos demostrar.que ctertas ecuaciones representan rectas,

ponlendo ecuaciones enla forma de pendiente y ordenada-

en el origen. Por ejemV1o, supongamos que se nos da

,(1) 3x 4- 2y 4- 4 O.

Algebraicamente, esto es equivalente a la ecuación

I

o a la ecuación (2)

2y - -3x

Y

4,

2.

I

7
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,

Siendo equivalerites,.las ecuacione (1) y (2) tienen la

misma. grAfica. La grAfica de (2) es una recta, a saber,

la iecta con pendiente .m -2 y ordenada 'en el origen
. 2

b -2. La grAfica de (I) es 1a misma recta. '

z

1.7-12. La forma seneral de la ecuaci6n de una recta. .

l'h
Besde luego, el teorema 17-8 se. .aplica s6lo en ts

casos de rectas no verticales, porque éstas son las- ue
tienen pendl,,ente. Algebraicamente, las rectas verti les

son.objetcis muy.simples, porquee son las gráficas de

ecuaciones sencillas de la forma ,

4

pueg,7tenemOs dos clases de ecu4iones

(y 7 Mx +I) 2. Xi.. a) para rTctas no--yerticalesyverti-
,

dales;'respectivamente. Podemos' resumir rodo esto inclu-

yendo fos dos'casos de 10 Sigul.ente manera:
.

.
Definici6h: por una ecuaci6n X

4
e enten-

demos una ecuación 4
de4a forma

Ax + By + C = 0)

donde A z B no son ambas iguales.a cero. . .

-

Losmlos'teoremas sivientes describen la relación clue'
.hay entre la gteometria y el241gebra en lo referente a las

rectas: .

Teotema roda recta en el plano es la gráfica de

una ecuati6n lineal en x e y.

Teorema 17-10. ,La rAfica de una ecuaci6n lineal en

x e y es siempte una redta.

' Con lo que obemosdhasta aquf, ea fAcil demostrar estos

dos teoremas.

#.

e

3
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roPf
Dembstraci6noWel teorema 17-9; Sea L una recta del

, piano:. Si L e8 vertical 4ntonces es la.gráfica de
una ecuación

x =.a,

x - a = 04,

Esta tiene La forma Ax + By + C = 0, donde A = 1, B =
C =.-a. )Los cbeficientes, A y B no son ambos.iguaLes a

cero, porque A =.1, y por tanto, la ecuación es lineal.

Si 1 no es vertical, entonces L 'tiene una pendiente

m y corta al eje y en algdn punto (0,h). Por consiguiente,

L es la grAfica de la ecuación

y = mx'+ b,

mx - y + b = 0,

l'ambién tiene ésta la-forma Ax + By + C, = 0, donde.A = m,

B = -1, C = b. Los coefiCientes A y B "110 son athbos

ce19, porcine B.= -1.: En consecuencia, la ecuoción'es

Lineal. (Observ4 que puede ocurrir muy hien que m sea 0,

lo cual acontece para todas las rectas horionta1es. Observa

tambi4n, 'que.la.ecuaci6n no es Unica, es decir,

2Ax.+ 2By + 2C 0 tiene-la misma gr4Tica. que Ax + By + C 0)
Demostración del teorema 17,10: Se.nos da ecuaci6n

Ax 4- By tC O'con 41 menos unode los dos coekicientes,

A,,B, distinto de.cero.

Caso 1. Si B = 0, entonces-la ecuación tiene lajormft

Ax =-C.

Como B.= 0, sabemos que A A 0, Por lo tanto, podemos

dividir por A, para obtener

La gráfica de esta.ecuaci6n es una recta vertical.
.1
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Caso'2. .Supongamos,que B 0 0. Entonces podemoti dividir

por B pare obtener Ax + y + .C. ... 0,
B B

o, es decir, y II: IC ° C
.

I)

B B 0.

La grAfica de esta ecuaci6n es.una recta, aiSaber, re recta

con pendiente m .., - y_ordenada .en el origen b .. - t .

A

. .

.

?sea ester seguro de que entiendes lo que hemos demos-

trado en los.teoremas 17-9 y 17-10, debes prestar..especial,

atención a algo que no se ha demostrado No hemos demostrado

que si A gráfica de una ecuación dada cs unaLrecta enion-r
\

.

ces la ecuaciOn es lineal. En efecto, esta afirmaciOn no

:es cierta. Por eiemplo, cOnsidera la ecuación

' 2
x 0.

Ahora bien, el dnico ndmero cuyo cuadrado es cero-es 1 cero'

mismo. Por lo tanto, la ecuAción x2 ==,0 dice lo mism

que ia ecuación x. 0,' BOK consiguiedte, la grAfica de la

ecuación x
2

0 es el eje y, que desde luego, es una rectA.
1

cAnAlog.amente, la grAfica.de la ecuacifin

'

y
17

.es e1 eje x.

mismo sucede en..los,casos.en *clue no ea tan fAcil

darse,cuenta de la situacidln.Por ejemplo, considera la

.ecuaCión
2 2x + y . .= 2xy.

, \
'Esto puede escribirse pn la forma

(,

v
,

y
2

-2x5,
: 2

0,

, o,.es decir,

x

tx

!-t..,
% La ''grilf1,64 aa la misma que la la e6uao,i6n

,
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J

La gráfita es una recta.
6

Observa qtele demostración del teorema 17-10 nos da un

17-1

procedimiento práctico para obtener, de la ecuación general,

'información acerca de la recta. Si B*= 6, entonces tenemos

La rectalvertical dada ppr la ecuación

V
x .

A
Si B 0, despejamos y, bbteniendo

y -

A....4kride la pendiehte es m =

y.la ordenada en el origen,es

Cb -
B

Con unto de rob emas 17-12

Dibuja la gráfica de cads una de las siguientes ecUa
tiones.:

7

2. -17 - 2x + = 0

3, x 4 =

4. y A- 4 = 0

D scribe con palabras,largráfica de cada una de las
iguientes ecuaciones:

5. 0.4 X + y 0

0 x + 0 2

x2 y2

8. x2 = -1

A

1 1

30;)
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Dibuja, la gráfica de cada una de las siguientes Fondi-
.

ciones1
...

19 3 + 4y = 0 y también x sq)
iLsk

-10. 5x 2y 6. y también 5 "_), ...s. 16

11. (x + y)2 = 0
r

(y 1)
54

= 0

En .c.fideuno de los siguientes ejercicios, det&rmina,la '

ecuaci6n.4neal (Ax I By +: C = 0) de la recta dada..

En t.l..ontestacidn'indica los valores de-A, B y C.

13. La recta que pasa por (1,2) con pendiente.3.

14. La rectl que'pasa por (1,0) y por (0,1).

15. La reicta con penaignte 2 y ordenada en el origen -4).

L6.. El eje x.

.17. El eje y:
.

recti-hOrizontarqdg pasa p-Or

19, La'rectA'vertical que pasa Oor,(-5,73):
9-

20. La recta que pasa por el origen de coordtnadas y el

punto mgd del seplento de recta con extremos (3,27 y

IntersectiOn de-rectas,.
le.

. Supougamos que nos dan las.sctaciones de dos tectag, as

L
1

: 2x + y = 4
.

L
2'
- x - y = -1

.

,Estas rectas no son paralelas,*.porque la pendipnte dd la
,

primera es m
1
= -2 y la 0 la segunda es m

2
= 1. Poi lo

...
.

.tanto, estas rectas se intetsec n .en algdn punto P = (x;y).

El par de ndmeros ( ry) debe s isfacer a ambas ecuationes.l

)
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Por consiguiente,.el problema.geothétrico de Willer el punto P

es equivalente al 9roblema algebraioo-de,resolver un sistema
r -L

de dcA,ecuaciones linales con dos variablesi: .

- Es facil resolver el sistema. Stmandoias dos ecua-
ciones, obteaemos. 3x = 3, /

o, es decir, = 1.

Sustituyendo x por 1 en la segunda epuación, tenemos

Y mnA Los valorps x = 1, y =.2 tambiég sat sficen a la

primers ecuaci6n. zSerg esto,cierto?

Por lo tanto, P = (1,2). La .gráfica,nos dice que
eSto parece plausible.

Este método siempre nos da la r'espuesta a nuestro
problems cuandO este tiene Una respueSta, esto es,,cuandO

las gráficas'de las dos ecuacidnes se intereecan. Si las
4

.rectas son paralelas, "entonces el sistems de ecuaciones
correspondiente's serg incodsisterixe, es Aeoir, la soluci6n

del stseema sena ei conjunto vac1o. 'Ato.resultare evi-
,

dente cuando tratemos de resotiver el kstema.

31
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Conjunto de prdblemas 17-13

1. Determina la solucikn cotmin a cada uno, de los siguientei

pares de ecuacidnes y dihuia sus &Micas:

a. y = 2x x + y = 7

b. y = 2x ,y y - 2x = 3

0. x+ y = 3 x 2y = - 2x

2. a. LCuAle8 de los pare,s de ecuaciones qUe aparecen

a continuación tendrAn grAficas constituidas por

3.

r
rectas paralelas?

por rectas que

coinciden?

c. LY por rectas que

Las ecuaciones en

(1) y = 3x + 1

(2) y = +

(3) ,2y = 6x + 2

(4) y 3x = 2 ,

se inter.kecan, pero que no

coinciden?

cuesti6n soft:

Supongamos que la.unidad en nuestro sistema de coorde-

nadas es 1 milla. eufintas millas del origen .bstA
1el 'Runto en que la recta. y =

1000x
4 cbrt'hal eje x?

4. Halla la intersecci6n de

las grAficas de cada uno

de los siguientes pares

de

a,

b.

C.

d.

cOndiciones:

y = 2x I y = 4

y 2x 4

y < 2x j y >. 4

I,Qué par de condi-

ciones determinarAn

er interior del Angulo

que muestra la figura?

tl
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5. a. Dibuja 1a intersección de las grgficA de las-tres

condicionesi y > 3,' y <4, 4x <2.

b. Escribe las tres,con-
y.

dicionespNe deter-.
. .

minarfan el interior

del triAngulo 4i1111-.

jado.

(0,3)

(3,0)

Determina la bcuación de la mediatriz del sqgmento de

recta'con.extremos (3,4) y.(5;8).

7.) Determina'las ecuaciones

de las mediatrices de

lo lados'del

.A(3,4)(5,8).(-1,10), y C(-1,10)

demuestra que dtchas B(5,8)

* Wrectas se intersecan en

un punto.' 4(3,4)

*g, En un andguo documentó se hsp.aron.las siguiente4

04.

instruccioRes`: "Empieza en intersecci6n del

Camino del Rey y el Camino de 1a Reina. Sigue hacfa

17-13

el norte'por el Camino del Rey, primero busca un grbol 7

'de.pino y luego un arce. Regresa a'la intersecO6n.

Hacia el oeste, en el Camino de la Reina,.hay un 6,1mo

'y hacia el este en e'se caMino hay Un abeto. El punto

en el cual la recta determinada por el ohm:, y el.pino

interseca a la recta determingda por el arce y el

abeto es uno de dos punto4 mggicos. El otro.p to

mggico esti en la intersecci6n de la -recta-dete inada

por el abe

1

o y el pino y la recta determinada por el'

olmo y el rICe El tesaro está enterrado donde la.

fr

3/,3,
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*9

s_t

recta que une los dos"puntos mggi'cos interseca al Caminok

dela Reina."..1Una patralla de bdsqueda encontr6 el olmo'a 4 millas

de la intersecci6n, el abeto a 2 millas de ella, y el

pino a. 3 millas de la misma, pero no encontr4trazas

del arce.. No obstante; mediante las instrUcciones

logró hallar el tesoro.. 1C6mo fue estp posible?

Uno de los miembros. de la patrullh,coment6 acercav

de lo afortunados que habfan sido por-haber encontrado

el pino;,. Eljefe de la patrulla sonrsi6 y diio:
.

."TampOco necesit4bamos el pine. Muestra que est" aba

en lq,cierto.

Una de las alturas delAABC, donde A =

B =(7,0), C = (0,8) es el eje y. iyor qué? Utili

zando Eds métodos de las coordenadas, demuestra que lag

alturas desde A 31.- B se encuentran en ese eje. (Suge-

rencia: Halla las intersecciones de esas alturas con el

eje.y'.)

Flaz lb .filistho con los tri,Agulos cuyos yértices son

(af0, _

4I
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*10. El ceRtroide o baricentro de un triAngulo se define

como la intersección de-las tres medianas. Demuestra
que las coordenadas delfcentrotde son siniplemente lee
emedfas-aritMéticas de las coordenadas'de loS vertices:

*11. Determina la distancia del punto (1,2) a la recta .

x + 3y + 1 0.

*12. Determina la distancia del punto (a,b) a la recta

*

*13. En el caso gnera1fe1 triAngulo del problema 9, sea

H.61 punto en que se encuentran las alturas, M 61

,* punto en que se encuentrqn las medifinas y D el punto

en que se,encuentran,las mediatrices de loS\lados.

0tilizando los pui1emas'9 y 10, demuestra que estos
'treo; pun,tos estAn alineadeley que.M'diVide a DH en

razOnsde dos'it uno (refiérete al problema 8 del Con-
.junto de problemas 17-7),,

.11-14. Cirgunferencias

Considera la circunferencila con centro en el origen
4

.31
t)

,radio r.

0
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Esta figura viene deftnida por'la condición

' \, o

OP r.

Algebraicamente, mediante la prMula de la istancie, estb

nos diceAUe

o, es decir,

2 2
+ (y 4 0) mg T,

, 2 2
x + y.

&-n otras alabras, si P(x,y) es un punto de aftircunfe-, 0

rencia,,en onces x2 + y2
r2. Adn tenemo que demostrgr

que si x
2 + y2

r , entoncesj(x,y) es un purqo de la2

.circunferencia.
s.
Hacemos'esto invikreiendo'el proceso

algebraico:

Si 2 2+ y2 r

entonces. V'(x 0)
2

(Y 0)
2

m° r$

puesto que 'r lp un ndmero positivo., tIta ecyacidn hOs

dice que OP x fr,.y,,por lo tanto, P eb un puny de la
,

circunferencia. , ,
,

.

..

.

.
.

Con'sidera, de .manera as gxneral, la circunferencia con

centro en el punto Q (a,b) y radio r.

4

4r

X



ryf

62,9,

Esta viene definida por la condfcidn QP r,

es decif7" .

.

-"(x - a)2, + (y b)2 r)

r2.

't

17-14

Tambi6n en\ te caso se puède invertir el proceso.y, por lo

tanto, podemos decir que

(x - a)
2
+ (y - b) 2

r
2

'es la ecuación de la circunferencia.

Esta es la forma can6nica de la ecuaci6n una circun-

ferencia c6n centro en (a,b) y radio r. ara f4tdras,refe-
.

rencias, enunciemos este resultado como un teorema.

Teorema 17-11. La grAfica de la ecuacidn

A (x'- a)2 + (y - b)2 r2

es.unabcircunferdhcia con centro en (i,b) y;radio r.

Si se da la ecuacidn en esta fo ma, podemos leer Lame-

4

diatamente el radio y las cocrdi.aias del centro. Por

ejemplo, supongamo4 que se not da la ecuacidn'
10

(x - 2)
2
+ (y + 3)

2
4.

El centro es dl punto (2r3); el radio es 2, y la grAfica

de la circunferencia es como sigue:

AP.
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Hasta ahora, esto es muy fOcil. Pera, supongailos que

la forma candnica de la ecuaciOn.cae'en manos de alguien

que gusta d;1 usimplificar" formulas algebraicas. Esta
s

persona hubiera "simplificado" la ecuacidri asf:'

x
2

- 4x + 4 + y 2 + 6y +-9 4, A
e

o sea,( x
2 + y2 - 4x +.6y + 9 7'0. .

'En esta forma final no.es 16cil ver cudl es la gráfica en
.1

cuestiOn. Algunas veces'encontraremos ecuacionelLdadas en

esa forma. Por lo tanto, necesitamos-saber c6mo r

"desimplificarutallas formas de manera que obtengamos de

nuevo 14rma candnica

(x - a) + (y 1)) r
22

El procedimiento es el siguiente: 'Primero agrupamds los

térmihos en x, luego los términos en y. A1em4s ascribimos,

'la ecuaciOn con el término constante en el miembro de la

derecha, asf:

x
2

- 4x + y2 6y -9.
'

De esta manera, vemos qué constante habrfa que sumar a los

dos primeros términos para asf completar un cuadrada per-

fecto. Recuerda que para hailer esta.constante deberás

cuadrdr la mitad del coeficiente de En este caso,
, ,

obtenemA 4. El mismo procedimiento aplicado al tercer

y cuarto términos, muestra que tendrfamos que..sumar 9 para

obtener un cuadrado perfecto. Asf, pues, sumaremos un t

de 13 unidades al miembro de la toquierdif de la ecuaci6n.

Por conoigulente, tenemos que aumar 13 linidades al miembro

d% la derecha. Entonces la ecuaciOn toma la forma equiva-

.lente
x 4x

ecr,o, es di (X

,

4 +

2)

2
+ 6Y + 9:

+ (y + 3)

-9

4,

+ 13,

que tenfamos originalmente.
(r.
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Si Multiplicamosy simplificamos,en la fo can6nica,

obtenemos a
x2 4. -y2 2ax 2by + a2 +-b2 = 0.

V

Eata ecuación tiene la forma' -

2
x .+ y2 + Ax + By + C m

, Asi, pues, tenemos el teorema:

17-14

e

Teorema 17-12. Toda circunferencia es la grAfita de

una ecUación dela forma

x2 + y2 + Ax + By +/C. = 0.

Pal
A \

vez parezca razonable suponer,que lo inverso es

tambi4n cierto.. Es decir, podriamos Pensar que la grAfica

de toda ecuaci6n de la forma que hetilos estado conside-

rando es.una circunferencia. Pero de.ningdn modo es esto

cierto. Por ejemplo, consfdera la ecuaci6n

2 '
x
2

Y 7 Q. .

Aqui A, B y C son todos cero. Si x e y satisfacen a

esta ecuaci6n, entonces: x e y son ambos cero. Es deciti

la grlifica de la ecuación es un solo punto, a saber,-0.

origen%

Ahora, considera la ecuaci6n

Aqui A=B=0 y e= 1. Esta ecuación no se cumple para

las ,coordenaday de ninsdn punto,\(Como x2A 0, y2-. 0,

1y. 1 '5-, 0, se deduce que
2

y
2
+ 1 > 0 Para todd par de

ndmeros reales, k, y.)' Para esta ecuacidn, la gráfica

nu contiene'punto Ilguno, y, por lo tunto, es el conjunto

yvacio.

En realtdad, las dniCas osibilidades que hay'son la

circunferencia, como esperar amos corrientemente, y además
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las dos posibilidadqs inesperadas que acabamqs'de seftalar..

Teorema 17.:13. Dada la ecuaciOn
O

x
2
+ yit Ax +,By + C

14 grAftca deestAcuación es,t1).una circunferencia

(2) un punto, o (3) el conjunto vacio.

Demostroci6n: Completemos el quadrado en los tdriminos

en x, y el cuadrado en los t6rminos en y, como acabamos de

'hacer en el casd,partiCular que tratamos anleriormente.

Esto nos da ,

2 2 i
+ Ax + e'+ ,C + -4-- + B

4 . 4-

o, es decir,
1)2 2%2 Ar+ B2 - 4C
2

J. 2/
4

,

Si laifracci ón de la derecha es positiva, igual.a

r2 con r 0, entonces ra'gráfica es una circunfrencia

con centro en (- Al - TE) y radio r. Si la fracción .de la
2 2

deresha'es igual a cero, entonces la grAfica es el punto

A B
dnico (-

'
- ). Si la fracci6n de la derecha es nega-

2 2

tiva, entonces,la ecuación nunca se cumple y la grIfica no

contiene punto alguno.
.

Coniunto de problemas 17-14

1. 10 circunferenoia repre- 4

sentada tiene 5 unidades

de radio. Determine ei

valor de:

14,
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.

2, a. Qu6 gráficas de las aigulentes ocho ecuaciones

.son'circunferencias?

b. ,.09u4 circuhferencias tienen sus cqntro's en e
,origen?

c. LCules tienen sus centros en un eje, pero no en'

(1)

(2)

(3)

(4)

el origen?

x
2
+ (y

x2

x2 y2
t

1 - x2 ..y2

2 9 (5)

(6)

(7)

(8)

4

: (x - 2)2

(x - 2)2

3x2 y2

x2.+ y2 =

-

+

(Y 9)2

(Y 3)2
11

= 16

= r6

1"

3. Determina el centro y el.radio de cada una de las

siguientes circunferencias:

a. x2 + y2 = 32 f. (x - 4)2 1- (y - 3)2 = 36
2 .b. x2 + y = 100 g. (x + 1)2 + (y I- 5)2 = 49

c. (x. - 1)2 + y2 = 16 *12h. )C24. 2x + 1 + y =.25
d. x2 + y2 = 7 1. x2- - 2x + y2 = 211

,
e. y2 4 _.x2 ,)

j . x2 + 6x + y` - 4y = 12'
,

17-14

4. 2Uha circunferencia tiene la ecuación: x
2

- 10x + y 0.
a. Demuestra algebraicamente que low puntos (0,0),

(1,3).y (2,4) estAn todos en la circunferencia.

b. Determina el centro y di radio de la circunferencia.

e. Demuestra que si se une el punto (1,3) con los
A

extremos del diAme-L.o en el ejd x, se forma un

dngulo recto con vêrtice en (1,3).,

v

,



"
Determinajos. puntys *n'lqs'que la circunferentia

2 - .;

(Cocc-. .3)
.

25 initerseea # Los ejes:x, y.

.Considrando.porciones:del eje,X dei ejey eomo

:cuerdas de_la 4rcunfereneia de la parte

demuestia.ique. (cow, desde ealierarIas..por
. .

teorema 13'714) los ixoduetos de laslongitudes

de las partes.en las euales cada cuerda.divide a

J.

la'otra, son iguale's

Dlbuja las cuatto.circunfereneias obtenidas al consi-
.

derar las Aiversaa,e0mbinaeiones designos posiblea

en la expresión.
2'2 ' .

(x +.1) + (y + 1) -.1. if
.

Entonces escribela ecuación de 1z1. direUnferencia
. .

tangente a las xuatro circunferencias y que las .contiene

a la vez. jiabrá otra circunferencia.tangente 'las

cuatro? 'CuAl es su radio?
.

7. Dibuja las cdatro, circunf encias e vienen dadas por

"2 2 . 2, 2
x + y = +10x, x + y .+10y

y escribe ha ecuación de una circunferencia tangente

a tedas ellas.

8. Se da,la circunferencia x
2 + y2 = 16 y

K(-7 ,0) .

el punto

a. Determine la ecuación (en4la forma de punto y

(pendiente) de la recta Lm con pendiente. m y

que pasa opor el punto K;

b. Determina los puntos (o el punto) de interseccidn

de L
m

y ia circunferencia.

c. Oara qué valores, de m ha4psolamente un.pulto

de interseccidn? Interpreta este resultado,

geomdtricamente,
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9. Determina la'ecuación de.una circunferencia tangente

externamente a.la circunferencia
2

. x
2

Y. 1,0x + 30

y tangenteitambién al eje x, y al eje. y.

Pvoblemas repaso
(".

1. lCuAles son las coordenadas de la proyección sobre el

eje x del punto '(3,2)?

. Tres de los vertices de un rectángulo son OA),
y (3,5). lCuA1 es el cuarto vértice?

3. Un triAngulo isósceles tiene como vertices los puntos
(0,0), (4a,Q) y (2a,.2b). LCuAl es l pendiente de la4
mediana desdeel origen? de la mediana desde
(2a, 2b)3

. 4. En el problema 3, Lcuál es la pendiente de la altura
V . .

que contiene al origen? t..
.,

5. lCuAl es la longitud de cada una de las medianas del
triAngulo del.problema 3?

4
.6. lCuAl es la pendiente de unarecta que es paralela a la

recta que pasa por el origen\de coordenadas y por
.

7. Los vertices deur; cuada\lAtero son (0,0), (5,5),

(7,1), y (1,7). lCuAles son larlongitudes de sus
diagonales?

8 LCuAles so las coordenadas de los puneos medios de los
segmentos lie recta guy unen los pares de punt s dados

en el probJema 7?
. Los vertices de un cuadrado estAn mareados s cesiva-

.

mente aon P, Q, R y S. T es el punto medio de QR y U
es el punto medio de RS. PT interseca a QU en .el punto
V.

1,

32a

I.
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IMON

a. Demuestfca que PT.a'QU.

b. DemuestaqueP I QU.

*c. s.Demuestra que VS = PQ.

(Sugerencia: Sea P = (0,0) y Q m (2a,0).)

10. Utilize la geometria de las coordenadas pars idemostrar

el siguiente teotema: La mediana de un trapecio biseca

a una diagona,l.

11. lCu4Les la ecuaci6n cunt gráfica es el eje y? .

Un rombo ABCD tiene su vértice A .en el origen y s

lado AB en la porci6n positive del eje x. m LA = 45,

AB = 6 y,C este en el primer cuadrante. lCuel es la
4-1

ecuaci6n de AB?; ly de BC?;.0 de CD?

13. Lae coordenadas de los vertices de .un trapecio son,

. sucesivamente, (0,0), (a,0), (b,c) y (d,c). Hanalei/

erea*del trapecio en funciónide estas coordenadas.

14. LEn qugepunto son perppndiculares la une a le otra,
1

las gráficas de yo= e y = /-.2x + 5?

15. Nombra el conjunto de puntos tal que la suma de los

cuadrados de las distancias de cada uno deellos

410, a los dos ejes sea igual a 4.

16. Escribe la ecuaci6n de la circunferencia que tiene:

a. 7 unidades de radio y centro en el origen.

b. k unidades de radio y centro en el origen.

c. 3 unidides de radio y centro en (1,,2).

*17. Demutstra que la recta x + y = 2 es tangente a la

circunferencia x2 + y
2
= 2: . 4

4 .

32q

4 /
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Eb-ERCICIOS DE REPASO

En los ejercicio siguientes, escribe (1) si el enundiado
es,cierto y (0) /si es falso. PrOcura ester seguro de que pupil-

'dea explicar 'por qué marcas un enunciado como falso.

' 1. Si Una recta que pasa por el centro de una circunferencia

es perpendicular a una cuerda de esa circunferencia, enton,

ces biseca a la cuerda.

4-42. Si AB es un radio de una circunferencia y CB es iangente a
la circunferencia, entonces AB 1 CB.

3. Uha recta que biseca a °dos cuerdas de una circunferencia es

, perpendieular a ellas.
!

.

I4. La igiersección de los interiores de dos circunferencias
,

puede ser el interior de una circunferencia.

It

5. 'Todo punto en el interior de u circunferencia ea el punto

medic) de una)sola cuerda de la circunferencia:

6. Mrentras más largo sea un arco, más large sera la cuerda

/ correspondiente.

7/. Si una recta interseca a una circunferencia, la intersección.

/ consiste en dos puntos. /

8. Ssi un piano y una superficie esférica se fntersecan, y sr

adembs la interseccOn no es una circunferencia, entonces

es .un punto.

9. Si un plano es tangente a una superficie esférica, una recta
A .

perpendicular al,plano en el punto de tangencia contiene al

centro de la superficie esfOric:T'.

10. En una circunferencia dada% m XY.+ m YZ m

11. Un ángulo inscrito de 90' siempre interceptará prn arco de

45'.
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.

12. Dos Angulos que interceptan el miSmo arta, son congruentes.

13% Cuerdas congiuentes dibuladas, en tada'una de dos.circun-

ferencias concentricas subtienden areos copgruentes.

14. Si lin triAngillo inseq.ko en una circunferencia no tiede.
, .

ninglan lado que in.terseque a un diAmetro 'dado, entonces,..

el triAngulo Contiette un Angul

1

obtuso.,
,.

15.. Si dos euerdas de una circunfe enéia se intersecan, la

,razón de loS segmentos de una'de las cuerdas es igual a

la irazOn de los segmentos-de la otra.

16. Si AB es tangente.a una circunferencia en el punto B, y si

AC interseca a la-circunferencia en C y D, entonces

(AB)2.= AC AD.

17: En-un piano, el conjunto 'de los puntos equidistantes de los

extremos de un.segmento de recta.es'ia'mediatriz del seg.-

mento.

0. El conjunto de los puntos que estAn a una pulgada de una,

recta dada es una recta paralela a7la rectil dada..

19. Cualsuidi punto en\e'l interior deUn Angulo que no sea

equidistante de los\lados del Angulo no estA contenido
\ I

en la bisectriz del A gylo.

,t 20. Las tres alturas de cua quier triAngulo rectAngulo se en-
,

cuentran en un punto. ,

21:' 'Dos cirtunferencias se inte pecan si la distancia entre

Sus centros es menor que la sums de sus radios.

22. Las bisectriceb de los trea-Angios de un triAngulo se

encuentran en un punto equidistante\de los vertices del

triAngulo.
0

23. Las mediatrices de dog lados de un triAn ulo pueden inter-

secarse en el exterior del triAngulo.
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24. Utilizando una regla y un compAs se puede triSe,car un
0

.segmento.

25. Para, 1;.isecar un Angulo dadomediante-el método.indicado'

Ian el texto, es necesario dibu)ar por lo-menos cuatro
.

1

acos.

46. La razón del radio a la longitud de una circunferencia es
.

la misma para todas las circunferencias.

1 227.g1,firpa.cleuriaregioricirculardedigriletrades y 1rd .

.t

I

28. Una sección plana de un prisma triangUlarpuede ser un
I

paralelogramo%

29. Una secci6n plana de una pirAmide triangular puede ser un

paraleloglamo.

30.. El volumen de urrprisma triangular es igual a la mitad

del 6producto del Area de su base y su altura.

31. En cualquier pirAmide, Spa sección determinada por un

Plano'que biseca a la altura y es paralelo a la blase,

tiene un Area igual a la mltad del Area de la blise.

32. Dos pirgmides que tengan el mismo volunkn y bases con

Areas iiales, tienen alturas iguales.

33. 11 volumen de una pirAmide de base Cuadrada es igual a un

/ tercio de SU altura multiplicado por el cuadrado de un

lada de la ba4.

34. El Area'de la base de un cono se puede hallar dividitndo

el triple del volumen por la_altura.

35. El radio de Ialbag.e de un cilindro dircular viene dado

por la f6rmu1a
!

donco .V es'el volumen crel cilindrowh
h. es su altura,

1
36. El volumen de una'esfera viene dado por la f6rmula

3
,

6
:donde d es su diAmetro.
4

37. La pendiente,de un segménto de recta.depende del cuadrántt

o cuadrantes en Aos cuales est6 el sefmento.

,4.4)

..reqc

3 2
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38. Si dos segmentos de recta tienen la misma. pendiente, bon.

parálelos.
qt.

39. Si las pendieptes de dos rectas son t Q.5 , las
,. .

rectas son perpendiculares.
i 1

, 40.. Si las toordenadas de dos puntos on (a, b) y (c,

la distancia entre ellOs es (d - b + (c - a ), ,
41. Si ,un segthento de recta une los puntos .(r , -s) y (-r , .-

entonces su .punto medio es el. origen de coorderkadas.

42. El punto (-2, -1) está en la grgfica. de xy - A"- y .-F .2.9. .

43. La distancia entre (3, 0) y (4, 0) es 5.

44. Si dos vertices de un.trigngulo rectángulo tienen coor -

nadas- (0, 10) ..y (8) 0), el tercer vertice estg en 1

origeh de coordenadas.
z.-

4.5. Si tresvertices de un rectángulo tienen,coorden'ada's
.

4.

(0 , rn) , (r, 0) y ,(r, m), el cuatto v6rtice dstá en el

origen de coordenadas. .

46. La ecuaciOn de una r_ecta de pendiente 2 que contierte al

.
punto 4) es Loy + 3x = 2.

.47. La abscisa en el origen, o abscisa del punto interseqción

coil el eje'x, de la gráfica de y = Ix + 9 es -3.

48. La intersecciOn- de,las gráficas de r = 3x + 2, y ='3x + 1
.. oloes un s puno.

,
t

. i
n

.

ipk, .

49 'La graflca de x2 4+ y
2

- 4 = 0 es una circunferenciA.
,

-

. I. 50. La gráfiCa .de toda csbndici6n es o una recta o Jana curva.

to.

3

4.
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ApAndice VII 4
,4

,COMO ERATOSTENES MAIO LA TIERRA

'La longitud tie la circunferencia de la tierra, medida

en el ecuador., es .alrededor ae 40,0Q0.kilómetro8,,6 24,900

millas. Segup parece, Cristóbal Col6nlens6 que la tierra 9°. 4
.

.,era mucho mAS pequend. Descualquier modo, las Indies Occiden-

tales. tomarot su nombre deltilecho.de que cuando Col6n desem-. 4 ,

barcó en ellas, pens6 que habla llegado-a la Iodia. Por lo

gN

tant9, su mdrgen de error fue un poco mayor que el ancho del

0c6ano Pacifico.

Sin embargo, en el siglo III a. de J.C. un matemAtico

griego calculó la longitud 4 la circunferencia de la tierra

can un error de solamente uno'o dos4or ciento. Ese hombre

fue Eratóstenes, ,y su método fue el siguiente:

Alejandria

32):

Assucin
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Se observó que en- AssuAn, en la ribera del Nilo, y el

Elia del solsticio de yerano, a las doce del mediodia el SO.*

estaba exactamente enel cenit.(directamente sobre la cabeza,

del observadOr). Es decfr, al mediodfa de ese die en parti-

cular, un poste vertical no proyectaba sdmbra alguna, y el

fondo de'un pözo profundo quedaba completamente iluminado.
,

En la figura, C es el centro de la tierra. EA Alejindria,

/al medfodfa en el solsticto de verano, Eratóstenes midió el

Angulo marcado eon a en la figura,ies decir, el Angulo entre

el poste verti041 y la recta de su sombra. Encontró que este)

Angulo era aproximadamedte 7°12', o alrededor de -L- de una '

50
tircunterencia.completa.

,

\
,Obeervador desde la tierra, los rajios del sol parecen

paralelos. Suponiendo qUe 'en realidad sean parAlelos, pe
,

deduce 'clue cuAndo las.rectas Li y L2 de la figura son oortadas

por una secante, los Angulos alternos internos son congruentes.

Por tanto, aA Lb. De manera que la distancia.entre AssuAn

y Alejand4 rfa debe ser aproximadamente igual a =1..- de la longi-
, sp

tud de la circunferencia de la tierra.

'Se calculaba que la'distancia desde As'suAn'a Alejandrfa.

era de 5,000 estadios griegos. (Un estadio era una antigua

unidad de distancia.) Eratbstenes, llegó 'a la.coliclusibn de

gut la 1ongItuddea cIrcunferencta de-la tierra debla ser

alrededor prs 250,000 estadios. Si convertiMos esto-en minas,

teniendo en cuenta lo que nos'dicen las fuentes4e la historia
1

-.anti.gUa aCerca de lo gue Eratbstees querfa decir por estadio,

obtenemos.,24,662 millas.

Asf, pues, elerror de Eratóstenes e.ria menor de dos por

ciento, Has adelante, cambió su estimacións a 252,000 estadios,

nue es am mAs aproximado pero:nadie orece conocer cuoll fue

4

. 3
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la base de sd cambio. BasAndose en los datos de que podemos

disponer hoy, algunos hiAtoriadores creen que Erd stenes fue

no sólo muy inteligente'y muy cuidadoso, sinotØibin muy

,a.fortunado.

4

4.



Apdndice VIIf

MOVIMIENTO RIGIDO

VIII-1. LaNidel general de movimi to rigigp4
En los Capftvlos 5 y 13, al tratar con diferentealitipos

-, ),

de figures, hemos definido congruencies de varies maneras.
.

La lista complete es la siguiente: .

(1) AB .7. CD si los dos segmentos tienen la misma

longitud, es ddclr, si AB*... CD.

(2) LA 6" LB, si los dos AnguLos tienen la.misma medida,
es decir, si' mz A nIZ B.

,

.,

(3) A ABC zADEF si, respecto de la correspondencia

ABC4---..DEF, pada dos lados cOrrespondientes son congruentes.

_

y cada'dos Angulos correspondienees son congruentes.
(4) Dos

kcircunferencias son congruentes si tienen el

mismo radio. .

(5) Dos arcos cirdulares a y CD son congruentes si last

circunferencias que-los contienen s n congruentes y los dos
4,

arcos tienen la misMa medida angula .

La fdea intuitive de congruencia es la mfsma en los
. ,

cinco casOs. A grandes rasgos, en cada uno de ellos las
I

,

dos figures son congruentes si sg puede mover una de ellas
t

de manera que coin. cida con la otra; y en el caso de los
ttriAngulos;- una congruencia es una, metre de mover la-

primera figura de modo.que coincide con la segunda.'

Al comenzar nugstro estudio de la congruenc a, A
esquema utilized() en los Capitulos 5 y 13 e más.fdcir

y probablemente el mejor. Sin embargo, es inconveniente
.

tener.cinCo maneres diferentes de describir en cinco casos
especiales la misma idea fundamental y, en cferto modo, es

..

inconveniente que este idea fundamental esté limitada a
r t,
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estos cinco casos espeCiales. .Por ejemplo, por sentido

comdn se ve que dos cuadrados, cada uno de Ledo 1, deberAn

ser'congruentes en algdn sentido vAlido:

-Lo misMo debe ser cierto para paralelogramos, si los lados

correspondientes y los Angulos correspondientes son

congruentes, como en estas figuras:

4

Sin embargo, obviamente, ninguna de nueletras cinco defin01/4

clones especiales de congruencia se aplica a cualquiera,de

estos .casos.

,En este apéndice explicaremos la idea de movimiento-

rrgido. Esta idea tke define de la misma manera, no impor'ta
4

la figura a la cual se aplique. Demostraremos que pare

segmentos, Angulos, triAnguloki. circunferencias yf arcoe,

este idea significa lo mismo que la cohgruencia. Poe

dltimo, demostreremosIve mediante un Arimiento rrgido se

pueden'hacercoincidir los cuadrados y los,paralelogramos

de las figures anteriores. As1 ;. pucte, primero se unificará

la idea de congruetcla y luego,se extenderA, 1 alcance de

sus aplicaciones.

.

4
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Antes de dar la definición.general de un,movimiento

L-rfgido, Veamos algunos ejemp,los sencillos. CQnsiddra dos .

lados opuestos de un rectAngulo, asf:

P 9
I 1

I
I I

I 1. I.

.1 H T 1 ft,..
P' 01

Los lados verticales se han marcado cok llneas de trazos,

porque no nos actwaremos de elloe especialmenee.40besde

cada'punto P, Q, ... etc. del lade superior, tracemos una

perpendicular.at lado inferior; sean--Iis puntos P', Q'

etc. los pies de dichas perpendiculares.. Mediante este

procedimfento a cada punto del 14to superior le corresp'onde

ekactamehte un punto del lado inferior. Recfprocamente, a

cada punto del lado inferior le coAregponde exattamente un

punto del lado superior. -NO podemos escribir todod los

pares de puntos correspondientes P ,,..etc.,

porque hay un ndmero infinito de ellos. Sin embargo,

podemos dar una regla general que-txplique cuál,corrlosponde

a cutil; en efecto,- eso es lo que hemos hecho. Generalmente'

se esc.ribe un par tfpico

P ,

y se explica la regla qte ha de utilizarse para fOrmar los
- ipb

pares.

Observa que la idea de corrasponciencia 4)iunfvoca en

este taso es exactamente la misma que en el Capftulo 5,

cuando consideramos los trid,i,los. La dnica diferencia es

3 3
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quell apareAramos los vdrtices de dos piiingulos, podrfamos

escribir todos los pares,.porque sälo hay tres.' 1(ABC1-40DEF

significa que A4 D, 134--E y En nuestro caso

actual estamos hadiendo lo mismo, salvo que hay demasiados

pares para escribirlos todos.

Es muy fcil comprobar que si P, Q son dos puntos

cualsquiera del lado4superior y son los puntos correa-

pondientes del lado inferior, entondes

PQ

Esto es cierto, porque los segmentos PQ y P Q son ladog
opuestos de un rectAngulo. Expresamos esta propiedad

diciendo que la corvespondencia P conserva-kl
distancias.

\if -
ji La correspondencia que hemos'establecido es nuestro

priMer ejemplo y el más sencilloipe un movimiento rigido.
t

Para ser exadtos:

Dektnición: Midas dos figuras F..y F', tenemos que un

movimiento rigido.entrelF y F' es una correspondencia

biuntvoca

P P'

entre los puntos dey y-los puntos de F', que conserva las
-

distancias.

Si la correspondenci Pit--wP1 es un movimiento rtgistio

entre F y escribirmos

F'.

Esta notacidn es andloga a li nctaci6n ;IA AB'C' utili-
4 ai.zada pars la congruencia.entre tiringu1os. Podemos leer

F F' como "F es iscmdtrico a#17' ". ("Isouittrico" significa

"de,la misma medida".)
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Conjunto de problemae y111-1 /1

A -VIII

1. Considers los triángulosAABC yAA'B'G\!, y sup6n 'que

AABC AA!iB'C'.
1

Sea F el.conjunto'consistente en los vertices.d

primer triAngulo, y sea F' el onjunpo.consistente en

los vertices del segundo triAngulo. -Demuestra que.hay

un mo4m1ento rigido

F F'.

2. Sea F ei conjunto de lOs vertiCes de un cuadrado,de

lado 1, y sea, F' el conjunto de los verti1ces de otro
cuadrado de fado.1, como los de la figura al, comienzo

Cie este apendice. ,Demuestra que hay un mOvimiento

rigido

F F'.

(Primero tienes que explicar c6mo se.establece la

correspondencia, y luego verificar que se cdhservan

las distancias.)

3. Haz lo mismo con los vertices de los dos'paralelogramos

en la figura al comienzo de este apendice.

4. Demuestra que si F consiste en tres puntos alineados,

y F' 'consiste en tres puntos no alineados, 'entonces

. no habrA ningdn movimiento rigido posible entre.F y F'.

(Lo lte tendrils que hacer es suponer que existeital

movimiento rfgido y luego mostrar que este suposicidn

nos conduce a una contradicci6n.)

5. Demuestra que no puede defintrse un movimiento rIgido .

rehtre dos segmentos de recta de diferentes longitudes.

6. Demuestra.queno puede aefinirse un movimientorigifiio

entre una recta y un Angulo. (Sugerencia: Aplica el
problems 4.) '

I

33'6
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7. Del4lestra que dados dos rayos cualesquiera, hay un

.movimiento rfgido entre ellos. (Sugerencia: Emplea

ei postulado de colocación de la reglao)

i
8: 'Demuestra que no pu1de haber un'movimientorigido entre

dos circunferencias e'radios diferenteg.

VIII-2. Movimiento rfgido dejoegmentos de recta'

Teorema VIII-1. Si AB CD, entonces existe un movimiento

AB z CD.rigido

Demostración: Lo primero ,que necesitamos es establecer

una Threspondencia 134-÷P' entre Ai' y CD. Luego tenemos

que comprobar que las distancias se conservan.

Por el postulado de la regla, se pueden asignar a los

puntos de la recta 11 coordenadas tales que la distancia

entre dos puntos cualesquiera sea el valor absoiuto de la

diferencia entre las coor44padas. ,Y por el postulado de'

. colocacióc de la regla, esto puede hacerse,de manera tal
,

que A tenga coordenada cero.y .B la coordenada positiva

AB.

4 P 9
0 Y AB

En la figura, mostramos los puntos gen6ricos P, Q, con sus

respectivas coordenadas x, y.

de la misma. manera, se pueden asiihar coordenadas a los

puntos de CD: S.

9
AB

z

Observa que D tiene la*coordenada AB, puesto que CD AB.

C.

es
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Ahora est.4 claro qué regla debemos utiL1ztr para este-

blecer lit-correspondencia

entre los puntos.de AB y los puntos de -C-15. ..14 regla es que

P corres o de a P' si P P' tienen la misma coordenada.

(gn particu r, C, porque A y t tiefien cobrdenada cero,.
N

y B+--*D, porque B y D tienen coordenada AB.)

Es fácil ver que-esta cortespondencia'es un movimiento
rigido. Si P+-+P', Q4-1.Q',y las coordenadeg son x, yi como

en la figure, entonces PQ P'Q', porque

PQ ly - xl P!Q'.

Por lo tento, tenemos un movimiento rigido

Ace, CD,

t

y asi queda demostrado el teorema.

Observe que este movimiento rigido entre dos segmentog

de recta queda completamente descrito si explicamog la

manera de aparear los puntos extremog. Por consiguiente, lo

llameremos el moimiento rrgido inducido por la corresponden-

D.

Teorema VIII-2. Si existe un movimiento rigido AB CD,

entre dos segmentos,.entpnces AB p..

La demostración es fAcil. (Este teorema es el problema

5-del Conjunto de problemas anterior.)

33.,3



A-VIII

Gonjuneo de problpmas VIII-2

1. Demuestra que hay otro movimiento rigido entre los

segmentos congruentes AB y.CD, inducido por la correspón-

dencia,
1

.

A4-11. D

B*'0. C.

2. Demuestra re hay dos movimientos rfgidos 'entre un'

segmento y si mismo. (Desde luego,.uno de estos movi-

mientos es la correspondencia id4ntica P4-* P', de

acuerdo con la- cual todo punto corresponde a si mismo.
4

,Este'es un movimiento rigido, porque PQ PQ para toao

P .y todo. Q.)

VIII-3. Moviiiento rigido de rayos, Angulos triAnulos

. Teorema VIII-3. Dadqs dos rayos cualesquiera AB y ar,

existe un movimiento rIgido

La demostración de este teorema es an4loga a"la del

teorema VIII-1, y dejamos los detalles al estudiafte.

Teorema VIII-4. SiLAI3C sriL DEF, entonces ex te un

movimiento rtgido

ABC Pe DEF " 1

entre estos dos Angulos.

Demostración: Sabemos que hay los movimipntos rigidos

BcED

4
BC 1.13 Er

entre los rayos que'forman los lados dP. los dos Angulos,

3 3
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Convengamoa-6-.que los dos puntos P y P' Q y Q') corres-.

vonderán uno al otro si se corresponden en alguno de estos

dos movimientos rigidos. gsto nos da una correspondencis

.biunfvoca enCre los dos Anguloso Lo que tenemos que mdstrar

es que esta correspondencia conserva las distancias.

Supongamos que se nos dan dos puntos P, Q deLLABC y los

puntos correspondientel P'; Q' del LDEF. Si P y Q estAn en

el mismo lado del zAlib, entonces, evidentemente

P'Q' PQ,

debido a que las distancias se conservan en cads 'uno de los
4

rayos que ,forman el GABC. Suponte, pues, que P y Q están

en iados difefentes del. LABC, de modo que P'.y Q1 taidkdn
est4n en ladop,diferentes del tingulozDEF, asf:

Por el postulado L.A.L., tenemos que

APBQ A.P'EQ1.

Por io tanto, PQ P'Q', lo qua tenfamos que demoatrar.
1

a
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Ahora necesitamos ,demostrar el teorema andlotO para los

triAngulos:

Teorema VIII-5. Si A ABC =06A'B'CI, entonces existe un

movimiento rgido

AABC zAA'B'CI,
respecto del cuaf los vértices A, B.y C corresponden a

A', B' y C'.

DemoStración: Empezaremos estableciendo una correspon-

dencia biuniva entre los puntos del 4..ABC y los puntos.

del AA'B'C'.. Ya hemos dado una correspondencia biunivoca
w'

ABC 4---+AIBICI

pars los vértice Por el teorema VIII-1,.esto ncs da los

movimientos rigidos nducidos

AB z' -A-11-31-)

.0

B'C°

entre los.lados de los triAngulos.. Tomados a la vez
2

estos
44

tes movimientos rigidos nos dan un9 correspandencia

,biunivoca entre los puntos de los dos triángulos.

Tenemos que demostrar que esta correspondencia cOnserva

las distano.as.

Si P y Q estAn en el mismd lado del triAngulo, entonces

ya sabemos que

P'Q' PQ.

SuPonte, pues, que P y Q estAn en lados, diferentes, digamos,.

en AB y AC, asr:

"B

3 4
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AP um

'porque A13$4157 es un movimiento rigido. .Por-esto mismo,

AQ A'Q' ,

y tenemos quetLA A , debido.a que ZABC C' . Por el
tiostuiado L.A.L.,

FAQ 1=AP'A'

Por--lo tanto,
PQ = P'Q' ,, A.

rr I

lo que teniamos que demostrar.
/

Observa que si bien ra figura no muestra el caso P = B,'iff d
.

a emOstracidn sl lo tiene en cuenta. De todos modos, ela
dettkAtracidn es más importante que la figura..

.1. Sea

Conjunto de problemas VI11-3

ABC 1.
un movimiento rlgido, y supongamos que A, B y C están
alineadas. DemuestrasquCsi B est.I entre A ,y C, entonces
B' est.1 entre A' y

2. Se' nos la un. movimientg.. rigido

'Sean A y .13 putitos de F, y supón que F contiene 1 seg-_.
mento. AB, Defnuestra qUe F contiene al egmento A'B

3. Dado movimiento -rigl.do Ftv F' demuestra que si 4t1 es
convexo, entonces F' tambi6n lo es.

4: Dado un movimiento tfigido P1F' , demuestra que si F esf
un haegmento, rtonces F' trbidn,

TI

.1 ' *
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5. Dado un Movimignto rigido F', demuestra que, i F

es un.rayo, entonces ' también lo eä.

6. 1emuestr,a4que tio exisce unmovimiento rIgido entre un

qegmento.y un arco circular (no importa lo pequeflos que

amboa sean).

VIII-4. Movimiento rigido de circunferenc,ias arcos

.Teorera VI1I-6. Sean'C y C' do's circunferen4as de

radio r. Entonces existe un mpVimiento.rigido

c
t-

\

Demostración. Sean P y P' los cenefos de las dos

9Pcircunferefielas. SeaAB unA14Metro de la priMera circunfe-

relicia, y WaTir uh diAmetro 4e la segunda. Sean HI y H2

los semiplanos'determinados por la recta AB; y sean H'i y H'2

los semiplanos determinados por la recta A'B'.

Ahora podemos establecer nueatra correspondencia biunf-

voca Q 4-4Q de la siguiente manera: (1) Sean A' y B'

31,3
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los puntos qu corresponden a A B) respectivamente.

(2) St Q
1

es.un punto de C, contenido en H
1,

sea Q'
1

punto de C', contenido tal que

ZQ'1"' .LQ1P11.

(3) Si4Q es un punto de C,'contenido en H2, sea Q'2 el,

punto de CI, contenido en H'
2'

que

LQ'
2
P'B' 141 LQ

2
PB.

.

Tenemos que comprobar que esta correspondencia conserla
las distancias, es decir, que para todo ear de puntos Q, R
-de C, tendremos

IRI .... QR.

.Si Q y R son los ext.remos .de un diámetro, entonces'tambign
10 sean Q' y R', y, por consiguiente, Q'R' ..EQH .2r. , pe. c

otro mode, siempre,tendremos que AQPR gAQ'WR', de manera

i:

que Q'R a QR. (En'la demostraci6n se deben nsiderar dos
casoG-segdn esté B en el interior o en el ext rior del
LQPR.)

f".

),Aea.,eht,
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4

Los siguientes dos teoremas los debergg demostrar td.

mismo. Vo son"diffciles, una vez llegado haste aquf.

Teorema VIII-7. Sean C y C' dos circunferencias de

-radios.igualea, cqmo en gl teorema VIII1. gan LXPB y

0
L.

Angulbs centrales congruentes de C y C', respective- '

mente.

Entonces Se puede elegir un movimiento rfgiip CI,C' de tal

,manera que B B', y S-Rf3

Teorema. III 8. Dados dos arcos congruentes cualetquierc

existe un thovimiento rfgido entre ellos,

..

VIII-5. Reflexiones o simetrfas r.

La definición movimiento rfgido dada 'la

sección VIII-l'es u(a.buena definición matemgtica, ptro
podrfamos alegar que, deSde un punto de vista intuitivco,'no

lleva consigo idea alguria de "movimiento". Dedicaremos este

sección a mostrar cómo
s se puede "mover" una figura plena

.hasta hacerla coiptidir con cualquier figura isométrica en el

mismo plano.

En este eección consideraremos todas las figures como
,

i'tUadas en un plapo'fi3o.

Definj.cionvs. Una correspondencia biunfvoca entre dos

figures es una.reflexión simetrfa si,existe una recta L tal
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A
4

que para cualquier par de puntos corresPondientes P y P'o
bien140 P ... V' y esta en L, o (2) L.es la mediatriz de°717.

L se llama el 212 de reflexión o. de simetrfa y se dice que

cada figura es la reflexión, o'la aimetrica dela otra figura

relpectu de L.

.En los dibujos que siguen se'pre'sentan algunos ejemplos

de reflexiones, de figUras simples: ,

N:%

Teorema VIII-9. Una reflexi0,es un movithiento rfgido.

Demostragión: Necesitamos demostrar que ai P y Q son
dos puntos cualesquiera, y P' y W,son los simétricos de

'dichos puntos respecto de la.recta L, entonces PQ P'Q'.

Hay cuatro casos a considerar:

4

Caso (L). 'Caso (2) Caso(3) : Caso (4)
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I

Caso 1. P y.0 estdn situados a unmi,6 lado de L.

Coniideremos el segmento "FP'' que interseca a L en el punto A

y 61 segmento que interseca it'll, en el purito B. Por la

definici6Ridelreflexi6n, y PA P'A, y L y
QB Q'B. Por tanto, APAB APAB y PB P'B, LPBA g 4"BA.
Restando,'LPBQ 2 Entonces tenemos que (por el'-postu-

lado,L.A.L.) APBQ AP'BQ', y, por tanto, PQ f

Caso 2. La demostraciónies andloga a la del caso 1.

'Caso 3. Q esld en L. .Entonces Q y PQ P'Q', puesto

que Q estA en la.mediatriz deEPT. El coso en que P está en

L y Q no lo-estt, es tdéntiSiba dste.

Caso 4. P yliQ'estlin,amtos en L. Puesto que P P! y

Q - Q', ciertadente tenemoi que PQ P'Q'.,

Empezando con la figura F, podemos reflejarla respecto de

,aIguna recta:phra obtener una figura T podemos reflejar

F respecto de otra repa para obtener una figura F
2

, y asi
1

-c

sucesivamente'e St al cabo.de n reflexiles tales obtene-
.

mos una,figura F', decimos 4Ue F ha -sido transformada en

F' mediante una cadena de n ,ebflexiones.

Cbrolario VIII-9-1. Una cadena de reilexiones que

trarisforme F en F' determina un movimierkto rIgido efitre .

F y F'.

Volviendo a nuestras observaciones iniciales'en este

secci64 podemos considerar tam reflexión como un movimiento

ffsico, obtenido girando el plano completo 180° alrededor

del eje de reflexi6n. El corolaria no's dice que a los

movimiehtos rfgidos qtrelse pudden obtener como una cadena

de teflexiones, se les puede dar una interpretaci6n ffsica.

Dethostraremas,ahora que todo.movimient.o rOgido es de este

tipo.
,

r
i La demostraci6n se darti en dos etapas, la primera s6lo

comprende (pa figura muy simple. Por
.

cia uttli-'
(

zeremos la notaci6n F1 F'l si'F' y F' son reflaiones una .0e

la otra respecto de algdn eje. 1.
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Teorema VIII-10. Sean A, 130,C, A', B' Clseispuntos
tales que AB A'B', AC A'C', BC B'C'. Entonces hay una
eadena de a lo más tres refldkiones que transforma A, B, C

-en A', B', C'.

Demostraci6n:

Paso 1.

4

'Sea L2 la mediatrfz de T, y seen 62,y C2 las reflexioftes'

de B' y C' respe-cto de Li. .En.t.brices
I

B', C'.

Paso 2:

Sea.L
1

la mediatriz de B62: Ahora bien4 AB B', y por el

teorema VIII-9, A'B' AB2. Tor consiguiente, AB m AB2.

Por lo tanto, A está en L
,

y es su propio,stmótrico en la
1

refleiLlón respecto de Asfi, los simdtricos de los puntos

Al L.,21 C
2
respecto de 1on A, B, Cl, respectivamente,

31(3
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6

a

Paso i.

\

A -!;)2

CI

Con argumentos an61ogos a los anteriores podemos ver que

AC AC
1
y BC BC

1.
Por consiguiente, AB es la mediatriz

de-CC
1,

y los simétrieos de los puntos A, B, C
1

en la
4-0

reflexión respecto de AB son'A, B,.C, xespectivamente. -

Asf, pues, tenembs

A,B,C1.A.,B,C11 A A',B',C',

como se desqaba.)

Uno o dos pagos cualesquiera da log tres tntes mencio-

nados puqden'resultar innecegtrios si el par de puptos con el

-cual trabajamos (A, e e.n el paso 1; B, B' en el paso 2;

C, C' en el paso 3) cOincAlln.

Ahora estamos Rreparados para la etapa final .de la demos-

tración.

Teorema Cuatquier moviiiiento rigido es el
. 6 ,

resAtado de una cadena de a lo'mgs tres reflexiones.,

Demostración: Se nos da un movimiento rigido Fcd F'.

Sean A, B, C tres puntos no alineados de F, y A', B1, CI

los puntos correspondientes de Fl.

(Si todOs los puntos de F estan alineados, st necesita

una demostracidn diferente( aunque mils simple. Los detalles

de esta demostraci6n se dejan al gstudiante.)

31u
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Pot et teor a VIJI-101, podemos'pasar de A', C' a

A,,B, C medi\ante una cadena de a!lo m04 tres ref1exione9,

Por el corolario VI1I-9-1, esta cadena determina un movi-

miento rigido FIJN F", y'por -la construcción de las reflexio-

nes,te4mos At' - A, B" B y C" C. De manera esquemAtica,

la situación es como se muestra a continuación:

Demostraremos que para todo,punto P de P seta cierto qu,f

P" P. Esto probara que F" coincide con F y que el mbvi-

miento ffigido dada. FF' es idéntico al determinado mediante

la cadena de reflexiones.

Considertmos, pues, cUalquier yunto P de F, el punt()

correspondiente P' de F' determikado por el movimiento rigilo'

F , y el punto P" de F" determinado partiendo de P'

mediante'la cadena de reflexiones; Ya sabemos que A" .... A,

" C.
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Como todas las relaciones estudiadas son movimientos

rigidos, tenemos que AP!. A'P' AP. AnAlogamente, BP" BP

y CP" CP, De las dos primeras igualdades y de AB AB,

A-511

se deduce que A ABP-u AABP" , y pok lo tanto, LBAP 1.1t LBO" .

, Si P y P" estAn en el mismo lado

n postulado de la construcci& del

entonces, por el

Angulo, Al - y como
0

AP AP", del teorema de la localizaci6n de puntos 'se dedUce'

que P n P", lo que deseAbamos demostrar.
t.

Ahora sup6n que P y estAn de lados opuestos respecto

1!

.Puesto que PA P"A y PB -P"B, se deduce que A it,B,estAn en

la mediat14z de PP". Como PC P"C, C estarA tambiln en esta.

teeth, lo,cual contradice la elección de A, B.y C como

.,puntos no alineados. Por donsiguiente, este caso no surge,

y nos queda que P P", con lo dual queda demostrado el

,teorema.

UP'

Conjunto'de probltmas VIII-5

I. En cada unosde los siguientes tjercicios; construye col

cualesquiera instrumentos ctue creas convenientes, la

reflexi6n de la figura dada 'respecto de la recta L:

b. a.
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f ,

2. Determina una cadeqa de tres o meno
i
freTlexi9nes que

.transforme ABCD en AWCID'.

D

3. a. Mediante una cadena de cuatro refl iones, trans rma

el AABC respecto de los ejes L
1,

L
2
, L

3
, L

4.

3

b,f Determl.na una cadena más corta que produzca el mismo

movimiento rigido,

DefiniciOnes: Una figura es simétrica si es suPropia

. .Un tal eje se llama n ele'reflexión respecto de Lapin e

de simetria de la figura.

4. Demuestra.que uni-trigngulo isósceles es simétrico. 1Cugl

oes el eje de sime ia?

5. Una figura puede te er más de un eje de simetrfa. ICuAntos

ejes de simetrfa ti e cada una de las siguientes figuras2

a. un rombo

b. un rectAngulo
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-c. un cuadrado ,

d. un triAngulo equilAtero

e. una cireunferendia

6. El movimiento rfgido definido mediante una cadena de dos

reflexionesrespecto de ejes.paralelos tiene la propiedad
,

de que si P 4* P', entonces PP',tiene una longitud

fija (el duplo de la distancia entre los ejes) y una

dirección fija-(perpendicular a los lifs). Demuéstralo.

-00 Un movimientok'de esta clase se llama una traslaci6n.

7. El movfmiento rigido definido Tor una cadena de dos refle-
4-

xiones en ejes que se interseqUen en

de que si PsoP', enronces

tiene la'propiedad

iene una medida'

fija (el duplo de la medida del Angulo agudo entre los

ejes),. . Demuéstralo. Un movimiento de esta clase se llama .

unl/ rotación alrededor de Q.

-8. Mukstra la manera como, utilizando los resultados de los

problemas 6 y 7, el teorema fundamental VIII-11 se puede

enunciar también de la 'siguiente manera:

Cualquier movimiento rigido en un plano es una reflexión

una traslación, una rota,ción, una traslacf6n seguida de

unacrefley6n, o'una rotación seguida de una reflexión.

35a
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Apendice IX

DEMOSTRACION DE TEOREMA DE LAS DOS CIRCUNFERENCIAS

La lidez d 1 teorema de las dos circunferencias
4. ?*enunciado e Capitulo 14, se bass en la existencia de'

un cierto triAngulo, y la demostraci6n es más fácil de

comprender si se estableceidicha existencia primero..'

'El ,teorlima existencia del criangulo. Si a, b, c-
o

son ndmeros positivos, cada uno de los cuales es menor que

la suma de'los otros dos, entonces*existe un triAngulo cuyos
lados tienen longitudes api), c.

Demostración: La parte diffcil de la demostraci6n es

(ilas bien algebraica que geométrica. 4/Pripero, supongamos
respecto a la notaci6n, que los ttes ndmeros a,' b," c están

escritos segun su dcderk de magnitud, es decir,

a < b < c.

Empecemos con un segmentg AB, siendo AB C. Nuestro
- problems es hallar un triángulo AABC, con BC a y
AC b, asi:

%
En cierto,sentido, vamos a trataroeste problems retroce-

diendo a partir de su solu6. Es decir, vamos a empezar.

.suponiendo que existe un trigngulo que cumple ls condiciones
' estipuladas. Basgndonos en esta suposici6n, hallaremos6

II
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xactamente d6nkidebe.estar el tercer vértice C. :Desdo
. . ,

luego, este procedimiento no demostrarg por sf mismo que,

el enunciado anterior es cierto, porque empezamos supo-

niendo lo mismo que tenfamos que demostrar. Pero"uda vez

-que hayamOs enContradO la situaci6n exacta de los:Outifos que

podrfaveser apropiados, sera muy fácil cqmprobar que, en

verdad,' apropiados. (Claro está, hay dos posibles

posiciones jra C, a\pmboA lados de la recta a.) \
(Este proe41m.1ento es el que utilizamds al resolve

ecuaciones. Para resolver 3)-( - 7 x + 3, primer()

mero x que la ecua-,suponemos que hay un n

ci6n. Para este ndm obtenemos sucesiv ente hue,

3x x + 10,

. 2x 10, V.

5.

Entonces invertimos el procedimiento y.asf,;yekfticamos que

el ndmero 5 efectivamentp satisface-4 1a ecuación dada.)

SuOonte, pues, que existe un triángulo AABC del tipo

que buscamos. Tracemos una perpendicular deade C hasta

AB, y sea TY ,e1 pie de la perpendicular. Entonces D

estarg entre A porque AD<bic y BD<ac.

, D
. ,

"--"-----s.---
0\ '=c

1 -

. . Sea y ... cp, y sea x ... AD, como en la figura. Entonces .

DB .. c - x, 4:omo se indica. Tenemos que buscar expresiones

de x-i ` y en funci6n dee, b / c.
,

I.

tr.
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Por el teorema de Pitágoras, teneMos que
2 2 2'

,0 (1) x + y b

,Y

Por consiguiente,

y tambidn,

(2)
, '

+ (c - x) a .

.

y2 ... a
2

(c - 102.,

Igualando etas dos esxpresiones de y2, vemos que

b2 x,
2

...

2
a - (c - x)

2,

, 2 2 2 2, b x .. a - c + 2cx -. x , .

a..b + c
2

- a
2,

-

. 2

2 2 2
b + c - a

(3) 2c

" Lo que hemos encontradd hasta aquf es' qufa sit e y.
satisfacen. a las ecuaciones (1) y (2) entonces x satis-
face a la ecuaci6n (3). Rediprocamente, dompr bar mos que
"si x e y satisfacen.a las ecuaciones- (0. (3), enton-

e .y taml;ien satisfacen a la .ecuaciOn (2). Pues,

A-DC.

ces, x

si las ecuacionés (1),y (3) Son' vglidas,'en ces partiendo
de (1) tenemos que

Samando,(c.- 102

2
y b

2
- x.

a atilbos miembrOs,. obtenema
2

. 2 2
,

2y2 + (c, x). = (b -.x,).i7 (c -!' X

2 2 '2= b 4:! x + 9... -,%.2fIc. + x
2
b + c

'2
.,.,

... c*
,

1

1 z

35r;
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0

Susatuyendo x en el miembro de la derecha por su exteits1.6n
.

equivalente de la ecuaci6n (3), obtenemos

2'
y + kC 7 xi b

2
+ c (b2 2 a2)2

a
2

;

de mariera que (2) es válida.
.

' Ahortl que pabemos el trigngulo 4Ue debemoa construir,

volvamod'a empezar. Tenemos tres ndmeros positivos,

a,,b, c: cadA iino de ba<cuales es menor que la Sum del.os

otrds dos, y ademils a< b<c. Sea 4.

b
2
+ c

2
2- a

2c

Entonce s x > 0, ya que b
2
>a

2
c
2

> Qu remos poner

x

x

de Manera u ,-x
2 + y2

b
2

, pero para hacerlo, primero

ar seguros de que x <b, es -aecir, que b - x > O.

b b2 4- c 2 a2
- x 1 2c

- b2 c2 + a2
2c

a2 - (c2 - 2bc + b2)
2o

a2 ic - b)2
2c

deb

Ahora se nos da que c <a + b. Pormconsiguiente,,
2 2

q b <a y, por tanto, (c - b) < a . De la ecuaci6n ante-

rior se deduce que gb x, 0, 6 x <b.

/Ahora estmmos preparados para cpnstruir nuestro

tritingulo. Sea 'Ai. un segmento de longitud' c.

O

1 4
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-

.

Sea D' un punto en 'AB tal gut AD x
2c

Tal-punto existe, pues sabemos que x<b-..c. Sea C un

punto de la . pel-pendicular a AB que pasa por D,' tal que

t

b
2
+ c

2
- a

2
.

A-IX

Entonces

DC - y Nib 2 2
-

AC 2
y
2

b
2

,

y tambi4n,
.

BC
2

y
2
+ (c - x)

2
a
2

.

Por consiguiente, AC b BC 0 a, lo que necesitdbamos.

La demosiración del teorenia de las dos circunferenolas
es-ahora bastante fácil.

Teprema 14-5. /(E1 teocema cre las dos circunfe;refictas )

Si dos circunferencias.tienen radios a 2 b, y si
c es la distancia entre sus centros, edtonces lasicircunfe-
rencias se intersecan en dos puntos, uno a cada lado de la

recta de los centros, coh talque cada una de las cantidades
a, b,-c sea menor que la suma de las otras dos.

Demostracidn: Sea C
1

la circUnferencia de radicip b

y .centro A, y sea' C2 la circunferencia de radio

)
.

3
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t

centro B. , EntOnces AB c.

0

Sabemes por el teorema de existencia del tritingulo, que

hay. un.,tritingulo ARV cuyos laps tienen longitudes

a, b c, asi:

Utilizando el postulado L.A.L., copiaremos este,triángulo

a cada lado de la recta de,la siguiente manera: A
44-11.

cada lado de AB tomamos un rayo partiendo del punto A,

de manera tal que los Angulow

t

rmados son congruente0

b\al tingulo X.

/
35 u
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En estos rayos, elijamos dos puntds P y Q, tales que
AP b. Por consiguiente, la circunferencia Ci pasa

pOr los puntos P y Q. Del postulado L.A.L. se dechice

que

-AAPB.,= AXYZ`=.* AAQB.

Por lo tanto, PB - a - QB, y en consecuencia, la circunfe-
0rencia C

2
pasa pof lOs puntos P y Q.

Esto demuestra que P y Q son, por to menos, parte
de la intersección de Cl. y,C2. Para demostrar que consti-

suyen la'intersección, alebemos demostrae que no hay un

tercer punto, R, que est4 en ambas C
1

y C
2*

Si hubiera

un puntoktal R, por el t+orema L.L.L. tendriamos

. A ABR AABP, y, pOr tanto,. m 4BAP.*

Pero en el plano dado hay' solamente dos ,Angulos tales, uno a
cada lado de y en4consecuencia, o bien k 0 AA

0

Puesto que AR AP AQ b,.esto significa que o bien
R P R Q, y, por tanto, no puede haber un terber punto
Ioqenido en ambas C1 y C2.
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Apdndice X

TRIGONOMETRIA

. X-1. Razoneg trigonomoStricas

El estudio elemental de la trigonotntrfa se bass en

el siggiente teorema:

Teorema.X-1. Si un Angulo agudo de un thAngulo

reetAngulo es congruente con un Angulo agudo de otro

triAngulo rectAngulo, entonces los dos triAnguios son seme-

jantes.

Demogtración: Sean LC y LC' los Angulos rectos de
los triAngulos AABC y AA'B'C' respectivamente, y sea

mzA. m ,1A'. Entonces, por el corolario A.A. 12-3-1,

La aplicaci6n de este teorema es como sigue: Sea r

cualquter ndmero entre 0 y 90, y sea AABC un triAngulo )rN
rectAngulo cOn m LC 90 y mz A r. Por conveniencia,

elljamos

AB c, AC b, BC a.

(Entonces, el teorema de PitAgoras nos dqe que c
2

a
2

+.1)
2
.)

Si consideramos otiO triAngulo,tal, AA CI con

m4 0 4y, inZ AI IN t; obtenemos tres n ero correspon-

dieCte a', b', c' que, en general, serfan distintos de

ya, b, c. 'Sin embargo, siempre tenemos que,

a' a
.2- .
c' c

dl

+..*1

0 6,1
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Para ver estO, observa qpe.del teorema X-1 se clduCe que

/1

,a' ULc '

a
aSi multiplicamos ambos.miembros de esta,ecuación por T

obtenemos el resultado deseado:

Asf, pues, la'rezón no depende del triAngulo

particular que u;ilicemos.y sf de la medida- r del Angulo

agudo. El valor.de esta razón se llama'el seno de r°, el

P

cual, para,abreviax., se esCribe sen r°. Especificamos

que se usa el grado como unidad de medida, porque en

aspectos más avanzados devla trigonometrfa se acostumbra

utilizar otra unidad de medida para los Angulos, a saber,
el radian.

Veamos qué podemos dekir

acerca de sen 300. Por -el

rema 11-9, sabemos que .

en este caso si c 1,
1

entonces a . Por con-
a 1siguiente, sen 30° =-.J

Es evidente que se puede

tratar la razón -12 del mi4tno

modo que A. La razón 12 se

se llama coseno de r°, y se

escribe cos r°. Del teorema de PitAgotas vemos que si
1 J3 j1a 2 c 1, entonces b Por tanto, cos 30°

e

.De las otriie cuatro pqsibles,razones de los tres lados

deltriAngulo, sólo utilizaremos una, a saber, 'A. Es,ta

raan se llama la tángente de.i°, y se escribe tan r°.

Vemos que tan 300 wi 1
(Este, uso,de la palabra "tangente"

.43 .

A
tibtlesólo una relacian histórica SinImportancia.con su

\
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sfgnificado habitual en relación con una
iv
situaci6n especial

u

)entre una recba y una cfrcunferencia.

Llamamos a est9s tres cantida ones trigonomdtricas.

Conjunto de problemat X-1

1. In cada uno de los siguientes ejercicios, indica la
información necesaria en funci6n de 1a8 longitudes

de los lados indicados:

a. sen A ?, cos A.... ?, tan A ... ?

b. sen r° - ?, os r° ?, tan r° ?

13
9

sen P ?, cos P - 1, tan

d. sen A gen B ?

?, tan B ?

414

..ear

. 12

ter

15
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2. En cada uno de los siguientes 'ejercicios, determina e

or numérico correcto de x: *

cos P x

b. tan a° x

3. petermina: sen 60°, cos 60°,,tan 600 .

4. Determina: sen 45°,,ors 45°, tan 45°.

5. Utilizando i4gia y transportador, traza algunos

dibujos parj determinar mediante medicidn las

siguienteaPrazones trigonométricas:

r a. sen 26°, cm 20°, tan 20°.

b. sen 530, cos 54, tan 53°.

X.-2. Tablas trigonométricas i

,

Aunque se pueden calcular exactamente as ra enes

,trigonométricas de algunos Angulos, tale como 30 60°, y
P

45', en la mayorfa de tos casos tenemos sue confotimarnos

con valores aproximados% Estos sd\guede deteitinar

mediante varios métodoslivanzados; al de a'stt apAn-

dice ofreceMos una tabla de los valores cc rectos con t es

cifras decimales de as tres.ragones 4igonométricas.

Teniendo una tab111 de raztnes triOnométricas, y un
instrumento para madir Angulos, till cbmo un trAnsito (o,

unas cuerdas y un transportador) se pueden resofVer varios
.

364
.
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,

Ejemplo X-1. Se encontr6 toe desde un punto que dista

100 pies de la base de un

asta de bandera, el Angulo

entre la horizontal y Aa

recta tesde el punto hasta

el tope del asta esA )23°.

Sea x la altura del asta.

Entonces

Th, . tan 23° ..0.425.

Por consiguiente, x 42.5 pies. Un Angulo como el Aue

consideramos en este ejemplo frecuentemente se llama el.

Angulo, de elevaci6n del objeto.

Ejemplo X-2, En-una circunferencia de 8 centfmqros de

radio, una cuerda AB tiene 10 centImetro9de- longitud.

1,CuAl es la medida de-Aut Angulo inscrito en el agco mayor

AB?* Tenemos que 8,
1

AQ -2' 10 5. De aqui

se tiene que senZ ACQ 0.625,-

m ZACQ - 39°,

mi(arcb .menor AB m ACB

/(m z ACQ) 78° .

Por consiguiente, m APB

lm(arco AB) i 39°, aproximado
2

al gralo. 4th

Conjunto 711iN problemas X-2

1. Mediante la tabla, calcula: sen 17°, cos 46°, tan 82°,
cos 33°, sen .60°. tioncuerda el dltimo valor con el

determinado en el. problema 3 del Cohjunto de problemas
X-41?

3 6 5
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,

2. En cada uno de .os siguientes casos, utiliza la tabla

para determinat el valor de ,x con la aproximación

,- de un grado:
..

cosx.0.731,senx0.390, tan x 0.300

.1sen x 0.413, tan x 2, cos x 3

3. Un.alpintp.ta escali media milla .0or Una pendiente'cuya
:.

inclinaci6n es de 17°. ICuAnta altura gana?*

4. Cuando un poste de seis.pies proyecta una "sombra de

cuatro pies, icUAl serA el Angulo de elevación del sol?

5. On triAngulo is6sCe1es tiene una base de 6 pulg-adas y

Un Angulo opuesto de 30°. Deter4na:

a. la altura del triAngulo.

b. las longitudes de las alturas correspondientes a los

lados iguales.

c. los Angulos determinados poroestas alturas y la

base.
0(

d. el punto de intereección de las alturas.

6. Un decAgono regular (figura de 10 lados) está inscrito

n una circunferencia de radio 12. Determina 1a lon-

gitud de un lado, la apotema y el Area del decAgono.

7. Dado mLA 26°, raz:CBD 42°, BC 50, calcula AD y AB.

36t;
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X-3. Relacionps entre razones trigonomAtricas.

Teorema X-2.. Para cualquigr Angulo agudo A, sen A <I.,.
cos A <1.

Demostraci6n: En el triAngulo rectAngulo AABC de la! .

sección X-1,a<c y bc. Al dividir cada una de estas

desiguildades por c se obtiene
Ma.

.,

lo que queriamos demostrar.

Teorema X-3. Para cualquier Angulo agudo A,

r sen A 2 2tan A, (sen A) + (cos A) = 1.cos A

Demostraci6n: a

sen A . .7
tan A.

cos A' ° b

2 1,2

(sen A)2 + (cos A)2 = + =1-2

a
2 + b2 2

c

Teorema X-4. Si LA y LB son Angul s agudos complemen-

tarios, entonces sen A cos B, cos A = s n B, y

1
tan A =

tan B

4

0
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Demostración: En la notación de la figura tenemos

sen A m cos B;

cos A sen B,

x 1 1
tan A .... my 2 tan B

Con unto de problemaa X-3

Resuelve los siguientes problemas sin utilizar las

tablas:
1

1. Si sen A m LcuAl es el valor de cos A? LCuAl es

el valor de tan A? (Utiliza el teoreila X-1)

1

2. *En cadasuno de los,siguientes casos, utiliza una regla

y up compAs pare construir el Ly, si es posible. Se

permite que utilices los resultados de ejercicios

anteriores para simplfficar ejercicios posteriores.

ir

I"

a. c9t A 0.8.

Pt

Solución: Elije cua

i

quier segmento\conveniente AC'y

constr dityd sel.LAC. on centro -A "y radio, A,construye

up arco 'clue interseque a CQ en el punto A, -Entonces

cos( 4BAC) mc0,8.

31'Jo



d.. sen A

e.. .sen A -0.7
2

f.' tan A

2

A-73
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Tabla dvazones trigonomdtricas

Tan- Tian-
An ulo Seno Coseno ente An ulo Seno Coseno ente

0 0.000 1.000 0.000
1 .018 . 1.000 - .018,. 46 0.719

i
0.695 1,636/

....--,
, .

2 .035 0.999 .035
4 .731 .682 1.072 .

,

3 .052 .999 .052 .743 .669 1.111
4 .070 .998 .070 49 .755 .656 1.150
5 .087 .996, .088 50 .766 .643 1.192
6 .105 .995 .105
7 .122 .992 .123 32. s.7ZZ

.629 1.235
,616 1.2808 .139 .990 .141

9 .156 .988 .

N :m .602 1.327
158 .588 1476

10 .174 .985 55 .819 .574 1.428
. 1]. .191 .98t .194 56 .82 .559 1.483

12 .208 .918- .213 .839 .545 '1.540
13 .225 .974 .231 g .848 .530 1.600 ,

14 .242 .970 .:249 59 .857 .515 . 1.664
15 .259 .966 .268 60 .866 , .500 1:732
16 .276 .961 .287 61 .875 .485 1.804

.309 , .951 .325 63 .891 .454 1.963

17
18,

.292 .956 .306 62 .883 ,47p 1.881

19 .326 .946 .344 64 .899 .438 2.050
20 442 .940.... .364 65 .. .906 .423 2445
21 .1S58 .934 .384 66 .914 .407 2.46_.

.921' .425 2 .921 .391 2.
.927

J56
.375 2.475.391

.404
. E.

.375 -.927

25 .423', .906 .466 70 .940 .342 2:M

24 .407 .914 .445 69 . .934 .358

26 .438 . 9. :488 71' ..946 .326 2.904
27 .454 .11 .510 72
28 .470 .8 3 .532 73

.951. .309 3.078 v

.956 .292 3.271
29 .485 .875 .554 74 .961 .276 3.487
30 .500 .866 .577 75 .966 .259 3.732
31 .515 .601 76 .970 .242 4.011
32 .530 .8% .625 7 .974 .22g 4.331
33 .545 .839 .649 7 .978 .20 4.705

( 34 .559 .829 .675 g .982 .191 5.145
45 .574- .819 .700 .985 .174 5.671
36 .156

1

6.314.588 .809 .727 81 .988

.781 83 093
82 .990 .139 7,11

34
5

.122 8.144

.602 .799

.616 , .788
.754

39 .629 .777 .810 84 .995 .105 9.514-
40 .643 .766 .839 85 .996 .087 11.43
441 .658 .755 .869 ,86 .998 .070 14.30
42 .669 .743 -.900 87 .999
43 .682 88 .999

.052 19.08
.731 .933 .01 28.64

44 .966 89 14000 .01 57.29
45 .."M .R 1.000 90 1.000 .000, .

A
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4

4 Je
Scauciones a los prciblemas apéndice

Conjunto de problemas X-1
3 4 3

44, 4.
3 4 4

7...

5. a 0.34,

b. '0.80,

s

0 .94, 0.36.

0.60, 1.33.

b. 12

_Conjunto de problemas

2. 430, 230, 170 , 24°, 630, 71°.

6

3. sen 17° x ..().292 , 2640 771 pieS
5280

4. 6tan x 1.5. x 56 .

5. mL 30°, itIL B 'AZ C 75° .

ADa. my - tan C,, D 3.732 3 - 11.196.,
CEb. trz. -sen B, CE m0.966 k 6 5.796.

.ed?

C. niZ ECB .90°.

DPd. tc15. - tan 15o
DP ..0.0268... 3 -0.804.

mL B = 15°.

A-X

f

4
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6. s en 18° brg'
b 3.71, 2b 7.,42

oe 18° a

a . 11.41.

A-76

36°

if

irea .10 7.42 11.41 - 423.

tan 42°

tan 26°

s en 260

CD . 45.0.

.AC . 92.2, AB . 42.2.

r

AD 1211

Conjunto de problem4s X-3

1. (sen A)2 (los A)2 - 1, + 008 A)P
,

A
RIZ

- 1
senA 1

tan.A
-(EzETT,

2 ff 21r

7

4

2.. (c) Imposible

(d) Aqui A es congruente Con el Angulo B de la

parte (a).

(g) Aqui A 'es' el complemento del Angulo A de la
4

°parte (1).

t.

r

4



A Apendice XI

.1)0LIEDROS REGULARES..

Vn poliedro es un cuerpo cuyasfronteras consisten en
porciones de planos,.11amadas cares, clue son regiones

.poligonales. Los lados y los vertices dt los polfgonos_se

llaman arlstas y vertices yel polledro. Los prismas y las

pirdmides son e4emp1os de tiPos espec,iales de poliedros.

Un polledrocreliulis es un poliedro convexo (pare la defl-

hiciOn de convexidad refiérete a la secciOn 3-3) cuyas

cares esttin limitadas pot poligonos regulares'que tienen

todos el:mismo ndmero de lados y tal que en" cede vértice //

.concurren el mismo ndmero de catas (y aristas): Determine-.

remos todos lbs poliedros regulares mediante la famosa

formula de Euler que relaciona el ndmero de vertiCes,

arlatas y cares de tin poliedro cobexo (más generalmente,

uno que no commkenga agujeros). Una exposiciOn excelente

de este fOrmula se encuentra.en el libro de Rademacher y.

Toeplitz, "The Enjoyment of Mathematics". Demostraremos

pe hay solamente cinco posibilidades para los ndmeros de

vertices, aristas.y cares, pero omitiremos la demost&ción

de que eada una.de estas posibilidades se cumple'en un

ipokiedro regular de una manera y 8610 una.

Supotite que tengmos un poliedroregular con V vertices,
E aristas y V cares, y con ,r carel; concurrentes en cada

vertice y ri lados (y vertices) en dpada cara. -Si se

cohsiderasen una a una todas las aristas,..tendriamos E
segmentos, cada uno con dos extremos, y por cons4guiente,

habrfa 2E extremos en total. Ahora hien, hay r de

373
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estos extremos,incide es en cada unO de los V vértices.

Por tanto, hay un total de rV extremos y tenemos, pues,

la relación rV - 2E 6 '

(1)
2E

V-
r .

'-.......Apilogamente, imaginate una a upa todu las caras y
1

cuenta el ndmero total de 1os'ladow de tales poligonos.

Hay 2 caras incidentes en cada Arista:de manera(que hay

2E tados. Hay' n lados en cada cara, y, por lo\anto,

hay un total de 4' lados, Asi, nF .. 2E d

2E . \ .

.

.(2), ,k F -.. .

4

La f6rmula de Euler nos dice que

V - E + F 2.

Sustituyendo V y F por sus valores en las ecuaciones

(1) y (2), obtenemos

2E
- E 2E 2.

r n

Dividiendo por 2E, obtenemos

(3)

tor tanto,

o sea,

1 _1 1 1
r 2 n E

1 1 4. 1 ;. 0

r 2 n

rn 7
.1.4 1 1).11

Ahora bien, r 2: 3; de modo quNi.
-

a -; r -7 -3- )

y por tant?, n <6. MI, pues, n - 3, 4 6,51, y las.dnicas

posibilidaAes para las caras son trangulos cuadrados, o

pent4gonos regulares. Mediante'el mismo argumento vemos que

3 Zei 4,04

4.
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laa dnicts posibilidades para r son r 3, 4 6 5. El
,valor de E se determina mediante la ecuacidn (3) y los
valores de V y F medtante Las ecuaciones (1) y (2).

Para n 3, 3, obtencaQs y 4, E 6, Fra 4.

Para n 3, r 4, obtenbmo V E 12, F.... 8.

Para n 3,. r 5, obtenemos V 2, E 30, F 20.

Ensayando con n 4, vemos que.la dnica posibilidad
para r es 3, y en este caso V au 8, E 12, F 6.

Finalmente,.para n 5 11a dnica posibrlidad es r 3,

que da V 20, E 30, F 12.

Estas cinco posibilidades se cuMplen esencialmente
de una sola mapera para cada elección.de F, E y V

(en forma mils precisa: dos pokLedros regulares con los

mismos valores para F, E y V son "semejantes"), aunque
no lo hemos demostrado.. En la aiguiente tabla se indican
los cinco poliedros regulares:

-00
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Ndmero de -

yoliedro
regular

.

Frontera
de la
cara

Ndmero
de
caras

Ndmero
de

aristas

.

Ndmero
de

vertices

caras
(o aristas)

, en tin .

vertice

Tetraedro TriAngulo 4 6 4 3

Octaedro ItiAngulo '8 12 6 4

Icosaedro. TriAngulo 20 10 1 5

Cubo Cpadrado 6 12 8 3
(hexaedro) ,

Dodecaedro PentAgono 12 30 20 3

Tetraedro

Dodecaedro

Hexaedro

Icosaedro

Octaedro

Observamos una dualidad curiosa entre el octaedro y el

cubo y entre 01.4osaedro y el dodecadkro, obtenida mediante

el intercambio.de F y V, n y r; y dejando E inalte-

rada. El tetaedro es el dual de st mismo. Etta dualidad

se puede establecer tomando uno de los cuerpos y formando

un nuevo cuerpoocuyos vftticef sean los centros de las

caras del cuerpo original, y cuyas aristas Bean los segmentos
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que conectan los centros de caras adyacentes. Estas y otras

relaciones entre los poliedros regulares y los poliedros

semirregulares relacionados con,ellos se estudian en varida

libros; por ejemplo, en el iibro de Steinhaus, "Mathematical.

Snapshots", y el de Cundy y Rollet, "Mathematical.Models".

4
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I.

, EL SIGNIFICADO USO LOS SIMBOLOS

4,

A B Puede leerseicomo igual a B", "A es igual

a B", "A igual BY' (coci6 en "Sea A y.posible-

mente de otras maneras a fin.de que se ajuste a la

estructura del enundiSdo en el cual aparece el

tambolo.- Sin embargo, no debemos emplear el-slmbolo

. en casos como "A y B son N."; el uso adecuado del

sfmbolo es.entre dos expresiones. Si dos expre-
..

siones estgn coRectadastpor el sfmbolo , se?

.sobrentenderg que dichas expresiones representan
la misma entida4pmatemAtica, en nuestro caso &its

serg o un ndmero real o un conjunto de puntos.

0 "No es igtial a". A 0 B significa que A y B no

representan la misma entidad. Las mismasvsxia-
.

ciones y advertencias que se hicieron acerca del

uso de se aplican en el caso del uso de 0.

Algebraico

Eétos sfmbolos algebraicos familiares para las

operaciones con ndmeros reales no necesitan comen-
.

tarios. Los postul*dos fundamet)tales acerca de

, ellos aparecln en el Apéndice II.

Asf como estds sfmbolos pueden leerse de varies.
0

maneras en los enunciados. Por ejemplo, A.c%

puede representar lo que est4 6subrayado ph las A
eiguientes frases: "Si A es menor sue B", "Se; 1.

A menor.sue B", es menor sat B 10eplica", etc.

,Lo mismo puede decirse para los otros tres sfmbolos,

que se leen "mayorAue", "menor que o igual a" y
ftmoor que o igual Estes desigualdades see

aplican.s610 a los ndmeros reales. Sus propiedades

øé mencionaron brevemente en la secci6n 22 y con

mfis.detalles en la secci6n 7-2.

e 378



Ggomdtrico

Conjuntos de
puntos

.Z ABC

A ABC

LA C-D

Ndmeros reales

AB

m z ABC

4

"Razz cuadrada de A", y "valor absoluto de A".

Estos sYmbolos se estudiaron en las secciones

2-2 y 2-3 y en el Apéndice IV.

Una sola letra puede representar c4ilquier

conjunto de puntgs que estd bien d finido. De,

modo que podemos_hablar del pdnto P; la recta m,

un semiplano H, una circunferencia -C, un Angulo

xl un segmento b, etc.

La recta que contiene los dos puntoi A y B

(pAg. 32).

El segmento de recta cuyos extremos son A y B

(ph. 47).

La semirrecta cuyo extremo es A y que contiene

el punto B (pli. 48).

El Angulo cuyo vdrtice es el punto B y cuyos

lados son las semirrectas a y gC (pug. 77Y.

El triAngulo cuyos vdrtices son A, B y C (pig.

78).

El Angulo diedro cuya arista es BC y cuyoilados

contienen lgs puntos A y D (peg. 302).

El ndmero positivo que es la distancla &Are

los dos.puntosTA y B, y plmbidn la longitud del

segmento de recta AB (pAg. 36).

El ndmero real entre 0 y 180 que es la medida

angular del LABC (p4g. 87).
/

'



Relaciones

1

II

dongruencia. A gi B se lee "A es congruente a

B", f)ero deben tenerse en cuenta las mismas

posibles" variaciones y restricciones que en el

caso de A B. En el texto,seb Oueden ser

dos segmentos (pig. 344), dos ingulos (p4s. 114)

o dos triingulos (pig. 116), no nec4aikiaMente.

distintos.

Perpendicular. .A..LB 'se lee "A es perpendicular

a B", y en este caso pueden afladirse los mismos

comentarios que en el caso de k. A y B pueden

ser o bien dos rectas (pfig. 92), dos planos

(pig. 305), o una recta y un plano (pfig. 231).

Paralelo. A 11B se lee "A es paralelo a B",

siendo vilidos en este caso los mismos comen-

'tarios que para g. A y B,pueden sir o bien dos

rectas (pig. 251), dos planos (pig. 295), o

Yl9

una recta y un piano (pfig. 295).
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1

Postulado 1. (pAg. .32) Dad, s.dos punto iferentes cualesquiera,
habrA exactamente una recta que toes contenga..

Postulado 2. (pAg. 36) (Postulado de.la distanCia.) A cada
par de'puntos diferentes.vprresponde un ndmerfApositivo dnico.

Postulado 3. (p4gA)d (Postulado de la regia.) Podemos esta-
blecerJula correspondencia entre los puntos de una recta y los

Lista de P tulados.

ndmeros

(1)

"- real,

(2) A cada ndmero real corresponde exactamente un punto de
la recta, y

(3) La distancia entre dos'puntos es'el valor absoluto de la

diferencia de los ndmeros. correspondientes.

reales de manera que ,

A ada punto de la-recta caT6ponde exactamente un ndmero

Postulado 4. (pAg. 42):, (El postulado de colocación de la regla.)

Dados dos puntos P y Q.de una reta, se p de escoger el stttema''

de coordenadas.de manera tal que la coordJnRda de P sea cero la
coordehada de Q sea positiva.

Postulado 5. (pAg. 59)

(a) Todo piano contiene-por.lo menos tres puntos queino estAn

alineados.

El pspacio contiene por. nos cuatro puntos.que no
en un plaho.

Postulalo 6. (pAg. 61) $i dos puhtos estAn!.en 4n, plano,

entohceS 1a'recta que.los contiene' está enel mismo piano.-
Postulado 7. (pAg. 6) Tres puntos cualesquiera .estAn pot- lo'

menos en un plano, y tres puntos'cualesquiera no alineados:OStIn
exactamente en un. pl4no .MAs yrevemente., tiei(pUntoa .cualesquiera

son.coplanarios y tres '0Untus cUalesquiera n9 alit:1664'os 'deiteriminan.

...un piano.

Postulado 8.. (p4ik."63.) Si 4 s; plq.nyt 411arehtes ae COrtan,
. o

au .inters6cci6n es 'uha,pact4:.

Ppatulado 9..(p6g, '69) .(ti. poritOado de Sepakacii*Ael piano.)

I. 0

11

ft

I' . y .1

.

k 6,
401t1A.'

.



Se da una recta y un p1anO que la contiene. Los puntos del

piano que no estAn en la recta forman dos conjuntos tales que

(1) cada uno de lob conjuntoS es convexo, 01(2). si P estA en

un conjunto y Q en.el otro,.entonces el segmento PQ corta a

la recta.

. Postulado 10. (pAg. 71) (Postulado de separación del

espacio.) -Los puntos del espacio que no estAn en' un piano

dado forman dos conjuntos tales que ) cada uno de los con-
.

Pjuntos es convexo, y (2) si P estA en un oonjunto y Q en el
.

otro, entonces el segmento PQ corta al piano.

Postulado 11. (Pág. 86) (El postulado de fa medida.de

Angulos.) A cada Angulo LBAC re corresppnde un nUmero real
.

entre 0 y 180.

Postulado 12. (pAg. 87) (El postulado de la construccIón
---.

,

....

del Angulo.) Sea AB un,rayo de la arista del semiplano H.

Para cada nUmero r entre 0 y 180 hay exattamentel!In rayo AP,

con P en H, tal que m LPAB = r. c)

.Postulado 13. (pAg. 87) \ (El postulado de la 'adición de

Angulos.) Si D es un punto en el interior del LBAC, enton4

oes mLBAC : m ZBAD / mL DAC.

Postulad9A4. (PAg. 88) (El postulado del suplemento.)

Si dos Angulos forman un par lineal, entonces son suplementa-.

rios.

Postulado 15. (pas. 120) (El.postulado L.A.L.) Sea G

una correspondencia entre dos triAngulos (o la/de un triAngulo

consigo mismo). Si dos lados y el Angulo comprendido del.
,

primer triAngulo son congruentes a las partes correspondientes

del segundo triAngulo, entonces la correspondencia G es una

congruencia.

Postulado 16. (pág. 261) (El postnlado de las paralelas.)
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Por un punto wcterno dado hay a lo sumo uria recta,pasalela a

una recta dada.

Postulado 17.. (pAg.'522): A:toda región poligonal le v

corresponde Un alMero positiva

Postulado 18. (pAg.. 322) '15i dos triAngulos son.cong4uen-
,

tes, entonces las'regiones triangulares.tienen la Misma Area.

POttulado 19. (pAg. 325) Supongamos que la.región R es

la reunión de dos regiones Ri y R. 8upongamos que R1,y R2 o

intersecan en a Lo sumo:un ntimero.finito de seimbAtos y

puntos. Entonces el Area de R es la suma de las Areas de

R y R
1 2'

Postulado 20.. (PAg. 525) El Area de un rectAngulo es el

'prodtActo de la lopgitud de su'base, y la lOngitUte su alturd:

Po§tulado 21. (PAg. 548) El Volumen de-un paralepipedo

rectangular es el producto de la altura por el,Area,de la base.

Postulado 22. (pAg. 550) (Principio de Gavalieri.)
I

Dados dos sólidos y un plano, si para todo plano que Interseca

a los dos sólidos y es.paralelo al plano dadp;.las dos inter-
,

seccidnes tienen Ateas iguales, entpnces los dos sblidds

tienen el mismo volumen.
.

0

\-



Lista-de Teoremas ,y Corolarios

Seorema 2-1. (pfig., 44) .Sean A, B, C tres puntos en una.reCta,

con coordenadas x, y, z. Si x -<y< z, entonces B estd entre A.y C.

Teorvma 2-2; (pdg. 46) :Para cada tres puntos cualesquiera de

la misma recta, uno de ellos estard Are los otros.dos.
A

Teorema 2-3. (pfig. 47) De cada tres puntos diferentes dy la

misma recta; solamente uno estard entre los otros dos.

Teorema (pAg.. 49) (El teorema de -la localización de

puntos.) Sea AB un/rayo, y sea: un ndmero positivo. Entonces

existe exactamente un..pUnto P en At tal que AP x.

Teorema 2-5% *(0Ag.'50) Todo segmento tiéne exacpamente un
punto medio.

Teorema 3-1. '(pgg, 59) Dos rectas difgrentes se intersecan

a lo sumo en.un punto.

Teorema 3-2. (pág. '61) Si una recta interseca a un plano que
.

no la contiene, entonces.la.intersecci6n serd un solo punto.

Teorema (pdg. 62) Dada una recta y un punto fuera dp ella,

hay exactamente un plano que los'contiene a ambos.

Teorema'3-4. (pfig. 62). Dgdas dos rectas que se cortanOlay

exactamente Un plano que las contiene.

Teorema 4-1. (pág. 93) Si dos oingulos son complementarios,

entonces ambos son agudos.

'reorema 4-2. (64. 95) Todo Angulo es congruente consigo

! mismo.

*No
Tdorema 4-3. (pig. 93) Dos Angulos rectos cualesquiera. son -'

congruentes. .. 4

Teoretha 4-4. (pdg. 93)- Si dos Sngulos son .Ey.a vez copgruentes

y suplementarios, entonces.cada uno de ellos es un.Angulo recto.

Teorema 4-5. (peg. 93) Los suplementos dg dnguks.congruenteg
son congruentes.

384



Teorems 4-6. (pAg.. 94) Los .6omp1eitientps de ngulos congruentes
. son congruen /tes.

I

Teonema 4-7. (pgg. ,9H) Los Angulos opuestos por el \fArtice son

congruentes.
_ .

Teorema 4-8. (pAg..T) Si dos rectas que setcortan forman un 1'

Angulo recto, entonces forman cuatTkingulos rectos.
Teorema 5-1. (pAg. 10 ftodo Segmento es co4gruente consigp

mismo.

Teorema 5-2. (pAg.,134) Si dos lados de un triAngu1of8on.
-congruentes, entonces-los gngulos ppuestos a estos lados aon

congruentes.

Corolario 5-2-1. -(pAg. i56) Todo.trignulo-equilgtero es

equigngulo.

Teorema (pAg 13t: Tod() Angulo tiene exactawnte ups

bisectriz.

Teorema 5-4. (peg. 149) _(E1 teorema A.L.A.) Sea G una

correspondencia entre dos triAngulos (o entre un trigngulo y 61

mismo). Si dos Anguios'y el laao comdn'del primer trigngulo son
,

congruentes a las partess corresPoridientes del segunto trigngulp,
-

entonces.la correspondencia1G es una congruencia.
:)

Teorema 5-5: (pgg. 14'1). Si dos gngulos de un triagulo son

congruentes, los lados opues4o8 es.tos gngulos son congruentes.

Corolario (pgg. )..41) 'Un trignplo equigngulo es

eqillgtero.

. Teorema 5-6. (pgg. 14r,) (El teoremalL.L.L.) Sea G una'

correspondencia eritre'dos triAngulos (o entreun triAngUlo y el

mismo)( Si.los tres pares de lados correspondientes son congruentes,

entonces la correspondencia G es una congruencia. u

Teorema Jpgg. 179) En un plano .dado, y por un Puntp dado

de-una rec a dada en el piano, pass Lula y solamente una recta

perpenditu/i 'la recta dada.

,Teorema 6- (pdg. Mi) La mediatriz de un segmento, en un piano,

J88 el conjunto de toks los puntos detOlano que equidistan de los

extremos del segmento. /

4
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Teorema 6-3. . (Nig. 183) Desde un punto externo dada, hay $lo
ktumo una recta perpendicular a una recta dada.1

'Corolario 6-3-1. (pAg. 184) A lo sumo un Angulo de un
'

triAngulo__,
.

.

-, puede .ser recto.
)

.

Teorema 6-4. (peg.#84) Desde On puntaexternodado, hay por
lo twos una recta perpendicular a una recta dada.

.

'.eorema 6-5. (pág..195) Si M estA sobre Ja recta 14 entre

A y C, entonces M y A estAn al mismo lado de otra recta cualquiera
, .

L' quecontenga a C,
, reorema 6-e. (pAg. 19) Si M estA entre # y.C, y B eS cualquier

4.-....

punto fura de"la recta.AC, pntonces M estA en el interior de zABC.
--;- Teorema 7-1. .(pAg. 206) (El teorema del Angulo externo.) Un..

t---- . .

gulo externo de un triAngulo'es mayor que cuAlquiera de los Angulos

1----1
i ternos no contiguos.

Corolarlo 7-1-1. (pAg. 209) Si un triAngulo tiene up Angulo'

ucto, entonces los otros dos Angulos son agudos.

Tebrema 1-2. (pAg. 209) (El teprema L.A.A.) Sea G una cortA4L

pondencia entte dos triAngulos: Si dos Angulos'y el.ladocpuesto
. a(undde_ellos en un triángulo son congruentes con las partes corres-
pindiqntes del segundo triAnplo, entonces la correspondencia G es
una Congruencia:"

Teorema 7-3. (pAg..A1)' .(11 teorema de la.hipotenusa-y el

cateto.) Sea G una cArespondencia, entre dos triAngulosrrectAngulbs.
Si la hipotenusa y un cateto de un triAngulo son congruentes con

las partes correspondientes.del segundo triAdgula, entonces la

correspondencia G es una congruencia.

Teorema 7-4. (pAg. 215) Si dos lados de un triAngulo no son
.

.
1

cpngruentes,.entonces los-Angulos opuestos a estos-lados no son.

congruentes, y el Angvlo maycir es el opuesto al lado mayor..
.

TeoreMa 7-5. (pAE0 214) Si dos Angulos,de un triAngulo no son

congruentes, entonces los lados opuestos LCellos. pu son congruenteb,

y el lado mayor es el opuesto al Angulo mayor.

Teorema 7-6. (pAg., El.segmen o mAs c rtvique va desde-un
I

punto a una recta és el,segmenco erpend cular a la recta. "\

t
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Jeorema 7-7. . ',119) (La destgualdad d'afriAngulo.) La,

suma de las longitudes de dOs lados cualesquiera de un teldngulo

ea' mayor que la longltud del tercer lado( )

Teorema 7-8, (pAg. ?n) Si dos ladbs de un triAngulo son

tongruentes respectivamente con'dos lados de unysegundo triAngulo,

'y el Angulo comprendido en el Primer triAdgLilo es mayor que el

Angulo comprendido en el segundo, entfnces el lado opuestp del primer

triAngulo es mayor que el lado opueséo del,segundo.

.Teorema 7-9. (pAg. 224) Si doslados de un triángulo son

congruentes'respectivamene con dos lados de un segundo triAngulo, y
. 1

el tercer lado del pr mer)triAngulo es.mAs largo que el tercer lado

del segunO, entonces el Angulo' comprendido en el primet triAngulo

es mayor.que el Angulo comprepdido en el segund 0

Teorema 8-1. (pag. ai caft unodedbs,puntos de una recta

estA egutdistante de dos ntos dados, ,entonces todo punto dg la

recta estA equidistante los puntos dados/

Teorema 8-2. ,(pAg. 6)". Si ,cada.uno de tres'puntos no alineados

de un plano equidista de dps punto,43, entonces todo punto del plano

equialsta de estos dos puntos.

Teorema 8-3. (pAg. 237) Si una recta es perpendicular a cada

una de dos, rectas que se cortan, en, su PUnto de intersección,

enitonces.es perpendicular al plano.de esas rec.tas.
.

,

Xeorema"8-4. (pAg+.241) un piAnto en una recta dada pasa un

piano perpendicular a la recea.

Teorema 8-5. (pAg. 242) Si una ec)ta y un plepo son perpen-
--t---

dEculares, entonces el piano contiene tbdas las rectas perpendlculares

a la repta dada eh su punto de intentección con el plano dado.

Teorema 8-6. (pAg. 243) Por un punto en .una recta daeis hay a

lo mAs un piano 'perfsendiculava la recta.

Teprema18-7. (pig. 243) El piano perpe4dicular que biseca a un'

segmento pp el conjunto de todoOos.puntos equidistantes, de los

extremOs del segmento.

Teorema 8-8. (pág.. P.44) pos rectas perpendlculares al mismo plena

están en un Alamo piano.

1
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Teorema 8-9. (pgg. 2)5) Por un.punto dado pasa un planay
solamente uno, perpendicular a una recta dada.

(P.

/ l ,Teorema 8-10. (pgg. 24)) Yor un punt6 dado pasa una recta

.s.olamente una, perpndicular a un piano_ (Ludo..

Teorema 8-11. (pgg. )1.6) El segmento mgs corto a UU piano

edesde un punto fuera dtl piano es ei segmento perpendicular.
Teurema 9-1. (p4. 252) Dos rectas paralelas estgn en exacta-

mente un piano. -

Tekor9ma 9-2. (ph. 252) Dos rectas en un-planp soriparalelask.

si ambas son perpendiculares a la misMa recta.

Teorema 9-3.. (pgg. 253) Sea-L'una recta, y sea P un punto que

no est6 en L. -Entonces'hay al menos una recta, que pasa por P y es
.paralela a L.

Teorema 9-4. (pgg. 21-) Si dos rectas son cortadas por una
secante, y si un par de gngulos alternos internos sOn congruentesi

entonces e1 otro par de Angulos "alternos-inarnels sdn tarlibi'dn
acongruentes.

Teorema 9-5. (pgg. 255) Si dos rectas son cortadas por una

secante, y si un par de gngulos alternos iaternos son congrUentes,

entonces las rectas son paralelas.

Teurema 9-6. (p6g. 261) Si dos rectas son corfadas por una-

secante, y si un par de gngulos correspondierktes son congruerites,

entonces los otibs tres pares de gnguloa correspondientes tienen
.la misma propiedad.

Teorema 9-7. (pgg. 251) Si dos rectas son cortadas pot una'

secante,y si un par de gngulos corre%tndientes son congruentes,-

entonces las rectas son paralelas.

Teorema 9-8. (pfig: 252) Si dos.retLas paraletas son cor*adas

,por una secante, entonces los gngulos alternos internos sou .

congruentes.

Tebrema 9-9 (pgg. ',',63) Si dos rectas parglelas son corbedask

por una secante, cada par de gngurco,s correspondientes son
congruentes.

4
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reoremit 9- 10. (Nig. 265) Si,dos rectas paralelas &on

.ddvtadas por una secante, los.Anguloa infernos a un mismo lado
.

.de la secante_&o n suplementarios.

, Teorema 9-11. (pAg. 264) En un piano, dos recta& paralelas

a la,misma recta son paralelas entre sf.

Teorema 9-12. (pAg. 264) En un plano, si una recta es

perpendicular a u na de dos rectas paralelaa, es perpendicular a ia

otra. ./

Teorema 9-13. (pAg. 266) La suma de las medidas de los Angulos

de un triAngillo es

Corolaiio°9-13-1. (pAg. 267) Sea dada una correspondencia entre

dos triAngulos. uSi,dds pares de Angulos correspondientes son .

congruentes, entonces-el tercer par de Angulos correspondientes son

tambi4n congruentes.

Corolario 9-13-2. (pig. 268) L9s Angulos agudos de un tiliAngulo

rectAnguLo son.complementarids.

Cdrolario 9-13-3. (pgg. .268) En todo triAngulo, la medida de

un Angulo externo es 1.a...suma de las medidas de los,dos Angulds

internos no contiguos.,
o

Teoremu 9-14.- (pAg. 273) Cada diagonal separa a un pa rakelo-
.

( plamo en do's triAngulos congruent es.

Teorema 9-15. (pig. -73) En Lin paralelogramo, dos lados

.qpuestos cyalesquiera,son congruentes.

Corolario 9-15-1.. bAg. 273) Si Lill L2 y si P y Q-son dos

puntos cualesquiera en L
1,

entonces'las distanCias de P y .Q a L
2,

'son,kgualq,s.

ecirem4 9,16. -(pAg. 273) En un pavilelogtamo, dos gngulos

opudstos cualequiera son congruentes.

Teorema 9-17. .(pgg. 273y- En paralelogranfoor-dos Angulos

cohsecutivos ctialesquiera son suplementarios..

Tgorema 9-18. (pgg. 27:5) Las diagonales de un paraielogramo

se bisecan.



Teorema 9-19. (pig. 274) Dado un cuadrilfitero en el que

ambos pares de ladop opuestos son congruentes,, entonces el

cuadrilAtero es unparalelogramo.

, Teorema 9-20. (p4g. 274) Si dos lados de .un cuadrilAtero son

paralplos y congruentes, entonces el cuadrilátero es un'paralelo-

gramo.

Teorema 9-21. (pAg. 274) Si las diagonales de un cuadrilá-

tero se bisecan;entonces el cuadrilAtero es un paralelogramo.

Teorema 9-22. .(pAg. 274) El segmento entre los dos puntos

medios de dos lados de un trrAngulo es paralelo al tercer lado y

t.iene la mitad de su longitud.

Teorema (pAg. 276) Si un paralelogramo tiene un Angulo'

rectol entonces tiene cuatro Angulds rectOs, y el.paral

es un rectfinguld.:

logramo

0

Teorema 9-24. (pAg. 276) En un rombo, las diagonales son

perpendicufares entre sf.

Teorema 9-25. ,(pAg. 276) $i las. diagonales de un cuadri16-

terd se.bisecan y son perpendl.culares, entonces el cuadrilAtero

.es un rombo.
- tt.

Teorema 9-26. (pig: 281) Si tres rectas paralelas recortan

.segmentos congruentes en.una secante, entonces recortan segmentos

congru*ntes en cuarquier otra secahte.

CorOlario,9-26-1. ((pAg.. 283)' Si tres.o mAs rectas paralelas

recortan Segmentos congruentes en una.secante, entonces redortan

segmentos congrdentes en cualquier otra secante.

Teo 9-)7. (pAg. 284) Las mediahas de un triAngulo. son

coficurr ntes'en un'punto *le estA a doS tercios de la distancia

.de cualqier vértice al punto medio del lado opuesto.

Teorema 10-1. (pág. 296) Si un plano corta a dos planos

pdalelos, entohces la intersecci6n consiste en dOs rectas.paraleias.

Teorema 10-2. '(p411g. 296) Si'una recta es perpendicular a

. -uno de dos planos paralelos, qs perpendicular al otro%

apo
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Teorema 10-3. "(pAg. 297) Dos pianos perpendicuiares a la
.

.
.

misma recta.son paralelOs.
.

.
.

Corolarj.o 10-3-14 (pAg. 2-97) Si dos plands son paralelos .

,
l

a.un tercer plano, son paalelos entre si. 1
.

Teorema 10-4. (pAg. .2.(4)8), Dos rectas perpendicul.ares al

mismo plans, son paralelas.

Corolario.10-4-1. (pAg. 298T Un,planO perpendicular a una
, .

de dos rectas paralelas es kerpendtcular q la .otra.
(

. Corolario)10-4-2. , (pAg. 9_8) Si dos rectas son paralelas
.

4

a una tercera, son paralelas entre sl.

Tec&ema 10-5. (pAg. 299) Dos pianos' paralelos -son 'equidis-

tantes en toda su extengión.
41

Teorema 10-6. (pAg. 304) Dos Anguloa rectilfneos cuales-,

quiera de un Angulo diedro dado son congruentes....
. I

Corolario .(pág. 305) Si una recta es perpendicu-

lar a un plano, entohces cualquier plano que contehga esta

recta es perkendicular al plano dado..

COrolario 10-642. (pAg.-905) Si dos pianos son perpert-

diculares, entonces'cualquier,recta en uno de llos perpendi-
.,

cular a su recta de intersección, es perpendicular° al otro

plano.

1;eot.ema 10-7. (pAg. 309) La proyeccibn de una.rl.ecta sobre

un piano 4s una recta, a menos que la
k

recta y el piano sean

perpendiculares. .
.

. .

Tedrema 11-1. (pAg. 330). ,E1 Area de un triAngulo 1-ctAn-
.

gulo.es la mitad'del producto.de lis catetos.
,

,Teorema 11-2. (pAg. 331) El Area de un triángulo es la

mitad dp1 Troductó.de Cualquiera de sus bases y la altura a
k

ésa base..

(pAg.333) El Area de un paralelogramo 'es el

producto de cualquiera de 4us bases y la correspondiente

altura.

Teorema 11-4. (pAg. 334) El erea de Un trapecio'bs la

mitad del producto deau'altura.y la suma d sus, bases.

39 J..
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Teorema (0Ag. 335) Si dos.tri'AngUlos tientn alturas

iguales, entonces"la razón de sus Areas es igual a la rai6n-de

sus b4ses.

Teorema 11-6, .(pAg. 335) Si dos triAngelos tienen alturas

iguales y b4ses iguales, entonces tienen Areas iguales.

Teorema 11-7 (p4g. )41) (El teorema de PitAgoras.) En un

triAngulo rectAngulo, el cuadrádo de la h'ipotenusa es igual ar,
) la suma'de lps cuadradOs de los catetos.

Teorema 11-8. (pAg. 31-0). Si ercuadrado de un lado de Uri\

4 triAngulo es lgual a lasuma'de los cudradOs`de los otros.dos

iados, entonces*el triAngillo es rectAngulo, gon.un Angulo recto

opueato'al primer lado.-

:Teorema 11-9. (pAg..)48)- (t1 teorema-del triAngulo 30-60.)
3

La hipotenusa Oe untriAngulo rectAngulo es dos veces.el largo

de un cateto si, solamente si, las niedidas L-los Angulos son,

30 y 60.
. .

Teorema 11-10. (pAg. 1548) (Elteorema del triAnguko rep-
, .

tAngulo 1s6sce1es.)\ UrAriAingulo tfctAligulo es is6sceles si,
% ,._

y solamente si, la hipotenusa es NE veces el largo de un cateto.

Teorema 12-1. (pAg. 368) (El.teorema fundamental de la

proporcionalidadj Si una recta- paralera a un lado de un

tiAngulo, corta a los otros dos lados cric-puntos aistintos

entonces determina sobre ellos segmentos que son proporcionales

a.estos lados.

Teorema (pAg. 369) Si una recta corta a dos lados

de un triAngulo,-y determina-segmentos proporcronates a esos

.dos lados, eneonces es paralela al tercer lado.
P Ait

.- )Teorema 12.-3. (pAg.' 374) (El teorema de semejdza X.A.A.) k

ea S una correspOndericia entre dos triAngulos. Si 1 Angulos
.

i

0 ,
correspondientei son congruentes, entonces la adorresPondeft0a

S es una semejanza.



) Corolario 12-3-1: (pAi. 376) (El corolario-A.A.) Sea S

una correspondencia entre dos eriAngulos. Si-dos pares de

Angulos correspopdientes.son congrue4177entonces la correspon-.

(encia S es una.semelanza.

' Q1ario 12-3-2. (pAg. 376) Si una recta 1:,Aalela a un

Iado d ulo interseca a los otros dos lados en puntos

distintos,, enton determins, un triAngulfo semejante al triAn-
.,.

.

gt.fto dado.
N.

.Teorema 12.4.. .014..376) ,(E1 teorema de la semejanza
.

16.X.L) ; Sea-eima°correspondenci4 entre dos triAngulos.. Si dos

pares de lados cortespondientes,sorporcionales y,loskdoS'
,

0

Angulos tOMp6r.endidOs S9n congruentes, entonces la corresponden-'

tia S es una semejanza.
. . .

Tediema"12-5. (pAg. 378) (El teorema de semejanza L.L.L.)

Sea $ una corresTiondencia' entre dos triAngulos. Si los lados

-corregpongentes. son proporcionales .entonc s la coriespondencia
CS

semejanz.a...
0

')Tep ema:12-6. (0,Ag. 390) En cualquier erleAnguld.rectAngulo,

-.la al ra correspondiente a la hipotenusa divide al triAngulo en
. .0

iriAngulos.que4oir(seiliejantes t:Ino a oti.o y tamt)ién semejan-

tes al triángulo original.

Corylario 12`-6-1. (pAg. 391). Dado un,triángulo rectAngulo

y la altura.desde el,vértice del Angulo recto a la hipotenusa,

(1).1a altura la,media geométrica delos segmentos en que

/divide,a la hipotenusa, y'

(2).cada tateto es la media geomAtrica entre la hipotenusa y

el segmento de la hipotenusa adyacente a ese cateto.

Teorema 12-7. 6Ag. 394) . La raibn de las Areas de dos

triA4gulos semejantes es el cuadrado de la raZón de dos lados

Correspondienees.

39; 4
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"teorema 13-1. (pAg. 41) :La intersección de uta sup4q,to4e

esfér ca con un plano que pasp pdr su'centro eä una circunferen-

Jn el.mismo centro y eimismo radio.

Teorema 13-2.. (pAg. 414) Dadas una recta y una-ciicunfe-

rencia en el mismo plano, sea P el centro de la circunferencia

y sea F el ?i de,ra perpendicular trazada Por P, a la recta.
4

.

Entonce&, o ien

Todo punto de la recta es exterior a la circunferencia,0

, (2) F estA en la.cirtunferencia, y la recta es tangente a la
4

circunfererwia en el 1:6nto F, 0

4 .

(3) F es interior a la circunferencia, y51 recta interseca
J

a la circunferencia exactamente en dos pUntos.quf

. e
)

quidistan de F.

Corolarici 13-2-1.. ,(pAg. 417) Toda recta tangente a C es

.

perpendicular al radio trdZado por el punto de contacto.

CorolPrio '(pag. 417)' Toda recta en E, perpetdi- ,.

cular a un radio en su extremo extepicir, es tangente a la cir-

cunferencia.

Corolario 13-2-3. (pAg. 417) Toda-perpendicular desde el

cerltro de,C a una cuerda bis'eca a esta cperda.

Corolario 13-2-4. (pAg. 417) El Aegmento clue une el7centro

'd1 C con

cterda. .
Corola'rio 1,3-2-5. (pAg: 41.7) En el Pl. o de una cirdunf

rencia, la mediatriz be una cuerda pasa por el centro 4,1a

circunferencia.

el punto medio de.una cuerda es perpendicular, a la

. ,C0Tolario 13-2-6. (pAg 417) Si una'recta en el plano,de.

una Circunferetcia interseca al interior de la circutferefiCia,-.

entotces corta t la circunferencia-en thictamente dos puntós:

Teorema. 13-3.. -(pAg. 417) En la misma circunferencia oien

circuAferencias congruentes, las.cuerdas equidistantes del .

4.4t

4.



a,

Centro.son congruentes:

Teorema 1344. (PAg. 418) En la miSma circunferencia

o en circunferencfas congruehtes,,cada dos cuerdas congruentes
*

equidistan 1 centro. 6

TeliTeft 13 5, (pAg. 425) Dados un piano E y una superficie

'esf6rica S con antro en P, sea F el pie dt1 segmento 16ierpendi-

Cular desde P a E. Enton.ces, o bier'

(1), Todo pupto de E,es'exterior a'S, o

(2) F'estA en S, y E es tangente a S en

(3) F es interior a,S, y la intersecci6n de $ y E Qonsiste

en una,circunférencia con centro F.

Corolaric013-5-1. (PAg. 42q)° Un plano tangente.a.S,es-

perpendicular al radio trazado por el punto de contacto.

Corolario 13-5-2. (pAg. 4t7) Un plano perpendicplar a un

radio en su extremo exterior es tangente a S.

Corolario 13-5-3. .(pAg. 428) Una perpendicular desde P a

una.cuerda de S biseca a la cuerda.

Corolario 11.75-4.^...(pAg. 428) El seg1Tent6 que une el centro .

.cleS con el punto medio.de una cuerda es perpendicular a la

cuerda.

Teorema 13-6. .04. 433)- Aiy BC sok arcos de la
.

.

misma circunferen ia que tientn coman s6lo el punto B, y si.su

,reurii6nes.n a=O AC, entonces 14.114:114C a ma
0

Teorema 13-17. (pAg. 436) La medida de up Angulo inscrito

es la mitad de 14 medida de su arco interee,ptado.'

Corolario 13-7-1. (pAg. 438, Un Angulo inscrito en una

semieircunferencia es un Angulo recto.
-

COrolario 13-7-2. (pAg. 438) Angulos inscritos en el

mismb arco Son congrutntes.

Teorema:13-8. .(pAgl 442) En 1a.misma.circunferetcia, o en

..circunferenads congruentes s4 dos "cuerdas son congruentea,

3 gt.



4LP

entonces también lo son los arcos menores correspondientes.

Teorema 13-9. (pAg: 442) En la misma circunferencia, o

enyircunferenclas congruentes, si dos arcos sou congruentes,
entonces tambien 10 'sou sus cuerdas correspondientes.

Teorema 13-10. (pAg. 443) Dado un Angulo con el rtice
en la circunferencia, formado por un rayo secante y un r

tangente, la Medida del Angulo es la mitact'de la me-dida del

aco interceOtado.

Teorema 13-11: (pAg. 449) Los dos segmentos tangentes a ,

una circunferencia desde un.punto exierior son congruentes y
forman AnKu1os congruentes con la recta que une el punto

° exterior y el centro de la circunferencia.

Teorema 13-12. (i)Age- 51) Dada una circunferencia C y uh

-punto exterior. Q, sea L
1
"una recta secante. que pase por Q, Y

'

ra rec.ta secante.. L2

que pase Cor Q, y que corta a C-en los putitos T'\37 U. Enton-
ces QR ' QS = QU QT.

Teorema 13-13. (p4. 452) Dado un segmentd tangente.QT

a la circunferencia, y una recta,secante pasando por Q y que4

corta a la circunferentia en los puntos R y S, entonces

QS = QT2 . r
4.

Teorema 13-14. Y,

(pAg) 453J Si dog cuerdas se intersecan

en el interior de una circunferencia, 1 producto de ras

longitudes de los segtnentos *de una de 1as-cuetdas-es igual 41
f

piibducto de las longitudes de lOs segmenfos de la otra.

Teorema 14-1. (pAg. 469) La tliectriz de 4in Angulo

menos su extreml es el conjunto de los puntos.del interior

d1>tt1oquidistante de..4os lados de'dicho

,.,

Teorema 14-2. (pAg. 471) Las mgdiatrices de los lados

.

. 1
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,
uri triangulo concur'ren en iAn punto equidistarite.de 1.os tres

vertices del triAngdlo.
P

Corolario L4-2-1.. (pAg. 472) .Exis e una circunferencia

y sole uaalue pasa poi-`tres puntos no lineados.

CorolaWio -(pAg. 472) ,Dos cireunferenSas-distin-
,

. .

taspueden inteisecarse a lo mAs en .dos Runtos.

.Teorema 14-3. (pAg. .4M Las tresalturas de un.triAngulo
, . .

.

. son'concurrentes. ,

. .

. ,
. .

leorema 14-4: (pAg. 473) Las bAsectrices de los Angulos
. 1. _. ..

.de.un triAngulo coacui.ren en Un punto equidistarlie de los 6-es
),

lados:, . .

.-

P .

Teoretha 14-5. (pAg, 479) ,(E1 teorema de las dos circun-
iI

Si dos clIceinArenclastienen radios a b, y si
0

c es la distancia entre sus centrosf entonces las circunfereh-
.*

cias se intersepati ehdos Inintos, uno a cada ladp Ae la recta

de los c4ntros, cea taL que cada una de las Can4dades.a, la,.

sea manor que la slma:de las otras dos.'

ConstrucciOn 14-6. (pAg. 480) ReptOducir un trAngulo:

CenstrupciOh 14-7. (pAg'. 482) Reproducir un_Angulo dado.

ConstrucciOn 14-8. -(pAg. 483) anstruir la mediatiiz de.

un ségmento dado. 1

'Corol.alrio 14-8-1. (p4. 484) Bisecar uncsegment6 dado.
w.

ConstrucciOn 14-9. (pdg..484) Trazar pör unTunto.dado

una per.-Idicuiar a uga recta dada.

Constru
0 -,

14-10. (p4.. 486) Trazar una paralela a una

recta.dada por un punto exterior dado.0

ponstrucciOn 14-11.- (pAg. 48 Dividi. un segmento en unims.

'cierto ntimero dado de segmentos congruentes.

Construcci6n 14-12. (1)4..493) ,Circupscribir una

V.

I

kr



,circuriferencia a un triAngulo dado.

Construc'Nn 14-1A. (pAg. 493) Bisecar un Angulo dado.,

construcci6n 14-14. (pAg. 494) InsClbir'una ckrcunferen-

,

. .

,1cia en un triAnguly
C

dado.
'

(
,

Teo ema 15-1.
. (pAg. 519) La razón -i, de la longitud,de

la cLunferencia al diAmetro: es la misma para todas las cir-
,

S
cunferencias.

Teorema 1(- (p6g.524) eArea de un circulo de radio
2

r es r .

teorema 15-3. (Pk. 528) Si-dos hrcos tienen radios

iguales, sus longitude& son proporcionales a sus medidas.

Teorema ,1574. (p4.529.) Un -arn de medida q. Y de radio r,

,tiene una longitud igual a q r,.
riTU

Teorpma 15-5. (p6g.529 ) El Area de un sector es igual a

la mitad del producto de su radio par 14 longitud de sulirto.

Teorema 15-6. (p6g.530) ,E1 Area de un,sector.de radio r

'cuyo eirco tieAe medida q es r2

l'eorema 164. (1)4.537 ) Todas las seccibnes transversa-

, es de un prisma triangular Son' congrupntes con la.base.
.

,.
,

4ro1arlio 1671-1. (pAg. 538) Las,bases_inferior y .supe-
-I

A.
,iu ,

.

rior de un.prisma triangular son congruentes.

T'eoremh,16-2'. (pAg.53 ) (TeAema de la sección.transver-

sal del prisma.) Todas las secciones transv'ersales de ud

.prisina tienea la mimA.Arep..

Corolario (pligT9

. tienen Areas fguhlesN

.Teogema 16-3. 06g. 530 Ias.caras.laterales de'un prisma

. son r6gionps paralelogrAMicas, y 14s caras laterales de un
( 1,

,pripma recto soh regiones rectangulares.

'Las dos bases de un prisma
.

Teorema (p6g. 542). Una,seCción transN;ersal de una, r----

I.

No
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fek
A

.0.004.de t'rt.Etng a , por Un plano yeralelo a la base y entre

6sta y el vér ice, es una región triangular semejante a la

base. Si la dista'ncia del vértice al plan() de la seccifin

transversal es k y la altura es h, entonces la razón del Area

de la sección tran
7

sversal 'al. Area de\a base'es (--)k 2

h,

Teorema 16-5. /pA,g,.544) En toda pirAmide, la raibn del

kAre4 de una 2'sección transyersal at Area de la bace es (TO

siendo la altura de la pirAmide y k a distancia del vér--.

,tice.al piano, de la-secciOn transversal. \

--TieOrema (pAg.545) (Teorema de la sección trans-

versal Ile la pirAmide.) .Dadas'dos pirAmides de.la misma,
altura, si las bases tienen la misma Area, enpnces'las seccio-

,

nes transversaies equidistantes de las bases tienen tambien-la

misma.Area.

,

Teorema 16-7. (Ag.550 ) Elvolumen de' un.prisma pual-

9uiera es 01 producto de la altura por el Area de la base.

Teorema 168. (pAg,55 ) 'St doS pirAmides tienen la

misma altUra Y la Misma Area de la base, entonces denen ,e1

mismo volumen. -

Teorema 16-9. (pAg. 552 ) El volumen de una. pira

triangular es lin tercio'del producto de 8t.t altura por el Area

de su base.

Teorema 16-10. (pAg.553) (El volumen de una pirAmide es
.

un tercto del prdducto de su altura pot el Area de su base,'

Teorema 16-11. (pAg.5.57) ,Una seccOn.ransverdal de mn

cilindr6 circular es una regiOn circular congritente con la

base.

TeOrema 16-12. (pAg. 557 ) El, Area de ,ung, sección_trans-

versal de un.cilindro circular es, igual al Area de 4-base.

.



Teorema 16-13. (pAg.557 ) Ulla s'e $6n transversal de un

eono de altura h, producida porun pPIano a una d(istancia k
, y (

Wrtice, es una regiOn circular\C4a Area estA con el Area de

k 2.la baste en la razón .

Teorema 16-14: '(p4,g.559.) El volumen de.un cilindro cir-

cular es:el producto.,de la altura por el Area de la base,:,

Teore4 16-15. (pAg.54 El
(

volumen de un cono circular

es un tercio produc6 de la altura por el Area de la base.

. Teorema 16-1 (.561) El volumen de ulna esfera de
4 1

radio r es 4 irr3
T .

Teorema 16-17. (PAg. 564) EI Area de una4superficie esf6/7

rica de radio 'r es S 4 if r
2.

Teorema.17-1. (pAg. )31) Todos los segmentos de:una

recta no vertical tienen la misma pendiente.

Teorema 17-2. (pAg. 588) Dos rectas no verticales son

paralelas si, y solAmente si, sus,pendientes son iguales. 4

Teorema 17-3. (pAg. 589) Dos rectas novverticalei son

perliendiculares si, y solamente si,la pendiente-de una de ellas

es el Teciproco negativo de la pendiente dela otra.

'Teorema 17-4. (pAg. 592). (La.f6rmula de la distancia.)

La.distancia 'entre los puntos(xl,ydy (K2,yiyes iguaI a

-I. (x.2 - xd2-- (y2. - yi) 2

Teot:ema, 17-5. (pág. 596) :/(La fórmul'a del punto medio.)

Sean dados Pi = (xi, y1) , P2 m (x2, yd. .Entonees el punto

medio Ae p1p2 es el punto

x
'YL Yt)

2 2-
1

(x

.Teorema 7-6.. .(p4. 610) Sea L un reeta.no vertical con

'



pendiente

Todo punta0 A'

M (x - ki).

Teoralit.17-1.

6

11,

Yurtinultorici,L,c0r160ordélublas(ci)Y1).
IL

, y) de L battsface ekla ecuación y1.4410

,

(pdg. 6.11) La'grAfica de

ea 14 teeta que pasa par el purkto (xi,
t

a m.

Tegrema 17-8. (pág-6id

la ecuaeión

tiene pendiente

La gráfica de la ecuación

y = mx + b

es la recta con pendiegte m y'ordenada en el'origen igual a b.

Teorema (pAg. 618) Toda recta emel piano es la
. .

..grttfica de,una ecuación lineal en x e y.

Teorema 17-10e (pAg. 618) La grAfica de una ecuacióli

lineal'en x e y es-siempre una recta-.

Teorema 17-11. (pAg. 629) La grAfica Ae.la ecuación

(x - a)
2

+ (y b)
2

= r 2

es,'unq circunferencia con centrJ en (a, b) y radio r.
' .

' :.cTeorema 0:14:631) Tdda circunferencia es,1a grA-

.fiCa de una'ecuación de lalforMa

a

x2 + y2 + Ax + By + C = Q.

Teorema.17-130 (PAg. 632) Dada la ecuación

. 2
x, + y

2.
+ Ax + By +.0 0,

la gráfica de esta ecuación es (1) una circunferencia,(2) un

purpeo, o (3) 'el conlunto vacio.

1
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INDICE DE DEFINICIONES

411,04,

Para.tos términos geométricos definidos con preciqidn,

referenáfa dada en este I4dice corresponde a ta definición

formal. 'La referencia.corr pondiente a los dwAs Véritinbs

alude a una definición inforial -6 a'.1a. discusidnamAs destacada
sobre ellos.

a 1ados opuestos, 70.

al mismo lado, 10
agudb, Angulo, 92
alabeadas, rectas, 251
alineado, 58

alternos interdos, Angvlos, 254
altura

de un prisma, 537 -

de un triAngulo, 226,27
de una pirAmide, 542

Angulo (s), 7.7
atudo, 92

,aaternos interpgs, 254
bisectrii-de, 13(1

central, 430
complemedtarios02
cóncavo, 84?-85
eongruentes, 92,114
cons'ecutivos, 272

correspondientes, 260
de un polfgdho, 508:

..diedro, 302
diedro recto, 305..
exterior de,, -79 /

externo, 205-
inscrito, is434

kntercepew un arco,)45
%interior de, 79
internos no sOntigdos, 206
lados de, 77,
natio, 84
medida de, 85, 87
obtuso, 92
opuestos, 272

ppuestos,por el vértice, 95
rectilIneo, 304

a;

recto 92

gl

st.



I.

suplementarios, 88
. vértice de: 77!

apotema, 514
arco (s), ina

centro de, 419s
congruentes,
de un sioto
exiremos d
longitud d 528
may9r, 431
medida en grados

4 merior, 431

Area,. 322
circulo, 523, 524
paralelogramo, 333.
rectAneu19,.325
xegión poligonal, 33
superficie osférica, 564
k.gapecioi 334
triAngulo, 331
triAngulo rectAngulo, 330
unidad de,-324

ariste de un semiplano, 70
base'de una pirAmide, 542
bisecar, 50,.136
bisectrit de un Angulo, 136
cara,de umtemiespacio, 71.
4Centra1, Angu1o,.430 -

centro de
un arco, 439
una circunferencia, 409 Tp

una superfiCie esf4rica, 409
centroide, 285

de, 432.
m46

w

cilindro

volumen-de, 559
circular ,

cilindro,'555
cono, 556
regi6n, 522

Area de, 523,1'524
circulo, 413

Aree de, 523, 524
segmento de, 530 .

oirculo vicioso, 125
circunfereAcia (Of, 409

congfuentes, 417
ecuacibn de, 629
,exterior de, 41

e

Owe

'

s Oa,

4.
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inscrita, 492.
inter6r.de,
longitud de, 518
tangentes, 418

circunferencia Maxima, 410
circunscrito (a)

circunferencia4 492
triAngulo, 492.

.

complementarios, Angulosl, 92.
complemento, 92
cóncavo,'Ang1,11O, 84
concéntrica's .

circunfereacias,-409
--auperficies esfericas, 409

conclusi6n, 65
congruencia, 10A
congrugncia idénica; 106, 114
t'ongru,ene). ,

Angulos, 92,:114
arcos, 442

1 cirOnferencias,
segMenos, 114

- triAngulos, 104,.116
.4conjunto (s) , 15

augillares, 188
cencurrentes, 284.
convexo, .67

,e1.ementoide,.15
in.tersecci6n de, 16
thembro de, 15
reimión de, 18
vaclo, 19

qono

r
1ar, 556

cir.ula recto, 557
vsal.

consecutivo
Angulos, 272

_ladosi 272.,-

construcciones, 477
clinvexo (s)

conjuntos,
poligono, 509

4
coordenadas

de un punto, 39
sisteMa de, 39

coplanariosi 58
coiolario, 136
correspondenga, 104.

.,cdirespondencia biuriivOck, 104

U.

+.

U.

,



correspondienetes, Angulos, 260
cuadrado,s276
cua1rante,573
cuadrilAtero, 271

,Angulos conoecuttvos de, 272/
Angulos opuestos de,:272
Cfclico, 475
diagonal de, 272
instrito, 440
lados-consecutivos de,'272

cubo, 240
cuerda, 410
chiringa, 279
demostracion.

de existencia, 176
de Unicidad, 176
del teorema reciproco, 215
forma de,doble.columna, 128
Indirecta, 170
redacción de, 122'

demostraci6n-de Garfield, 347
desigualdades, 25
diagonal, 272
diametro, 410
Ctiedro,'Ingulo, 302

Angulo rectilineo de, 304
Arista .de, 302
cara de, 302 r-,
meldida de, 303

.distantia, 35 '

4istancia entre
dos rectas paralelas , 273

/
(
un pUnto y una recta, 219

4 un punto y un plano, 246 .

ecuación
de una cigkunferencia, 629
de una recta, 610, 616
lineal, 618

1.

ecuaciones inconsistentes, 623
teje'x, 570'
eje y, 570
enteios, 23
entre, 43
equiAngulb, triAngulo, 135
equilAtero, triAngulo, 135
esCaleno, triAngulo, 135
esfera, 561
qppacio, 57
Euler , 329

1.



0

existencial.demostración de, 176
exterior

de un Angulo, 79
de un triAngulo, SO

Ue una gircunferencta, 412
externo, Angulb, k05
extrema (s)

4e:un arco., 431.

de un rayo,,48
de ,un,segmento,,48

fotma.de Ordenada en el origen y pendiente, 616
forma de punto "pendielIie, 611
fórmula de la d stancia,.591,.592
Geometrias no E ciideas,
giAfiCa 605
hipotenusai,184
hip6tesis, 65
horizontal, recta, 578
idéntica, congruencia, 106, 114
Indirecta, demostración, 170
lnscrito (a)

Angulo, 434
Anedkda de, 436 c'

circunferencia,'492
cuadrilAtercr: 440'

st, poligona, 512
trián8u1o, 492

interior
de un Angulo, 79

un triAngulo, 80
de una circunferencia, 412

internos no contiguos, Angulos, ,205j
intercOptar, 435
interposición, 194 2)
interseCar, 19
intersección con y; 616 -
intersección "de conjuntos, 16, 49
irracionales,-nUmeros, 24 , .11

is6sceles, triAngulo,. 134
lado (s) .

consecutivos, 272
de un Angulo; 77 ,

,-de un Angulo diedro,.302
de unpo11gono,508
de un triAngulo, 78
opuestos, 272

lateral
arista, 539k
cara, 539
superficie, 539

40'

ft

40u

z

4 a

, 44w



lem4209
, longitud ,

de un.arbo, 927, 5.28
de un segmento, 48

1

..11ano: Angulo, 84
media\

/
7 aiitmttica, 3p4

geométrica, 361
\ mediana

, de un trapecio, 278 )

Ap'un triAngulo., 137
mediatriz, 181
medida
/' de la distancia, 32, 36, 38

/4 de un. Angulo, 85, .87.

de.un Angulo diedro, 303
nUmeros
--k ttracionales, 24

negativos, 203
positIvos,'203
-racionales,423
reales, 24t

oblicuas; rectas, 228
obtuso, Angulo, 92 -7
opuestos

L..)

Angulos,. 272.

rayos, 49
. r

ila-dos, 272 .

oPuestq por el vértice, Angulos', 95.
ordenaciOn, 25

poStulados del 203, 204, 205
, ordenada en el origen, 616

,

origen,'570
.

par lineal, 88 4

4
par ordenado, 573
paralelepipedo, 540
1 rectWngular,.540
paralelogramo, 273

Area de, 333
qparalelos.(as)

-.planos, 295
rectas, 251

4 pendientes-de, 588
rectas y pianos, 295

pendignte, 579
..

de rectas paralelas; 588
.....-

de rectas perpendiculares, 589'
pendiente.y ordenada en el origen, forma

40"

Olt

de, 616

4 /

A



perfmetro
de un'poligono, 514
'de un .triAngulo, 291

perpendiculares
Pianos, 302
rectaso 92

. . pendientes de, 589
recta y plano, 231

pii V ) 520

piramide 542,
altura de, 542
basç de,,542
reg lar, 546
vértice de., 542
voluden de, 553

piano (s), 10
,. paralelos, 295'

perPendiculares, 302 '
poliedricas, rtgiones, 548

región, 319
poligono, 507

Angulo de, 508
apotema de, 514
convexo, 509
diagonaliVe, 511
inscrito, 512
lados de, 508
perimetro de, 514
regular, 5 2
,.vértices e, 508

postulado (s), 9
de ordenación,g 203,204, 205

potencia de,un panto, 451
.Principio de Cavalieri, 550
prisma, 535

altura de! 537
arista Lateral, 539.
base inferior-, 537
base sUperior; 537
carajateral, 539'
rectangular, 537
recto, 537
sección transversal de, 537
superficie 14.eta1, 539
superficie total', 539
triangular, 537
volumen de, 550

4

400
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p

proyección
de un punto,. 308
de 'una recta, 30,9

,

punto, 10
punto de thngencia

de circunfekinciag, 413

4,de'superficies esféricas,424
putito medio, 50'

formula dk595
punto y pendienteforma
racionales, numeros, 23
radio, 409, 410

de un sector,. 529
raiz cuadrada, 26
rayo (s), 48

extremo de, 48
opuestos, 49

..rea so ntimeros, 24
'reales negativos, numeroS
reales positivos, nümeros
reciproco, teorema,
recortat, 281
recta (s) , 10' '

alabeadas, 251
horizontales, 578
oblicuas; 228
paralelas, 251
Xrpendiculares, 92
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