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: PROLOGO
) ‘
La creciente contribucién de 1as matemiticas a la cultyra del
mundo moderno, -y su importancia como parte vital de la educacidn
cient{fica y humanistica, han hecho necesario que las matemdticas

- del programa escolar se seleécionen juiciosamente y que se ensefien
bien,en nuest b\fscuelas

L
4

Tomando sto Jen consideracién, las organizaciones de mate-
mdticas en 1os. Estados Unidos cooperaron en la formacién del
Grupo de Estudio de la Matem&tica Escolar (SMSG). Este grupo lo
constituyen matemdticos de colegios y universidades, maestrgs de- "

~ matemiticas de todos los niveles, expertos en educacién’y répre-

" sentantes de la ciencia y la tecnologfa. El propésito genenal del
SMSG es el meJoramiehto de¢ la enseflanza de las matemiticas |en las
-escuelas de los Estados Unidos.. La Fundacién Nacional de Cilencias .

ha. provisto’ fondos sustanciales para el financiamiento de ésita -
labor ., :

Uno de los prerrequisitos para ‘el mejoramiento de la ensgiianza
de las matemdticas en nuestras escuelas es un mejor programa| de
estudios, un programa que tome en consideracién el usa crecipnte

" de las mateméticas en la ciencia, la tecnologfa y otros campps del
conocimiento y que, a la vez, refleje los avances recientes de las
‘ matemdticas mismas. Uno de los primeros proyectos del SMSG|" fue
reclutar un 'grupo de matemiticos § maestros de ‘matemdticag dis-
“tinguidos para preparar una serie de libros de texto ilusfrativos
" de un programa de estudios como el ya mencionadg

Los matemdticos profesionales en el SMSG ' creen que
tenido matemdtico presentado en este texto es valioso pa
ciudadanos cultos %g’nuestra sociedad, y que su.aprendiz
tante para los estudiantes que van a ingresar en univers
© preparacién paya estudios avanzados en este campo. Al m
.los maestros el ©SMSG . creen que la forma en que aquf
‘el material d estudio facilita al estudiante su asimila

1 don-

a todos los

je el impor-
dadep, .como

smo tiempo,

se p esenta

En la mayorfa de los casos ‘el material pareceré famijliar; \pero
su presentacién y punto de vista serdn diferenteS. Y Algdn mat
serd completamente nuevo en relacién con 1§ pfogramas de estu
tradicionales. Asf debe sgr, porque las mat ticas constituy
una disciplina viva y en constante crecimiento y no un product
inerte y rigido de la antigiiedad. Esta fusién saluddble entre
antiguo y lo nuevo debe guiar a los estudiantes hagla una mejo

" comprensién de los conceptos bdsicos y de la estruétura de las
matemfticas y ofrecer una base s6lida pdra la comprensién y el
de las mateméticas en una sociedad cientifica. : '
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No pretendemos que este libro se considere como la dnica .
manera definitiva de presentar correctamente las matemiticgs a :los

. muestra de la clase de programa de estudios qu

/e®tudiantes en esi® nivel. En cambio debe considerarse como u
QJZecesitamos y| como

una fuente de sugerencias para los autores de textos comerciales.

Esperamos sinceramente que estos textos seflalen el camino hacia

una enseﬂanzaAmés_inspirada_y_significativa de las mateméticas,

disciplina que _es la reima Yy sierva de las ciencias *
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(PREFACIO ~ "+

© o

. ~ . : : . : v

Este libro.se proyect§ para el curso de introduccidn a la

~ 'geometrfa que se ensefla generalmente durante el d&cimo grado . -

' escolar (edades de 15 a 17 afios). A estas alturas los.alumnos'-
‘ ya.han aprendido bastante geometrfa intuitiva,' incluyendo el c&m- _
putc® de &reas y voldmenes de. las figuras mis conocidas, la relacién
pitagdrica y el uso de los ridngulos rectdngulos semejantes en el
cflculo de alturas y -d-istan‘;ias no dadas. Aquellos alumnos que mo
hayan tratado estas’' cuestiones_ posihblemente necesitar&n horas extrg-~’
ordinarias de esfuerzo, pero afn asf podr&n espydiar el libro aunque.
sea a un ritmo algo mis lento. En cuanto al_ &4lfebra, no se requieren. -
conocimientos y d€strezas adicionales a los quie normalmente se

. aprenden én el curso anterior de noveng grado.

.
-

El 1ibro se dedica principalmente a la geometrfa del plano: :
. ‘tiene también unos pocos capftulos deé la geometrfa del espacio y al
N +final una breve introduccibn a la geometrfa analftica. Parece o
- natural, en un prefacio, explicar las novedades que ofrece el libro.
Comprendemos, desde luego, .el peligro envuelto, Una larga lista d& -~
innovaciones ofrecida para”}lamar_la atencifn del lectpor, puede muy
~ bien dar la impresién de que los autores se¢ han dedicado al inde- +
séable proplsitp de hacer cambios por el mero gusto de hacerlos. \
»4 N6 ha sido é&ste nuestggﬁpropﬂgito. VDgsde el principio hasta el
final hemos tepido la firme conviccidn de que el contexto tradicio-
nal de la geometrfa de Euclides w¢stifica con creces .el puesto -
eminente que ocupa en log estudios de la enseilanza seéundaria;'loso-
cambios que hicimos los hemos crefdo imperativos. ' E

‘J/\\ . - El esquema fundamental de los postulados es el de G. D. Birkhoff,
En-€1 se supone el congbihiento de 16s ndmeros reales y se emplean
£stos libremente en la medida de distancias y &ngulos, lo que. . .
. conlleva dos vlentajas principales. - ' v o '

-
L]

En primer lugar, los ndmeros realés nos dan en cjerto modo una
' ~ -ventaja inicial. Se ha seflalado acertadamente que los, postulados.
* de Euclides no bastan como fundamento 18gico de la geometrfa y que
el desarrollo de ésta sobre tal base no alcanza. el debido rigor
segdn se exige hoy-en dfa. Hilbert mejord, a.la vez que:aclard,
los postulados de Euclides. Pero los fundémentos de la geometrfa,
a la manera d& Hilbert, no son parte'de'la matemftica elemental y , .
: no caben en.el programa del décimo grado. Si supomemos lo nimeyos
reales, como’ lo hace Birkhoff, entonces podremos manejar pés fhcil-. -
}  mente nuestros postulados'y no tendremds que vernos en la molesta ..
.gisyuntiVdee elegir entre exactitud 'matemftica:e inteligibilidad.”.

‘.' En ségﬂﬁdo 1uﬁér; parece ung buena idea relacionar la geametrfa'.’:
con el 4lgebra, en' tanto sea-posible hacerlo, de manera que el -'

x1 ) _ '\(
' N N | AN

dy .
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. conécimieﬁto en uno de estos: campos contribuya ldgicamentg afia

trabajo de los grado&_noveno y undécimo.' R .-wi S e .-

) | . .‘ ‘.. . . . . u-ve) 3 '\) . . 3 ... -. - "n‘;"\‘l
: Esperamos que lgs eﬂhnciados de- las definiciongs v teoréma& R

"’ sean precisos; nos hemos @sforzadoe porque lo sean:” Lo mjismo: que.bj'»ﬁh
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me jor cemprensLGn de ambas materias.” Algunos de los temas ;egtu- “T{,F
, diados en 14 geométi?fa 'son’ %sepcialmente algebraicos. Est§ es ;&””Vf R
ccierto, por ejemplo, en.cuanto a_las relaciones de proporcionglis = .
- dad- en los trifngulos semejantes. . En este libro discutiremos tales.]UV
“temas;algebraicamente para asf destacar c8mo se relacionan convel gy

un dbogado necesita aprender a redactar: congratos quq,digan lo quq

se quiere .que digan, asf un-estudiante de matem§tica ﬁecesita &N_f4' .
-dprendér a escribir ora¢iones matemfticas qué puedan aceptarse SR o
literalmente., Sin embargo no nos %acemos'blusiones en qu&n@o a ﬂ»ih“
que ,este tipo de.pmecisidn pueda sustituir la penetracidh intuitivau~ i

sy ‘
" Porseso, basamos el’ plan del texto y de los emas ‘en nuestna' 3 .
.creencia de que la intuicidn y 1a ldgica deben man¢har cogidas e
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sl quisiéramos, formugpndo la ecuaciGn
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. . ' .
EL SENTIDO COMUN Y EL SABER SISTEMATICO ‘

.
!

. . ¢ o
) S . . . :
1-1. Dos fig s de groblemas

Considena los siguientes problemas. o

’

°
——~a

01.

1. Un ‘segmento rectilfneo de 14 pulgadas de longitud se parte
en dos. "Si una de las partes es.de 6 pulgadas, jcudl es.la lon-
gitud de 1la otra? - T e - ‘

*2. " En un .clerto rectdngulo, la suﬁa de su longitud y anchura o °

3 €3 14 (medida de pulgadas). Un segundo recténgulo tiene de lbn\k\

¥
gitud tres Veces la longitud del primero, "y de anchura el doble. ; ‘
El perfmetr$ del segundo rectdngulo es 72. jCufles son las ' :

dimensiones del prmer rectdngulo? . , v
"La respuesta del problema ! es, desde luego, .8 pulgadas, ya

qie 6+ 8 = 14." Podrfamos resolver este problema algebraicamente,

t
| ) 6+ x = 14, | i e
y resolviéndola_para obteper x = 8, Pero ésto'parQCe un poco

trivial por ser tan innecesario. Si todas las ecuaciones alge-

,braicas fueran asf de superfluas, nipgun& PELgong .seria g, ., . ;u&yhimm
" preocuparfa por. eilas, én verdad, lo nifs probable es que jamds
las hubieran inventado. S
El problema 2, sin embargb, eg otra cosa;. Si la 1ongitud y
la dnchura del primer rectéqgulo fueran x ey, entonces la lon-.

gitud y anchura del segundo rect&ngulo serfan_ 3x y 2y.' Por

lo Eanto, i

Ix + 2y «-% .72 = 36 e

porque la suma de la 1ongitud y anchura es la mitad del perImetro.
Sabemos ya que x + y = 14, Asf es que tenemos un sistema de dos

[\ :
]

PR

ecuaciones lineales en dos incOgnitas:

4 ot 4
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. 1_1 o : h,;;_u,-' | _ .. 2 - o = " . » . o . ‘ .

- B e .- . o PR
T g
‘. ' ( 3x+2y'-36 l-y’ 4.

4'.{.‘ Al
s

Para. resolverlo, multiplicamos cada tﬁrmino -de la primera .eluacifn |
{ .

“ por 2, obteniendo'

S : 2x + 2y = 28, z | .
y luego restamos esta-ecuaciGn, téfmino a té;mino, .dé la segunda.
Esto nos da P _ g _ . .
Toda vez que % + y = ih, teﬁemo§ que y = 6, lo que-completa>lé7
solucién de.ndéstroiproblema.‘ Es fdcil comprobar que una longitud

de .8 y una anchura de 6 satisfacen las condiciones del problema. . f

*

En clerto modo, estos dos problemas parecen ‘andlogos. Pero,
"* en un sentido muy importante, son diferentes. ~ El primero es lo que’
1lamarfas un problema de sentido comﬁn Es muy fééil anticipar '
~ cudl debe@ﬁeﬁ'la ‘respuesta, y tampién es muy fécil comprobar que 1la™

~ contestaci?ﬁ‘prevista es en reaiidad is correcta. EL. segundo pro-

blema es muy distinto, Para resolver® necesitamos saber algo

acerca de -1los métodos mateméticos

N

Hay-;asos parecidos en la geometrfa. Gondidera los slguientes

e
-

enunciados: v _ T) .
h\\_\/,/lu- Si un trifngulo tiene" ladba con longitudes 3, &4y 5, es

recténgulo y tiene un &ngulo recto opuesto al lado mayor .

’

2. Considerxemos un-triéngulo con lados a, b-x_c. St
. s
. ) al + b2 = c2, ‘
el triﬁngulo es rect&ngulo y tiene un §ngulo recto opuesto al 1adp

/

mayor . \ \

e A& primero de es&os enunciados era conocldo de los antiguos
egipclos. Lo comprobaron mediarite la exgﬁrimentaciﬁn También

'-td puedes comprobarlo, con regla y compés, dibujando un tridngulo

j de lados 3- 4-5, y luego midiendo con-un transportador*el éngulo
.'{‘

.opuesto al lado mayor. Deber4s tener en cuenta, sin embargo, que
este tipo de comprobatién es solamiente aproximado.. Por eiemplo, si




\

../ el £ngu10 tuviera realmente 89° 59° 59", en vez de 90°, diff i1c
. + mente podrfas notar la diferencia a bage meramente de la fig&ra
que«dibujas y la medida que tomas con tu transportador Sin -

\ embargo, el "método eg}pcio" es un método de sano sentido comdn

.para comprobar un hecho experimental.

e Los egipcios tenfan gran destreza para medir objetos ffsicos. '
Las aristas de la base de la gran pirdmide éienen cerca, de 756 °
pies de largo; y las 1ongitudes de estas cuatro aristas coinciden
salvo un error de unos dos tercios de pulgada. . -Nadie parece saber,

hoy dfa, c6mo ‘los constructores 1ograron tal grado de exactitud.

El segundo de los enunciados anteriores era desconocido de los
egipcios, se descubri8 mfs tarde por los griegos. Este segundo
enunciado es muy diferente del primero. La diferencia fundamental

* estriba en que hay infinitas posibilidades ' para a, b.l c. Por

= ejemplo, tendrfas que construir trigngulos, y .tomar medidas con el

trtansportador, para todos los casos siguientes

N

. |
: Voo oo
.4‘ A

o Fa
’

y asf sucesivamente, sin acabar nunca Parece estéril el querer
verificar nuestro enunciado géneralﬁnediante un eXperimento, ni
siquiera en forma aproximada. Por eso, und persona razonable no
quedard convencida de que,el segundo enunciado ‘es ciertd en todos
los casos hasta que vea alguna raz6n l6gica que implique .8u qerteza“
en todos los casos. : ‘)'_.’ ’ : :

En realidad, por eso fueron los griegos,  y no-los ggipc<;s,l;>
quienes descubrieron que nuestro segundo enunciado es cierto: -Lés
egipcios fenfan muchos conocimientos de geombtrfa del tkpo que |
~ llamamos de sentido comdd. Pero los griegos hallaron algo mejor, y

: . . j N

S
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mucho mis poderoso: descubrieron la ciencia delbcorrectqbrazé-

namiento geométrico.’ Mediante el razonamiento correcto aprendieron

“muclias ‘cosas de3conocidas anteriormente Lo que apreﬁdienon cons~

tituyé el primer paso de avance hacia la matemética modern?, Y, por

lo tanto, hatfa la ciencia moderna en general. R 4

\
Conjunto gg,prqblemas 1-1 S \

N

1. Trata el siguiente experimento, nge‘un'pedazo de cordél,

como de seis pies de largo, y colécalo en el piso.formaﬁdo'un

lazo. con sus extremos sueltos: ' .~

Luego, tira de 'los extremos. del cordel, estréchando el lazo
hasta que te pare2ca\que esti del. tamailo de tu cintura.

Cpmprueba tu c&lculo midiendo tu cintura..con el cordel Des-

puds que hagas eso, 'lee la observaciGn que hay al final de .

este conjunto de problemas. (

2. De este par de preguntas,_la pfimera se puede cohtestar por
sentLQS comdn". Da. solamente la respuesta La segunda
requier%'alguna a@itmética o proceso algebraico para su solucidn.
Muestra el trabajo que hiciste para encqntrarla.
'‘a. 3Cuél es la mitad de 27 9‘ .
b. LCuél es la mitad de 135,790
3. Contesta cémo lo hiciste en el problema 2:

. a. Un tercio de la distancia entre dos ciudades, es 10 millas. .

T

¢Cuél es la distancia completa? "_ - o




b.  La distanéia entre dos ciudades es 7 millas mds que un
tercio de ‘la distancia entre ellas. {Cull es esa dis- .

l .

tancia? . |
*4. Contesta como en el problema 2:

g
a. 51 un pedazo de alambre de 5 pulgadas se corth en dos partes

de manera ‘que el largo de'una parte sea 4 veces el de la otra,.-
;qué largo tiene cada parte?

b. Si un pedazo de alambre de 5 pulgadas se corta en dos partes
tales que el cuadrado formado doblando un pedazo tiene

cuatro-veces el 4rea del/cuadrado que se forma doblando el
. ‘otro, ;qué- largo tiene cada parte?
5. Si los.lados de un tridngulo son 5, 12 y 13, ;serf rectngulo?
.6. Si, independienkemente uno de eotro, dos alumnos miden con
'-cuidado el ancho de un salén usando reglag, 'y \uno mide de iz~ .
quierda a dérecha y el otro de derecha a Z;qu£era, es de espe-

rarse que obtengan distintos reﬁultados’ ﬁiedes comprobar‘

. ' esto mediante un.experimento. LCuéles de las siguientes son
explicaciones plgg§ibles de la discrepancia?

_a.. Las reglas tienen longitudes diferentes. -

b. Qn-élumno puede haber perdido la cuenta del ndmero de

pies en el ancho.

¢. Los objetos son mis largos (o mis cortos) de izquierda a = ¢
derecha que de derecha a izquierda.
d. Los errores cometidos al’ cambiar: la posicién de la regla se

‘acumulan, y la suma de esos pequefios erroreg es un ‘error
“discernible. ‘

?

7. Muestra qﬁe ‘n2'- 2n+ 2=n si n=1, ;Serf cierta la

ecuacifn cuando n = 2? ;Y si n = 3?7 ;Serd siempre cierta?
8. a. si 32, 52y 72
i)
. en cada cafo?

1]

se dividen por: cuatro, jcufl es el resto

b. jCulntos enteros impares téndrfés que éuadrar y dividir por

) ' /  ) 4 para garantizar que las divisiones den siempre el

‘mismo regto? : o




. Ndmero de
‘puntos

unidos

Ndmero’

que se

VG

‘de regiones
forman

);'

o

Ot

16 ‘

-

lugar del sligno de interrogacién, pon el ndmero que cr'ts
1

C - .

En

correcto. Verifica tu respuesta a base de un dibujo en e

)
cual seis pyntos de una’ circunferencia se unen de todas las
- . maneras posiH&es

10. Las siguientes ilusiones Spticas muestran que no siempre puedes

juzgar por las- apariencias.

Como dice la gente: '"las apa-

kg

riencias engafian'l. - i '

una continuacidén de'

/

C e

_ a. (Serd CD° AB?
_ Compriieba tu respuesta con una regla. -
N b i . /
” » A ;B
. . { )
b.. ;Son RS Y ST tguales en longitud?
Compara 1&3 1ongitudes usando tu
x vregla 0. compds. )
) o R
Tc. gQué fig;§alfiene la mayor 4real

<
[3 . A%




d, }Cufl es mésllafga, IAB 0 CD? o A'_

Comprueba usando tu regla. .,f - ‘

« . . - /

-\ v

. .
/ . .
. ¢ A ]
. . Al A
h

l v C B8 D

Y

*11. q§a una regla para comprobar la exactitud de las medidas de:
, la figura. Muestra que si estas medidag son correctaé,Nla
- suma de las 4reas de las cuatro partes del rectingulo es

mayor que el frea del rectingulo. ;Extrafiol, ;no te parece?

. P .
. | B |
t
X .

(: [? ¥

*12. Un viaje de 60 millas se har4 a una velocidad medid de 6

' millas por hora. Si lap primeras 30 millas se recorren a e

e

30\millas por hora,—za\qué velocidad deberdn recorrerse las o

otrhs 30 ‘millas?

| o ' ‘

| . _ - .
’ 'bbservécidnléobre ;l pfoblaﬁa 1. Caéi‘fodo el»mund; escoge h
un lazo ceéxg\del doble deLlo que debiera ser. Paaréargbtener | :
muchos mejores resultados con el método siguientg. la longitud de.
una circunﬁgrencia es igual a qr veces el difimetro, y-ﬁxzfzproximg
', damente iggal a 3, Por 14 tanto,. el difmetro es comg - erci de "la

'1?ngitud.4e la Eircunfereﬁgiq, Si tienes, pongamos, 21 pulgafas de '




~cintura, est§ quiere decir que el ancho del lazo debef&“sér de

"palos a clegas.

1-2. Un desarrollo 16gico'sistem§tico de la geometrfa

,quiz4s la de un tridngulo cualquiera, y también conoces la relacidnl

‘birlas Y menos considerar si son o no ciertas La sigulente es

la posibilidad de hacer una-lista de lo que sabemOS de geometrfa,

T b

qnaé/z'pplgadas; Es;b'parecgré increfblemente pequgﬁb, mas si
has'pensado matéméticamente,-tendrés el valor de tus c6nvicciénés h
- Este es uno de muchfsimos casos en los que es preferible trat r

el problema en una forma matemﬁtica, por cruda que sea, que dar

\_a‘ -

-

Si te detienes a pensar, te dar4s- cuenta que ya posees muchos.
conocimientos %sométricos Por ejemplo, sabes cmo hallar’ el.

drea de un rect&ngulo, y la de un triéngulo rectingulo, y hasta

pitagdrica para los tgiéﬁgulos recténgulos; Algunas de tus nocignes

son' tan simples y tan obvias que nunca se te hubiera ocurrido escri

una de ellas:

ﬂos rectas nb se pueden cortal’ en m4s de un punto.(

-
T .

Pero otras, como la relacidn pitagdrica no‘son obvias en
absoluto,. mas sf sorprendentes. Nos;gustarﬁa organizar nuestro cond
cimiento de 1la gggggkrfa, de manera qae los enunciados m4s compli-*

cadoé.pudieran deduéirse de loé mds sencillos. Esto nos sugiere

con los mis diffciles. Podrfamos tratar de o denarlOs para que cad

.empgzando por los enunciados mds ficiles y senqillos, y seguir 1ueg1

enunciado en la-lista se pueda derivar de log

razonamiento l&gico. ' - ;, ; |
La verdad es que seguiremos un progra a muy parecido. Enuncia-

remos definiciones, ‘tan cYara y exactamente como podamos, y dpri-

varemos 'los prineipios de la geometrfa mediante demostraciones "

18gicas. Llémagemos teoremas a los enunciados que démostrembg.

(La demostyacidn de teoremas no es un deporte gg*espectadoresL como

'
[P
[

) .
. L 5
¥

"() ._ { ' //g . o \.
™ o \

anteriores medignte Y

t

to-
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: tamgoco-lg es la aritmética: 1la mejor manera deA_prénderla es
~haciéndola. . Por lo tanto, en este curso, 'tendr4s muchas oportu-h

-nldades para demostrar muchos teoremas td tnismo. ) ,J"\.
5 v

Aunque demostrarémos oasi ‘todas las afirmacionés que hagamos
;sobre la geometrfa, habr4 algunas excepciones. Los enunciados m4s
- sencillos y m4s fundamentales se ofrecerdn sin demostracién. A !
&stos los llamaremos_gpstulados, y serdn’la base sobre la cual se
construirf. .De la misma manera, usaremos los términos mds sencillos
y més fundamentales d€ la geometrfa sin definirlos; a &stos .los

llamaremos t&rminos no definidos. Basaremos en ellos las defini-
ciones de)ptros términos que vamos a usar.

» A primera vista, parecerfa mejor definir todos los t&rminos
ue empleemos, y demostrar toda afirmacién que<zzgamos.- Pensén-
) un poco nos damos cuenta que ello es imposhble

)

deraprimero lag cuestldn de los postulados. La mayor {a

as veces, cuando probamos un teoremda, lo hacemos sefialando que
se deduce ngicamente de otros ya demostrados. Pero es claro que

no siempre se pueden hacer las demostraciones de esa manera En

particular, no es posible demostrar as{ el primer teorema, porque
[}

en ‘este caso no hay otros dempstrados previamente. Pero tenemos )

que empezar en algin pﬁhto. Esto significa que.habremos de

aceptar hlgunas'afirmaciones sin demostrarlas. Estas son los postu- -

lados. / o <

¢

. E1 propdsito al enunciar los postulados es aclarar Justamente |

d6nde que empezamos y qué clase de objetos mateméticos estu-
diamos. Después nos ser& posible construir un cuerpo de doctrina-
| s6lido y organizado referente a esos’ objetos.; B
Del mismo modo que empezé&os con afirmaciones no demostradas,
también empezamos con términos nd definidos. La mayor pagte del
timnpo, al ofrecer una definicidén de un nuevo término geométrico,
lo definimos mediante otros, términos geométricos ya definidos

Pero es claro que las definiciones no pueden siempre funcionar de

’.h .". - . | _ T




c1-2 - : .- =10 - ‘ s _ j
,esa manera. 'En particular, la primera. definiciéq no puede enun- .

-clarse asf porque en este caso no hay té{ﬁe:os geométricos defi-
nidos con anterioridad Pero tenemos que

P

“_momento. E to significa que introducimos algunos té&rminos geomé-

pezar en algdn

tricos sin d ﬁ#pirlos, y luego los usamos ‘en nuestras primeﬁa&y
definiciones. . Usaremos los m&is sencillos y fundamentales sin ﬁ?ﬁtar.

. Fo
ﬁ; definirlos. Tres de estos t&rminos no defigid%s sérén punto, .
. . i ~

LE

recta y plano. T . _ | , '&f‘;

N “ .
‘Los postulados, desde luego, no'se fabrican a capricho. (8i.-

_asf. fuera, no tendrfa la\geometrfa interés o importancia alguna.)

Los postulados describen propiedades fundamentales del espdcio.

De la misma manera, los t&rminos no definidos, punto, recta, plano,

son ideas basadas en objetos ffsicos. Para represeztar un punto
con alguna fidelidad, haces una marca en el papel c

n la punta de
un 18piz. Para conseguir una mayor aproximacién a la idea mate- .
mitica de punto, deberds primero afilar el l8piz. E1 dibujo es:
todavfa aproximado desde luego: uma marquita en el papel tiene
alguna 4rea, o de ‘otro modo no se podrfa ver. Si piensas en marcas
hechas por 18pices cada vez mis afilados, tendrds una bueﬁa idea.
de lo que pfetendemos al usar el térhino no definido, Egggg.'

Cuando usamos .la palabra Egg£§,~tenemds,eﬁ’menté la idea de
una 1fneé EEEEQ; Una recta, sin embargo, se supone que se extiende
indefinidamente en ambas direcciones. Indicaremos esto en el

| dibuJo generalmente, marcand flechas en los extremds de las °

porciones de rectas que diBujemos, ‘asf: P

) ' |
. SO - < . ) ) ¢

Usaremos la palabra segmento para una figura que 'se parezca a ésta:

—d-

) 1 T

Un‘cvo'rdel fino bien estirado es un! buena realizacién aproximada

de un segmento..” Si.el cordel es un hilo finfsimo bien estirado,

tendremos una mejor aproximacidn. Y asf suoesivamente
v

- R /(:223 o ‘/‘-.'

T T
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Piensa en una supérficig’pggfectamente Iisa que se ektiende ,
indefinidamente en todas las direcciones, y tendt4s una buena-
de un plano ' , o " _ \

.Deberds recordar que- ninguna de las oraciones anteriores es una'
dpfinici6n Son meramente explicaciones de las ideas que la gente

Se imaginaba cuando se enunciaron loT”_ostulados Al elaborar

demostraciones, la informacién ofrecida en los postulados serd la

que tendremos en la mente acerca de los’ puntos, las rectas, y los
planos. '

,A‘ijimos que los teoremas se demostrargn.mediante el razonamiento‘.
18gico. No hemos explicado adn qué es el razonamiento 18gico y la
verdad es que no sabemos c8mo explicar esto por adelantado Segin
sigas el curso, comprenderés\cada vez mis la idea de lo que es,
Porque veris cSmo se usa y mejor todavfa porque lo empleards td
mismo. . Esta es la manera como todos los mateméticos han aprendido
a saber 1o que es 'y lo que no es una démostraci6n

Al comienzo del préximo capftulo, daremos una breve explicacidn
de la idea de conJunto y repasaremos brevemente los fundad!ntos-
del 5lgebra‘de los némeros reales. Durante el curso usaremos con-
Juntos y élgebra, y basaremos mayormente en ellos el estudio que
hagamos de la geometrfa ‘No constituirfn parte integrante de
-muestro sistema de postulados y teoremas, sino que pensaremos en
ellos como cosas con las que estamos$ trabaJando. Suponemos que
contamos con ellos desde el principio; algunos de nuestros postu-
lados comprender&n ndmeros reales; y también emplearemos %} &lgebra
elemental en algunas demostraciones . De hecho, la geometrfa y-el
élgebra estin estrechamente relacionadas y seri mis fécil aprender

las dos. si- Seﬂalamos 'sus relaciones lo antes posible.

!
v




palabra "dimensi B'; la bugcé eq‘un diccionario.

. o-12- f

1]
~, . A

. G!hjunto de Qroblemg_ 1- 2

a

Un alumo,, al. que interesaba conocer el signbficado de la
Este

diccionario no daba definiciones como 1as que tenemos’ en
geometrfa sino que ofrecfa sin6nimos de las palabras. El

alutmo: hizo el siguiente esquema v
. tamaifio

s ' extensién

1

diméngién - medida; Ol- - larga

) o L o C ‘di:mené;ié_rl . .
. - tamafio - <::. . O+ co

B N medida

a. .Sefiala en el esquema una lista circular de tres palabras

" gada una de las cuales tiene a la siguiente como sinénimo.

(En una lista eircular, se supone que el primer término
sigue al dltimo ) - |
b. Haz una lista cireular que contenga cuatro palabras con esa
| propiedad

Prepara un esquema semeJante al del _problema 1, empez&ndo con .

'cualquier palabra de’ tu diccionario.

' Juan convencié a su mam4 de que &1 no habfa ensuciado’ con lodo

r

la alfombra de la sala, seflalando que 1a 1luvia empez8 a las

5:00 y ‘que &I habfa estado estudiando en su cuarto desde las

4:30. Dijo que una persona no puede hacer algo donde no est§

Lo que €1 demostraba (que no arradtré lodo en sus zapatos)

puede consideérarse como un teoremaly la afirmacién de que una

persona no puede hacer algo-en un sitio si no ha estado allf

se puede considerar como un postulado. Busca otro ejemplo de

v ’
) - '
| ;

[

)

<:‘longltud - diﬁ%nsién mds .

4




.-.Juanita 3Qué es un arquitecto?

" no definidos en lo que concierne a Juanita7

aﬁps. En la mesa_surgid la siguiente conversacidn

T o)

B R

un-arguhento asf de Eonvincente y seflald qué corresponde.al

teorémq, qué a la. qgmostracidn y *qué a losupostulados

L.

La mami: &Un arquitecto? .Un arguitecto‘es un hombre que

. v

o . proyecta edificips ] Lo .
,Juénitazf gQué es proyeqta"?, ‘ |
La mamﬁi Pues--planea. . . . - -
_Juanita:‘  ¢Como nosotros planeamos una jira?“ )

La mami: . Sf, m&s o menos ‘asf.
. .

Juanita:  ;Qué son edificios?. . L f B

' La mamf: = Ah, Juanita, td sabes -- casas, ‘iglesias, escuelas.

Juanita; , Sf,'ya veo. ' " : : ..

>

Conéidera la conversaéign anterior. 6Cu§1es eran los.términés

£

Los Ranfrez tienen tres nifios. Pepe se gradﬂa ahora de .secun-

1)

daria. Catalina esté en s&ptimo grado e Isabel tlene cuatro

'3

¥

.Pepe: ¢ - Hoy aprendimos una‘palabra graciosa en la clase de

1 . : . ’

geometr{a -- paralelepfpedo.

?

Cataliﬁa: « ;Qué. es eso? ;_ - ;'yf‘ - .
Pepe: . -Bueno, es uh'sdlido.. Td éabes 16 que quiere decir
'»’ §Giido --squé‘ocupa espacio. Y es.tﬁ‘limit:édb.por:r
‘ ;lanos Td sabes 1o que es ‘un plano, gno? =
, I§abe1:_." 6Como un vidrio de ventana? - - - o
. ?epe;'-- .Se dice crista} ge_ventana, péro esth biénhla'idea.J

: Un_paralelepfpedo es'un cuerpo limitado por parale-
_19gramos.* Una caja de-duLceg’és uno, bero_muj-_
 particular.p0rque las seis caras son rectﬁnguloé.

R j»N”Si tuviefas una»cajé;dé.dulces Y Qdieﬁ‘i inclinarla=

por una esquina, tendrfas un para elepfp

la idea?

: e ¢ ,
. . . . ,
- 2 . . - o 7
. . ~/ . _
‘. ) !4. .. . . "
‘. SN Y s - .
.
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Ia conversacién anterior Lqué(férminos-ﬁo definidos usé

. R Pepe en su descripcién?

N zQué te parece estar malf\h 1as siguientes definiciones
defectuosas? R ‘ -
a..'Un cuadrado es algo que no es redondo.

'b. .Un triéngulo recténgulo es un triéngulo cada uno‘de cuyds
" 4ngulos mide 90°-'} ‘ '

2

“¢. Un triéngulo equilétero es guando un: triéngulo tiene tres

'llados del mismo 1argo -,
L . *d. El perimetro de un’ regténgulo es donde encuentnw 'la suma

-::” T de los 1argos de los 1ados del recténgulo. - - "f

| e. La longitud de una. cireunferencia se; encuentra mulﬁipli-
'Cando e1~di§metro por U . . e -0 v,

A *7 . Indica 51(103 siguientes enunciados son ciertos o) falsOS.‘

_ + .. Es posible definir: cada téfmino geométrico usgndo términos

e

-

| - géométricos mds 'sencillos, - o :
. B b. E1 razonamiento,_gométrico preciso hos épﬁduﬁé a 'verdades
géométricas que no se pueden deducir de_la;ﬁedicidn.

. ) '
J" ¢. Los teoremas se demuestran solame e a base de definicionés

e,

A y teoremas no definidos - .

d. Si estfs dispuesto a ‘éscribir todos los pasos, .cada teorema

se puede deducir de postulados sin recurrir a otros teoremas.’

. . 3 Yo . : .
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e o J» | Capftulo 2 M

| | CONJUNTOS, NUMEROS REALES Y RECTAS - - .
. 1 . S - i '
" ‘ . . B 4 ' - ’ ‘A

.o 2-1. ¢ énjdhtos " _ | . _
| Puede que nunca hayas ofdo 1a palabra conjunto usada én' 1as
mateméticas, pexo 1a ldea es. muy conocida. Tu familia es un
conjunto de personas que consiste en. ti, tus padres y.tus hermanos

ly hermanas (si algunos) Estas personas son los miembros del con-

'junto.

Tu clase de geometrfa es un conjunto de estudiantes, sus

miembros son td y tus compaﬁeros de clase.

escolar es un conJunto de estudiantes.

Se dice quey

Un equipo atlético

miembro

de

un copjunto gertenece al conJunto.

Por ejemplo, tif perteneces a

tu familfa y a tu clase da geometrfa, y asf sucesivamente.

Con

»

'frecuencia, 11amamOb a los miembros de un conjunto sus elementos,
‘1as dos palabras, miembros - y'elementos ﬁignifican\exactamente lo

mismo. Decimos que un conJunto contiene cada uno ‘de sug*%iementos

3

Pon ejemplo, ambas tu familia y tu clase de géometrfa te” COqtienen

I

Si un conjunto contiene todos "os eleméntos de otro conJuﬁfo, L

:decimos entonces que’'el primer conjunto contiene al segundq y
: * - . )’

‘Jtaﬁbién decimos que el segundo és‘un subgonjunto del primero. Por

;ejempro, el cuerpo estudiantil de tu esceuela contiene'fu clage de

"geometrfa, y tu clase de geometrfa es un subconjunto del cuerpo

>

[

S-u.,.(

estudiantil.. Decimos que e% subconJunto estd contenido en el con--

7’

junto que ‘1o contiene. Por ejemplo, el conlpnto’de todos .los

violinistas estd contenido en el conjunto de tados los mdsicos. .
" A lo largo de este\Libfb, consideraremos que las rectas y 103

planos son conjuntos de puntos, De: hecho, todas las figuras

geométricas de que hablaremos son conjuntos de puntos. (Si te

pérecé; puédésucdhslderar esa afirmaci6n como un pastulado.)

.
4
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. - 1,3,5,7,9, 11, 13, 15, ...

. \ M
[ N .

" Cuando dec;mos que dos conjuntos s¢n igudles, o cuando escri-‘
bimos la 1gua1dad A=B entgs\fos conjuntos A y B, entendemos

meramente que los dos copjun ob' tienen exactamente lgs mismos ele-

.mentos. Por ejemplo, Sea A el conjunto de todos los enteros entre

(%.y 5% y sea - B. el conjunto de todos los enteros,entre"'%.y 5%'
¥ '_ ) ¢ - °

EntOnces A= h, porque cada uno Q@ los conjuntos A y B tiene preci-
samente los elementos 1 2, 3,.4 y.5,. También ocurre con frecuencia
que el mismo" conjunto se puede describir de dos maneras diferentes)
si las descripciones parecen dﬁferentes, esto no significa necesa-
riamente que los conjuntos son diferentes. '

0

Dos conjuntos se intersecan si hay uno © més elemqntos que

Pertenecen a ambos. Por ejemplo, tu familia y tu claZexde geome-
trfa deben intersecarse, porque td mismo. perteneces a ::;Rdos. Pero

dos ¢lases diferentes que se refnen a la misma hora no se intersecan.
. s . 3 :

La intersedciGn:ae dos conjuntos es el cdhjunto de todos los objetos

que pertenecgen a 1os dos conjuntos. Por éjemplof\la idterseccién

del conjunto de todos 1os hombres y el conjunto de. todos 103\8E§icos

-

es -el conjunto de todos los mdsico§ hombres.

Pasando“a temas mateméticos, vemos que el conjunto de todos los

.

ndmeros impares es el conjunto cuyos miembros son
4 - N L] p

»
’

y asf sucesivamenﬁﬁgr‘Ellconjunto de todos los miltiplos de 3 ‘és el

conjunto cuyos mi 0S son

T 03,6, 9 ~'~‘12 15, s, ,
. . ) : { .
y .asf sucesivamente. La interseccidn de estos dos conjuntos es

v 3,9, 15, 21, ... B T,

-

. - / X
y as{ sucesivamente; sus miembros son los impares que sean‘mﬁltiplos

v « A

de 3. S o - ‘ g ‘

A . '
( ‘I_ - /‘ .-Q ,

4
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En la flgura de abajo; cada uno de los recténgulos es un con-
junto de pﬁhtos, y su-interseccidn contiene exactamente dos

puntos. ' o ¢

¢

8. _ . , ' ' )
De manera semejgnte, cada una‘de las régidnes fectaﬁgulares es un
conjunto de puntos, y su interseccién es la pequeﬁa regidn rectan-
gular en el medio de la figura. En la figura siguiente, cada qu
de las rectas es un, conjunto de puntos, y su interseccidn\spnsiste

en un solo punto

.

- Y * & . ! . ’
M4s abajo aparecen dos conjuntos de puntos, cada-uno 'de los cualées

es una superficie rectangular lisa. La intersecciln de estos dos

conjuntos de puntos es una parte de una 1fnea. recta.

A 8 ’
‘ i

3
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La reunién de do&onjuntos.es el conjunto de todos los objetos -

.

Pertenecientes a uno de los ‘conjuntos o A'los dos. Por ejemplo,

* la reunién del conjunto.de todos los hombres y e] conjunto de |

\
todas 'las mujeres es el conjunto de todos los adultos. La inter-

seccidn, o la reunidn, dg tres o'mis conjuntos se define en forma '
semejante. Asf, un tri&ngulo es la reunién de tres conjuntos cada

uno de los cuales es un subconjunto de una recta. . v

€

L -

La figura de abajo es la reuniGn de cinco conjunxos cada uno de los

[

cuales es un subéonjudéo de una recta.
¢

-
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En algunas situaciones, es conveniente emplear la idea del

conjunto nulo o vacfo,. El conjunto nulo es el conjunto que no
tiene miembro alguno. Esta pocidén te puede parecer algo extrafia
.al'principio pero realmente es muy, parecida a la idea del ndmero

0. Qﬁbr ejemplo, las siguientes tres.afirmaciones dicen todas lo

.miSmo
(1) No hay solteros casados en ‘el mundd.
(2) El1 ndmero de solteros éasados'en‘el mun&% es éero.‘

(3) El conjunto de todos los soltéros casados en el mundo

es el conjunto nuld.

Una vez que introducimos el conjunto nulo, podemos hablar de

la interseccién de dos conjuntos cualesquiera, recordando que la

-

interseccién puede resulta(qper el conjunto nulo,
"Por ejemplo, la interseccidn del conJunto de todos los ndmeros

impares y.el conjunto de todos los ndmerps pares es el conjunto

nulo. Lo

»

Una advertencia: Al comparar las definiciones de las palabras

intersecar e intersecci&n, verds que estos dos términos no estén

relacionados en la forma simple en que pudiera creersé Cuando

hablamos de la intersgccidn de-dos conjuntos, admitimos la posi-

bilidad de que éstaasea nula. Pero si decimos que dos conjuntos
. . \ .

se intersecan, esto siempre gsignificar4 que tienen un elemento en

comdn.

Otra advertencias Las afirmaciones (2) y (3) anteriores

significan lo mismo. Esto no, quiere decir que un conjunto,que con}
tiene solamente el/Mdmero 0 es un conjunto nulo. Por ejemplo, la
ecuacibn. x + 3 =3 tigne cero como su Unica rafz, y, por lo
tanto, el conjunto de las rafces no es nulo; el cdonjunto de las

rafces tiene exactam?pte dn'eleme?to, a saber, el ndmero 0. Por

otra parte, el conjunto de todas-las rafces de la ecuacidbn
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X+ 3 =x + 4 sI es el conjunto nulo porque_ia ecuacién

t

X+ 3 =x+ 4 no tiene rafz albuna
L\

L

ConJunto de<Qrob1emas 2-1 _
'Sea A e1 LOHJUHLO {3, 5, 6 9 11, 12}, (es decir, el con-
junto cuyos eiementos son 3, 5, 6 9, 11 12) y B el coq-.
junto {4 5,.7, 9, 10, 11}. _ :

. q.
_ LCuél es ld interseccidén de las conjuntos A y B? ;Cu4l es ¢
1a reunidn de A y B? )

N " .
' . . ’

Considera;los‘siguientes conjuntos:
éﬁ es'el conjunto de todos los alumnos.de tu escuela.
SZ es el conjunto de todos los varonés en el  alumnade de’ tu - ﬁrﬂ

escuela.

83 es el conjunto de tbdas las nifias en ‘el alumnado de ‘tu .

_escuela, : oV

» . &

-84 es el conjunto de todos los miembros de 1a'fgcuft d de tu

escuela.

~
.

S es el conjunto cuyo uUnico miembro eres tud, un aYumno de tu

[

escuels.

— ©® o

a. zQué pares de conjuntos se interseéan?
b. (Qué conjunto es ia reurién de S, ¥ S3?

c. LQqé.éonjunto es la reunién de S, ¥ “SS?

’ ., d. Describe la reunién de S1 Y Sy : \/

e. jCufles de los conjuntos son subconJuntos de Sl?

En las éiguientes figuras, considera la recta y la circunfe-
rencia como dos conjunfos 3/'puntos En cada caso, jcudl

© es Bu interseccidn? ' - ’

ey *




Caso I. . ”Caso II.: ‘ - Caso III,
. ’ %, :
b, Considera un conjunto de tres nifios {A B, c}. a cualquier

conjunto de niﬁos sele cionados de fsos tres lo llamaremos
un comité.’

| <T/Tij;0u§ntos comités d ferentee de' dos miembros se pueden

ormar ¢on-los . tres niﬂos? )
‘ " b. Muestra que/c;:j uallesquiera dSJTBe comités de (a) _se ‘
| intersecan. ;Qué quiiere decir la palabra "intersecarse'?

5. Considera el conjunto d? todos los enteros positivos pares y

el conjunto de todos~los enteros pefitivos impares. Describe .
el conjunto que és la reuni&q de estos dOS‘conjuntos. M -

6. Describe la intersecciGn de los dos conjuntggjdel problema 5.

7. En+a figura siguiente, &cuél es la interseccidén del tri&ngulo
. ABC y el segmento BC? (Cufl es su reunidn? ’ T

¢

3
-

B ’ “ : " . i . )
8. Sea A el cbnjunto de los pefegzsf/ndmeros (m, n) que satisfacen
la ecuaeién m+nw9, ' ‘ .

P Sea B el conjunto de los pares de ndmeros (m, n) que satisfacen '

la ecuacidn.2m + n = 5,
Halla la interseccifn de los conjuntos A y B,




9. Sea A el conjunto de pares (x, y) para los qué x + y = 7. . -

' Sea B el conjunto:de pares (x, y) para los que X - y -1,

'@§LCu§l es la intersecciGn de A y B " ' ) : . i

10. Sea A el conjunto de pares (x, y) parh los que x + y = 3,

!

" Sea B el conjunto de pares (x, y) ﬁara.fos.que 2x + Qy'-37.. -i

}Cufl es la interseccidn de Ay B? | f
11. Considera el conjunto de ‘todos les enteros positivos:divisiblesi’
por 2. R : ; L ~

Considera el conjunto de todos los enteros positivos divisibles

L4
L]

por 3.

a. Describe la intersecciGn de estos dos conJuntos. Da sus

-

primeros cuatro miembros. o R

b. Escribe una expresidn algebraica para la interseccidn.

c. Describe la reunify de los dos conjuntos. Da sus primeros
. 5 _

< .ocho miembros.

-
»

12, a. Cuéntas rectas pueden dibujarse pasando pof 2 puntos? =

b, Si. ties puntos no estdn en 1fnea recta, zcu&ntas rettas se

pueden dibujar. que pasen por pares de esos puntos?

c. Si se nos dan cuatro puntos, y cada tres de ellos no estén
ﬁlineados, jcudntas rectas se puedéy dibujar que_contengan:
conjuntos de dos de los puntos? Contesta la misma pregunta y

para el caso en que nos den cinco puntos. ‘ 4

*d. - Contesta la pregunta anterior si se nos dan n puntos.

—&

2-2. Los ndmeros realtes . -

Los primeros nfmeros e que ofste hablar fueron los "ndmeros

para contar" o dndmergs naturales", [ 4 . R

12345....

{ >

y asf sucesivan}ené\ . (Los conocIas antes de aprenderz leer o

escribir., Y el hombre ptimitivo aprendid a contar mucho antes de,

w Ya
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la invencién de la escritura ) Los ndmeros naturaies nunca acaban,

:rporque empezando con cualquiera de ellos, siempré podemos afiadirle:
1 para que nos dé otro. Podemos imaginarnos estos nimeros como

dispuestos en una recta, y que empiezan en algﬁn punto continuando ,

';hacia la derecha, en esta forma: ' ' - }

o

— — :
2 3 4 5. ° . ' .

- »
g

'A la izquierda del 1 colocarfamos el némer o 0, asf: - *

Y el préximo paso es colpcar.los enteros negativos, de esta manera:

s
l
T

2

1 P
T

i
1

ot

|
™~ T

+ ——t—
5 43 -2 410

-
—

w-—

.

iy

Los ndmeros que hasta ahora tenemos se llaman los enteros
(positivos, negativos y cero) Los ndmeros naturales son los

enteros positivos y con frecuencia asf los 11amaremos. _

‘Desde luego que,hay muchos puntos’ de la recta a 1os que no les
hemos asignado ndmeros hasta ahora. Nuestro prdximo»paso es coloecar
las fracciones lu l, 2, 'l, Tl, “2, etc. Estos nuevos ndmeros

2 3 3 2 3 3 . A
que deseamos colocar incluyen todos los. que se pueden expresar como

el cociente £ de dos enteros cualesquiera (siempre y cuando q
q
no “sea igual a-cero). Podemos indicar unos pocos de &stos como
. F . . . ) L ’ ' 5

muestras:

14
16
t

N

RS

!
-+ LA

RN

| .

| |
| ]
3 4

| 1
| ) |

Los néneros que tdnemps hasta ahora Bé llaman los ﬁmerog

racionales. (Este nombre no intenta seﬂalarlos como que tienen B

mejor salug mental que otros ndmeros menos afortunados. Meramente

se refiere a que son razones de nfmeros enteros.)
. 5. :
Q . .
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Los hdmeros-raqipnales constituyen un conjunto inmensb. ‘Entre
dos cualesquiera de ellos hay un tercero"-entre dos. ndmeros enteros
cualesquiera hay una infinidad de ellos. ‘in'embargo, eé bien
sabido que los ndmeros racionales todavfa no nos 11enan€totalmente

la recta numérica. Por ejemplo, J@? no es racional no se puede

expresar como la razdn de dos enteros, pero, sin embargo, corres-

v de y d . ) . . . as

~ponde a un punto de-la recta (Para una demostracién consulta el

Apéndice III.) Lo mismo ocurre con V3 y Vr: y también con ndmeros
tan "peculiares" como 7 . Estos nﬁmeros no racionales se'llaman -

irracionales. Si- colocamos todos estos n ler os, de manera que a

cada punto de la recta se le haya asignado un nﬁmero, entoncey-,

tendremos los ndmeros reales. Indicamos algunos ejemplos, asf:

_J? l —é;' | JQLJ %

fe

J
-3

-+

-

.o 1,
.. )

-~ : / . . :
 Deber8§ fijarte en que estos ndmeros aparezcan'en la escala,

L |
T ]
-2 4

| |
| |
2 3
dénde corresponden. (Por ejemplo, V2 es aproximadamente 1.41.

szmo'obtendrfas Vﬁ:}) 7 ! v

[

‘. Los ndmeros reales serdn parte de los fundamentos de casi todo
lo qué’vamos a hacer en geometrfa. Y nos conven@ré que, de ahora
en adelante, pensemos en los nfmeros reales como:dispuestos en una
recta. ' g b

Un ndmero x es menor que un nfmero y si x est{ a la izquierda

o

|
v

I
T
2 Y

O -+

x‘- .-‘-_
e

1O 0 o

H

Esto se abrevia escribiendo x«y. Notards que todo ‘ﬂﬁmero n:agativo
cae a la izquierda de cualquier ndmerc positivo. Por lo tanto,

todo nfmero negativo es menor que cualguier ndmero positivo. Por

"ejemplo, p ' " ‘ .

-1,000,000 <™, .~
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' aunque el nﬂmero -1 000 000 pueﬂe en clerta forma parecer. "més
| grande''. . ;

; Llamamos desfgualdad;é a expresiones del'tipo x{y. Cualquier
degigualdad se puede escribir al revés. Por ejemplo, ( | b .

N

' 1> .-1,000,000 0
Yy, en general, y> X - significard que: x<y: ° ) ¢
" La expresién _ . | N F -
_ x4y _ , .

quiere decir que x es menor que o igual a"y. Por ejempio,

-

345 porque 3435,- y 5¢5 '{)uesto‘qu.e 5=5, |

En tus estudios de 4lgebra ya has aprendido mucho acerca de
cdmo se comportan los ndmeros reales respecto de la suma y- JL la
multiplicacién. Todo el élgebra que sabes se puede derivar de unos
pocos enunciados trivialesren agfrienpia. Estos son los postulados-

para la suma y la multiplicacién, de nSmeros reales, Encontrarﬁs

una lista de ellos en el Apéndice II. Puede ser que no hayas basado

~ tus estudios de flgebra en esos postulados Yy no vamos a iniciar

(/’ahaia ese proceso. En este curso, emplearemos simplemente los métodos
1/ §1gebra elemental, sin discutirlos. o
Sin embargo, deberemos ser un poco mfs cuidadosos’ con resbecto-a

las desigualdades y las rafces cuadradas. La relacién < define ung

ordenacién pam los ndmeros reqleé. Las propiedades fundamentales = ¢
de. esta relaéidn de ordenacidn son las siguientes:

0-1. (Unicidad de 1la ordenacibn) . Para toda x , y, una x
solamente una de las siguientes condiciones esg cierta. X<y, X = Y,

- . , 3 //\

x>y, . (

0-2, (Transitividad de la ordenacidg) Si x«<y, y<z, entgnﬁLs
X<z, ' ‘ ¢ . ’

. 0-3. (Sumé de desigualdades) Si- X <y, entonces para toda z,

x+ z¢cy + z, ¢
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0-4.. (Multiplicacidn de desigualdades) Si x<y, z2>0,"

entonces Xz yz.

. ' . ' . .
'Los enunciados 0-2 y 0-3 tienen-.una consecuencia importante

que merece mencién por separado;

o>

<

Q-S. Si a<hb, x(y,ﬁhtonces at+ x<b't y.

- Esto es cierto por la siguiente razén: Por el 0-3;:sab¢mbs_quei

. * a+ x<b+x . ; .
y también que ‘ |
S . ' b+x(b+y | o

Toa

(Es . decir, el sentido de una desigualdad se conserya si aﬁadimos el

mismo ‘ndmero a cada uno de sus miembros ) Por el 0-2, al combinar.-‘

\

estas dos desigualdades, obtenemos \;

1]

a-+x<b-+y3-

<

que es el‘resultado deseado. _ B

. Finalmente, vamo% a necesitar 1 .entgﬂpropiedad de ios'

ndmeros reales: ) ’
_« R-1. (Existenci%

tiene exacta@ente u

fces cuadradas. ) Todo nﬂmero poaiti’o ]

rafz cuadrada’ positiva. ‘ - Y

103

‘ Hay 3n punto un’tango engafioso’ en relaciGn con las rafces
cuadradas Cuando decimd len palabras, que x es una rafz cua-
drada de a, esto merament /significa que x2 = a./ Por ejemplo, 3
es una rafz cuadrada de 9, y'-3 es una rafz ggadraéa de 9. Pero
cuando escribimos, en sfmbolos, que x = Va, entendemos que x es

la rafz cuadrada positiva de a, \Asf las. siguientes afirmaciones

son ciertas o falsas,'segﬁn se indiha. A o .
Cierta: -3 es una rafz\Quadrada de 9
Falgsa: -3 = V9. \\\ o
gigﬁ&_: V9 » 3, S N . ,
“ Falsa: 9 =t 3. \‘\- , |

v
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: E1 porqué de este convenio estard claro, una vez se te . Lo

ay

. ocurra. Si. Va epudiera significar lo mismo la rafz positiva que

”

1a negativa no tendrfamos/gntonces unafmanera de escfibir la rafz -~

cuadrada positiva de 7. (El colocar up slgno "més" antes de la
.~ .expresién ¢7 no nos conduce a nada po}que un’ signo "m4s" nunga .

altera el valor de una expresiGn Si J_"_fuera negativa, entonpésx
+ J_f también serfa negativa ) R . : N \:

* .

‘5 Conjunto d problemas 2-2

. Iﬁdica si cada uno ‘de 1os siguiegtes es cierto o falso:

a. La escala de los nﬁmeros ‘regles no tieneextremos. . “
b. Hay uh punto en la escala de los nﬁmefbs neales que repre-
" . senta exactamehte a V2. . S N :
. i P c.. El punto ‘que corresponde a 2 en la escala de 1os'ndmgro§\‘
‘ _; reales esté entre 103 puntos7correspondieﬁtes a -% yl%.

d.' Los nﬁmeros negativos son nﬁmeros reales. - -

2; Escribe los siguientes usando palabras

¥ . . .

. AB < CD ) o T e, 0<1<2
. ' [ ] L
b. x > y A g f. 52 x 2-5
c. XY 2 YZ o g x>0

//d ng 3 |

l 3 ’ Escribe*qomd.und desigualdaé: T' - L S
. k esun nﬁhero.positiQol ' . o o e

a
" b. r éscun nfmero negativé .

, €. t» es un ndmerg no positivo. ° Y .
. ~d. s es un ndmero no negativo. | )
. g tiene yn valor;entre 2y'3.. . . ' T,

e
£. w iene.un valor entre 2 y 3, nmbos inclusive.

s

g. w tiene un_vglor entre & y b,

‘\aﬁ” wPara cufles de'loé siguientes serd cierto que Vﬁi = x? o 0
~ 0 woxEs o Celixean R
' _" } ' b:. X = ~5 - » ‘ f. x>0 . - ) o
" . . - ) . ) ' . - . .
.Y e, x =0 . . : g. x £ 0 - K
. , 5 ) » P
dooxs T, ~ h.l,0
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a b se de unos pocos ejemplos. . '
(1) B valor absoluto de 5 es 5. e

(2) EL valor absoluto de -5 es 5‘

(4) El valor absoluto“de - 1 es w, etc. . (

‘ E]. valor absoluto : ) T '. . )

,2;'3 ! - .. - 28 -
5. 1 Cmo dispondrﬂs, de izquierda a derecha, sobre una escalb
‘. ‘numérica en la que 1os ndmeros posi;ivo? .estfn a la derecha ‘dels
_" .0, los puntos corresponcl tes'a los siguientes conjuntgs de °
n\jme_ros"{ o ' r\
ca. 3.1, 3.05,3.009 - :k%sﬁ% v
_ N N ¥ . 5
b. -2.5, -3, «1,5 - d. 1 ,- -1: 3
* . Sir y s son nimeros. ‘real'eé distintos de cero, yr > 8, indica
-7 41 los siguientes serdn’ slempre ciertos (C), 'a‘veces ciertos
(4), o nunca ciertos (N): L RN o ,
a. 8ér o ' " s S o ceow
L I .“ ‘ ST
, b r-s>»0 ° _ Co Lt s T _ ‘
c . r _ 2 <1S _ 21. .\. ». . "“ . . . ° . . '~ . .
. .- £ ) : . o ¢ ’ i
N . _.d‘ s . > 1 , - , . o . (
eoxBe . T
*7 '.‘ Usa las instrucciqnes ‘del problema anterior en los siguientes
. I U o o -
a. —_— - L. * . . . .
r 8 T A e L. N
b'4 2 < ‘z“r : . " IR
_ c. lrl >isl . ) s . g
. d,wr3> 93 = “a -'. -
. »\‘4 .e. 1 - r( 1 - 5. . . " .' - [

La i;iea odel va‘lor‘absoluto ‘de un nﬁmero"’se comprende f&cilmente

!
Y

(3) El valor absoluto de W es 7r . :

.
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‘Grﬁfidamente, el Valor absoluto de

‘ tancia en la reota numérica entre

X es nada mds que la dis-

0y x, no ‘importa si x estd

\ "g la izquierda o a 1a dere¢ha de 0. El valor absoluto de - X'*sé
.o scribe como lxl -f 0 .
"—'x'—-ﬁ' . o . "’—Ix'—"“. . ﬁ
- — - } } A
X o } . - L o] T X
. - ] . x<01 . Ad . x >O N

N . : Q ’ i
- Las dos_posibilidades para 'x aparecen indicadas;en das figuras.

RIS

"menos" antes de los ndmeros positivos.

A
escr%biste X = =2 casi tantas veces como x = 2,

_signo '

: .emQ'tgo

' entonces el ndmero positivo que 1e corresponde es -x

En cada uno de 10s dos casos, Ix| es la géstancia entre 0 y x.

Si un ndmero en pgxticular se escribe aritméticamente, es

f&cil ver cbmo debiéramos escribir su valor absoluto. La razén es

 que en aritmética los ndmeros positivos se escriben como 1, 2, 3,

4, etc. Una manera de escribir .nfmeros negativos es colocar signos
-2, -3,

(\\
Por lo tanto, en aritmética, si queremos escribir el valor

Esto nos da -1,
-4, etc.

~ abgoluto de un nﬁmero negftivo, omitiremoa el signo 'menos", asf,

"

[-1] =1 |-2I-=2

Nos gustarfa ofreber una definiciGn algebraica para lxl que

etc.

sea igualmente v&lida para valobés positivos y negativos de X,
En %l élgebra, desde.-luego,

ndmero negativov

1a letra x puede representar, un

Al tratar problemas de 5lgebra, probablofienté

Si x- es nega-
tivo, e\tonces no ser§ posible escribir el correspondiente ndmero
,positivo agbase de omitir el signo "menos' téE;\VEé que no hay tal

'menos'" que omitir. 'Mediante un sencillo artificio, sin

résolveremos nuestra dificultad 81 % es negativo,

] geamos_
2 a8
algunos ejemplos'

. ) 6 .
> -

x = -1, -x.---( 1) = 1;? esto es, 81 ® = -1, entonces =-x = 1,
X = -%, “X = -(-22 = 2+ esto ag, 8l x = -2;'entonce§'_-x -2,
X -;95, -X - ~(-5Q -‘S;f»qsbo es, sl ¥ = +5, entonces -x = 5,
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, e
-+ En cada uno de estos casos, ' -
x . '

ndmero positiVO correspondiente. Y de hecho, esto es lo qwﬁ siempre

X es negativoy ~x es el

ocurre. Como ya sabfamos que Ix| = x, cuando. x es positivo o cero,

. \v;;$£> hora que el valor absoluto se pyede describir mediante 1a§
lentes dos afirmaciones: . . .

(1) Si‘ X
(2) si x

es pogitivo o cero, entonces ixl - X.

‘es negativo, entonces Ix| = -x.
' 1

! a
todavfa esto te presenta dudas, trata de sustitui& varlgs
x. Para cualquier ndmero que escojas,' una de lag corfs

diciones seri satisfecha y te dard la contestacién correcta pana el

&
valor absoluto del ndmero.

.
S

-

”
A

R Conjunto de problemas 2-3

1. 1Indica cufles de los sigulientes son siempre ciertos

a. |-31.

b, 13l = -3
c. 42 -7 =17 - 2|
d. 10 - 51 =15>- 0l .
e. 1Al =n

*2. Indica cduflles de los sigulentes son siempre Siertod:
. ‘a. l-nl = n ' | ]
b. In?| = n? A

c. |y—x|2-y --2xy-!-x2

. d. la-21=1]2- al

a.

- Co

-3, Completa los sigui
) 81 04«r,
b.,, S1«0>r,

'

Ty

|d|+1-|d+/1|

entonces .Ir| =
entonces |r| =

SL 0 = r, entoncés |r| =

tes enunciados:

p———————

—————-

L]

L]
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-~~~ % “Todos los pyntos de la escala a la izqulerda de 21 :
K e _72 ."i i d . . ]‘. 2 e 9: ‘
’ ' A N * ,
! . Ixl< 2, e
) - i ‘ .
h//[ El conjunto de puntos entre 2 y -2, l
3, -2 -1 0 . 1 9 5
* ..—/
x|l = 2
| ;"__,,4/*"D o8 punto's --‘~__§‘*
& Y Y <~ > o
-3 2/ -1 ,0 1 2 v 3
[} s "

]

{ r31-j
]

4. Los sigulentes tres ejemplos ofrecen una. interpretacién

geométrica de enuhciados algebraicos: -
i . ,

X €2, (/‘

Continda trabajando, como en los ejemplos anteriores, los ejérciclos

sigulentes:

“

. :
@ a. x <0 ' - e. Ix| =1
/b, x =1 £, Ixl &1 !
c. x>1 ? ‘ g. Ixt>1.
d. x &1 | “h. I1xt 20
5. a, En dué se diferéncia el conjunto de puntos representado
par x > 0 del-representado por x > 0?
el quéhse‘diferanci; el conjunto de puntos fepresentado
g pot 0 ¢ x &1 del representado por 0<x¢l? "7

.

’

»
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2-4, Medida de la distancla

. e ————

El primer paso al medir la distancia entre dos puntos P y Q

4

es colocaf un borde de una regla sobr7 ellos, asf

: et Q

" REGLA

[d

Y

Desde 1uego que deseamos usar una regla recta, ya que no podemos
esperar obtener resultados consistentes 8l nuestras reglas son
curvas o irregularesf Una regla re;ta‘tiene la propledad de que,ﬁ
no importa cémo- se coloque su borde sobre P y'Q; la recta dibujada

a lo largo de eserborde es siempre la misma. Dicho de otro modo,

esta recta queda,totalmente determinada por | puntos dados,
Expresamos esta propiledad egmd’gmentél

* primer postulado geomdtrico:
1

a8 rectas como nuestro

§ Lol

AN

~ Postulado 1.+ Dadqs dos puntos diferentes cuales-

[ NN

quiera habr§ ‘exactamente una jecta que los corltenga.

\

f

Nos referiremos a este postulado, abreviﬁndolo, diclendo que

'cadr dos puntos determinan una recta. Esta és una forma corta de

enunciar - el Postulgdo 1. D S .

Usemos la notacidn 56 para designar la recta determﬂpada por
. los puntos P y @, (La doble flecha reco‘dar& cdmo dibujamos qrigi-
nalmente una recta.) Claro que siempre podemos abrevﬂ?r egco-‘.
glendo otra letra y 11amquo a‘lf recta L, o v/ o qualquier otra
cosa.

Consideramos ahora 1as marcas que hay en la regla y la verda—
dera distancia qutre P y Q. ‘La manera mds f&c}l de pedir 1a dis-

tancia es colocarrla regla asI

12 e

»
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Esto da 7 unidades como medida. Desde luego que no hay necesidad
de colocar un extremo de la regla en P, Podfamos haber heék#/?sto

opro:

T T T T 1T 1] i| |

1 3 4 .5 6 7 8 o 11 12]°/

¢ Y.

En este caso, la distancla entre P y Q, medida en unidades de la

escala, es 9 - 2 = 7, igual que antes.
Muchas de las ¥®las que se usan hoy dfa tienen dos escalas:
un lado estd marcado en pulgadas y el otro en centfmetros.. Usando

‘la escala de centfmetros, podrfamos medir asf la distancia .entre
Py Q

, Q .
o T T T T T T 1T 1

2 4 6 "8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 0

8 L 9 G € 2. |

L1 [ 1 | |

“(\/) lo que nos darfa una distancia de aproximadamente 18 cm. (el SIT;910
i cm. significa centimetros). . —_—

._
—O

<

Un ple es igual a 12" y una yarda a 36", segin sabemos. Un
metro es igual a cien centimetroé (usamoé m. como abreviatura de

metros). Un milfmetro es una décima parte de un centfmetro (6 -

L
1000

yPodemos, pues, medir la distancia entre.P y Q al menos de sels

de un metro) y los milfmetros se indican con el sfmbolo mm.

maneras: 18 cm., 180 mm.,0.18 m. \Z pulgadas, fé pies, ;2 Vardas
. Es decir, el ndmero obtenido como medida de la distancia depender4

de la ynidad de medida. Podemos tomar la gque QUeramos siempre y

\\,//)cuando seamos consistentes e indiquemos cufl fue la unidad escogida.
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\l Conjunto de problemas 2- 4

1o 3Qué frdbciones (o enteros) necesitamos para completar la

slgulente tabla? o

o [
*

a. 2 pulgs. = _ ples = ydé. : :
"b. ___ pulgé. = 41 ples = yds. . ///’M
T, pulgs - pies - yds. |

’

2, zQué ndmeros faltan para completar la tabla siguiente?

i a. 500 mm, = cm, = m. -
. b.. .mm. = 32,5 cm, = m. i .
c, mm, = cm., = 7.32 m.

3. a. Supongamos que decldes usar el ancho de una hoja de papel

de 8%' por 11" como unidad de longitud Exgpesa el largo
y el aﬁcho de la hoja en términos de egta unidad. . v

b. "Repite el ejercicio tomando ahora el largo de la hoja como
. tu nueva unidad,

4. Si las longitudes de los lados, dg un triﬁngulo son de 3 ples,

4 ples y 5 ples, ¢l triéngulo serk rectéﬁgulo porque

32 4 42 a 52, \o

Comprueba que la relacidn pitagdrica se satisface 1gualmente~”’
cuanqS‘?xpresamos esas mgdidaélen pulgadas
5. 81 1a léngitﬁd de cada lado de un cuadrado es de &4 pies, su .

perfmetro ser§ de 16 ples y su 8rea de 16 -pies cuadrados.
Ffjate en que ‘el valor numérico del perfmetro es igual al valof

numérico del ﬁrea ' ( :

a. Muestra que esos dos valofés numéricos dejarfan de ser *

?

iguales sl expres&ramos en pulgadas la longitug'del lado. -
> b, Comprueba lo mismo sl la 1ongitud se mide en yardas.

*6, Generaliza el problema 4. Dados los ndmeros a, b yc como las
’ _ medidas dé los lados de un tridngulo, en clerta unidad, y
2 + 52 - cz, demuestra ‘que la relacién pitagdrica

_también que a
es v8lida también si 1a unidad de medida se multiplica por n.

- s . .

<)r




/

;‘ . ‘ . - . I. . ’ ‘. ) . —‘
i | | -0 - ~ - 3 |
.!, . ! ' ' . - . &

]' (Sugerencia: Las lofigitudes de los lados serfan entonces
. t ’
f ' &
4, ‘y £ st encuentras que pensar en a,'b yc ‘resulta muy

\ abstracto, trabaja primero a base de 3, &y 5.) .

(\ﬁ}% Generaliza el problema 5., Demuestra que si los valores numéficos
del perfmetro y del 4rea de un cuadrado son iguales cuardo se :
utiliza una unidad de megida en particular, no Seréﬁ.iguales

s para ninguna otraldnidad. (Sugerencig: Toma\el’nﬁmero 8 como

la longitud del lado del cuadrado, expresada en alguna unidad,

e iguala las fSrmulas para drea y perfmetro.)

H *

.':' . ) » '
t 2-5, ElecciSn(dé un;\pnidad de distancia o .

Hemos notado uella eleccidn de una unidad de distancla es mera-
mente una cuestidn de conveniencia. Desde el punto de vista de la
| 16gica, para medir distancias, unai@pidad'es tan buéna como.otra _ 'é
) Escojamos, pues, una unidad y acordemos hablar en t&rminos de esa
unidad en todos nuestros teoremags. (No importa qué unidad se te

{/\qcurra. Si prefiereg pulgadas, pies, yardas, centfmetros, o hasta
leguas, estds en libertad de cOhsiderar.que son ésaséins-gsidades . \

que emplearemos. Todos nuestros teoremas serfn clertos para cualquier

unidad.) v . N

.
Asf, para cualquier par de Zuntos, P, Q, habrﬁ un nig

la medida de la distancia entr

{ ~

P y Q expresada en términos e
nuestra unidad. Como tales ndmeros serfn usados muchas veces en.
nuestrq tfpbajo, serfa muy incdmodo tener que estar con;inuamenne ‘

' repitiendo la frase "medida dexla distancia entre P. Y Q expresada en
términos de nuestra unidad", Por lo tanto, acoftaremos esa frase
para que se 1ea "distancia entre P y @', confiando en que, si alguna. .
vez fuera necesario, podrfas suplir el resto de la oracidn. :

.

Ahora es posible describir esta situacidn en' 1a forma precisa

siguientie: C . _ | , | - \
. _ Y ‘ (
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Lo b

Postulade 2. (Postulade de la distancia.) 4 cada
| par de puntos diferentes corresponde un ndmerg/{ositivq

dnico. : , i - A - : ,'i

— re

Definicidn: La distgncia entre dqs puhtos}és el ﬁdmégo posi-
tivo obtenido mediante el pOStulado de la distancia. S1 ldh
puntos son P y Q, {ndi¢amos entonces Lla distincia por PqQ.

Conveﬂdr§ a veces congiderar Ja posibilidad de que P = Q, esto
es, de Que P ; Q.sean gl';ismo punto;:en este caso, es claro qpé
la distancia serd igual a cero. Ffjate en.qué definimos distancia
simplemente con relacifn a un par de puntos, y e no depende del
orden en que se menc‘onen los puntoé, Asf, PQ es siempré igual'a
QP. \ r .

En algunos de los ejercicios asignados'en‘el texto se.utilizan \
varias unidades de distancia, como‘piés, nillas, metros, etc., Segdn

seflalamos anteriormente, nuestros.teoremas serdn aplicables a cual-

,quiera de estas unidades siempre hue consLscentemente utilices éﬁlq

—  —————  E——(————————  —— ——-

una unidad ®n la discusién de un peorema cualquiera. Puedes, si ,ug

‘te place, emplear pulgadas en un teorema y ples en otro, pero no

ambas unidades en el mismo teorema. ’

n ¥
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2-6. Una regla iﬂfinita - | "

Al comenzar el capftulo, marcamos'una_escala numérica sobre

“

. una recta en esta forma: | B R
i} . _
-~ i I .3 N
t — ! —tT—+— } H —
-3 -2 -1 o\, 1 2 3 4
Pudimos, desde luego, haber comprimido la escala asf:
_ ;
~ — —
-4 -3 -2 -1 o) 1 2 3 4
o-eétirarla,:de.esté manera;
' i i | i i
I ] 1 I ] .
-2 -1 0 1 2

<

Pero convengamos que, de ahora en adelante, toda escala numérica
que marquemos en una recta se escoger§ de manera que el punto

marcado x esté a una distancia Ix} del punto marcado con 0. Por

ejemplo, considera los puntos P, Q, R, S y T, seha ados con los nd= “

/
meros 0, 2, -2, y 4 en la figura siguiente:
s R .. P Q T
Sttt
-3 2 -1 0 R 2 3 4
( ‘ | "R
, | L
]

o . . . !
Entonces PQ = 2, PR « 2, PS = 3 y PT = 4, f

Si nos fijamos en varios pares de puntos en la escala numéricq,
] :
parece razonable hallar la distancia entre dos puntos tomando la

diferencia de sus correspondientes nimeros. Por ejemplo. B <» )
PQ= 2, y2=2-0; |

' A =2, "y2=4-2;

.

SQ=5, y5=2-(-3);. -
RT =6, y6m=4 (-2).\ . -

. .
(* . \ A
: . . .
! ' . r Y ..
! .
B -
p K ! " . ‘ .
. . .
.
)




2-6 : | - -38 - ¢

Observa, sin embargo, que sl tomamos los puntos al revés, y efec-
tuamos las restas en el sehtido opuesto, 1ograremos siempre la
reggpesta errénea; an vez’'de conseguirnla distancdia (que es
fgigmpre positiva), obtgndremos el ndmero negativo gorrespondysnte.
Esta dificyltaq,_sin embargo, se vence ffcilmente, Todo lo que

tenemos que hacer es tomar el valor absoluto de la diferencia de,

los ndmeros. Si hacemos esto, entonces todas nuestras respuestas
- positivas corractas seguirdn siendo correctas y todas nuestras

respuestas negativas erréneas se convierten en correctas.

Vemos, pues, que la distancla entre dos puntos es el valor:-

'.abso{uto de la diferencia de los ndmeros correspondientes' | I
Todo esto parece muy razdnable. .gsno la verdad es que no lo
“hemos demostrado a base de los dnlcos postulados escritos hasta
ahorg. (Y 15 verdad es que no se M'ﬂemostrhr a base del postu-'
lado de la distancia ) Resumiremos, pues, lo, anteriormente dicho,

en forma de un nuevo postulado, a saber:

P
*

' Postulado 3. (Postulado de 1a regla.) Podemos esta—

blecer una correspondencia entre 103 puntos de una recta
4

y los ndineros reales de manera que

(1) A cada punge 'de la 'recta corresponde .exactamente

<

un ndmero real,

(2) A cada ndimero real corresponde exactamente un
" punto de la recta, y : R
(3) ‘La distancla entre dos puntos es el valor abso-

luto de la diferencia de los ndmeros COrrespondi(ntes.

. . : —
Llamamos a éste el postulado de 1a regla, porque de hﬁfho nos

'proporciqna una regla infinita, con una escala'n:rérica, mediante

la cual nos es posible medir distancias en cualquier recta.
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A

¢

Definiciones: Una correspondencia del tipo de la descrita

en el postulado 3 se llama un sistema de coordenadas para la rect;

El nfmero correspondiente & cualquier punto se llama 1a cogrdenad
del punto,

\ <;J é} de problemas 2-6
1. Simplificé: . ! .
8. 13 -6l ‘ cd. 6. (-2)]

b. }6 - 31 e. la- (-a)|
. -2 -1} o £. lal- |-af

2. Usando él tipo de sistema de coordenadas discutido en el téxt6,=
halla 1a distancia entre los pares de puntos que tienen las

~.siguientes coordenadas:

a. 0 y 12 f. -5.1 y 5.1
b. 12y 0 ‘ \ g V2 y VE; y
c. 0 y-12 b ﬁ; xl' y X
— Lo - ;
d. -12y0 1. 2a y -2a '
e. -}% y =5 o j. r -8 yr+s
3. . N

Pedro -5 -4 Q W P

—————— } {
Jaime 0 112 3 45 6 78 n r

La numeracidn inferior en esta escala qu ldea de Jaimg. Pedrol

 a. Copia la escala y esctibe el resto de la numeraci8n de Pedro.

_ empez8 la numerac;in superior pero se caflss, ' .]
Muestra c8mo hallar la distancia de P a Q, usando primero la
escala de Jaige y después la de Pedro.

. c. ;Haz lo mismo para la distanclia de W a P. | S /

4, Supongamos que al medir 1a distancla entre ‘dos puntos P y Q, ‘

pensaste en colocar el cero de la escala pumérica en P y.leer
" un ‘valor positivo er Q. Sin embargo, lo que hiciste.fue colocar
X +a escala numérica de manera que P estuviera en - y Q a la derecha

de P, ;Cémo derd posible todavfa medir 1a distancia RQ?

A
‘.
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. a . [
L] . " : .
Considera un sistema de coordenadas de una recta. Suponte

que se le aflade 2 a la coordenada de ca" punto y que se

asfgna esta nueva suma al punto. NERE
a. }Corresponder cada punto a un nimero‘y:cada nfmero a un -
punto? ‘ -4

b. §i dos puntos de la recta tenfan coordenadas PY q en el

O sisteha de coordenadas original Lqué ndmeros les corres-

ponden en la nueva numeracién? )

c. Muestra que la f6rmul o _
1 (Ndmero asigngdo a punto) - (Nimero asignado a otro

F3

punto) | da la distagc a entre los dpsipuntos.

.d. }Satisface la nueva correspondencia entre puntos y ndmeros

*6.

" 16 millas de Alfa a Beta y 25 de Beta a Gama.
P LSerﬁ posible decir qué pueblo estd entre los otros dos®

a cada una de’ las tres condiciones del postulado 3?7 (si
asf es, poi’mos llamarla un sistema de coordenadas.)
Supongamos que se establece un sistema de coordenaQas en una
recta, de manera que cada punto P corréspondé a Gn ndmero real .

n. Si* cambiamos cada n por -n, entonces el punto P corres-
* .

ponderd a un ndmero -n. Muestra que esta correspondencia es

también'dn sistema dé coordenadas para la recta. (SUGERENCIA:

Es obvio'que cada punto tendr4 un ndmero asociado a &1 y cada
° Y A .

ndmero un punto. Deberfs mostrar ademfs que el valor absoluto

de la difexenciafde los némeros asignados a los dos puntos no

‘se alteraré\al cambiar la nu@eracién )

En un clerto qpndado los pueblos Alfa, Beta y Gama estdn en

1fnea recta, aunque no necesariamente en<;1 orden dado. - Hay

}Qué pueblo no estd entre los otros dos?
b. Puede haber dos Va1ores diferentes para la distancia de

ALfd a Gamé.,'Usa\un dibujo para@décerminar-cuéles son
s - \ . R - . R

éstos.
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1 . T s .

¢. 81 sabes ademds que 1a'distanci§.de Alfa a Gama es 9

' millas, ;qué pueblo estard entonces entre los otros dos?
d, Si la distancia ‘entre Alfa y Beta fuera r, millas, la :

distancia de Alfa a Gama 8 millas, y la distancia de

! ‘Beta a Gama r “ 8 millas, Lqué pueblo estarfa entre:H"
. otros dos? ‘ )

o8, A, B, C son tres puntos alineados. Ay B es;dn a.10" de dig- .
'\f tancia y C estf a 15" de B, « (Habrd una sola manera de disponer
J_estos puntos? Explfcalo. _ L '
9.. Se asignan tres sistemas distintos de coordenadas a la misma |

recta. A tres puntos fijos A, B, C, de la recta 1es corres-

ponden los valores siguientes: . o

Con el primer sistema, la coordenada de A es -6 y la de
B es -2.. _ f
+ Con ‘el segundo, 1a8 coordenadas ‘de A Y. C son 4y -3

respectivamente.

/,,/" Con el tercero, las coordemadas r%spectivas d@ C ys .
( o
.8on 7y 4. S | ) \ . ok

Y JQué punto estd entre los,otrog.dos? o .

Evalda AB + BC + AC. | ‘ - ;-

¢ v

wo . w
.-

2-7. El Eostulado deAgolocaciGn e la regla; interposicidn,

segmentos y semirrectas-

BN

El postulado de la regla (el postulddo 3) nos dice que podemos,
SObre cualquier recta, fijar un sistema de coordenadas marcando una
~ escala numérica. Esta se puede coéstruir de muchas maneras dife-
| rentes. Por ejemplo, dado ‘el punto P de la recta, podemos empezar

coloeando el cero en P. Y podemos tambi&n marcar la escala en

B

cualqulera de las dos, direcciones, asf; g L -




¢
Postulado 4. 7>(E1 postulado de colocacién‘de la |
. " | regla.) Dados dos puntos P y-Q de una recta, se .
- puede escoger el sistema de. coofdenadas de manera tal
que la coordenada de P sea cero y 1a coordenada de Q.
N sea positiva. e . T,
, o 5 ! . ' .
' Todss sabemos lo . que se entierde al decir que un puqfo B esté _
.. entre dos puntos A y C. Pues’ que'\u\, B y C estﬁn en 1a misma recta,
- ) ) . . o . ) ) g.
b, Yy que estdn colocados de estd manera: - ' T Lot
: o o S ,
-} - bea : 4 - ,
- - 14 1 1 N
' . .. A R ' B ' C & L . « i
B o de esta'otrag: T ' 5 :
) e ,_$,% S - L
b C Y B A : R

2-%
P e
- | P | 1 | \ 1 ¢ o K
- Y ! T ' ' -r. T T —’ " T e
¢ -3 -2 -1 0 1 2 3 :
I . o _
->- - } | F: | N i SAERE
) 1 T | T . 1 I - . .
o . ’ _ A
Esto‘quiere’decir que, dado -e¥fo. punto Q de la recta, siempre e
" podemos ‘escogen el sistema de coordenadaélde manera_que’le:corresf_ o
ponda un ndmero pogitivo, de-eséa maneré}' : ; | C I
S P o
.
| - -3 =2 -1 0 T @ 3 o
. o de esta otra: o A N_;:) S . Lo
(CHES . s Q " - ‘ - ' |
%FE - oy ] | - ’? 1 | e
r ‘_ I '1" . I 1 1 : 1 -
W 3 2- 1 0" 1 -2 -3¢
7 : T -

Para,referencia futura, enunciemos esto én forma de un postulado;

‘§in embargo, si vamds a utilizar 1a interposicidn (propiedad de

~ estar "entre") como una rflacidn,matemética, mejorhvaldria ofrecer;

* -
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. : Ca .
una defiﬁicid matem&ﬁicq que diga/E;;ctamente lo hue queremos

: decir, porque no podemos depender de c8mo _nos aintamos al querer -
interpretar algo, Para juzgar esta necesidad, veamos lo que |
'ocurre, en una;situaciﬁn sémejante, con una circunferencia En

“ *
' la figura deala i7qpierda, parece razonable afirmar que B esté

.entre A y C. v ' i ' ’

-'L--'.‘-!;?: o -

Pero C puede movetsé alrederor de la circunferencia‘ocupando
muchas pogiciones sin neCesidad de pasar por ‘A 8 B, hasta quedar !
Justamente a la izquierda de A, como se ve en la figura de la ,"
sdzrecha En la posicién final, indicada por el siﬂho de admiracién,
\\“ parece como- que‘ﬁfesté entre B y/C. Por su aspe?to, las circunfe-}
., rencias nos confundem Dados tres puntgs cudlésquiera en una\ ‘w;&'jﬁ’
' .eircunferencia, es bastante razonable considerar que cada uno de

'8 ,
ellos est8 entre los otros dos

La interposicidn en una recta nada tiene de confuses Es ffcil
v

.: Afirqﬁqpexactamente qué significa el que un punto de Jna. recta estf

. entre otros dos. Podemos hacerlo de la siguiente manera:

) Definicidn: B esté entre Ay Csi (1) A, B, y C’son puntos
.. vdistintos de la’ misma recta y (2) AB + BC = AC.

H
¢

Es ffcil comprobar que esta definicién expresa realmente lo que ‘<
el sentido comdn nos, dice acerca de la idea de interposicidn
"~ ("estar entre") Sin émbargo, convendrfa quizﬁs explicar en qué

forma se usa generalmente el idioma ‘en ‘las definiciones matem&ticas.

-
[2

o K

{,'. » " . ’ slj ».(l, ’ £ o . .
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En 1a definici&n de interposigidn hay dos afirmaciones unidaa

-por la palabra gi. Lo que queremos declr es que ias afirmaciones K3
que &aparecen antes y después de la palabra si son completamente

equivalentes. Siewpre que en algﬂn teorema o problema, sean

vdlidas o puedan demostrarse las, condiciones (1) y (2), ‘entonces - \

podemos contluir que B esgﬁ entre Ay C. Y siempre que hallemos

‘que B esté entre Ay C, podremos concluir que ambas, (1) .y (2),

‘ son vélidas. Esto no es un uso estrictamente ldgico de la palabra

81, y en particular la palabra 81 nunca se emplea en egta forma en

los posfulados,'teoremas, o problemas. Sin embargo, en las defini-

clones sf'es éorriente tal uso. : 0 - !

/

El‘siguiente teorema describe la interposicién en términos de

coordenadas en una recta , : : .

(,-.

Teorema 2—1. Sean A, B, C tres puntos en Una recta, con coorde-

nadas x, y, z. .Si

v

X< y&z,

. entonces B est4 entre Ay C.

Demostracién: Toda vez que ‘X< y<z, pabemos que los ndmeros

Y - X, 2 4;y; z - x son todos positivos. Por lo tanto, por la defi-.

nicién. del.valor absoluto, ! | N
R r§-1“ii - y - X,
: ez -yl =z-y, ° e
° lz - x| = z - x.
Asf, por el postulado de la regla, i‘ 4
c -~ . ' AB = y - x, e . ey
, BC = z - Y, ' |

AC w=




, - ' '_ Ay = %) + (z - y)
' -‘ -x+ -4 )" ’
Z-Xx - . | ‘ «

!
Ac.

¢

‘EﬁfgoﬂClﬁsiGn‘ .pbr
“entre A y C, que es lo que se querfa demosnrar

»

benjunto‘gg'groblqmaé 2—7a' ’

1, a. Marcamos una éscala humérica sobre una racta ytgﬂrgggm&/{
. . - '

en Ry 4en S, S1 aplicamos el paestulado de colocacidﬂ
de

la regla, y tenemos el 0 en R y un ndmero positivo én

la definicién de la inﬁbrposicidn, B estd 2

jcudl
misma
mi sma
misma

misma

serIa ese nimerp?
pregunta si -4 cae en R y -10 en S,

pregunta .s1 8 cae en Ry.- 2 en S&
preguﬂta'si 4— cae en R y 4oen S.

pregunta sl 5. 2 cae en Ry 6, 1 en S,

La misma pregunta si X, cae.en R y x2 en S.

2. .Explica brevemente cémo el postulado de colocacifn de la regla \

'simplifica el procedimiento del postulado de la regla para .

v

(son puntos:de la misma

calcular la distancia entre dos puntos,-

3‘

upongamos que R, E y.T estdn alinéados

recta) ;Qué se podrd afirmar respecto a las longitudes RS,

ST y RT 'si1 S est& entre R'y T? (Repasa la definicién de
) . -, | | . - "1 .

estar entre

3
La cbordenada de C es §.
de C gcuéles gon las coordenadas de A y B?
si a, b, c

4+

L 4
#

: C W, "
B AC y BC ’Lon

L L'
v 4

- O

ambas iguales-a 8.

La coordenada de B es mayor que la.

sort coordenadus.de puntos*glineadoé, y si ,

Ia.-'cl + lc - bl= |a -~ b|, ycull es la coordenada del punto

\c‘explicar

. n e
/ . |
N .

que estd entre los otros dos? Debéq estar dispuesto

.
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i

el porqué de tu respuesta. , .

6. Si X5 'xz, x'3 son coordenadas de puntos en una recta de tal

modo qué X3> X1 ¥y también xj9< xy; Lqué punto estd entre los

otros dog? ;Qué teorema se utilizarfa para demostrar tu¥ con-

testacién? v

7. Considera un sistema de coordenadas en el cual se le asigna

)

el ndmero 0 al punto A, el ndmero positivo r a B, el ndmero"

—31—r a E y el ndmero %'r aF.’ De_muesttq que: :
a.. AE = EF = FB

b. E estd entre A y F. _
. "*8. Demuestra: Si A, B, C son tres-puntos en-una recta con |
coordenadas x, y; z; respTctivamente, y sl x>y >z, entonces

B estard entre A y C.

s

Teorema 2-2. Para cada tres puntos cualesquiera de la misma-

recta, uno de ellos estard entre los otrbs dos.

" Demostracién: Sean los puntos A, B'y C.” Por el .postulédo de

"1a regla, habré un sistema de coordenadas para la recta. Sean x,.y,

z las coordenadas de A, B, C. . Tenemdé geis posibi}idades:

(1) x«y<z, L | '
’ . .
o (2) x<z vy, .
C (3) y<xezy * ‘o y '
) yez <xp
S (5) z<x«ly, - X
. oz _1“T .' . .
e G e Y

“ BN
e "

En cada uno de esos cagos, el teorema 2-1 implica la vera‘c.idad
del teorema 2-2. En los casos (1) y X6), B estf entre Ay C{ en los
casos (2) y (4),C est8 entre A y B; en“Tllo‘s casos (3)y (5), A éftg

entre B y C. 1y , '
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‘ Teoréha 2-3 De cada tres puntos diferentes de 1a misma

recta, solamente uno estaré entre los otros dos,

Otro enunciado delj teorema. Si A, B, C, son tres puntos dife-

rentes de la misma §ecta y 81 B estd entre A y C, entonces A no
estd entre B y C, ni tampoco C estd entre Ay B. . T

t
(Ocurre con frecuencia’ que es m4s fhcil leer, y referirse a
un teorema si estd expresado en palabras. Pero patra demostrar

teoremas, necesitamos generalmente emplear una notacién déndole -

" nombres a los objetos de que vamos a hablar. Por esta raabn,.- °

daremos con frecuencia nuevos enunciados de los teoremas como
acabamos de hacer con el teorema 2-3. El nuevo enunciado en cierto
sentido nos adelanta i ) dempstracifn.) -
Demostracién: Si B estd entre A y C, entonces
AB + BC = AC.
Si A .estd entre B y C, entonc&a
. BA + AC = BC. R

Necesitamos demostrar que estas dos ecuaciones no pueden ambas

- ger clertas al mi%mo tiempq.

S1 la primera ecuacidn es’cierta, entonces
' AC - BC = AB.
Si la segunda ecuacién es cierta, entonces
.AC - BC = +BA = -AB.-

Pero sabemos fue AB és positivo y -AB es negativo, EJ consecuencia;
estas ecuaciéges no pueden ambas ser ciertas, porque el nﬁmero
AC - 'BC no puede ser a ‘la vez positivo y.negativo.
E&‘fqrmatLompietamente_semejante, podemos dgmostraf qu; C no estd #
entre A'Y B.. . B
| Definiciones, ‘Paga-dos punﬁos cualesquiera’ A y B, el segmento 

AB es'eL'conjdbto de los puﬁtop A y B mds todos los puntos que
estédn sétre A y.B. Los puntds A y B_Se_llqman los extremos de AB,
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‘Notards que hay una gran diferencia entre el segmento AB y
la dfstancia AB. _ El segmento es una figura geométrica, esto es,

un conjunto de-puntos. La distancia es un ndmero que noé dice

" cudn lejos est§ A de B. ' o L -
2 Definicidn. La distancia AR se llamg la longitud del segmento
— . ’ (& : ] .-
AR, SR , ;
Un rayo, o peg}rrecta, es una figura como gsta: - !
5— : — ﬁ : > ‘. v

"iié flecha a la dérgéha'sirve'para indicar que el rayo incluye
odos 1os;puntos;de la recta a la derecha del punto A, y también

. _ v RN
el punto A. El rayo se representa por AB. Notarés que cuando
eségmg}mos &3* entendemos simplemente- él réyo que empiéza en A,

’ v
pasa por B, y sigpe indefinidamente en la misma direccién. El rayo

puede presentarse de cualquiera de las formas siguientes

- . * . : : '
: - ( . . . .

Esto es, la flacha del sfmbolo AR siempre Ird en 1a direccidn de

A a B'cdnlaneragque“sea_la direbﬁidn que apunte el rayo en el

espacio.- . ' : ‘
/

' Habiendo explicado intuitivamente lo que nos interesaba, proce-

deremos a ofrecer una definicidn precisa\

Definiciones. .Sean A y &_puntos de uba recta L. EL rayo AB

el conjunto de punkos que es la reunién de (1) el segmento AB (
“’h los puntos C para los ‘que a8 clerto que N

N ¥ (2) al conjunto de
' B estd entre Ay C. EL punto A se llama el extremo o el origen de &E,

\)‘ ) . ' . ' N p
INLL . N ] bU \' i ; '
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Estas dos partes del rayo sé indican @ continuacién:

0 i2) .t

WL N T ' ‘

>0\

.
|

i

si A gst& entre B y C sobre L, entonces los- dos rayos Kﬁ y &3

"irén en direcciones opuestas , asf: ¢
. B . i
» ﬁ . .‘ A% ' . ' ‘
g *> L o l L : e
. c .‘:. A . ' B . P

4

Definicién.. Si A est4 entre B y C, entonces 53 y Al se 1laman

‘ mente un punto P en X8 tal’ que AP = x,

'rayosbqpuestos. Notarés que un@par de puntos A, B determina sels

figuras geométricas:

La recta AB ’ - A B e
El segmento AB, . ' —
El rayo Kﬁ; \ ‘ . > . ;
- ) o N '
El rayo BA, . ‘ . . —
El rayo opuesto,a AR, — ’
. ~» ' -— .
- E1 rayo opuesto a BA, - : -

<

' El postulado de colocacién de la regla tiene todavfa otras tres
consecuencias dtiles vy é%nciilas" |
Ieorema 2-4, (El teorema de 1a‘10ca1izaci$h de puntos.) Sea

A—g un rayo, y sea x un ndmero ‘posif:ivo. Entonces existe' exacta-
’ .

o’ DemostraciGn: Por el postulado de colocacidn de. la regla,

podemos escoger un sistema de coordenadas en la Fecta Kﬁ de manera

que la coordenada de A sea igual a 0 y la coordenada de B gea un

ndmero positivo r: . et

e e

L] ’ T ‘ /
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* (En la figura,“las‘letras encima de la recta representan

puntos, y las letras debajo de la recta representan los ntmeros
& ) ’

corregpondientes.) ! - v

“

¢
. / . |
Sea P el puqto cuya coordenada es.x. Entonces P pertenece a - !

[

= ~A§ Y 4 P=Ix - 0| - Ix) =" x, porque X es'positivo. Como sola-\_

menteé un punto del rayo tiene coordenada igual a x, s810 un punto

'del rayo estard a una distancig x de A. g

Definicidn. Un punto B se llama punto medio de un segmento

AC si B estf entre Ay C, y AB = BC.

r N

Teorema 2-5. Tbdo segmento tiene exactamente un punto medio.

v

Demostracidn: Nos interesa. obtener un punto B, sobre el

segmento AC, tal que AB = 'BC. Sabemos, por "la %efinicidn de seg- :
mento, que B esti entre A y C. -Por lo tanto, AB + BC = ‘AC. ‘De
.estaf_dgs ecuaclones deducimos que 2AB = AC, o AB = %AC Toda vez~
que B estd en el segmento AC, tendrd que estar también en el rayo

. &3, y el teorema 2-4 nos dice que hay exactamente gp.puntp tal B.

Definicidn. Decimos que el punto medio de un segmefto

o \ .
Yigeca al segmento. -Con mayor generalidad, decimos’ que cualquier -
figura cuya interseccidn con el segmento sea el punto medio del )

segmento biseca al segmento.

al

.

Conjunto gg_probfemas 2-7b -t

l. 'Si tres puntos estén en una récta, jculintos de ellos no estén .
K | .
entre los otros dos? A |
2. lDe qué.definici&n o teorema es un caso.particulat cada uno de

los siguientes? Si tres puntas aline.dog R, S, T; tienen !
. C
respectiYamente las coordenadas 4, 5, 3:

e

a.' S est§ entre R y T, porque 445 y 5¢8.
._b{' R no puede esta‘ entre S y T, ’a que S estd entre R y T
c. S esté entre R y T, porque RS + ST = RT. = .
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*¢ . . .
3. Describe, en 1enguaja-mabemético, qué puntos estﬁn incluidos
en: . - * :
o - T
a. ‘ XY -b. XY : . . ) ¥

*4 M?estra cémo 1a restricci6n '‘entre A y C" de 1a defi“iCiGH )

del punto medio ‘de AC resulta inneceSatia, demostrando el

x

siguiente ‘teorema: \\ .
Si B es un punto en la recta K3 tal que AB = BC,

v

‘entonces B esté entre A y C. (Sugerencia: Muestra -
'que A no puede eéstar entre B y Cni tampoco C. entre
Ay B, H;{iiza el flgebra- para mostrarlo. Completa la

demogtracién usando el teorema 2-2.) .
-~ *5. Suponte que P es un punto en la recta M Yy que r es un ndmero

positivo. ;Cufl de los teotremas anteriores nos dice que hay -

L4

. exactamente dos puntos en M cuya distancia a.P es 'r, el ndmero
' .dado? '

*6. Demuestra que si B estd entre A y C, entonces AC>AB/

7. a. Copia el siguiente pirrafo.  Para cada par de letras, busca

‘el sfmb019 apropiado, si lo hay, que' sea necesario para .

completar el sentido: IR

.

[

, X2 contiene los puntos Y, R, pero XZ no contiene ni al
punto Y ni a R. R est§ an XZ pero. Y no lo Q§t§

YZ.+ ZR = YR.
. ' b. Haz un dibqjo_en que ilustres la posicién relativa de los
cuatro puntos. - .. o L

Problemas de repALo
1. Considera los siguientes conjuntos.

Si es el conjunto de todos los varones del décimo'grédo‘

82 es el conjunto de todas las nifias del d&cimo grado-

f” . S3 es el conjunto de todos los estudiantes de geometrfa del

décimo grade..
- \
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o

(e}

b.

Cuatro puntos.
recta de manera jque AC>AB y BD < BC.

cuatro puntos e

Explfcalo.

/

es_ el conjunto de.todos los a amnos dé&ﬂdécimo grado;

" JCufl

es la interseccidn de Si’y Sé?‘ ’
es la reunisn de SA y Sh?‘ | -
es la interseccién de S3 y Sh? L

JCudl
JCull
‘iCull es 1a reuniéh. de S, v 8, ?

“

(Cuél .es, la interseccidn de, S, y s, ?

{Culintos cuadrados tiene un ndmero positivo dado?

. LCuénEg; rafces cuadradas?

iSerd alguna vez negativo e1 valpr de V37 .

a. Dibuja una recta y localiza en ella los siguientes puntos.
.. (La coordenada . cada punto aparece en paréntesis.) - Usa
cualquijer unida .de medida que te plazca*\pero una vez

escogida, sigué e pleando la misma unidad en todo e1 ejer-
cicio: i g N
© P2, Q(:1), R(0), S e3>, ().
b. "Halla PQ, RT, TR, PT, QS. .
.81 a>b, entonces q-bues y
b, Si 0<_kxk2< 4, entonces k es . -
¢ Si ad<b, entonces a - b es 3 - L :
: | . . . ) C/ N § 0
*:ﬁ‘.?..- 3 "

Escribe una ecuacién que desc'iba las posiciones relativas |

de estos tres puntos.

(En qué co diciones serd B el punto medio de AC?

B, C, D estdn colocados a lo 1argo de una

;Habré m4s de un orden posible?

3

su sitiof

Dibuja la recta con 1034
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°

)

A9

10.

11.

12.

- B &7
Los pares de maydsculas del siguiente p&rrafo r?presantah'o
bien ndmeros, o rectas, o segmentos, o rayos., Indica cuffl eé._
cada uno, qolopando"sobre cada par el sfmbolo, 8i lo hay, que

“falte, (17\\ ‘ ; -j : -
"AB'+ BC = AC. 'DB contiene a los puntos A y C, pero DB
no contiene ni al punpoiA niaC., A pertenece. a DB -
pero C no".' Haz un dibﬁjo,que ilﬁsfpe'fu respuesta.

A eé:pl conjunpo.ae todos los enteros x e y cuya suma es 13.

"B es eJ cohjunto de todos‘los enterds~cuya d“ereﬁcia es 5. M;Cuél

es la intersec¢ién de A y B? _ _ . , .

Juan dijo{ "Mi casa \éfﬁ En la Calle Oeste a mitad de camino

entre la de Guillermoeg.la‘de Pépe“,\rPedro dijo: ";Asf estd

la mfal" ;Qué puedes-concluir cen relaéidn a Juan y Pedro?_

N hombres se sientag‘en un banco recto.. jDe cufntos se puede | E

decir, "E1 ge sienpp\éntre dos personas'? « |

‘Contesta lgs preguntas (a) hasta la (e), utilizando 1awsiguiente ‘
/ : ) - . . - ' '

/ .

figura: P g
D . C
A F / B . . .

P : /
a.” Describe la interseccién del trifngulo AEF y el rectfpgulo
ABCD. o ' .. . -. '. . '
b. Describe la intergeccidn del segmento EF y el rectangulo

»

“c. Describe .la reunién de 1osjsegm¢h£os AT, EF, y KE.;*

'd. Describe la interseccién de los segmentos AE y 'BC.

e.- bescribe la reunién del trifngulo AEF y el segmento‘ﬂﬁ.

Dado;un grupo de cinco hombres (los séﬂo%es;Alvarez, Benftez,
Chéyez, Dfaz y Enrfduez). a. Del.grupo; Lchncos comités
.diférentes_de 4 miembros se pueden formar?- b. Y de dos Piembros?'

c.j LY de tres? B ' -
; o - .
L]

-~
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13, . Dado que A, B, C estén alineadas y'Que'AB - 3y Bbu-'lo,.
' - ¢podrd ser AC = 6?7 Haz un dibujo para explicar tu respuesta.

.

o

14. Indipa cqéles de los sigulentes enunciados son ciertos y cufles"

./‘ _ gon -WS. Para iquellos que sean falsos, da un% q)ntestacién
J correcta. ) N - A : » : '
| a. |-13+7|-f‘20~ o e.s |-4l - 1-11| -:*7 ,
b f-8-9 1= 17 - " g 1(3a-6) - _(a=7)) -\|2a+1| !
c. .|5a46é|*- | | o~ & ]7| - 19l . ' - -
d. lo+2l =12 " <, A-110 - d-4l A 77 |
. _ ) ' S
B w 9 !
- T 0 X Y : A
! Mirando esfﬁ e§¢ala numérica, Juqﬂ'dinb: "La longitud delﬁb
es ly-xI". Samuel insistié en que y-x nada més era también
correcto para dar la longitud de Ea. JEstés de acuerdo con |
" Samuel? Explfcalo. | L L e

. ¢ ' q

- 16. La primera numeraciGn de los puntos de la recta de abajo reqpe-

s - 'senta {in sistema de cgbrdenadas. Dé acuerdo con 1os postula o8

* .2y 3, jcufles de las otras numeraciones no son sistemis de

.- coordengdas?'j' ,
o~ -e—t — + + + 4 — + ‘4‘ — ,:' —+—— '
<3 -2 -1 0 1 ¥ _ 3 & 5 6 7T
a. -7 -6 5" 4 3 2 1 o 1 2 3
b 0 12 3 ks w3 2 ) | L
Soew 112 13 -1 5" 16 a7 18 19 20 .21 o
. d. =1l =12 4213 -1k =15 =16 " -17. -18 =19 -2® -p1 - :
. e &3 cd2 1 0. -1 @ 3.% 5 6 7 . "
: . PR * I T

[ ' o . ‘ ’
g e
‘fl' " *17.  Considera los puntos de una recta cuyas coordenadas se describen:

asf: | o - ’ '
a. x<€3 ' c. x>2




g. Ixl»2.-
h. |x)20 , a

07

{Cufles de los conjuntos anteriores representar rayos?

LCuﬁles rébrésentan puntos?; ;rectas?; zaggmentos?

.
-

-~ ’
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< oM Reems, PLANOS Y SEPARACION o

| .3@14 Rectas Y pAanos en el. esgaci

‘.d} - En el capitulo anterior hablébamos 8610 acerca de rectas y

1

@y f'de la medida de 1a distancia Procederemos ahoma al estudio de

los planos y del espacio . Recordemos que nuestros términos funda-';'

mentales no deftnidos son punto recta - 'y plano. Toda ‘recta - .e8"un

conjunto de puntos y ‘todo Plano es un conjunto de puntos
";,‘ ' Definicidn ~ El conjunto de todos los puntos se 11ama espacio,

~.+“ . En esta seccién: explicaremos algunos de los términos que vamos

. v - v ’ 7
4 “aqmugfir al hablar acerca de puntos, rectas y. pIanos, y enuncia— *
'remos algunos principios fundamentales referentes a ellos La. ) .

mayor ‘parte de estos principios fundamentales se enunciarén como
'postulados, otros como teoremas tan sencillos que serfa razonable
aceptarlos sin demostracién y 11amarYos postulados pero no Baremos
eso. El primero de. los teoremas se demostraré en esta seccién Yy
los demés se demostrardn, a base de los postulados en un Capitulo
-posterior. En el presente, sin embargo, no nos preocuparemos mucho
por.eéte asunto, en un sentido M otro; vamos.a dedicarnos simple-.
mente a tratar de presentar estos principios fundamentales diqecta-

X %'mente tales como: son. ‘;' - . o ‘
. . v ( . . . . \

- Conjunto de problemas” 3- la ;_ .

ffll  Haz dos marcas en un pedazo de papel, o en la pizarra, para
| represontar los puntos A y B. gCuéntas-lineZB rectas puedes’ _ J f'M
| | dibdjar que pasen por'A y B? | ;Qué ocurre ‘8l consideras "1Inea" |
© . enun sentido general que no.sea'el de; "mecta"? : B ﬂ{
_ 2. Coge un trozo duro de ¢artén o tu libro. LPodnés mahténérld'én"b
2 una pgsicién fija'si ié %olocas sobre - las puhtdswde dos.lépiéQS?.

LCudl es el ndmero minimo de.ldpices ngiiiiiiiﬂzigﬁ/gosteneflo
en esa forma? LT ' = f : .




sl

3. Piensa que 1a cubierta de tu 1ibro es parte de un plano
jCudntos puntos serdn necesarios para determinar ese plano?-
4. &Cpéntos extremos tiene una recta? ‘LCuqntos extremos tlene
. ’ ) : 4

un segmentof
i a’

N

L
Definicién: Los puntos de un conjunto estén alineados si hay

. L “
una reota que los contengd a todos.

Definicién ' Los puntos de un conjunto ‘serdn coplanarios (es-i'

taréndéﬁ un glano) si hay un plano que los contengd a todos
\

" Al

i

. . L]
Por ejemplo, en este dibujo de una piréinide triénguiar,(jé&;,*
puntos A, E y B estdn alineados y también lo estdn A, F y C

‘pero no lo estén A, B'y,C, Los puntos A, B, C y E estdn en un
plano y también estdn en un plano A, ¢, D, F y G, pero, en cambi
A, B, CyDnolo estén.

yné:de las. propiedades que nos interesa tengan {os conj/

"

L .. . .
dengpntos llamados rectas, planos y espacio es que contengan muchos
pu 08. Igualmente, un' plano deberd en alguna forma ser "mds

grande'" que,una recta y el espaciq deberd sér "mds grande' que
. vy

éualqg}er plano. El postuladb de la regla garantiza que haya
muchos puntos en una.retta; en cuanto a los planos ¥/él espacio,»l
" e]l sfguiente pustulado nos ofreceﬁlaS'prbpiedades duo deseamos:

N ‘_ ’ a 4 ‘ - “

¢ o
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Postulado 5. (a) y Todo flano contiene por lo
» | menos tres puntos que no est(dn alineados. ' "

(b) El espacio contiefe por lo‘menqs cuatr.o

puntos que no estén en un plano.

.
e

Por conventencia, ya que pronto nos referiremos a él, repro-
ducimos el postulado 1. '

ol ~
v

Postulado 1. Dados dos puntos diferentes cua-
e

lesquiera, habr4 exactamente una recta que los con-

tenga ‘ ’ : : !
1

Tegrema 3-1. Dos rectas diferentes se intersecan a lo sumo
en un punto, T e

La demostracién del teorema se deduce del postulado 1. Es
imposible que dos rectas diferentes se corten:en dos puntos dife-

renteqﬁp'y Q, po(ﬁue por el postulado 1 hay solamente una recta

que.-tontiene a P.y .a Q.

Conjunto de problemas 3-1b
1. Datos: 1. L,y L, s ‘rectasldiferentes.

2. El punto :
3. El punto'Q es .Ll y L

.LQué podemos decir de ciertg acerca de Py Q?

2. Cudntas rectas bueden contener un punto dado? jDos puntos

dados? ;Tres puntos.dadog cualesquiera? ‘ :
- &~y “«>
3. El diagrama presenta tréscRectas diferentes Kﬁ, CD, y EF, que,

. - 4
estén parcialmente ocultas pd¢ un granero, Si AB y CD se -
intersecan a la izquierdé del granero, jqué postulado dice que

no pueden también intersecarse a la derecha del granero?

e ) “ l_./ ’
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4. Dibuja un diagrama para ilustrar cada pJ?Eé de’'este ejer- .
’ cicio y justifica tus contestaciones en térﬁinos del postu- )
. lado 1 ’ ‘ o ’
a. jCuéntas rectgs<ge ¢pueden trazar .pagsando por los mismos

dos puntos fi

¢ b: Cudntas reltas se pueden trazar por tres puntos, tomados
de dos en dos?. { ‘ \
5. a. A&Cuéngas,recths se pueden trazar que pasen por cuatro |
puntos en uh plano, tomados de dos-en dos, si no hay tres
v de los puntos que estdn alineados? (Sugerencia:; Denota
los pintos pOY. A, B, C, D.) “ -
b, LCuéntas re&ta habrfa si los puntos A, By C eqpuvieran
" alineados? i o )
¢. .Dibuja un diagraha Para (a) y (b) "
~%6. "Un punto estd en una recta" y "una recta contiene a un ‘punto”
. son dos maneras de decir 1A°misma cosa.
-a, Las definiciones de estar alineados y ser copldnarios
estdn enunciadas en la segunda forma. Enuncia egtas defi-
niciones de nuevo utiligando la primera forma P
.b. La primera parte del postulado 5‘esté’ enunciada utilizando:
la segunda fgtma. Enuncia de nuevo esth parte del postulado
utilizando la primera forma. . . /h -
o 74 L, o
/ |
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K7, Al 1gual que en ‘el. problema 6, el postulado 1 estéd fedéétang
en una de 1hs.dos formas. LCuél?i.Enuncia‘de nuevo el poggd{'
o lado 1 en 1& otra\ﬁérma. ‘ '

\
L)

J/ Segdn el postulado 5, un plano contiene por 1o menos tres _
pu@tos.' (Tendrd algunos més? , No podemos, a ngé de los postylados
con que contamos, asegurar que si los tiene, y por eso presentamos
el . e |

..

. . N
\

Postulado 6+<S8i-dos puntos estdn en un plano,‘en-

tonces la recta que los contienk estd en el mismo plano.
' A y /"

Ld

Este. postulado dice en esenciA que un plano es llano,-esto

‘
AN

es, que si contiene parte de una recta contiene toda la recta. R

‘ \ ' : ,
Teorema 3-2.° Si una recta interseca a un: plano que no la con-

?

tikne, entonces la interseccidén ser§ un solo punto,

]
Esto se deduce. del postulads 6 de la misma manera que el

. teorema 3-1 se deduce del postufado 1.

La figura nos muestra la recta LZ que ‘corta a un plano E en
un punto P,  Vas a ver muchos dibujos como ésteé, de filguras en el

espaclu, y aprenderds a dibujarlas td mismo. Deberés'examina;las
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cuidqﬂusamente pura ver cémo ée_comportan. Un plano E se indica .
generalmepte dibujapdo un recténgulofen E, Visto en perspéctiva,'
el rectﬁngulo se nos, presenta pargcido'a un pérakelogramof La
recta L corta al pland-E en P, Parte de L estd punteada. Esta
‘ es la parte que "no-puedéﬁvvéfv, porque’ ;e lo impide la porcién

rectangular de E (supuesta opaca). (El apéndice \Y explica cémo

dfbujar figuras tridimensionales.) ‘

Hemos visto que dos purtos determinau ina recta. El siguiente '
postuladb especlfica una manera anéloga de determinar un plano.

Postulado 7. Tres puntos cu 1esquiera estdn por lo
menos en un plano, y tres puntos“cualesquiera no ali-

/
neados estdn exactamente en un plan M4s brevemente,

tres puntos cualesquiera son coplana tres puntos

cualesquiera no alineados determinan un plano.

o R

Teorema 3-3. Dada una recta y un punto fuera de ella, hay

-

exactamente un plano que los contiene.a ambos.

N

La figura nos muestra un plano E determinado por 1a recta

L y el punto P,

' Teorema 3-~4. Dadas dos rectas que se cortan, hay exacta—

. mente un plano que las contiene. !




La figura nos muestra 1as‘recbas.L1‘y‘L2, que se cortan en

>

un.punto P. E es el plano que contiene ambas rectas.

Finalmente, enunciamos otro postulado més:

"+ Postulado 8. Si dos planos diferentes se cortap,

"su int%fgeccién es una recta. ‘

" | E : ! o4

4

. } ‘

®

- " Conjunto de problemals 3-1lc

(Cuéntos planos pueden contener un/punto dado? jDos puntos

dados? &Tres? X o L

\
En un piso lisqrr&por que, ces cojeard una.mesa de cuatro

patas mientras una de tres patas estd siempre firme?
Completa: Dops rectas diferentes pueden intersecarse
1]

en _ » ¥y dos planos diferentes pueden interse~

, .

carse en .

Podrédn dos puntos no estar alineados? ;Y tres puntos?

(Y cuatro? ;Y n puntos? ‘

ot '

.ReQacta una definicién cuidadosa de un cbnjunto de puntos /

no alineados.

Dadoé: 1. Los puntos Ay'Bs'C en_el plano E.

i "]
x 2. Los puntos A, B, C en el plano F.

LPddréh concluilr que el plano E es el mismo gue el plano F?
f C

Explfca 0.-
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3-1 - 6F - ‘!
/
7. Completa los siguientes enunciados a base del diagrama que.
se acompafa: . . | ‘
a.  Los puntos D, C, y estdn aligﬁadosz
* b. Los puntos E, F; y estdn alineados:
c. Los puntos B, » ¥ A estdn alineados.
d.. Los puntos A, B, C, D, E, F, sén :
A. E
. 4
8. La siguiente figura representa un cuerpo rectangular. Ffjate
en ella hasta que notes bien cémo se ve en un dibujo tridi- .
' mensional. Después,'cierra el libro y dibuja una figura como
§sta para ti mismo. Practica hasta que estés satisfecho del
resultado. .
H G
1
[]
_ET
. Ve
D 'C Pl
\ ’,/f \.
e
/
e
Ve
A B
— - /

9.

10.

Después.de terminar el ejerc{c o a terior, dibuja una fighra
, ) _

que represente un cubo.

Dibuja un.plano E, utilizan

( .
Sun parélelogramo para indicar
el plano. Dibuja yn segmento que esté en el plano E. Traza
“una recta que interseque a} plano E pero no al segmegto. Usa

el punteado Qara representar 1a parte de la recta que "oculta"

el plano.

/’

\ . L4
N o, ’ \

7




f 11. La figuyra de la derecha es uha pirémide
' 'triangular, 0 tetraedxo. Tiene cuatro
"g _ v vértices: A, B, C, D, cada tres de
los cuales no estaa alineados. . L w
4. Da una definicidén para una arista
de esﬁb tetraedro. Usa las ideas

"+ del texto como ayuda para dar 1la
~ definicibn,

bi‘ Lﬂuéntas aristas tiene el tetraedro?
Q_Némbralas A

c.:;zHay algunos pares de aristas que no se intersequen?

d. ‘Una cara es la superficie. triangular determinada por

tres vértices cualesquiera Hay cuatro caras:

ABC, ABD ACDy BCD. gHay algunos pares de caras fue no

' se intersequeh? Explicalo. L r S i
212, LCuéntos blanos/ iferentes (d¢termi- . D--\ .
| .nadaos por ternas de }os puntos indi- f“~.\\“\
: cados conaletras) hay eq‘ﬂa pirdmide : . ; - €
"//is\ de la derecha? Haz una’' lista completa. ;.,"’

i

(Debes obtener siete planos.) : _ - A B

.

3-2. Teoremas d&nunciados a base gg hipétesis y conclugién

» Casi todo teorema es una afirmacidn de que si una ‘cierta cos&
U
.. es verdadera, entonces otra 'cosa es tamb én verdadera.- Por
l__ejemplo, el teorema 3-1 dice" que siLyy Lé“?bn,dos rectas " dife-

rentes, entonces Lj interseca a L2 a lo Tés en un puntoa L

parte si de un teorema se)LIama la higdtesﬁg, 0 1a informacidn

dada,y 'la parte entonceg™8e llama la donc;usi6n, o lo que hay que
demostrgr. Asf, podémod esqribir el teorema 3-1 de la siguiénte

manera: ] ' o ,
( Teorema 3-1. HipStesis: Lpiy Ly son dos rectas.diferentes,
S ; Conclusidn Lp interseca a L2 a lo m4s -en un
' L)
i ’ o " punto, . g !
A ' ’ . o ’ e
4 . * ' I .

P~ ' . B . '
’U ' W

EA
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-bos postulados, desde luego, son como fgoremas, excepto que

L "
no vaff a ser demostrados. La mayor parte de ellos se pueden

poner en la forma si

entonces, igual que los teoremas. El

postulado 1 puede enunciarse as{: ' '

Hip6tesis: P y Q son dos puntos diferentes.

/
.Copclusién: Hay exactamente una recta que contiene a P y Q.

g o Hay cagos en los que esta forma de hipdfesis-conclusidn no

parece natural o dtil. Por ejemplo, la segunda parte del postu-
~ lado 5, expresada en esta forma, nos parece chabacana;

Hip6tesis: S es el espacio.

, }é%nclusién: No todosqloé puntos de § egtén en un plano.

Tales casos, sin embargo, son muy raros.

-

No es necesario,

desde luego, qu

todos los teoremas seenuncien

en la forma4hip6tesichonclusién.

Debe

star claro, no importa en

qué forma se enuncie el teorema, cufl de sus partes es 1a§hip6tesis

.y cudl la conclusién.

Es muy importante, sin embargo,

que podamos
enunciar unteorema en esta forma cuando queramos, .porque de lo

contrario lo que ocurre probablemente es que no entenderemos exac-

‘tamente lo que dice el teorema. .

Conjunto de problemas 3-2 ,

1. Indica qué parte de cada uno de los siguientes enunciados es
la hipétesis y qué parte es la coaclusién.

'redéctalos primero en la forma si-entonces.
a, Si Juan estd enfermo, debe ir a ver un médico.
b. Agrhda conocer a una persona pelirroja.

c. Cuatro puntos estdn alineados si estdn en una recta.

-

d. Si hago bien mis asignaciones, obtendré una buena nota.

Si un conjunto ﬂe'puntos estd en un plano,)los puntos

son coplenarios.. R .

Iy .
. f. s Dos rectas que se intersecan determinan un plano.
Redacta las sigul’entes afirmaciones ‘en la forma condicional
’ 4

.
(si-entonces): - R . '

Si fuese necesariq-




Ser s T sy

a. Dos rectas difefentes tienén‘a 1o sumb un puntd en comin.. .
b. Todo estudiant. de geometrfa sabe cémo sumar enteros.
c¢. Cuando llueve,?fluye : \/_ -
d;: Una recta y un punto fuera de la recta estdn éohtenidos
. ' exactamente en un plano. : ;
e. Una accién deshonesta no.es ética. ‘ _ N4

f. Dos rectas paralelas determinan un plano.

3. Empleando las palabras "si" y "entonces", escribe en forma
condicional el postulado 1 y el teorema 3-1; Indica en cada
caso la hipdtesis y 1la conclusidn | f .

Gy a. ;Significa el siguiente enunciado lo mismo que el teorema

| 3-47 "Dos rectas siempre se intersecan en un punto, y

hay exactamente un plano que las contiene'". ;Por qué '

-

sf o por qué no?

b. Reddcta el teorema 3-4 ‘en la forma de "hip6tesis y ‘conclu-
sién" . .

- : /

3-3. Conjuntos convexos ‘ ,  o e e

A Definicién: Un conjunto A se 1lama convexo si para vada dos
puntos P y Q de A, todo el segmento PQ estd en A. Ceg . \\

Por ejemplo, los tres conjuntos abajo presentados son convexos.
i y

lall
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‘Aquf, cada uno de los conjuntos A, B y € consiste en una regién 
del plano. Hemos hecho notar su convexidad dibujando unos pocos

Segmentos 36 Ninguno de los conjuntos D, EyF, de la figura
giguiente, es convexo.

+

)

“de puntos P, Q, para los que el segmento PQ no cae totalmente
dentro del: conjunto dado.

Un conjunto convexo puede ser muy extenso. Por ejemplo, dibuja

una recta L en un planb E, y sean H1 y HZ los- conJuntos que estén

a los dos lados de' L, en esta forma: !

Los dos cogjuntos H; y Hy, se llaman semiplanos o lados de L, y

la'recta L se llama una arista de cada uno de ellos. (Notaré4s

que L no estd .en ninguno de los dos semiplanos; L no estd a un -

1ado de sf mi7ma .) . ' -

Si dos puntos P y Q estén en el mismo semiplano, diga‘gs en
H), entonces el segmento PQ también estf en Hy, v, por\lo tanto,

" no interséca a L.

Hemos hecho notar aquf también, por qué no lo son, dibujando pares

\

L




-

A

‘Ast, pues, H1 es convexo. De la misma manera, H %s‘convexo;
esto se ilustra por medio de los puantos R y S.en la figura

JNotamosg, sin embargo, que si T y U son puntos que pertenecen
a diferentes semiplanos, entonces el segmento TV interseca a L, .

porque td no puedes pasar de un lado a otro de L sin cruzar. la

arista. Expresamos este principio diciendo que L separa a H, de

1
Hy en el plano, o que L separa al plano en \dos -semiplanos

L]

Hy ¥y H,. N - )
Todo lo dicho hasta ahora constituye una presentacién acep-
table de los principios pero no est4 en muy buena forma matemd-
tica, porque se basa en un postulado que hasta ahora ni siquiera
hemos enunciado. Presentaremos, pues, el postulado necesario y

luego discutirefos ‘las defingciones basadas en €&1.
' / \

Péstulado 9. (El postulado de separacién’del plano.)

Se da una recta y. un plano qué la contiene. Los puntos

del plano que no estdn en la recta forman dos.conjuntos
tales que (1Y cada unoade,los conjuntos es convexo y
(2) .8i P estd en un conjunto Y Q en el otroy entonces el

segmentd PQ corta a la recta.

Y

-
.




Definiciones: Dada una,recta L y un plano E que la contiene,

los dos conjuntos determinados por e1 postulado 9 se llamardn

semiplanos, y L se dird arista de cada uno,de ellos. Decimos que

‘ L gepara a E en los dos semiplanos Si dos puntos P y Q de E estan»

en el miSmo semLplano decimos que caen al mismo lado de L; 51

P est§ en uno de los semiplanos y Q en el otro, caerén a lados

opuestos de L. .. . ) o
Vemos que eltposfulado de separaci®n-del pl&no dice‘dos cosas
‘acerca de los dos samiplanos en que una recta Separa a up plano
(1) si*dos ﬁhntdﬁwgaen en el mismo semiplano, entonces el

segmento entre éllo @ﬁﬁe en el mismo semiplano, y, por tanto,

nunca corta a la w\-zf»

(2) °Si dos puntbs caen en semiplanos diferentes, entonces el
segmento entre ellos siempre corta a la recta.
Si no limita%os nuestra atencidn al- caso de un solo plado,

podemos tener muchgs semiplanos con la misma arista.

9

La'figura ilustra cinco de los semiplanos que/ tienen a L como,
arista. (El ndmera posible de ellbs es, tan

Notards que aunque los puntos P y Q caen en

a

no pogemos decir que estén en 1ados opuestes de L. Esto se puede'

i1ferentes semiplanps

declr solamente de puntos como P y R que estén en un mismo plano
¢éon L,

rande como queramos.) -.
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(4

Un plano separa al espacio, exactamente del mismo modo, en

doa conjuntos convexos llamados semiespacios

es :
2 .

el semiespacio por debajo de E. P y Q estén en'Hl, y también lo _

En la figura) H, es el semiespacio por encima de E, yH

estd el segmento Faﬂ Py S estdn en diferentes semiespacios, de
manera que ,el segmjrto PS corta a E en el punto X. R y § estén

'en‘el mismo semiespacio HZ’ y tambrén_lo-esté el segmento'ﬁg. b
A 5 . >

_Esta,situébidn se'descpibe‘en el siguiente postulado:

yu-

A Postulade 10. (Postulado de separacién del espacio.)|
" Los puntos_del espacio que no estén en(ﬁn plano dado *

‘forman dod conjuntos tales que (1) cada uno de los con-

) jumtds es convexo y (2) si P estd en un conjunto y Q en

el otro, entonces el .segmento PQ corta al plano. ' )

' /
v .
Definiciones: Los dos conjuntos determinados por el postﬁ-

lado 10 se -llaman semiespacios, y el plano dado se lggma cara de

’\_
cada unho de ellos: . ¢ . : | .

: /Z’ Notarés que mientras una recta es una arista de una infinidad

" de semiplanos,‘un plano es una cara de solamente dos semiespacios

Y R Y T




y del espacio , ' . .
/ ’ .
L. Prepdrate.para discutir oralmente las siguientes preguntag: e

-T2 -

Conjunto gg problemas 3-3

L

’ . ) 1 - ot
Al contestar las siguientes preguntas, y en las situdciones

- no comprendidas en la estructura axiomdtica ya dada, deber4s

atender a tu infuicidn basada en lo que sepas acerca de ‘los planos

]
a;: ;Eé una recta un conjunto convexo? Explfcalo. '

b. jEs caonvexo un conjunto que consiste solamente en dos
puntos? jPor qué? P

¢. (Es convexo un rayo?

-

d. Si le quitamos un punto a una recta, jformardn los puntqff.
restantes un conjunto convexo? jPor qué?

e. LES convexo el coannto de puntos en 1a'superficig de una*
~bola? (Por qué? el

f. Es convexo el espacio encerrado por una superficie esfé-'

L
rica? B .

g. (lSepara qﬁ’punto a un plano?; ;y a un espacio?; ;y a una

recta? ' |
h. jSepara un fayo a un plano? 'Y una refita, ;lo separa?

.Y un segmento? -

1. jPueden dos _fectas en un plano separarlo en dos regiones?;
ien tres?; Len cuatro?; .;en cinco? .

j.~ LEn cuéntas ‘partes separd un plano al espaciq?' LCGmo{se
1laman eqtas partes?

Todo punto de PQ estd contenido eff el

conjunto irustrado a la derecha.

’

LQuiere esd decir que,el conjunto es

" convexo? , Explicalo. \ ' oo W

LCuéles de \las regiones indicadas por | ' .

los numerales romanos m:m con,juntoé o e "~“"‘ R
convexoa? Justifica tu elecci6n. . _— e
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4. (Es todo plano un conjunto convexo? Explicalo. {Qué postu-
lado es .indispensable en tu explicacién?

. l‘/ oA

5. Los interiores de las . circunferencias .
' ‘A y B son cada uno un conjunto coavexo. ' .
‘a. ;Serd su interseccién un conjunto (

convexo?! Explfcalo.
“b. )Serd. su reunién un conjunto _

convexo? Explfcalo.
6. 8i le quitamos un punto a un plano, gseré convexo el conjunto'

‘de los puntos restantes? jPor qué?

7. Si L es una recta en el plano E,'aéeré convexo el copjunto de
- todos -1los puntos de E que estdn a un lado de L?
8. 'Dibuja un cuadrildtero (una figura®con cuatro lados) plano ; _ .
. cuyo'interior.sea convexo. Dibuja uno cuyo interior no sea
convexo. . ' e . v ’ "
9. '(Serd convexo el conjunto que cd‘liene todos los puntos de la
superficie y todos los puntos interiores de una bola?
- 10. &Seré'convéxo el conjunto de los puntos de una figura que tenga
la forma de una rosquilla? B - ' '
. 11. Tenemos dos;semiplanos qué estdn contenidos en un pléno. ,
- Queremos quer s1 su reunién serd todg el.plano.cuanQO S
a. los sgmiplanos tienen la misma arista. (Explicala)
. b. la arista de un semiplano.corta a la arista del otro
éémiplan6 exactamente en un punto. (Explfcalo, usando
ﬁg diagrama si fuese necesario.) o
- 13, a. (En cudntas partes separa a una recta un punto de ella?
LQué nombre 1e pondr§as a cada una .de esas partes?’ . e
b.,'Usando la terminolqggg qgg desarrollaste en la parte (a), “I
escribe un enunciado de separacién de la recta anélogo a

\

los postulados 9 y 10, . .-

.13, iEn qué'difiere'uq/réyo de una semirrecta?
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.\
(Podrdn jemds tres rectas en un plano separarlo en tres .
reglones? LY en cuatro? Explica si,pueden separarlo en
clnco, seis, o siete regiones.

(En cudntas partes separap al espacio dos planos que se

cortan? ;Y dos planos phralelos?

(Cudl %g_el nimero mayor de partes en que tres planos dig-

————

e

tintos pueden separar al espacio? LY el menor?

Redacta yna explic¢c16n culdadosa de por qué es cierto el

-'siguiente enunciado: La interseccidn de dos conjyntos

*18.

convexos cualeéquiefa, que tienen al menos dos puntos en

.comin, es un conjun}o coﬁve?ﬁl (Sugerencia: - Sean P y'Q -~

dos puntos cualesquiera de interseccién.)
Dibuja cualquier cuerpo geométxico limitado por superfici@s
planas tal que el conjunto de puntos del interior de la

figura no sea convexo.

: >
- Problemas de rgp&so
I | o y

Cada uno de tres planos corta a los otros. Podrén cortarsge-

en una recta? ;Tendrdn que necesariamente encontrarse los

tres en una recta? Explfcalo. T
LCJBntos planos contendrén a tres punteg dados A, By C si
ninguna recta los contiene? ' \¥k\\\ ’ .
Escribe cada una de las siguientes afirmaciones en la forma

"gi-entonces" N

qu.zebfas'con manchas de puntos son peligrosas.

b. Los recténgulos cuyos f;dps tienen longitudes iguglesv.
- gon cuadrhdos. |

¢. Habrd una fiesta si gana Oklahoma. . /
Un plano queda determinado’po;'dos rectaé.cualequiera
que se cortan. ' -

e., Los perros cocker" son carifiosos. - ’ (




10.

.- Un conjunto esg convexo 81, para cadg pqr de puntzs en éi todos

\/\bd\ - 7b - E

Da la informacibn que seNe acercgle los poatulados del

14

capftulo,

A

LQué propiédad de cada uno de los semiplanoé se menclona.
en el postulado de separacién del plano? : .
LTienbn la misma propiedad los semiespacios del postu-
lado ‘de separacién del espacio? ~
Comenta el siguiente enunciado: '

"E) topo de la mesa es un plano".. . (

!
Haz una lista de,todas-las situaciones que hemos estudiado en

»

las due $e determina un solo plano. ‘ \

los' puntos del segmento que une los dos pdntos e

\

tén \

a. Un conjunto de puntos estd alirleado si

A .
Dado que -el plano E separa al espacio'en dos semiespaci@s
Ry S, y que el punto A est§ en R y el punto B estd en S, |
stendrd AB que intersecar a E? ‘

L| corta al plano E en P pero no est4 en . E. L, estd en el

plano E pero no contiene al punto P. ;Serd posible. que L1 y

L, se corten? Explfcalo.

w >

ry Y

b. Un conjunto de pdﬁbqgles coplanario si

¢. (JPueden estar alineados 5 puntos? '

d. Tendrén que estar al Peados 2 puntos?

e. (Pueden estar alineados n puntos? .

f. jTendrén necesariamente que ser coplanarios 5 puntos?

g &Pquén ger coplanarios n puntos?
N




12,

Los puntgs P y Q éagén en los dos planos E y F, planos

4 A ‘- : .' l.. ‘5; .l .‘.- . -""\

se cortan en la recta AB LSer{a correcto afirmar que

Q estdn en AB? Explicalo. ’ '

(Serd convexa la reunidn de un semiplano y uyg rayo-que
ot o . N b

en. su arista?-

]
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G ANGULOS Y. TRIANGULOS

'9-1; Dofinicion@s fundamentales

“comin se llama el vértice.

P e

Un éngulo es una. figura como una de éstas:

Para ser mds preciso:..

LA S

Definicioges. Un éngulo es la rquni6n de dos rayb& que -

Lienen el mismo origen o extrémo pero que no estdn’ en la misma

recta. Los dos fayos se llaman los lados del éngulo y su_extremo

. .
El énguL ~qtie “es la reunién de AB y AC'se indica con LBAC, o

_con (CAB, 0 senCLIIamente /A si fuera claro a jyé rayos se refiere.

Ngtarés que /ﬁAC puede describlrse también‘med ante A y dos puntos

cualesquiera que estén en lados diferentes del_éﬁgulo.

4
""A o " . . o
"En -la figura anterior, el ZDAE es el mismo’ que el ABAC, porque _
Kﬁ es el mismo AB y AR es el mismo AC. : ’

Notards que un éngulo se extiende indefinidamente en dos

direcciones, porque sus lados son rayos, y no segmentos. La

\

figura sigulente, a la izqulerda determina un éngulo unico, pero

fg ng es todo el &nguld; para consegulr todo el éngulo, tenemos que

ﬁrolongaﬁ 108 segmentos AB\y AC hasta 1ograr Los‘rayos &3 y &3




.
b Y
° 4
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‘ ¢ 7 . . ‘ i
" como en'la figura de la derecha.
. B ;

C *

~ * °

Definiciones. Si A, By C son tres puntos-cdalesquiera no

§ik allneados, entonces la reunién de los segmentos AB, BC y AC se”

llama un trléngulo, . , . ‘

-

v

"y se indica con AABC; los puntos A, B y C ge llaman sus vértices,
y los segmentos AB, BC y AC se llaman sus lgggé. Todo tridngulo
detergi’a'tréé;éngulbs; el AABC determina los éngulés ZBAC, /ABC
y <ACB, que'llémamqs los &ngulos del AABC. Para abreviar, con

frecuencia 193 llamaremos sencillamente <A, /By «£C,
Notards due mientras el AABC determina estos tres dngulos, no
los contiene en realidad. Lo mismo que una escuela no contiene sus
' . graduédos, asf un tridngTo o contiene sus'prépios dngulos, porque
* “los lados de un tridngilo son segmentos, y los lados de un 4ngul
son rayos. Para dibujar los &ngulos de un tridngulo, tendrfamos
que prolongar los ladgs del tridngulo para conseguir rayqs;‘en
“esta/férma: ’ _ v

3
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Generalmerite, nada ganames con esto porque sabemos dlara-
‘mente cuéiles deben ser los 4hgulos de,un triéngulo 5

El interior de un 4dngulo consiste en todos los ‘puntos que estdn
dent.r«‘ del ‘8ngulo; y el exterior de un éngul‘o consiste en todos 1os
puntos que estén fuera, "asf: '

~ .’

Exterior _

Podemos enunciar esto con mayor oreeisidn como sigue:
befinicioneb Sea /BAC' un &ngulé que estd en el planho’ E. Un

punto P de E estard en el intgrior del /BAC si (1) P y B: estén del

mismo lado de la recta A% y también (2) P y C estén de1 mismo lado

de la recta AB. El exterior del «BAC es el copjunto de todos los
puntos de £ que no estdn en e1'interior ¥ que tampoco estdn en el
dngulo  mismo. AN _ : i
ebes examinar cuidadosamente lo dicho para asegurarte de que
dice realmente lo que queremos que diga Eh la figura, P estf en
‘el interior, porque P y B estén del mismo lado de AC y también
P y L estdn del mismo 1ado de 2B. ‘,Q esté en el exterior, porque
Qy c no estdn del mismo lado de. AB R esté en el exterior, porque
R est§ del "lado-indebido" e ambas rectas B 7y R As estnn el .
" exterior, porque estd del "1ado indebido" de AC o
| Notar4s que definimos el interior de un 4ngulo como.la inter«

"

‘ Isecqién de dos semiplanos. Los’ semiplanos se ven asi:

g\ | . - E - |

A




il

¢

Aqui uno de los semiplanos estd fayado horizontalmenté, el otro

tiene rayas Verticales, y el interior del ZBAC esté rayado de
ambas maneras . . , !

»

- El interior de un triéngulo lo constituyen los puntos que
estdn dentro del trLéngulo, asf: l/ :

B

' ' | ,Exterior _
. Interior "~ .
' Y4 FOA . C

Mds precisamente: . ' ‘ .

Definiciones. Un punto gété en el interior de un tridngulo
si. estd en el interior de cada uno de los éngulbé del trifngulo.
Un punto esté en el exterior de un tridngulo si esté en el plano

del tridngulo, pera no és un punto del trifngulo o de su interior.

" De nuevo, \debes fijarte bien para estar seguro de que esto

dice realmente lo que queremos que diga.




3.

4.

5.

6.

* no estdn en la misma ~

.
’ »

2B 41

.Cogjunto de problemas 4-1 . Y

Completa esta deé;nicidnﬁde dngulo: Un 4dngulo es 1la

de QOS . que tienen el mismo extremo, pero que

v

. Completa esta definicién de tridngulo: Un tridngulo es la

de los: tres que unen dos a
. [N

dos, tres puntos -, :
es p e/

;Son los lados AC y AB del AABC los mismos '

que los lados del <A? Explfcalo.

t(Es la reunin de dos de los &ngulos de un tri&ngulo lo mismo
que el propio \tridngulo? ;Por qué?

¢En cuéntas reg ones separan al plano de un trifngulo los
dngllos del triéhgglo?
,Complefa: ‘ PK'
(P = /NPS = /MPR

ek

K

\_\




4-1 . B b

Ve . . /
8. LCuéntos‘!ngulos estén d@termi-
' nados en'ls figura? Ndm '

glos.
;Cuéntos serd posible nombrar . .
utilizando solamente la letra del ,
vértice? . ’ ‘

9. Nombra los &ngulos de la figura.

L]

[} + 3
(F{jate en que hay m4s de seis.)

: .
. . "
’

- i
10. Nombra todos los tridngulos de - - -
la £igura. (F{jate en que hay

més de ocho.)

2

\

11. a. ;Qué puntos de la figura
esStdn en el interior del
£GBA? . \

b LQué buptos estdn en el

."F |
—B
D
oF
M
N ——
A
.oH

'13. -(Serd el interior de dngulo un conjunto convexo? Y el |

K

exterior?

el exterigr?'

15., ;(Serd el interior de un TFfldngulo un conjunto convexo? LY

,

’

g
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16. a. jPodr8 un punto estar en e1 exterior de un triéngulo .

y también en el interior de un fngulo del triéngu107
Jllustra tu respuesta.” Vo @ K
b.. LPodré un punto estar eﬁ el éxterior de"un trifngulo,
pero no en el interior de ninguno de los éngulos del

tridngulo? Llustra tu respuesta.

17. Se da el AABC y un punto P. P estd en el interior del ABAC
‘ y también en el interior del £ACB. Qué puedes decir acerca del
puntol p? . . ' ‘ ' !

L8. Se da el‘AABC y un punto P, P y A estén del mismo“lado'de

| it. Py B estén del mismo lado de AC. N

a. (Est§ P eh_el interior del /ACB? f\\\

b. ;Est4 P en el interior del A ABC? '

19. Explica cuidadosamente por qué es cierto é& siguiente enunciado:

si un; recta m corta dos iados dé ,

un trifngulo ABC en los puntos
Dy E, que no son vérticss del

tridngulo, entonces Ja recta m \

no corta el tercer lado. (Suge-

r ncia Muestra que A y B estén

n el. m smo sentiplano.)

4-2. Observaciones acerca de los &ngulos '

Lo que hemos presentado en este’'capftulo es la forma mis sen-

cilla de la idea de lo que es un 4ngulo. De acuerdo con nuestra
definicién, un 4ngulo es sencillamente un conjunto que es:la

reunién de dos rayos no alineados, asf: ST R

"
] - . . i
. ' .
. ¢ N .
. .
v
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B Pbs éhguloé, tomados en este sentido, servirdn para ¥os fines
| de este curso. M4s adelahte;\ehdontrarés en varias otras. formas
la idea de-lo,que es un énghlo._'EXplicarémos ahora brevemente
[ ‘estas otras ‘formas. s6lo para qhe no te c0nfundas.én'caso de que
, hayas ofdo hablar de ellas anteriormente | o ’
.’ (1) En primer lugar, a vecés pensamos en un éngulo como
obtenido mediahte la rotacidn de un rayo desde una Posicién hasta |
otra. En tal caso, un rayo es el lado inicial y el otro el 1ado T
terminal Desde -ese punto de vista los dos éngulqs dibujados a |
", continuacién serian diferentes, porque las rotaciones van en ,

direcciones diferentes:

El primero se llama un éngulo pesitivo, la rotacién es contraria
. a la de las agujas de un reloj. EL. segundo es' un éngulo nega-

tivo; la rotacién es ‘cemo la del reloj ..

(2} La gente habla a veces de éngulos Ilanos, como éste

. s ’

’ - —o ' . B ’ .
B B A C . .
N _'. R . .

“

Aqui se considera que los rayos AB y AC "forman un éngulo, a w\.

‘pesar de que A, By C estan alineados ' : L
(3) Finalmente, a veces establedemos distincién entre un

\ _ éngulo corriente y un dngulo‘céncavo ¢on los mismos rayos como
‘El‘aréo doﬁ dos'flgchas de la figuré intenta seﬂalar‘up

cbnecavo:
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Estas complicaciones, y varias més de 1a misma clase nq se
emplearén en este libro, porque no harédn falta Por ejemplo,  *

. los éngulos de un tridngulo jamés son céncavos, y tampoco hay una
., manera fdionab}e para decidir en qué direccién deberemos pensar.
que van. No seré hasta que lleguemos a la trigopometrfa que estos

éﬁgulos extfaﬂos vendrén a ser necesarios e importantes

A

0 - ‘k‘

P43, Medida de 4ngulos ° ' S h, ' ™ . -
| Los 4ngulos se miden generalmente en ‘grados; utilizando un
transportador: Colocando éste como en la figura A, con su arista

1

gobre la del' semiplano ﬁ,'podemos leer un gran ndmero de énguios.

v

Figura A . ‘ -
. . . * ‘. ..
" El nimero de grados de .un éngulo se llama su medida. S1i ,hay
‘. r grados en el éngulo‘LXAY,~entonces-escribimos
mZXAY = ¢} | w o )
’ ’ | ! v ..
' . , -




]

_Por ejemp}o, en la figura leeremos que
0r

h-3 '~ . ‘ :/86— S

y ' -

. . “m ./ _PAB = 10, S

-\

s

- oom LQAB = 40, . !
(' m LRAB - 75’ ) v' , . ' . .
** m/SAB=g0, . . - Y3

+  m//_TAB = 105, . '

y asi‘sucesivamente Naturalmente que los rayos éﬁui dibujados

forman muchos mds énguLos que los anteriores Por sustraccién,
N ,
podemos deducir que ¢ t - -

mz QAP = 40. - 10 = 30, ot
. m/SAR =90 - 75 =15, =
y asi sucesiyamente. ' ’, ‘

9

Puesto que m AQAB'- 40, decimos del £/QAB que es un éngdfo de 40°,°
e indicamos su.medida del modo indicado en la figura que sigue:

Pero no necesitamos usar el simbolo de grado al escribir m Z QAB = 40,

porque’ segin *explicamos al, principio, m/ QAB significa el ndmeyo de

grados del dngule.. | . .
Notarés que en la figura A'no existe un 4ngulo LCAB porque 1

rayos &E y AB estén alineados Pero notamos que ‘el rayo AL correspon

al ndmero 180 en la escala -numériqg del transportador, y que el

rayo AB torréépohde al ndmero 0. Por lo tanto, podemos hallar

m £ CAU escribiendo , *
m/ CAU = 180 - 130,
_ = 50. '
De manera andloga, o ' S u
e ms CAQ = 180 - 40,
| ‘ = 140. )

oo

Los ‘siguientes postulados meramente resumen los principios que
hemos venido. explicando acerca de'}os transportadores. Ilustramos

cada uno de ellos,con una figura. " .

¢ Postulado 11. (EI postulade de la medida de fngulos.)

A cada dngulo’ ZBAC le. corresponde un nimero real entre
0y 180, - | ( ) : o1




MmLBAC=r

¢ : :

Definicidn: El ndmero Espec,ific'ado‘en el postulado 11 se

llama la medida del 4ngulo, y se escribe mc BAC. -

. ' . , |
‘] Postulado 12. (El postulado de la construccién

del &ngulo.) Sea AB un rayo de la arista del semi-

T plano "H. Para cada ndmero'r entre 0 y'l80 hay exac-

Yy tamente un rayo 2‘\_1;, con P en H, tal que m £ PAB®™=.r,

Y : R ‘ -

[so ) 4

4

Postulado 13. (El postulado de l}l adicién de
dngulos.) Si D es u‘n‘ punto en el interior del ABAC,/

|.entonces m/ BAC = m /BAD + m < DAC, e
q- &

’ ! L \ .
. ,
(. )
:
»
- N
Al * . .
T -
‘
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Funddndonos en esto fue como calculamos las medidas de dngulos

por sustraccidén, con un transportador cuya' aristé cafa- sobre el

tayo-KﬁA.. (m £DAC = m/ BAC - mz BAD.)

<

» Dos dngulos .forman un par lineal si son como &stos:

.

[os ¥ ]

VR

Esto es: "t
—

Definiciéh Si AB y AC son rayos opuestos, y AD es otro .
7— A
rayo, entonces ZBAD yziDAC formamyn par 1inea1 o} ta?bién se dice

que, son adyacentes

Definicién. Si la-suma de las medidas de dos dngulos es 180,

entonces decimos que los dngulos son suplementarios, y que,céda ///fF
. N A .
j --uno es el suplemento del/otro. )

Q} De ahf el nombre del siguiente postulddo:

Postulado 14. (El postulado del suplememto.)
L dos dngulos forman'un par lineal, entonces son suplex
J ' mehtarios. - i © -

-
. ®
) .
!
t . - é '
« . | |
mu ' .
/ ;
g L] — )
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~

. .)‘

= 1. Utilizando la figura, halla el Valor de cada uno de los

éiguientes: '
’ a. m / FAB g, m LEAD . -
b.y m / EAB h. m /MG + m / GAH
c. m/MAC _, 1. m /'GAF + m / FAE
d. ‘m /FAE J. m/MAB - m / FAB
e. m / GAE ‘ k. m / HAB - m / DAB
: £. ‘m / MAN 1. m /NAE - m /RAH

«

13

.

2.. A medida que practiques, podrds ir aprendiéndo a estimar con.
bastante precisién el tamafio de los éngﬁtbs sin necesidad de
utilizar un transportador. Eg emplees un transportador para

decidir cudles de los &ngulos de la figura tienen medidas

acotadas como se indica a continuacién:

2

I 7
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Aparéa los 4ngulos de la izquierda con las medidas de'ia
derecha. _' N ‘ *

m. .15 ¢ x ¢ 35

n. 70<x<9
: \

. if o b, 80 < x ¢ 100

. o g.. 45 ¢ x ¢ 60

9 ~

. ’ » Q - Rl

3. Empleando solamente una regla, y no un transportador, traza

dngulos cuyas medidas sean aproximadamente'SO, 150, 45, 60,

A\

.‘ 135, 90. Usa tu.tfanspé%tador después para compfbbar %4; ;/)
g figuras. ‘ ' |

4., Toma, sobgg la arista de un semiplano, un segmento AB de
unas 3 pulgadas de large. En A dfbuja el ¥Lyo AC en el semi--
plano y que forme el LﬁAC de 58°. En B dibuja el rayo BD en
el ﬁismogsemiplano y que forme el <ABD de 72°. Mide él 4ngulo

reéténte;del tridngulo que formastej }

-5. En la figufa, ‘ _ : S

a. m/ BHF' + m / GHF = m/_ _? ' :
b, m Z_GF'H 4+ m A_BF‘H = mL ? T G .




6. En la figura,.
a.'m/XZK+ m /KR + m/YZR = ms 0.
b. mYXZR - m/RZK = mz . 7 |
m/XZY - mz XZK = mz ?

Si Y, R, Ky X estén alineados, entonces \
MmZYRZ + mZ ZRX = 2

o}

‘ ¢ °
_ : - 128 .
7: En la figura, AB y CD se cortan for-
mando cuatro &ngulos. Usando la A - fﬁ - -
medida indicada, halla'a, by c. - \\\\".
. S r \D

8. Determina el suplemento de cada uno de. los siguientes:
110°, 90°, 36°, 15.5°, n°, (180 - n)°, (90 - n)°.

9. 81 uno de dos &ngulos suplementarios tiene una medida que es

»

30 mds que la medida del otro, ;cuinto mide cada &ngulo?
10. Si la medida de un éngulo es el doble de 1a medida de su

suplemt-::‘hti(j halla la medida del &ngulo.
a

11. La medida\de un éngulo es cuatro veces la de su suplémento.

Halla la medida de cada 4ngulo.

12. g. Dado un rayo AC que esti sobre la arista de un semiplano
H; y un ndmero r entte 0 y 180, ;de cufntas maﬂeras

puedes trazar ud rayo AB en H tal que m /BAC = r?

»

('POI.' qUé? L .

b. Dado un rayo AE en un plano E ’y‘un ndmero r entre 0 y

-—

180; ;de cuéntas maneras puedes trazar un rayo AB en E

/
‘tal que m /BAC = r?  jPor qué?

[4

’\'\

4-4, Perpendicularidad, &ngulos rectos Y congruencia de gngulos

. Definiciones: Si los dos éngulos de un par lineal tienen la

mi sma medida, entonces cada uno de ellos es un dngulo Iecto.
1 . ) ‘.‘- i . ’




V.

Toda vez que r+r ;'180 por Bl postulédg del suplemento,

vemos que un éggplo recto es\un éngulo de 90°.  Esta se puede con-

siderar como’ otra definicién de un éngulo recto és equivalente a

‘ nueégra primera definicién, ‘X‘ ~ L

)

de rectas, rayos o gegmentos, a base de éngulos rectos. Al gplicar

s faeit degfinir 1a‘perpendiculéridad'dércualauipr éombinécién

N las siguientes definlcﬁqnesv recuerda que un rayo o un segmento
' determina wna recta d q;a que lo contiene o
Definicidn K\ Junfos que sé intersecan, cada uno de los
- } cuales es o bien una necta,‘o un rayo, ‘0 un segmen;o, son perpeéndi-=
culares si las é;s rPctas ‘que los' contien ‘ determinan Ln éngdlo
recto. I / o ‘ C ' o '
. Definicién:  Si la suma de las medidas de dos §nghlbs é% 90,
. . P

entonces decimos,qﬁe los dngulos son complementarios, y que cada

uno es el complemento del otro. (Compara esta definicién eon la

de énguloszgmplementarios que aparéqe inmediatamente antes del :

" postulado del suplemento.)

Un éngulo con medida menor ue 90 se 11ama gg y un éngulo

1 »

con medida mayor que 90 se llama obtuso. y _ ,

- h =

-
I

—

L.

Obtuso

{




' co i ¢

»

' "
Definicidn + Los éngulos que tienen la misma medida se llaman
éngulos congruentes '

- congruentes. _ . _
.En otra forma: .Si (1) /B /D, (2) /A y/ZB -son sbhlemen-
tariosf y (3)' ¢C yzD son suplementarios, entonces (4) L A2/ C,

. - A
<\ ' :

Es decir, el /BAC y el QSRQR serén congruentes si m« BAC = mlﬁPQR

En este caso escribimos ~ _ S <

s v :

‘, ZBAC ¥ /PQR. o o
Notar4s que la ecuacién m/BAC = m, PQR.y la:congruencia Z BAC S /PQR

, son totalmente equivalentes: podemos sustituir una por otra siempre

que queramos .

+ Los, siguientes teéremas son de fécil demostracién una vez
/

recordemos ¢laramente el significado de las palabras empleadas:

Teorema 4-1. Si dos &ngulos son complementarios, entonces

ambos son agudos.

-

Teorema 4-2. Todonén‘g‘uio es congruente consigo m&mo.

¢
-

Teorema 4-3. Dos 4ngulds rectos cualesquiera: son congruentes.

T

Teorema 4-4. Si dos-éngulos son a la vez congruentes y suple-
mentarios, entonces cada uno de ellos es un 4ngulo recto.

(Sugerencia: Sea r el ndmer que es la me . a de cada uno de los

&ngulos’; el problema es, pues, hallzé el valoF de r.)

Teorema 4-5. ' Los suplementos dé dngulos congrientes son

-
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%ﬁ ST o . . )
; aB A I, . ' Y ) D : , C
mf

| Qg\{%m YT ' S
“Dem %&ﬁhﬁ:«@l afirmar que /B % /D entendemos que

nléB y mz:D son elplemo. ndmero r, tal como en la figura. Toda

,uez,que AﬁA y4 B son suplemen$@rios, sabemos que

R W \} .
¥ RN G m¢:A 180\- mwsB =180 - r.
bor 1a atea vaony e .
o , m LC = 180’- m /2D =_180 - r. . 9
’ 1D} @ 0@
' 'Por lo _tantg,, .mz A = W 2 C, Mo que significa que /A%/C!

No" debes pensar; -como e§ el caso en 1®figura, que los éngulos
¢

'_suplementarios tengan necesariamente que colocarse uno al lado ’
G,

:‘del otro de manera que sea evidente que sus medidas suman 180
Laosigulpnte figura serviré también para ilustrar el teorema. N
. 4‘_\5'4. ‘ N "o ;-’ . ' .

Al dibuja; las figuras para ilustrar teoremas 0 problemas, debes
~darte cuenta de que 1d figura del 1ibro no es, la dnika correcta,

Ly debes tratar de que tu figura st diferente a la que da el 1ibro.

fkorema - 6. Los complementos de énguloﬁ congruentes son con-

gruentes
La‘demostracién .de este teorema ‘es casit la misma’ que la demos-

tracién anterior, y debes tratar 'de hacerla td mismo.

Cuando. dos rectas se cortan, ferman cuatro &pgulos, asf:
! ‘\ ) » - ~ )

& .\.

. . .
. ’ ' - ' ' ’
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Los éngulos Z1l y v3 se 11aman opuestos por el vértice, y los

:igyﬁos £2 y ¢4 también se,llaman opuestos por el véitice.

on mayor-precisién: @ .

Definicidn Dos 4ngulos son gﬁuestos por el vértice si sus

lados formaq dos pares de rayos- opuestos.

Parece como que estos pares de &ngulos opuestos por %E vértice
deb%eran ser congruentes, yuésexas*siempre el caso:

Teorema 4-7.

Los &ngulos opuestos por el vértice son pongruentes.

v
A

—

Demoétraciéh: Sabemos que A& y-&ﬁ son rayos opuestds, y que AB y

Kﬁkﬁon rayos opuestos, de manera que /1 y /2 son éngulognopuestos

’por el vértice. Entonces,

21 y ¢3 son suplementarios, y 22,y « 3

.son suplementarios. Como /3 es\tﬁngruente congigo mismo, ‘esto

'

"-significa que /1 Y. /2 tienen suplementos congruentef~\ Por el *

teorema Q 5, <L'® 22, que es lo que se querfa demostrar.

Teorema 4-8. Si dos rectds que se cortan forman. un éngulo

——

] ( k
recto, entonces forman cuatro 5ngulos rectos, . LN
‘\‘

i




[
+
.

~

Debemos podeﬁ_efectuar la demostracién del teorema.

. : e

>y 1 - . Conjunto de E_oblemas 4= 4

J1ooal, En un plano, y por un punto de una recta, bcuéntas

diculares se -pueden trazar a la recta?

Y ".°

b. En el espacio y por un punto ‘de una recta, ;cudntas per-

peugiculares se pueden frazar a la recta?
2.-Si OR y 08* son»rayos opuestos y ON es un rayo tal que
m 2 RON = m £ SON, Lqué puedes decir acerca de ON y R$?
calo. _ ' . o
3. En el.semiplano H, iﬁ y iz son rayos
opuestos, m/ RXB'= 35 y'mz RXS = 90.
ﬁ! Nombra un par de rayos perpeﬁdi4
“culares, si es.que'hay alguno en .
‘la figura. . ‘ :
. b. Nombra un- par de 4ngulos comple-
mentarios, si.es que hay algunos
en la figura. )
¢, Nombra un par de 4ngulos opuestos

por el vértice;véi e? que hay

algunos en la figura.

d. Nombra dos pares de 4ngulos

! suplementarlos de la figura.

4. Para cada uno de los siguientes, determina la medyga de"i

l

7 un éngulo complemenfarlo

T /
%.

Explf-

a

perpen-




T e 1000 . d. x°
b. 80° . e. (90°- x)° \
c. 4430 © _ f. (180 - x)° ' ‘

5. a. Si dos énéulps can la misma medida son suplementarios,
, icull es la medida de cada uno? . -

*S1 dos 4ngulos’ con la misma medida son complementarios,

. (cufl es la medida de cada uno? ) o

6. a. Si'dos rectas- se cortan, (cuéntos pares de éngulos

v 'opuestos por el vértice se forman?

'3 T.

b. Si-la‘medida de uno de los 4ngulos en (a) es 70 Jcugl
- " “es la medida de cada uno de los otros? v
c.. Si.todos 168 éngulos en (a) son congruentes, écuél\?s
la medida de cada.uno? PR L
. 1. i uno'de un par de dngulos opuestos por\§1 vértice tiene
medida r, escribe las f6rmulas para las medidas de los otros
tres dngulos que se forman. | f |
" 8." En el semiplano H, GE y GA son rayos opuestos, F
’ ..mz AGB = Mz BGC y '

m s CGD = m/ DGE.

'Halla m#BGD. C .
L A
9. Demuestra el téBrema 4-1. ,
10, DemuestQa el teorema 4 4o b oe . ;,

/ En la figura del pppblema A,,_éﬁj_éb,y GA'y GE son rayos

opﬁestos.

;u“Demuesxﬁa " ZAGB,y ZDGE son complementarios.
: S ' g . R ¢ )

L 2

104




12..

14.

C 15,

En el.plano E, las rectas Kﬁ,
Fﬁ HQ,‘MT se cortan eh 0.
™ L AB"

Demuestra que b +g+d=a.

~

’ . -

'

si' OA; OB y OC son tres rayos diferentes en un plano nin-

tro; indica si las afirmaciones;

11os opuesto

iguientes Y} ertas o falsas y explica por Hué:

a. mLAOB+mLBOC =-mz’.AOC
3
b, mLAOB+m4BOC+mLAOC= 36

- :
a medida de'un &ngulo es nueve veces 1a de “su suplemento
Cusl es la medida del dngulo? .

desarrollo de uﬂﬁ figura es un dibujo plano que se puede

t L4

dado (la figura en cuestién). Abajo aparece un cubo y su

hlar una o mis veces para formar la superficie de un cuerpo

"desarrollo. ' o -
R : )

A

:\, . -\ S - (las lfneas de puntos indican

‘dobleces) -
Usa tu imaginacién, tu regla y tu transportador para hacer

. url desarrollo de cada una de las figufas que aparecen abajo. .
Luego-rdZorta tu dibujo, d6b}alo por las lineas- de puntos, .

.Y pega las aristas. .USa cartén o papel grueso para lograr
. . Yool A

una«figura rfgida. s )

| (o
a. Una pirfmide cuya base es

un cuadrado de lada 2" y
'cuyas otras caréﬁ gon tridngulos
is6sceles con &ngulos de 60°~en

la base. . . :




\ .
. .
.

b.- Un prisma cuyas bases son _ lﬁﬂ- hoee A\
| pentégonbs con I@gbs de 1 . | :
\ N Pﬁlgada y &ngulos de 108°, B . _;Jl\,\ 2 .
'Y cuya altura es' de 2 pul- = ﬁi
N gadas, . . ‘ "
. »
. . ¥ 3 ‘
i Problemas gg repaso
1. jQué instrumento ée'ush'para-medir’éngulos? L
2. A todo 4ngulo corresponde un ninero real entre Yy
+ -que se llama la medida del &ngulo., ° Co
Ur 4ngulo- con medida ﬁenor dhe 90 es . i

4. Dos éngulos formados por la reunién de dos’ rayos opuestos y un

L]

tercer rayo 1os tres con el mismo exgremo, son un
de 4ngulos, |

5. Si la suma de las medidas de dos &ngulos es 90, entonceg cada

t

uno se llama un del otro.

R . — N\ ’ . - ’
6. Un fngulo que tiene una medida mayor que 90 se llama

7. Angulos con la misma medida son

L
Y

8. -51 dos fngulos son a la vez congruentés y suplementarios,

edtonces cada’ uno de ellos es un : 3 . .\

9. Los suplementos de ‘&ngulos congruentes son _ .

10. Si dos &ngulos son complementarios, entonces cada uno de
ellos es P /

11. Un 4ngulg es la ! de dos que tienen

uh extremo comdn,

¥

’

12, Si X, Y,'Z son tres’ puntos : , la reuni6én de los tres
4 . l » .

segmentgs que determinan dos a dos és un - .

13. Un punto X estar§ en el interior del zRST si los puntos

Ry R caen al mismo lado de §T y si 103 puntos

t -

L“(. , ) | ! . . .

.
———————




-
- 4

Xy . caen.a} mismo Yado de

- 14, S5i la suma de las medidas de dos 4ngulos es Y &stos
se”llaman complementarios, y si la suma es © . se ‘

V' llaman

15. Dos &ngulos opuestos formados por dos rectas que’ se cortan se

.

llaman 4ngulos . C . Estos 'son siempre congruentes.:

16. AB y AC son réyos.opuéstos. Los puntos E, F y H esfén al
mismo lado de AB. Los puntos E y H estén a lados opuestos de’
BF. Los puntos A y H est4n al mismo lado de BF. ﬁ%.LA% y
§k1_BH mZ FBE = 20. Dibuja la figura y halla

d. m/ EBA _ b. mLFBH : c. m/EBC
17. Datos: - o Halla: L
m./ BCD = 90 a. m<DOC i
' . mZBOC = 50 . b. m<BCO
.;3 ‘mzDCO = 25 c. mZ DOA
. m«DAO = 45 , .* o d. mZAOB *

'1§, Si uno de\gzs dngulos suplementarios tiene una medida, de*"
e\la medida del otro, &cuél}ps la medida de cada .
dngulo? " C o - )

50 mds que

19.\)La medida de un &ngulo es cinco veces la de su'complemgnfo, _
Halla la medida de cada dngulo.
m.qv‘

20. jEn qué condiciones seréh congruént’ggyos dngulos de un par
lineal? - ! -

21. LHabré un punto en el plano de un triﬁhgulo tal- que na esté

s




22,

23,

24,
25,
26.
27.
- 28.

30.

)
ni en el exterior ni en e1 interior del. trifngulo, ni tampoco
en el intérior o el exterior de cualquiera de sus §ngulas?

(Serd la medida de un &ngulo, sumada a la medida de un éngulo;
la medida de un énguis? ‘Explfcalo.
&Podffg considerarse él inter}or de un trifingulo como la B
interseccién de tres semiplanos? Ilustra con un§ figura.
;Cudntos trifngulos hay en esta figura? | o
;ES m 2 BAC = m £ BAE? .
tES /BAC = /BAE? -
(Es suplementario a ZEBC?
“gCué:izi énéulos éparecen indi- -

cados en el dibujo?

Figura de los problemas 24 28

./ Explica cuidadosamente por qué es cierto e1 siguiente enun-

ciado:

-

[y
-

Si uria recta m corta a 2 lados de un triéngulo ARST ‘en los

'puntos U y V, que no son vértices del tridngulo, entonces

la recta m no corta al tercer lado.

R
- Dado, en la figura: /£x'¥/y, Demuestra que Zz ¥ /s.

q\g_'

. Si se éabg que /Za zzb, que /X es sublemeotario «del Zfa,‘y qué

Ly es sdplementario del b, Len qué teoremaﬁo post 1ado te

basar4s para demostrar que 2x ¥ /y?




YR

33.

. Di si gserd - siempre clerta 1a siguiente afirmacién

- 100 -} '- v
El éostglado de la medida de dngulos impone una limitacidﬁ

a la medida dé &ngulos. LCUBL es esa iimitacién?

Di si es correcta esta otra redaccién del postulado de
Dado un rayo XY y un ‘néimero k*ehtre

I

b
comstruccidn del dngulo;
0y 180, hay exactamente un rayo XP tal que m LPXY =- K.
Explica tu. respuesta. | ﬁ

Citéndolo o enunciéndolo cqn precisidn di qué postulado te

o

oo
§

parece el mis apropiado ‘como baée de cada uno de los siguienCes

enunciados: =

[
@
3

—

.m /'DAC = m / BAC - m / BAD r+ 8= 180 f
L4 ',
' 4=

’Si AB y

&b se cortan en 0, entonces £AOC = ZBOD .’




-

" manera que coincida con &1 exactamente
' entendemos al decir que dos triéngulos son congruentes,

explicar qué puntos han de superponerse.dos-a dos.

w»
Capitulo 5 o
CONGRUENCIAS ) ‘

5-1. ‘El concepto de congruencia .

A

En el lenguajé'corriente, dirfamos que dos figuras geométricas
son congruentes si tienen exactamente la misma forma y tamaflo.
Por ejemplo, en la figura de_abajo,’los tres. tridngulos son

. - v
congruentes. . . :

-
&

B

.
7

Pna manera de describir la situaéién es decir que uno cualquieré 4

de estos tridngulos se puede colocar sobre cualquier otro de

Asf, para ilustrar ‘lo que'
debembs
Por ejemplo,
para mover el* AABC. sobre el ’ADFE, debémos colocar A soBréAE;

B sobre F, y C sobre D. gpdembs escribir asf los pares de vértices

%

correspondientes:

A .

'B 44;»_ﬁ‘

P

-

~Para describir la congruencia -del primer tridngulo Y, el

¢ «—> D

9

debemos aparear los vértices asi:

A G
‘B> H, .

" C 4> ]

Bty

»

7

4

b

tercero,
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.segundo triéngulo con ¢l terc ro?

Un apareamiento c¢mo cualquiera e los descrijtos ag;iba se llama

una correspondencia urno-a- uno o¢dorr spondencia biunivoca entre

22 1 : .
los vértices de 1os/dés triéngulms areamiento funciona--es
decir, si los triéngulos coinciden al aparedr los vértices de la

manera descrita--entonces la conrespond ncia biunfvoca se llamauna -

congﬁuencia entre los dos triéngulos r ejemplo,‘las correspon-

deﬂkias ue acabamos de resentar son co ruencias. Por- otra
q P q&

parte, si ®scribimos ' ’
_ AesF Ny
© . . ‘ B ﬁ-—v—v-‘. \D ; &
. . L ) i !
Ce+——=E, ' . . ‘lq,i“‘\""

esto nos da una correspondentia biun{voca, pero no nos da una
cangruencia, porque los tridngulos primero y segiundo no se pueden.
ot ’ . . .

hacer coincidir mediante este apareamiento particular.

Todavfa podemos escribir més brevemente estas correspondencias.
Por~ejemplo,-la correspondencia |
' . !

» AHE“ . ll
" BeF

o . . "C«— D,

2

[
. Y

que ofrecimos como primer ejemplo, puede escribirse en una sola

-
=g

‘1fnea as{: ' y . -
- o ABC +—EFD |, , .- N
/Aquf debe sobrentenderse que la primera letra de la’ izquierda

gr%ésponde a la primera letra deé la derecha, la.segunda corregponde

a la segunda, y la tercera a latercera, asf:

\
’

: ABC EFD . '
' "L . L Vud _JJ1 . \1"




. : ' - .
. N v
: . . /\ \ /%.»
o . . . .
. —

Estas dos ﬁiguras tienen la misma -forma-y tamailo.  Para mostrar

~ ,c6mo la una puede colocarse sobre la otra, debemos aparear los

. vértices asi

-

o O w >
oo B W > e

. ] ) . o
t . s
. - / _

\

L

. Estas dos figuras son congruentes, porque la CorrespOndencia R
descrita es una congruencia, esto es, las ﬁiguras se pueden hacer
coincidir’si los vértices se aparean.en la quha dada. Abreviada-

‘mente, esta congruencia se puede escribir'en una sola lfinea-asf:

N

N ‘\) ABCD <+ HGFE ) U
* . Notarés que go impdrta el orden en que escribimos las parejas de - A

puntos. Pudimos haber esérito nuestra ldsta de parejas asi:
|

ot : . D e [E ) i
: ‘ . ' B +— G '
Q s
- ’ ﬁ «—+ H | : '

y pudimos también haber descrito nuestra correspondencia b#unfvoch

en una sola lfned asI ) : -
" DBCA +—» EGFH

‘ )
Todo 1o que importa es saber qué punto se aparea con cudl otro,

S

o 11y




ra

5-1 . 106 - o e

‘Es posible que dos figuras sean congruéntes de mds de un
modp . -

®

Aqui la correspondencia

) ' ABCe——» FDE N ' .
es una congruencia, y la correspondencia -
/ . . E ' ’
. - . ABCe—— FED.

- es una congruencia diferente entre las mismas dos figuras.

Obviamente, el AABC .coincide consigo mismo. Si convenimos

L

. en aparear cada vértice consigb mismo, tendremos la congruencia

ABC «——ABC . o
Esta se llama la congruencia 1déntic§ Hay, sin embargo, otra

. manera de qpareqr los vértices de -este tridngulo.’ Podemos emplear
« v . N . .

la correspondencia

. ..\ 'ABC ¢ ACB.
Mediante psta correspondencia, la figura+se hace coincidir con °

ella mi%%a, pero se intercambian Los vértices B y.C. Estono es

- posifjlejen manera alguna para ‘todos los tridngulos; y funciona

* ™ solamente cuando dos ladOS del triéngulo potr lo menos tienen la misma
~longitud.

Conjunto deiproblemas_s-l

En }os:problemas de esta secci¢n, no hay trucos en el modo.de

- dibujar las figuras. Es decir, 1as’corréspondencias;que Qé&ecen

ser'congruencias, al medir las figuras con cierto cuidado, se

‘supone que son' congruencias. En estd seccién no estamos tratando

; de i?most;ar cosa alguna. Estamos meramente tratando de aprender ,
\ . RN .

‘
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de manera intJSLiva lo que significa una congruencia

}: A continuacién aparecen seis figuras Escr"'e tantas@pon4
bruenc}ds/pomo puedgs determinar entre esas . (NQ

T fguenges la congruencia idéntica entre una figurd y yella

, misma, pero rech@rda que ‘hay una congruencia diferente de .
' lA‘idéntica entre\Un triéngulo que tiene dos lados congruentes !

y é;,mlsmo ) * Deberds encontrar seis congruencias en total,

_(Una Congruencia es D%F<—*»SUT )




' .S‘fl
v 3. Contesta' como en el problema 1:

7. v . ‘ ’ ) ’..'. ¢ " ‘l

- K J o \ .

. . . R « - ’ .
. OD ° N

. ' s P4 -
. {A .' el XB /\
| V | - . N ' P
' i yn -1 b M
D— E -~ @
. / ’ N
4. .Conteﬁta como en el problema 1
, s G | |
. /\ _. K J S, . “
A : \JF Tl\ - w
- - . i 1 . .
4+ ) ) ) x':
L M R | | .
Y
[ 4
: . UQ
C P _

\ R o
'5._ (Cudles de' estds figuras no tienen.una con quien aparear

1

« .

~

se?
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* 6., (Cubles de los siguientes psres de figuras son congruentes?

</ - .\ T

Y

!
N -
'
. ’ hd
.
- a. -
. v
[
. «
L
’ ¢ *
A
.
. u
s
’ .
(V2N
.-
"
o ~
.,
.
5 ) )
n
.
.C ., - ]
o
'
. ) A
C e
‘. T . ,
4
i ;
. 3
. .
A
i
. d.-
€ v )
. .
L)
" '
A
. '
«
e.
) M ‘
.
3
.
.
‘iﬂ
’ /
J “
-
: K}
. E] B
. By
o
, : (
. “
A} L4 !
. .
-
& ‘
» - ~
’
‘
L4
RN
. ™
v
N . 'S . ’ o,
. . : . SR
3. . v 4 3
$ -
\) L ’(\’ . L
. : 4 LY
ERIC ke v
4
E) . ’
.
« v . . ‘
. N, . .
. . . " ,




N .
- % * -
9 I)—l :
f.
e
, '!
. B
\ -
) Nt
' h. g
l. . o . ‘ ' . i . /}——‘7- :- . (\ \ - /* ‘. .
" - 7. El1 ﬁriéngulo ABC es equildtero; es degir, AB = AC = BC. RN
§ . _
. q -
> . [ ' A ,
. . ;
- ‘l -~
Para ese tridngulo, escribe todas las congruencias .
o poslbleq entre ‘el tridngulo y €1 mismo, empezando con la Yo
L/~" congruencia idéntica ABC <— ABC. . (Deberds cbnseguir més
- " de cuatro congrueﬁcias.). ‘ g .

8. Escribe todas las congruencias dé un cuadrado donsigo mismo.“

L)

Dr— C




9.

10,

L1.

12.

- -. ) . 'i.:" - w
- 111 - ' , 5-1 -
~a. Si.dos figuras son cada una de ellas’ congruente & una
tercera, bserén congruentes entre SI?
b. " jEs una figura congruente consigo misma?
¢. JPuede un tridngulo ser congruente a un cuadrado? . e
d. ;Son congruéntes 1as caras superior e inferior de wh c?bo?
e. ;Son, congruentes dos caras adyacentes de un cubo7
“f.  ;Son congruentes las caras superior e inferior de uq
bloque rectangular, tal como un ladrillo? L ' r
g. ;Son congruentes dos caras adyacentes de un ladrillo?
Seléccipna los pares de figuras- congruentes. , :
» a0 . e
. i -~ . « + . i B i . \"‘.. . °
% ' ) ) X b v
R < U ) J
d. T e S ) .
Escribe las cuatro congruencias de‘estalfigura cgysigo’misma. e
D - _ 'l Yo 0 C R . “ ’
L |\. .
R 5 . ’ :
A B L ]
Suﬁpnte que A, B,‘C son tres puntos de una recta, segun 1a ' "
figura, y que AB = BC, e
' - I _n R - -t
. | 0 1 T T r— , . .
L A B ‘.C N . . S
'é./“DeSCribe un movimiento de la'recta que lleve A donde eStaba B,
En cuanto a B, ‘thabrd ido, necesariamente donde estaba G?° -‘
«b. ‘Describe un mOVimiento de la regta que’ intercambie A y G. 0

.
‘.. ) J N

1 E) v »«’, - " T
L2 S A




713, (En qué condiciones podrdn coincidir los sig(ientes pares.de
Y

L

] 'figuras moviendo una.de ellas en el espacio sin alterar su
forma y tamafio? (Se entiende que este movimiento se efectda
en formdkbstracta , et la mente Una’ figura se puede mover n

5 , hasta otra de manera que un cuerpo se pueda superponer sobre

otro de 1a misma forma y tamafio. Por ejemplo un segmento’ se

N . podré mover paréd que coincida con otro si ambos tienen el - o

‘mismo largo. Una bola se podfé mover ' para que coincida con
Qtra si sus radios son de la misma longitud ) SR

. a.' Dos segmentos.
a- .

'  " .~ b. ;Dos. 4ngulos, | S ' -

QY

c. Dos rayos. - N ' - ' “
d. Dos circunferencias. S P

¢ -' u
e. Dos cubos. ' J » L

f. Dos puntos.

g. Dos rectas. -t ) . : -,
14, Se da una circunferencia cén trés punﬁos A, B, C, segin

apaxeceri‘en la figura, y coﬁ!el aréb de .4 a B del T%Fmo largo

que el arco de B a C. ) : ) ' .

LY -

a. Exﬁlica c6md“puede moverse la circunferencia para e A-
~vaya donde ahora estd B y B dende estd’ C
" b, Explica cgmo se puede moxsr 1a circunferencia dejando fijo

"T‘ © a B, per.o- intercambiando A Ay C. ,«f:
15. Suponte que el friso ornamental de la figura se ,extiende indefi~

- nidamente en ambas dir cciones, a la manetra de una recta.

// L L L L L

\\\\\\
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. a. Despribe dos tipos diferentes de movimientos que den - "
‘congruenchs del friso consigo mismo. Lg/éntg "
-J .

dsgs congruencias hay en total?
b. Haz lo.mismo con esée otrB\ft{fo.

. ~— ~
. - v - R
- v
. [
B ’ . ¢
- 1 + A
A ¥
. . -

’ -
L ] »

)2”'16. ;Cudles de 1as Siguientes figuras pueden coincidir con otras? .

. 'Para ‘cada par de ellas, explica qué movimientos (darle vuelta
«n el espacio’d una de .las figuras, o deslizarla y girarla en

- el plano) son necesarios para qug todas sus partes se ajusten

perfectamente. )
N ' ]
' \ .
| Y
[ [T .
a. b, C ¢
- - % ’ -
<
]
o > . ’ . "{/
g ' ‘ (,
O VO R L ] °
d. \,(; ‘l e, w - : f. R

17, La figura de abajo es una estrella de_cinco puntésﬁ

’ | | B . , ! ’ .
‘,- f A \\A (-:f ‘ . ‘_

. : E D .
Escrtbe todas las congruenciag que admite’ la estrella cénsigo mismg/

Para ahorrar tiempo y papel, convengamos en que se ha descritg:
- . suficientemente bien una congruencia si decimos a dénde suponémOs
. que va cada uno de 1bs puntos A, B, C, D, E, de la estrella.’ Por

ejemplo, una de las congruencias que buscamos es ABCDE «—s BCIEA.
. "/J.-. ) .
“ - I
r J /
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5.2, Congruencias'de t;iéngylos ‘ "

» En la seccidn anterior, expliCamos la idea fundamental de.
lo que es una congruencia. Vgamoslahora algunas definiciones )
matemiticas con objeto de que podamos hablar acerca de la congruencia
con prec{sién; eﬂ términos de distancia y medida angular, en vez de -
tener que hablar fen forma més burda de cosas que -coinciden unas con

otras. ~N

a ~

M [4
« En el caso de éngulos y segmentos, es fécil expresar exacta-

mente lo que queremos decir ~ .

Definiciones. Dos éngulos son congruentes si tienen la misma

- medida. Dos $egmentos son congruentes si tienen la misma -longitud.

La briméfa definicidn simplemente repite la dada en la secciér 4-4,

Al igual que el teorema 4-2 para 4ngulos, tenemos un teorema

LS

para segmentos: : !

: ‘ . .
Teorefla 5-1. Todo segmento es cbngruente consigo mismo.

+

" A:veces nos referimos a estos dos teoremas como los teoremas

de congruencia idéntica.

/
Al igual que se tndicé la congruencia de /A y /B escribiendo

ZA . (B, también podemos escribir - ' \)’

AB = TD . ’

para indicar que los segmentos AB y EB son congruentes. En la

Y

tabla siguiente, se pueden usar indistintamente, bien la ecuacién

de la izquierda 0 la congruencia de la derecha de cada lInea

l. mZA=msB . | ) 1. /A % /B "
2.- AB=CD 2. AB ¥ b

24 ]

Cada una de las ecuaciones de la izquierda es una ecua€idn entre

:ndmeros. 14 primera dice que m/ A vy mzB son éxactamente el
mismo nimero. La segunda dice que la distancia AB y la distancia |
CD son exactamente el mismo ndmero. . .

Cada una de las congruencias @e la derechd es una congfuencia

entre figuras geoq@tricasu No gscribiremos = entre dos figuras

»




. o . ,
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" geométricas a.menos kue queramos decir que las figuras soh exacta-

mente una misma, y esas ocagiones serdn muy raras. Un éjemplo
t

tal serfa:

a

Aquf es correcto decir que ' ' ¢ “y
< .~ - LBAC = LEAD, - 4

porque /BAC y /£ EAD son,.ﬁo solamente congruentes, sino que. son

exactamente_gl miémo angilo. De manerd andloga, AB y BA son

slempre exactamente el mismo segmento, y por eso es correcto
escribir AB = BA. -
» \ ‘ .
« (Considera ahora una correspondencia . *
L ABG ~—= DEF - S
- entre los vértices de los dos trifngulos AABC y ADEF.

. J . \
. B | o E ’

A

.
L

C D =~ F

Esto automiticamente nos da una correspondencia entre 10;\tados de
. ' YA
: \

los tridngulog, a saber;’

AB +— DE
" AC ~—DF ‘
v e e ) ,
N : BC “ EF ¢

y nos da una correspondencia entge los 4ngulos de los dos tridngulos,

. como sigue:
4 LA > D
n . LB " /T
LGP/ F

.




son congruentes, y los pares de éngulos correspondientes son ’

’cuidado para aseguraxte de que dice lo. que:una definicién de la

.
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.

Podemos ah$¥a «enunpciar’ la definicién de una congrdencia entre

dos tridngulos.

Definicién Sea ABCe— DEF una cor{gspondqncia entre los f

vértices de dos triéngulos. Si los pares de 1ados corresp@ndientes

congruentes, -entonces la correspondencia ABC<—*~DEF es una

congruencia - emtre, los tridfigulos. , -

’ L !

Deberds leer esa definicién no menos de dos veces, con gran

idea de una kongruencia entxe tridngulos debe decir.

Hay una taquigraffa para escribir congruencias de tridngulos.

A

Cuando escribimos- . Co . - o

LA E /D, , .

-

esto Qignifica que los dos éngulos /A y <D, son congruentes.’

~
(Es decir, mzZA = mlgD,) De modo anélqgo, cuando escribimos
© A ABC ¥ A DEF, ' | Lk
esto qignifiéa que la correspondencia’ ’

~ - ( a
N ABC <— DEF . -

-

es una congruencia. Notar4s que ésta es una taquigraffa muy efi-~

ciente: "una simple expresién como A ABC ¥ ADEF nos dice‘a la vez

seis cosas; veamos,’

AB = DR’ KB = DE
AC = DF AT = DF )
. BC = EF , B = EF .
meA = msD LA T LD )
' L mLB = mdE LB = LE
MLC = mLF T 4CE «F

En cada una de egtas seis lineas, las ecuaciones de la izquierda
0
significan lo mismo que las congruencias de la derecha y podemos

escoger una u otra notaiién en cualqpier momento, segin nos convenga.

' . - e

_}-5
@0
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[

Generalmente ascribiremos AB-- DE, en vez de K“ - DE, por la

L4

sencilla razén de que es més yfdcil de escribir ‘Por la misma
Irgzdn, corrientemente escribiremos LA® 4D en vez de mZA = msD,
| A veces conviene indicar grdficamente una congruencia marcando'

los lados y dngulos cdrrfspondientes de esta manera:

_5 AABC.Z  ADEF

. gimbién podemos usar este método'para indicar qué ciertas partés
¢

rrespondientes de dos figuras son congruentes, sepamos 0 no
cémo son las otras partes.

<«

‘Las marcas enm la figura indican que (i) AB = DE, (2) AC = DF
y (3) miA=mzD.. ~ . /
» Pregunta: ;Serfa correcto escribir AB ~ DE, 0 (A =/D7,

| \/

* Parece clard| en la anterior figura, que las congrdencias

(Por qué sf o por qué no?
seflaladas bastan para garantizar que la correspondencia ABC <+—w DEF
"es una congruencia.” 0 ‘sea, si estos tres pares de partes correspon-

. N |
dientes son congruentes, los triéngulos también tendrén que ser { .

congruentes. De hecho, esto es lo que dicae el postulado bésico

de la congruencia, que se enunglar4 en la seccién 5-3.

.\) ‘, - 3 120
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) Conjunto de problemas 5-2 .

1.
[
AABF # AMRQ. Completa la/sigulente lista diciendo cémo: se
et [ .
deben llenar los espaclos en blanco. :
. | . AB- . M-Q .
~ Y L - : (I
ZA : LM, KI"‘N S 1 _ T o
BT . . RB=___ ' "
LY S = .

AABR ¥ AFBR. Haz yna lista de los seis parés de~parpes

» correspondientes cgngruentes de eéstos dos tridngulos.
3. AMRK ¥ AFHW. Haz/ung lista de los  sels pares de partes
correspondientes/ congruentes de estos trifngulos. (No es

necesario contgr con una figura, pgqro puedes hacer una si

"quieres.)
4, "ARQF ¥ AABX./ Escribe los sels' pares de partes correspondientes-
°
; ] congruentes /de estos trifngulos. No hagas uso de una figura.

5. AAZW ¥ ABZW. ‘Escribe los.sels pares de partes correspondientes

congruentes de estos tridngulos. .
. : \ B .
' | // - L2 v oo
Q ) / _ : \
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Tenemos ahora una lista de los seis pargs de partes correspon-

- “dlentes de dos triénguldg congruentes. Escribe, en los

espacios en blanco de al FJO 1os dos triéngulos que s¢‘aQEE;?n

<fa %a info?macién 1. ' .

ZA
£ B
LW

P
IA_ - A_

e e ue

N AN KN
e I S I

., o : :
Si AABC = AXYZ y ADEF = AXYZ, (qué se puede decir respecto
«le la relacién que hay entre e1 AABC y eleDEFV Enuncia un

teorema que generalice esta situacién.

c 3

*

\ g\pulgadas

3..pulgadas

¢

<

. Utilizando regla y trqnsportador dibuja un tridngulo

ABC en el que AB tenga 3 pulgadas de largo, BC tenga GE
2 pulgadas de largo y el 4ngulo B sea de 50°. Compara
. tu.tridngulo con los de otros miembros de la clase.

‘Dibuja’ el AABC en el cual AC ‘tenga 3 pulgadas de largo,

BC tenga &4 pulgadas de largo y el &ngulo C tenga 70°.

Compara triéngulos ‘ "8
Dibuja el AABC que tenga AB de 3 pulgadas de largo BC de

2 pulgadas de largo y ‘el /B del: tamafio que te plazca. -

Compara tridngulos.

Si estos tres ejerciclos te dan una idea en relacién con la -
congruencia entre dos tridngulos, trata de eflunciar o
escribir esa idea para el caso general.®

Se sabe que el AABC.y el ADEF no se cortan, y que X es un

punto entre B y C. Indica cufl de los sfmbolog=, & corresponde

¢

colocar en cada uno de los espacibs en blanco para que las
expresiones tengan sentido y sean posiblemente clertas,

L")
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-3 .
. r .
) - < +
. 4-" ( 1. OABC _ - ADEFC . f .
. 2. M LA m D ' .
3. RB__TE ! 3
h,oBC BN SR
r he 4B ___ <C
. . 6. ZABX __ ZABC .
‘ /. mZABX ___ m £EDF s,
. b. ;Cufles de los espacios.eﬁ‘blanco se_pudierdnﬁhaber.
‘ A 1llenado con cualquiera de los $ignos = o =7
c. Si AB hubiera sido el mismo segmento que DE, pero C fuera
un punto diferente de F, jcuil de los blancos pudo haberse
llenado con = que de otra manera se debi6 haber llenado
. / ' : s : '
.con &7 ' .«
S~ f )
5-3. EL posgtulado fundamental de la congruencia | & *

. Para llegar a conocer plenapente la congruencig de tridngulos,
necesitamos un nuevo postulado. Las abreviaturas en' el tftulo de-

este postulado, L.A.L;, quiereﬁ decir lado-4ngulo-lado.

EY

(E1 postulado L.A.L.) Sea G una "
. correspondencia entre dos tridngulos (o la de un tridn-
gulo consigo mismo). Si dos lados y el &ngulo comprendido
del primer triéngulo son éongruentes~a las partes correspon-
dientes del segunido triéngulo, entonces la porrespondencia
G es una congruencia.

Posfulado 15.

o

<
L]

- Para ilustrarlo, repetimos una figura ya conocida.

E




@

TR, 2Dy
segun se indica en la figura, entonces

'AABC ¥ ADEF;
esto es, la corré!pondencia ABC +» DEF es una. congjuencia _ ~
Es muy importante notar que en el postulado L.A.L., el é4ngulo

dado es el &ngulo comprendido entre los dos lados dados,.asf. ’

En. estas conditiones, el postulado L.A.L. dice/que la correspon-

"dencia ABC+— DEF es una congruencia. Si sMpiéramos soiémente-qﬁe ‘

‘algin dngulo y algin par de lados del primer trifngulo son

congruentes a las partes correﬁpondieﬁtes del segundo tridngulo,
entonces no llegarfamos necesariamente a da conclusifn de que la \

correspondencia sea una congruencia. Por ejemplo, considera la

-

figura:

\




-1

T

5=l S R V-

-

_ En ella, AB = DE, AA"AD BC = EF. Notards que ZA y £D no estén

L. comprendidos entre (o sea, no es%/n fgfmados por) los pares de c
1ados congruentes. Esta correSpondencia no es, en verdad, una - !

s | congruencia,.porque aparea AQ:con DF /B con AE,y £C con LF. |

) Como éstas no son congruencias,‘no se satisface la definicidn ‘de \

)

congruencia d; triéngulos

i ]

5-4. Redaccién de tus propias demostraciones *

'

A estas alturas, ya cuentas con suficiente informacién funda- .

mental pard que puedas redactar verdaderag demoatraciones geomé-
tricas por ti mismo ( Dt ahora en adelante, el redactar tus propias
demostraciones ser4 una parge muy importante de tu trabajo, Llo
més probable. es que te agrade mucho mds que leer la demospraciones
que escribieron otros. - . : S
Veamos un par de ejemplos para indicarte qué s h&kg para -

e . encontrar una demostracién y luego redactarla.

jemglo 1. Si dos segmentos se bisecan, los segmentos que unen los

extremos de los segmentes dados son congruentes.
. Dato: AR y.BH se bisecan en F. l ..\\\
"Demostrar: AB ¥ RH

* Al.empezar a trabajar en un‘pfoblema como éste, deberds
primero dibujar una figura y ponerle letras, usando una mayuscula
para‘ cada vértice. Entonces, enuncia la'hGpdtesis y la conclusién

en términos de las letras de la figura.-
Luego, se divide la pégindﬁ%n dos columnas, como se ilustra

més adelante, y se escriben sus encabezamientos, Afdrmaciones y

.

.
L8] 0 .

Razones. - a

1;31) ." .r." L | \
\

I
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Todo esto de nada nos va a servir 4 menos que se nos ocurra

-una demostracidn para redactarla

!

- Como puestra finalidad es demostrar que dos segmentos son

cohgruentes, déebemos recordar lo que sabemos acerca-de segmentos

pey

congruentes . Mirando hacia atr4s, encontramos la defin;cién de
segmentps congruentes la de triéné/los congruentes y el postulado . .

L.A.L. ‘Estas son las armas de nuestro qﬁsenal, referentes a
»

. :segmentos congruentes y en este momento la busqueda es breve,
porque nuestro arsenal es pequeﬁo .
Para aplicar el pbstulado, tenemos que establecer una correspon-
dencia entre. dos tridngulos, de manetra que dos lados y el éngulo
- Dcomprendido del primer triéngulo sean congruentes a' 1as partes
| correspondientes del segundo triéngulo Por %? figura, parece que

esta cOrrespondencia debiera ser’

‘

. N AFB<——> RFH o :

Dos‘de los pares de lados 'son congruentes, porque a base de la
informacidn dada y de la definicién de bisecar, tenemos que
AF = RF yv " BF =,HF.

: ¢ .
Y qué hay de ¢ AFB y.z RFH, 163 éngulos comprendidos7 También
necesitamos saber que son congruentes. Y lo sony porque son
;éngulos opuestos ‘por el vértice. Por lo tanto, por el postulado
L.A.L., nuestra correspondencia gs u a congruencia. Los lados
AB y RH son lados correspondientes, y, por lo tanto, saﬁ congruentes.

Esto e 1o que querfamos demostrar. \\<

Escrita ahora en la forma de doble columna nuestra demostra-

[y

cibén se verfa ags{:

Dato: AR y BH se bisecan en F. ’ \;)/,IL\\\
—_— F - ,
. A o - R

. Demostrar: AB-= RH .
~ ) / . B )




» Afirmacidnes . Co . .Razones - ’
- ) - - T _ —
1. AF = RF . 1 * 1. Wefinicién de bisecar -
'+ -2, BF = HF . A | 2. Definicién de bisecar
3. ¢AFB ¥ ZRFH | . 3. Los 4ngulos 6pueé%os |

W ’ - ' , " por el vértice son

_ congruentes.
4.~ OAFG ¥ ARFH _ 4. Postulado L.A.L,
5. AB *"RH . . ‘ 5 Definicién"de congruen.cia

de triéngulos

. L
Esto-ég*meramente'unalmugstra de cémo podrias presentar tu
trapajé. Hay un -1fmite en relacién con la uniformidad que seL,
pretende en la forma de lo que debe ser una demostracién Por
ejemplo, en estag demostracién hemos indicho congruencias de
segmentos escribiendo AF =RF y BF = etc. Pudimos igualmente
haber escriEo AF = RF, BF ¥ HF, etc , porqiie en cada caso la

congruencia de segmen;\} A la ecuacidn entre /las distancias signi-

>

fican 1lo mismo.

Al redactar demostraciones Hay solamente dos cosas verdadera-.
. ¢ -
mente importantes. La primera consiste en que‘escribas lo que en

realidad quieras(dgéz?f‘la segunda en que lo que quieras decir

sea una explicaciéh-iégica y completa de por qué es ciérto el

teorema. " - N . “ | -
- Puesto .que ya debes  tener idea de cémo)se procede, ofrecemos
un. segundo E;emplo, en forma incompleta~ u problema‘seré

-llenar los espacios en blanco de maneta que logres una demostra-
“ ci6n. Cie y
) , Ejemplo 2. _
W - Datos: H * FH ‘
. . =y

1 HB biseca <AHF

° 9
Demostrar: <A = /F
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: Afiﬁméziones

Razones'

“Un error frecuente al redactar demostxaciones es que el alumno

1. Kﬁ”éffﬁ ) L. Dato.
2. " | ‘ | 2. Definicidn de la bisectriz ‘
. B w de un éngulo ' - L
3. HB * HB ,:. 3. Todo segmengq.es congruente
oo .consigo ‘mismo .
h. ‘. -
3. LA ¥ LF - s

gupone ser cierto precisamente aquello que estd tratando de demostrgr

que lo es.

Otro error corriente es ofrecer como una razén en Sl.l

‘demostracién un teorema que es en. realidad una consecuencia del

.(NOEQ:

K

_princlplo -que.. esté‘tratando de demostrar

- Ese tipo de razonamiento

constituye 1p que 1lamamos an circulo vicioso y no tiene valor

alguno comb argumento 16gico.,

Un.eJemplo
el.qhe
una de las etapas de Ya "demostracidn"““

«.

-

(S o . .*v

partlcularmente desacertado de circulo vicioso es’

utiliza el teorema que se va—a demostrar como una razdn, en

' .
. .

T

.,

. de cuat‘gmentos congruentes AB BC CD DA tales que
AABC 4BCD, LCDA, y LDAB sean‘éngulos rectos.
discgé&ré en un capItulo poéterior dgijbexto.)

... Conjunto de problemas

5-4

wo f-

Eh algunos.de los siguieﬁtes-problemas hacemos uso de un

'cuadrado « Un cuadrado ABCD es una- figura plana que es la reunién

!

El cdhdradélse S

TN

En cada par de triéngulos, y si 1las marcag semejantes indican

partes congruentes, &qué triéngulos se puede demostrar que

son congruentes en virtud del postulado LaA.L.?

e , L . ¢

C
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2. En la figura, sabemos que AE corta
’ aBDenC, yque AC= DC y BC = EC.

Pruebd (eg'deéirk demuestra) aue

L%h:;iyﬂ Copla la siguiente  ”~
de atfa 180t supliendo las razones

que_f ny/»-
&firmaciones . Razones ! ;
1. AC = CD | . . o . l’. Dato - ' \ B /
2. BC = EC « ' 2% '
3% /ACB %/ DCE , : . 3. Los.ngulos - ~ son
' B | ' congruéntes. _ )
4. AACB 3»aDCE : 4, (Notaré4s
' ; ‘ que la tercera afirmacién
’ se refiere a dngulos-y
~esta cuarta afirmacién a
tridngulos, asf que la
razén para este paso Jebe
‘ referirsé a tridngulos.)
5. 4B & /E ., " 5 Partes corfé;bondientes
. de tri&ngulos congruentes
y son .

3., Suponte que en esta Figura
‘'RB % HB, Zx ®Zy y Be
—— /
el punto medio de AF. Prueba

que ZR & /H. |

\ ~

\
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Afirmacioqes o ! Razones
1. RB.¥HB o 1.
\ 2, /x %7y . ) 2. Dato . o~ ‘
. 3. - ' - | r 3. Po£ ljaiyfinicidn de punﬁo
- _ B medio T ‘
LT oy L.A.L.
5 s, :
4. a. si ABCD - es dn'buédrg&o y‘R es el
punto medis de AB,* demuedtra que Y c’
oaRG " RD (F{jate @n la nota.que :
precede/el problema 1.) ' '
, b. ;Qué pares de‘éngglOs\agudos ] I
congruentes® aparecen en la
B - figufa? Prueba tu respuesta. : _
N : ‘ " A————p
5. En esta figura, AB = FH ymzx =mzg. '~ ' o
Muéétra que mz A = mz F. ' BA\H
¢ : / . .

3 ' ’
6. En esta figura, se nos da que

m/ABH = m/ FBH y que AB = FB.

quuestra que AH ='FH. '

-

A ' F ‘e

7. Demvestra que si los seémentos Kﬁ,iﬁﬁ‘se bisecan en el punto F,

entonces AFAB = AFHR.

8. Demuéstra: Si los segmentos.AD y BC

se bisecan, entonces AB = DC y AC = DB. -
A

?.
8

9. a. _Datos: 'Elvcuadrédo ABCD, R es el ’
' ' “punto medio de Kﬁ,'F es un punto
entre A y D, Q es un bunto,enfre'.
Cy B, DF = cQ. ‘bemheatga que
RF = RQ.

w .

i

‘13;/ |

~ 5 A3 s

3

C

.«
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b. (Habrd otros puntos F', Q' en el -

. cuadra&o ABCD, pero no sobre AD o BC,

tales que RF' = RQ'? ;Dénde estardn?
10. Supongamos en esta figura que AB = AH ¥ que

&f biseca <HAB. Demuestra.QUe FH = FB,

1 .
4

5-5. Trildngulos pgrcialmente superpuestos, uso de la figura en

enunciados : .
Frecuentemente, necesitamos trabajar con triéngulos que no ’
aparecen completamernte separados en las figuras, sino que ﬁn parte
aparecen superpuestos {ocupan parcialmente una ~misme regién del

plano). Asf ocurre qon el AAFM y el AFAH en la.figura.

[

La manera més fécil de evitar confusiones, y también el equivosarse,.

al tratar con tales £agos, es escribir las cdhgrqencias en. la forma

B a

acostumbrada, as{: ‘ ) \

e

AAFM & AFAH.

Comprueba que' la correspondencia rAFM -~—> FAHLes_realmente una
congruencia, 'y luego, cuando quieras mds tarde llegar a la conclugién
de que dos lados (o @os fingulos) correspondientes don congrueétes, .

haz referencia a que i!\AI'l‘*l\""r AFAH .

'Desde luego,gino'vés las congruencias entre los tridngulos-

parcialmente 8uperpuestos, nada,t@ndfﬁs.que comprobér ni tampocob

( B ' . \ - _
\ 1%"/




r. »
« .

" 5-5 ' 1% + - |

que aplicar mds tarde. Como préctica, escribe todas las

congruencias que puedas de tridngulos que aparecen en la figura
‘anterior, si sabemos que AR = FR ¥y que M, H, B son los puntos
medios de los lados respectivos.
Veamos un ‘caso en que esta situacién surge en la demostracidn
~de un teorema.

Datos: HA = HF
HM = HQ .
Demostrar: FM = AQ

b}

Una forma corriente de demostrar que dos segmentos son
congruentes es mostrando que son lados correspondientes de

Si vamos' a utilizar con ékito este método

»

aquf, engonces lo primero que hay que hacer es Indicar los triéngulos '

- tridngulos congruentes.

que contienen FM y AQ Estos son AHMF y AHQA, y -vemos que estos

tridngulos coinciden parcialmente. El problema ahora es el
demostrar que son congruentes. La demostracién, en forma de doble

columna, es como sigue:

Afirmaciones

Razones
1. HA -\HF_ . - 1. Dato o
2. (H = /H, 2. Un éngulo es congruente
o Y a s{ mismo.
3. HM = HQ 3., (Por qué?
. &4, AHMF = AHQA 4. (Por qué?
5. M = AQ %, (Por qué?

[

\

Una demostracién estrictamente 16égica no' debe depender de
una figura, sino ser consgcuencia de los postulggos, las defini-
ciones, y. los tedremas ya establecidos. Pero en ‘la prdctica los

gebmetras utilizan figuras por conveniencia, y féciimepte aceptan

muchos principios observables sin enunciarlos una y;ot&afvez, lo

13

. “»
4
[ , 9




. suponer siP més porque "'se ve'", es la congruencia de segmentos o

cual seria tedioso, 4 menos que un nuevo enunciado sea esencial
para aclarar‘ul problema en  cuestién. ‘
Para ilustrar, veamos un nuevo planteamiento del ejemplo 1

) - . -

consideraqO previamente .

Ejemplo 1., Sean A, B F H y R cinco puntos no alineados en
un plano.r Si (1)°F esté entre A y R, (2) F estd entre B y H,
(3) VAF = FR, y (4) BF = FH, entonces (5) AB = RH. Esto nos da
todg la informacidn que ofrecen abajo la figura de la izquierda y

la notacién de la derecha.

t

v H ' Dato: AR y BH se bisecan en F.

F)//N\\\\g o - —
\\\\\//// =R ‘ Demostrar: AB & RH

B -\ ‘
Notarés que (1) nos dice que FA y FR son rayos opuesé!% y que

(2) nos dice que ~ FB y FH son rayos opuestos. Estas dos cosas,

Juntas; signifixan que el’AAFB y el £/RFH son opuestos por el
vértice. (Véase' la definicién de dngulog opuestos por el vértice.)

. g g . .
Este es el tipo de informaeién que tomamos normalmente ‘de una

figura.? _ ‘ | . ;

En este libro, al enunciar probléhas, evi'tafemos repeticiones
tediosas mediante referencias a una figura Puedes basarte en la
figura pgra obtener la alineacidn de puntos, el orden de los puntos

en una recta, la localizacién de un punto en el interior o el

exterior de un éngulo O ep un cierto semiplano, y, en general, las

posiciones relativas de puntos, rectas 'y planos. ' . Lo que no puedes

dngulps, el que un punto sea-gl’ punto medio de un segmento,;e&bque

dos’ rectas sean pefpendiculares, 0 el que dos &ngulos sean comple-

mentarios.

- oo 1;51 - Co . N 5"5

»

.
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Con junto ég problemas 5-5

X A | '\

1. Si, evsté: figura, AC = DB,
’ (ACF & /DBE y FC = EB, -

]

demuestra que AF = DE .~

. 2. ‘En esta figura, BC = ED, AC = AD
I y <ACE = /ADB. Demuestra que
j . AACE & AADB. | '
15 | _Demostracidn:vrkLlena los espacios
! ' . en blanco.)
Afirmaciones - _ | Razenes
~ ] - ) —
' 1. BG = ED 1. Dato
2. CD = DC | - B T L
3. BD = EC | 3. Suma de las afirmaciones
. . 1ly 2
4. AC = AD .4 ~
5. (ACE ¥ /ADB _ 5.
A~ ' *

3. . Demuestra que las diagonales de

un cuadrado tienen longiﬁudes H F
'iguales. (Véase la npta antes
del problema 1 en el Conjuhtﬁ ' . ' 4
- . de problemas 5-4.) "
Dato: ABFH es un.cuadradb; A B

~ Demostrar; AF = BH '
4. En esta figura,'AABw ¥/RHQ y F

‘ es el punto medio de BH.
(Puedes demostrar que -
. * AWBF& AQHF? ,Explfcalo. A
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5. a. Si. ABFH ~es un cuadrado y ’ ‘ ) |
AX, BY 39 segmentos’ r //\
congruentes en los rayos H— P 5
. — — ' . ) ) Y //‘{ N ¢
w . AH, BF, respectivamente, e e 0

" muestra que KY, ﬁf son «

congruentes,

‘0 de otro modo: | -

Dato: ABFH es un cuadrado. ;

X, Y son puntds de All, EF, .

respectivamente. “ L v
e AX & BY. .

Demostrar: AY = BX ‘ '

- . ¢
b. En la figura, X esté'ehtre A y H, también Y estd entre

ByF. j;Cambiarfa la ‘demostracién si H e%tuviera entre

A yX, yF estuviera entre By Y? " 7'3 : o ;
6. Suponte que sabemos que en esta figurag AH'Q'BF, o .
r = m, x =y, Deyuestra que HB = FA. H “ : F
7. Si, en la figura, AR L ﬁf} ﬁiifﬁ?,
AR = RX y BR = RY, demuestra que- [
| AB = XY - |
¢
‘I
\—
n Mo / \
A\ ' ’
L] < \
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.5-6. El teorgma del tridngulo isésceles y el teorema de la
¢ ‘bisectriz del 4ngulo : v

Al final de la Seccién 5-1 mencionamos el caso de cémo.apareagu
. Los vértices de un triéngulo AABC que tiene por lo menos dos lados
| de igual longitud. Este es, de hecho,.el caso con Aue vamos a
trabajar en el primer teorema de congruenéia que enunclamos formal-

mente:

Teorema 5+2. Si dos lados de un tri4ngulo son congruentes, .
entonces 1Qs dngulos opuestos a estos 1édoé soh congruentes.

0 de otro modo: Sea ABC un tridngulo. Si AB = AC, entonces

¢B = /C. o . ' i

Demostracidn: Considera‘la‘Eorrespondenbia
1

ABC «— ACB,.

entre él AABC y &1 mismo. Enh esta cqrrespon&éncia, vemos que
e &B ~~ &C

| | "XE-—«:XE

s . LA+ ZA. : o

«y

\\Asi dos lados y el dngulo comprendido del AABC son cungruentes
“a las partes correspondientes del DACB.  Pgr e postulado L,A.L.,
esto significa que - . ] . | !

' AABC -AACB

*esto es, la correspondencia ABC-«*-ACB es una congruenc&a Por

-

N

¢ la definicién de una congruencia de tridngulos, todos los pares
¢ e .

de partes correspondientes sof congruentes.

AW
. Por lo tanto,

‘* /B = AC o , ' )
v porque @stos éngulos son partes correspondientes i

4
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Veremos ahora cémo se puede presentar esa demostracién en la
form&~de dos columnas. Se utilizarla misma figura. '

Teorema 5-2. Si dos lados de un triénguIB sbn congruentes,

” qtonces los dngulos opuestos a estos lados son congruentes,
Dato: OABC con AB ¥ AC, L | A
. Demostrar: 4B %,C ” ‘ |
~Demostraéién: L .
Afirmaciones ' ‘ \ , Ra&onés
1, AB = AC L D‘ato-j' )
aC ¥ AB , T :
2. A=A ' | 2. Congruencia idéntica | N
3. MABC = AACB 3. Pasos 1 y 2yel éqétulado |
., o ' L.A.L. |
4. ZB‘; .C _ - N b. Defini£16n de una congruencia
de tridngulos ;
Generalmente, enunciaremos los teoremas en palabras, como lo
) hicimos con el teorema 5-2, y 1uego‘los volveremos ‘a énuﬁciar, .
usando una notacidén que serd la de la demostracién. ‘
‘ ~ Definiciones. Un tridngulo con' dos 1ados'congruente§ se llama‘
isésceles. El otro lado es la base. Los dos 4ngulos asociados
con la base son éngulos en la basel ' o
En estos términos, podemos enunciar el teorema 5-2 de esta
Panera: ‘ _. . : T
"Lo¥ &ngulos en la base de ud téiéngulo isésceles son
congruenfes ' . ‘ .
- /"DefﬂiYEionés. Un triéngulo cuyos tres lados son congfuentes
se llama eguilétero Un.tridngulo ningunohae cuyos pares de 1adqs.
son congruentes se 1lama escalepo.
. ! Definicién.” Un triéngulo es eguiéngulo si sus tres éJgulos .

3

'son Longruentes

Utilizaﬁdo I'a patabra eguiéngul enunciaremos ug teorema que

se deduce fécilmente del teorema 5-2. Llamaremos a este}:eorema
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. A .
corolario 5-2-1. Un corolarig-es un teorema que deduce f4cil-
_mente de otro teorema. Dejamos la demostracién dze

1 corolario
542-1 a tu criterjo. - - - , |

'lCorolario 35-2-1. Todo triéngulo equildteroes equidngulo.

Al tratar de demostrar teoremas’, tendr4s que.hacer tus propias
. figuras. Es 1mportante que 1as dibujes de manera que te recuerden
. lo que ya sabes, pero sin que -sugieran mds de lo que sabes. Por
?jemﬁlo, la figura en la demostracidn.del teorema 5 2 se parece
a un tridngulo isésceles, y asI ‘es c¢omo debe ser, porque la
hipStesis del teorema dice que el tridngulo tiene dos lados |
'congruéhtes.\ En la figura del postulado L.A.L., parece como que
ODABC = ADEF, y'asf es como debe sér, porque esta es 1q~situac16n
planteada en el postulado. Pero no hubiera estado bien dibujar
triéngulos is6sceles para ilustrar el postulado L. A L., porque esto
sugiere algo- que el postulado no dice.

Definicién: Un rayo,AD biseca a, o es una bisectriz de, un

4ngulo £BAC si D estd en el interior del £BAC, y /BAD = /DAC.

. \
y ) -

| . A \\\ B ,, 5
Notarés qué si AD biseca al /BAC, enton@eQ m Z BAD = m;ﬁﬁAC -
]

< °.
~N

Teorema 5-3. Todo dngulo tiene exactamente una bisectriz.

1
=mZ BAC
2

Démostracién " Se 9a.e1‘LA Por el teorema de la localizacién

de puntos, podemos hallar By C, puntos en 1os lados del L;y‘ taled
que (1) AB =-AC. o

A
-

“

LY




!
~

Sea D el punto ‘medio de BC, tal que (2) DB = RC "Como‘AB = AC,
sabemos por el teorema 5-2: que (3) ZB ¥ /(. . (Esto se aplica también
guando el tridngulo isésceles AABG aparezca -apoyado'sobre su lado")

~

De (1), (2) y (3),_y el bostuiado L.AaL.'deducimos en consécuéﬁcig-
que o IS - . : (“"\!
, AABD =.AACD. R | )

Por lo tanto, LBAD‘:PLCAD y asl mZ BAD = m Z.CAD. 'Por 1la definiciGn‘
de bisectriz de un- éngulo d§éo significa que AD biseca al £BAC. |

Para-justificar nuestro uso de la palabra "exactamente" deb;;
remos demostrar que AD es el gglgg rayo que tiene esta propiedad.
Supongamos que hay un rayo AE que es también una bisectriz del / A.

Entonces my CAD = m/ CAE, ya que cada uno de éstos es igugl a
1

_im-LBAC. Si aplicamos el postulado de la construccién del 4rfgulo

' misﬁoj?ayo Por 1lo tantd\ hay solamente una bisectriz.

al semiplano que. tiene AC como’ arista, sabemos que la relac16n

AE - AD tiene que ser, cierta, es declir, que Kﬁ'y J.Y)) qepresentan.un

Las siguientes definic;ones son dtiles en -la consideraciGn de
las propiedades de los trifngulos.
Definicién. Una mediand de un trjédngulo es un segmento cuyoé

3

|

. extremos s{h up vértice del tri&ngulo y.el punto medio del lado

opudsto. . ",
DefinLcidn. Entendemos por bigectriz‘gg un éngulo de un

tridngulo. el segmento cuyos extremos son un vértice del tridngulo

y el punto del ‘lado opuesto que cae‘en el rayo que biseca el 4ngulo

™

del yértice dado. . ‘ ' N
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Notards que todo tridngulo tiene tres medianas y tres bisec-
“ trices de dngulo. La figura seflala una mediana y una bisectriz -

de &ngulo’del AABC. o : /

»

A T M ¢

ot

BM es la mediana desde B y BT es la bisectriz de ‘&ngulo desde B.....

LN .

. - . ) v
B ( Conjunto de problemas 5-6 - R
1. 'En la figura, AB = AC: Hemos |

iniciado la demostracién de que ;

[N

/m ¥ /7m, Completa esta demos-

tracién y da las razones para - .

cada uno de tus pasos. _ ‘ ’ .
Dembst;racién: Afirmaciones Razones :
. : ‘ : .
1. < ABC = £ACB N 1 )
2. ¢<m es.el suplemento de ;
£ ABC . ' .
Zn es el suplemento de
£ ACB . | . \ . o
' 3. /m &2n 3 '

2. ,'Dato: " En la figura, F?:'é‘.-\FD,
AB = DC. = SRR 4

Demuestra: A AFB ='ADFC,, ' .
~ '.AFBC ¥ AFCB.
oo R N :




R

"_figura plana, demuestra que
LABD ¥ LACD. t e

:» del triéngulq@isésceles ABC

.Si, en la figura, EB & EC,¢
- d6muestra que ZEBA & AECD._.

. _'sl AB = AC . DB =-DC en la

..fi%ma pland, demuestra que
£ . , .
;AALD = 4ABD R

de én4ia\forma de

Pato: Xee ¥ son los puntos medios .

Demuestra’ que £CKY ¥ £ OYX.

”“Demuestré el corolario 542- 1 (Todo tridngulo equildtero es
: equiéngulo ) B ' S A v

medios de 1os 1ados; segun se -

Yque“APQR-gs equiiétero.'--,'-f'{

"‘; C " -159 'a'.(

I .: N

AC = AB'y CD'='§D en la

. Q&’

-

Redacta, en forma{de :frase en vez- ' - Cot
'columnas,

una demoétraéiéﬁ de 1o siguiénté~

de los lados cdngruentes AC. y BC

»

. e e 4

“~

-

Sea ABC un triéngulﬁ equildtero
en el que Q; R y P son 103 puntos o

puade Wer/en 1a figura, ‘Demuestra

¢ 4. ..




N hd - . «
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9. Demuestra lo giguiente: Si la mediana FQ del AFAB es perpendicul

al lado”xﬁ,'entoncea'el,éFAB.es'iSAEEgles.

bl

* 5-7., El teorema de"éngulo-lado-éngulo

Teorema 5-4. (El teorema A L.A.) Sea G una correspondencia

entfe dos tridngulos (o- entre un tridngulo y él mismo) Si dos
éngulos y. el lado comdn del sprimer triéngulo son congruentes a las

rpartes correspendientes del fegundo triéngulo, efitonces la correspon-

. dencia G es una congnuencia - °

0 de otro modo: Sea ABC —— DEF una correspondencia entre

dos txiéngulos Si LA =/2D, ‘ ES N
. a | | AB = DE, . ' '
. - | /B % LE, j
] R . ,
entonces AABC = ADEF. '

- Demostracidn: . Afirmaciones \ { Razones
g : :
1. "Sobre el rayo DF hay un * 1. El téorema de la locali-.
punto F' tal que DF' = AC. .~ zacién dé puntos v
2. AB=DEymzA=msD . R 2. Dato '
3. AABC % ADEF' ' 3. Postulado L.A.L.
4. ZABC =/ DEF'’ , - . &, Definicidn de una congruen
. o oo B SRR : de triéngulos .
5. £ABC & £DEF - 5. Dato |
“ 6. (DEF' &/ DEF ' 6. Los pasos 4 y.5, y la defi
T . + nicién de &ngulos congruen
7. EF y EF' son el fhiismo rayo. 7. El paso 6 y el postulado 1
. ; o d — .
8. F =F' 8. Dos rectas (EF y DF) se
‘ Y intersecan a lo sumo en un
: ' ' _ unto.
9. -OABC = ADEF- : 9. Kfirmaciones 3 y 8
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los

del

S L
~értice son congruentes' .

‘gulos son -

5-7"

- 1h1 -

De jamos al alumno las demostfaciones del siguképte teoremd‘y

corplario. Las demostraciones Bon 'andlogas a las del beorema
£

y el corolario 5-2-1. ~

Tegrema 5- 5. si dos #&ngulos de¢ un trifngulo son congruentes,

lados opuestos a estos ﬁngulos son cbngruentes.

Corplario 5-5-1+
L 4]

Un tridngulo equidngulo es equilédtero.

v

ConJunto de. problemas 5-7

‘En albunaq partes de este ejercicio nb habr4 suficiente infor-
macién para permitirte demostrar que dos triéngulos son
congruentes aunque utilices “todos los otros principios que ya
.conoces, como’, por ejemplo, que "los éngulos opuestes por é&

| Si se puede demostrar que los dos trién-
@ L.A.L,); si’

no hay informacién suficiente para demostrar que *los tridngulos"

congruenbes, indica por qué (A L A.'

son congruentes, indica qué otro par de partes congruentes te

Si.hay dos posibilidades, "

o

permitirdn demostrar que lo son.

seflala ambas. *

N

a. Dado,solamente-ﬁue AH = AB
| Dado solamente que ,c = ,d
c. Dadé'solamente_que /a ;/.b~y
y /¢ =",4d. '
d. Dado solamegée que AR = MR.
e. Dado solamente qué (A= M.

£. Dado
g. Dado

o
-

solamente

solamente

que's4 XFY = /KFY.
que /XYF & ZKYF.
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2. De aguerdo con Iés.esdhcificaéiones-de‘la izquierda, escribe
\ aquella informacidn que llenarfa correctamente los espaclos
“en blanco. ' g o

3
2

. a. Lado, éngu‘o lado del AABH

{ L

N AH, ___, HB. .
b._'Angulo, lado, éngulo del AABH
‘ | ., ®B, . . >
‘ c. Anghlo, lado, dngulo del ABFH: a
P (F, __, (MBF, . |
‘ { ' d.” Lado, dngulo, lado del ABFH: . .
3. Sigue las instrucciones'del pro£1eMa 2. "
_a. Angulo, lado §ngulo del AABg 3 ' R
© _, BF, __ ' ‘
T b, Lado, d4ngulo, 1aﬁ—\?e1 ARAF :
s /Ry 0 . |
; c. Lado, dngulo, lado del ARAB&
v e, 7 ‘ ' <
d. Lado, dngulo, iado del ARAB: K
W, ®&. - B
' "e. Angulo, lado, dngulo del ARAF: ‘
| | /;R L 4RFAL SR
, 1 ' f.'! Angulo, ladoj .4ngulo del AAFB: oo - ‘
e ¢FAB, AF, "A |
: b, ngue las instrucciones'qsl problema 2. ' s
- a. Lado?.éngqlo, lado dgl AHFB: 4f
‘. /HFB, '

b. Angu\o, lado, éngulo del AABH:
___, HB, . . '

. -
¢. Lado, &ngulo, lado del AHFB:
HB, __, BF.

A
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‘ d. Angulo, lado, 4ngulo del AHFB:
___,'BF, . -

" e, ‘Lado, dngulo, lado del AABH: .
' AH, ___, AB.

1

5. Si, en la figura, CB biseca a OF y

* ca'® /b, demuestra que GF biseca & CB. A

6. JDemuestra el teorema 5«5, (S1 dos 4ngilos de un trféngulo son

congruentes, ios lados opueétos_a estos _ -

'éngulos‘son,congruentes.)

. 0*de otro modo: Si /B =/C en
el AABC, entonces AB = AC.

Sugerencia: Usa la congruencia

del tri&ngulo consigo mismo. [ . B Ci
7. Demuestra el cgrolario 5-5-1. (Todo triéngulo\equiéngulb es
| equilétero.) Emplea una demostracién en forma de frase.
8. Si el AABC es equilétero; demuestra que AABC :.ACAB. .
9. Si la bisectriz'del /G en‘el{AFGH es perpendicular al lado
oguesto en K, entonces el triéngulo“FGH es ig6sceles.
10. Dgto: La figUra'en la que -
(X = Zy, también HB = ﬁﬁ.,_

Demuesfra'que HF = HR.

11. En la figura, MK biseca al /RMS

Jpodrd demostrarse .
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1’12, Demuestra que AN = RH, si , e

AF S RB, <A LRy /x -zy
en la. figura T o

~

*13. a. Sl, en la figura, X es el _
- :punto medio de AB&,AA - /B
y /AXR = LBXF demuestra

. que AF = BR.
{ _b. jSerd necesario, .como
parte de la hipStedis,

afirmar que la ‘figura

egtd en un plano?
14, Datos: caS/zb Yy swdyg N
en la figura. )

—ana

Demtestra que GR = KH. -
v K { .

‘v

. - ®15. LSeré Posible demostrar, a

base de la informacién dada,
lo siguiente? o ' o
Dato: FEl1 AAO%'que'tiene OA = OB |

. Cf
y P, Q, puntos en los rayos

‘ ’ - — : '
. OA, OB siendo:AQ = BP.
v Demyestra que 0P = 0q.

i - ) v
*16. Demuestra que RX = RY, si

sabemos que en la figura:

«f

BQ -~Ts"m43 = m 4T vy
m/Q = me S.- s "




W

R | LR
El teorema de los tres lados

.5-8

5-8.

Teorema 5-6. (El feorems L.L. G una correspondencia

Si los

»

entre dos griéngulos (o erntre un tSingu oy él m&pmo)

tres pares de lados corréspondientes son congruentes, entonces’la

Lortespondencia G es una congruencia

0 de otro modo: Se

tridngulos. Si . AB = DE, B
‘ AC = DF, v 3 ) |
! . R -
.- ."BC = EF,
¥ ADEF.

AABC

" ABC +——s DEF una corresponden?ia.ensﬁé“dqs

‘Lo qlie hemos hecho

,A‘\ - : /’IC'
- \ | e
\ ~ [
-\.\ : T
\\ | ,1/
\L",/ o .
E' \\ 4.
“AG * o
. Demostracién: Afirmaciopes Razones
~ Ed
1. Hay un rayo AG tal que 1. Postulado ¢e la construccidn
¢CAG ¥ /EDE, y tal que del éngulo
‘ y G estdn de lados
/\bpuestos de AT ' i ,
2. Hay un puntd E' sobre AG 2. El teorema de localizacién
tal que AE' = DE, de: puntos
3. MAE'G = A DEF 3. . Postulado L. A L.

hasta ahora, es reproducir el ADEF al

lado y debajo del AABC, utiltzando el postulado L.A.L.

4. AB = AE'
L

5. BC = E'C

AN

¢

6. E1 segmento BE' corta a

— A
la recta AC en el pur?’.

&

AB = DE por la hip6tesis,

'y DE = AE', por 1la afirma-

c16n 2 A

BC = EF por ia hipétesis;'
y EF = E'C por la afirma-
cién 3 |

Por la afirmacién 1, By E'.

estdn de lados opuestos de
la recta AG. . - . "
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Completamoé ahora la demostracién para el caso en que H esté
f entre A y C, como en la flgura. 'Luego examinaremos los otres.
( basos posibles. y - ¢ ‘
7. (ABH ¥ LAE'H | . 1 ./~Por la afirmacidn by el
teorema 5-2

8. -<CBH ® /CE'H -~ o 8. *Por la afirmacién 5 y el

P L v teorema 5-2 |
" 9. m 2ABH + m ¢« CBH = mL%\BC 9. Por el postula o de adicién -
' T de éngg%os
‘ &

10, mZAE'H + m< CE'H = mZAE'C LOA> Por el postulado de adicién
' -de dngulos

ne

.11, ZﬁpC ¢AE'C - ~ 11. Por las afirmaciones 7,j8;

, 9, y 10

vy 12,7 /ABC = /DEF . 12. Por las afirmacfones Jyl1ll
13. AABC =ADEF . 13. Por la afirmacién 12, la

" hipétesis y el postulado.

" L.AL. | ' l

Esto completa la demoétracién para el caso en que H esté entre

Ay C. Recordaremos que H es el punto en el Que la recta BE' conta

N

— . /
a la recta AC. S1 H = A, entonces B, A y E' estardn alineados, y

<

E

la fi;ura serd como éstg:
B T

/ -~

L]
E
.En este .casqQ /B = AE', porque 1os éngul@s en la base de un
. tfiéngulo is6ésceles son congruentes. Por lo tanto, /B ¥ /E,
porque ¢E = /E'. El postulado L.A,L. se aplica, igual que en el

caso anterior, paraldemoétrar que AABC ¥ ADEF .
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" "S1 A estf entre H y C, ent‘o%ces la figuia serd como &sta:
1'8 | \A: . -

' A} A 7C

}
]
|
|
1.
‘ - o .
g

A Y

o

oy dem(\i:raremos_ que £/ABC =/ E restando las medidas de log dngulos,

en vez-dle sumarlas. Es deeir, }

m £ABC = m £ HBC - m / HBA
y  m/AE'C = mZHE'C - my HE'A,
de modo que’ /ABC = £ AE'C =/ DEF,

del mismo modo que en los casos anteriores. El resto de la demos-

tracién es exactamente igual que en el primer caso. \

. Los otros dos casos que nos quedan, H = C y C entrei.A y H, son '
- anfilogos a los dos anteriores. J »

\ .. Conjunto de problemas 5-8

L. "Dato: A ABF y AAHF ctue tienen
AH % AB y HF = I}F
~-Demuestra que .  HAF £, BAF- A
[ . .

a

.

He

—— 2 -
2. En la figura, .AB Ftl y AH # FB.

Demuestra que /r ¥ /s.

3. En la figura, AH

n
7

BR y BH
/ R.

-t

‘02

Demugs tra ?uu /H
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4. Considera los pares de ;rigngulos que éparecen abajo.

Si com
la informacién ofrecida se puede*demostrar que 'son congruentes,,®

indiqp qué enunciado de congruencia ap carfas.

( -9
e « . : R .
(

3

QConsidera:_ i. el ARMW y el AQMH.

©J. ellAWMKX y el AHMK.




t]

" mente que puede haber mds de una‘posibilidad.i\\_‘

a la, base en.un tridngulo isdsceles

corfa a la base, es perpendicular a

y H_dn punto sobre Kﬁ tal que

Demuestra que -AH =

K ‘ . - 19 - . 5-8

/

Uh mayorigta necesita telegrqf[ar a un, fabricante para pedir

algunas piezas que tienen forma de 1émi"§ trfangulares de

: metal Ademés del grueo, clase de metal, y ndmero de piezas

que desea, (cudl es la minima informacién que debe dar para espe-

cificar el tamaflo y forma de los tridngulos? (Debes tener en

.

{ s

Demuestra el siguiente teorema:

Si la bisectriz del 4ngulo opiesto

W’

la base.

O de otro modo: , v
Datos: El AABC en el que AC = BC

LACH = ¢BCH.
Demuestra que CH L AB.
Demuestra el teorema que dice que

la mediana desde el vértice de un '

tridngulo isdsceles es la bisectriz

del éngulo en el’vértice.

. Demugstra el teorema siguiente: La bisectriz del 4ngulo en el.

vértice -de un trifngulo isdésceles es 1a.mediatriz de la base.

0 de otro modo:

-~

. Datos; E1l AABF en el ﬁue AF =-BF ’ F

y H un punto sohre AB tal que FH
bisata /AFB. . )

gt

FH L

AH % BH
AB

¢
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9. a. Datos: En la figura, AF % BR y &R &
/‘ ) Demuestra que £/ARF = /BFR.
- (Lo que falta del segmento RB se'dejd
as{ para que la figura no revele si

RB corta a AF o no.)

b. ;Neéesitarés, como parte de la

h'ip;dt':esis, que la figura esté en

un planb? '

}0. a. Datos: En la figura, AH = FB,
AB = FH, y EQ-_biseca a ﬁi_ en K.
Demuestra que -QK ="RK. |

b. ;Serd necesariamente plana la A

figura? °

_11. Dato:’ El cuadrado ABCD en el que
/
P, Q, R, S s¢gn lﬁpuntos medios
de Xﬁ, EE, —(-”:5, ﬁ, réspectivamente..,

Demuestra que APQS =ARQS.
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u ‘ *
%2{ Seflala por qué la’siguiente argumentacién contiene un cfrculo
. vtcioso y por ello no es vdlida. . .-
. , .
i o
.3\V;‘ )
>C )
Teorema: Los éng%los en la base de un’ triéngulo isésceleb :
son congruentes o '
Dato: El AABC en el que AB = AC.
Demostrar: /B =7 C )
Bemostracién® Afirmaciones Qazgnes
L. AB ® AC ‘ 1. Dato — '
2. AC = 2B 2. Dato
3. Bc B

*®13..

4. “AABC =/ ACB

5. /B =

/C”

vicioso.

Teorema:
A :

[y

Sea G una corresponden

entre un tridngulo y é1 mismo) .

3. Congruencia idéht}ca

4. L.L.L.
Definicibn de triéngulos

congruentes

. ! ‘
Seflala por qué la iguiente argumenta ién contieng un cfrculo

clia entre dos tridngulos (o
§i dos lados y el 4ngulo

comprendido del prximer tridngulo sQn'congruént%s_a las pagtes

correspondientes del segundo tridngulog entonces la correspon-

dencia G es una congruencia.

. ~Datgs:

Demostrar:

"ABCa—» DEF, AB = DE; BC &

AABC & ADEF

b L]

EF, /ABC = /DEF.
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® .
Dggbstracién: / Afirmaciones . Razones
LT / “ . -
1: Sea AG' el rayo del, mismo 1. Postulado de 1a cons- .

A

lado de AB que, &E tal que
LBAC' = LEDF, y que corte a:

°

) BC en C'.
2. LABG' & £ABC
-3 (ABC S ADEF:" ’ T
4. (ABC' -ADEf: | '
5. “AB & DE
6.. LBAG' % LEDF i
7. AMBC' 3 A DEF
8. BC' SEF .
9. BESFF ) ‘
'10. BC' = BC
11. C' = ¢

*14.

.I’

: Iﬁ;ﬁ;gi, en la flgura,

12. AABC ¥ ADEF

.
) N [S -
J

§i, eﬁ la figura,, a & /b
y &
P —

AF L HB. ¢

m =,w, demuestra que

[ 3

i

"ER 1 K§ en A, y m/sa = m‘:bl_
JY &POdrds demostrar que FB = AB?

rSi pueﬂes, demuéstralo

truccién del éngulo

L T »

~

2, C' estf sobre el rayo
ﬁé, por el paap 1
"3. Dato X '
4. Pasos 2y 3 3\\\ .
5. Dato - AN :
6. Paso 1 ., '
7. ALAQ |
8. Partes corxespohdlentes'
9. Dato -— % '
10. " Pasos 8 y 9’ - .
11..:Paso 10 y la razén para
el paso. 2 .
12. Pasos 7f& 11 =~ "\

H

ﬁfi,Fﬁ'en F,
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16. En el AHAF qu puntos B‘va

estdn gobre ;os lados ‘AF-y AH,
) _
respectivamente, y ademds
FW LAH, HB L AF, y AW = AB.

+ Demsestra: FW = HB, J

¢

. l?.‘ Si, en fa figura, Fa J:KE,
FQ biseca /AQR, - o
| BQ biseca AQF y ///' o
' HQ biseca- AFQR demuestra que
BQ 3/HQ '
. | 'y .

!

L4

. *18. En 103triéngulos AABC y AHRN
" AB = HR, AC = HW.y la mediana
AF = la mediana‘HQ.

Apbyéndote en los teoremas que

has estudiado hasta ahora,
¢ AN
(puedes demostrar que
_ MBC % AHRW? Si puedes,

demuéstrplo.

A}

" *19. Usa el diagrama dd.problemﬁ,lB y suponte que ahora sabemos que _‘
AB = HR, BC = RW, y la mediana AF % .la mediana HQ . bPodrés

demostrar ﬁﬁe t&ABC = AHRW? 'Si puedes, hazlo

-,
*20. Datos: Puntos A, R, S y C que estén efi la recta L.

R estd entre A.y S. - . B | ’
S. estd enttre R y C. . ‘ L s L .-gmg

B yDno estén en L.
. [ . . - . y . g . .
s " AR = CS o - )

| 'A‘B -“ CD | | | \ ‘\_/
BS = DR ) S .
a. Demuegtra que LBSA ADRC ‘

b. (Tendrén que estar en un mismo plano lo® puntos A, R, S, C,

By D? o I.fui

A )
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*21.

-

24

g . LN - ‘ .-
v .
- 154 -

En esta figura, D es el punto medio de
AG/ BE y CF.
Demuestra que AEFG % ABCA.

PN

lSerd vdl¥da la demostracidn.del problema 21 aun ¢uando los
—_— — e ' ' SN
segmentos BD, AD y CD no estén en un mismo plano? )

. Datos: En la figura, AQ | RS. . e

S . . R
RQ = SQ

RC = SC

Demuestra que «RCA 2/ SCA.

*

Colocamos un tripode con‘sus~tres

patas VA, VB, VC iguales sobre un . S

plano. - ’ U . | ( ’)

a. .;Se puede decir algo acerca de ' S
‘las'didtaécias‘AB, AC, BC?

.Y acerca de los dngulos

(<VAB, /VAC, (VBA, etc.)?

b. Contesta la pregunta (a) si
se nos dice ademis que las

patas del tripode forman -

é:jﬁlos iguales; ef decir

/L MAVB ={ BVC = ,AVC.




*25..

26 .

.
?

a. Sean AR y BQ segmentos que se bi4$can eﬂ M. bemuestra
que AB = RQ y que AQ = RB.M'_ .

b. ‘8Supongamos ahora que CX también es bisecado por M.
LCuéntoélpares de. segmentos congruentes, como 1os(gé
(a), pue&és_determinar?

¢. Probablemente bensaste que CX estaba en el mismo piano
qué AR y BQ. iSer8 estq necesariko, o serén todavfa ciertos

* tus resultados de (b)' si CX se sale del plano ‘de AR y BQ?

En este dltimo caso, trata de imaginarte la figura y.
dibidjala, 9o haz un modelo.

Sea MABC un tridngulo cualquiera, y D d& punto fuera del plano de

este tridngulo. Al cenjunto que consiste en la reunién de los

/

seis segmentos Kﬁ; KE, EE, Kﬁ, EB;'Eﬁllo llamaremos el esqueletd
E [

de un tetraedro. Cada uno de los seis segmentos se llama una
arista del tetraédro, cada uno de los cuatro puntos A, B, C, D
es un vértice, cada (riéngulo formado por tres vértices es unpa

cara, cada éngulo de una cara es un dngulo en la cara. Ya .
»

. "consideramos caras y aristas de un tetraedro en el problema 11

del Con]unto de problemas 3-lc.
a., ;Ouéntas caras hay? ngénfbs éngulos en las caras?
b;: Dos aristas de un tetraedro serdn.ppuestas si no se inter-
secan. Serfin adyacentes si Be intersecan; Si cada par
.de"arlstas opuestas 'son congruentes, ;serdn congruentes

dos caras cualesquiera? Si cada par de aristas adyacentes

' son congruentes, jqué clase de tridngulos serfn las caras?

rT$¥. Construye un esqueleto equilftero de un tetraedro o bien

utilizaﬁdo palillos de dientes qué pegards o mediante

pajitas pasando un cordel por ellas para unirlas. .
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Problemas de repaso del Capftulo_%

Nl Ce . N

. Completa: ' o ) Uy

S1 los vértices. de dos tridngulos se corxesponden de manera

que cada par‘de énbulbs correspondientes son

y cada par“de. v correspondientes son congruentes,
entoncés la correspondencia es una entre los’
txiéngulos o . «

Considera el conjunto de abreviaturas A.L.A. L.L.A.; L.A.L.,.

L.L.L., A.A.A.
a. (Qué subconjuntos son abreviaturas de postulados de este

capftulo? N

b. ;Qué subconjuntqsﬂson.abreviaturas de teofyemas demostrados
"~ en este capftulo? ’ . 1
Si el ARST es isBsceles y RT = 8T, ;qué correspondencias del

.triéngulo conngo mismo son gongruencias?

Dado que AF & BF y DF = EF, “jcuédl R - - »

gerd la uUltima ra;dn en la demos~

tracién més directa de que. ,
NAFD = ABFE? © ;y la de que

AAEG = ABDC?///” |

*

_Datoq En la ﬁigura AR‘ RH y ‘ R

RV L -

Demuestra que RB = RF.

‘ . A . o »

\ : .

. En la figura del problema 5, si RB = RF y AB = HF, demuestra
P ‘

que AR




'l]..

Fsté en.la otgh oridla frente

1 Qué otro segmento de la

o SAnT - | -

Una persona quierg hallar
el ancho de un rfo y para ello

se fija en un drbol T, que

al punto P y tal que PQ | 'PT.
Marcando M, el punto tedio de__

PQ, camina sobre la perpen-

dicular a PQ en Q hasta

que llega al punto X en que

esta perpendicular se gn-

.

cuentra con la récta ™.

figura tiene el mismo largo

que TP? _.Cudl es el princi-
pal géorema'utilizado al
demogtrar que ATPM = A XQM?
Las fuerzas de Napoleén,\marchando sobre el terreno enemigo,
llegaron a un rfd cuyo ahqho ignaraban. Aunque los inge-

nieros venfan detrds, el impetuoso comandante éxigié a sus

oficiales le diJeran el ancho del rfo. Un oficfal JOVen se

~LOL0(6 en la orilla y bajé. la(visera de su gorra hasta que

la visual 11egaba a la orilla opuesta Luego giré y miré de
igual manera a lo largo de la orilla fijéndoge en qué. punto de
la orilla cortaba la nueva visual. -Entonceés anduvo hasta este
punto contando sus pasos. ;Ser§ esta distancia la misma del

ancho del rfop? ;Qué par de tridngulos eran congruentes? jPor qué?

" &

\"\./. R
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11.

12,

13.

- Halla un 4ngulo Qohgruente al's

- 158 -

En el ARST: El punto X esté
entre Sy T, y SX = SR. El
punto Q estd entre R y T,
'y'§6 biseca «S. Trazamos EK.

/R y establece la congruencia.

e

Dato: La figura en la que

AB LBH, RH LBH, xx & /1y,

. QB = WH y F'es el punto medio’

de BH, _
Demuestra ‘que ABFQ = AHFW.

Datos: En la figura, AB = AR

y /BAH = /RAH,
Demuestra que FB = FR.

En esta’ figura sabemos que

AB = HF y RB = RF,

Demuestra que AAFR = AHBR.

»
N4

Datos: En la figura, AB = FB
y MB = RB. -
Demuestra que AAQR & AFQM. -

v




L4,

Bt}

L6 .

L/.

8.

19.

En esta figura sabemos que'

: — R
ByF trisecan* a AH, _ «
.\ = ZH Yy AR = HQ .

Demuestra que BW = FW. . o

*Trisecar significa dividir

en tres partes congruentes.

. Y
En esta figura sabemos que '
HA = HB, AF biseca <HAB y
* BF bibeca £ HBA. :

Demuestra que: AF = BF.
.-—-—-\ ’

Un polfgono ABCDE tiene cinco

‘ados de igual longitud y
dinco dngulos de igual medida.
D mgestra que ¢DAB = /DBA. ,

\ . ” . \

y

3

Demuestra: Si dos medianas de
un Lrléngulo son‘n%rpendlculares

a sus lados respectivos, entonees

v

el tridngulo es equildtero..

En esta figura, AB = HB y RB = FB~
Demuestra!que /AS/Hy AM S HM.

»

v

1
Demyestra que las bisectrices de un par de éngu10§ correspon- -

dientes de dos tridngulos congruentes son congruentes |

'
o '

.
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20. En esta figura sabemos que —X A
’ ' xw = QR} ) -
ca = /b, -
' . ~
, X = £Q. - :

Demuestra que KA = KM,

. 21. En esta figura,saBemos que
L1 g2, 03 F 4,

y JT = JB

Demuestra que /5 = /6.

22. Si PA = PBy QA = QB,
entonces (APQ glfBPQ.

;Valdrd la misma demos-

tracién‘esté 0 no A en el

mismo plano que P, Q y B?

23. ,a. Demuestra: Si PA = PB,
. QA = QB, y Rmésté sobre

. ' Fa, segln aparece en la

figura, entonces RA = RB,

b. ;Tendrdn que ser coplanarios
los cinco puntos? ;Valdrd ¢
la misma demdstracibn esté
0 no A ep'el mismo p}and que

. B, R, Py QY
*24. En esta fig:za, 1gs puntog F y H

trisecan a AT, y los puntos F y B

trisecan a MR. Si AF = FB, lserd

AABT & AMHR? Demuestra tu regpuesta.
. \ _ .

F v' | oo, \ | -




25,

*26

*27.

‘estén en planos difbrentes pero

‘A y H, de modo que AH = AF.

-4161 -

.—9)

RA, RB, RC en R, y si RA = RB = RC, demuestra que SA = SB'= SC.
f(Dibuja td mismo la figura.)

.o

Hagamos que el APAB y el AQAB

con el lado comun_AB. Sea

OPAB % AQAB. Demuestra que si
X es cﬁalquier'.
el APQX es:iS6sce

nto de KE, entonces

Completaxip demost¥acidn que dio Euclides A N
del teoreﬁhnde,que 193 éngulds en la ,
base de un tridngulo isésceles son
congruenfes. i
Dato: AB = AC

Demuestra que /ACB = ,ABC.

Construccién: Toma uﬁ'pungo
F tal que B esté entre Ay F, j§

un punto H tal que C esté entre

Traza CF y BH

Datos: La figura Plana ABCD, .
AB = CD, AD = BC. o
Demuestra que AC y BD se bisecan.

-7 .

Dato: La figura ABCD en la que-
AB = AC, DB = DC, y (BAX & /XAY ¥ /CAY.

DemJestqa que AX = AY. }l-

l

81 Eg'es perpendicular a cada uno de los tres rayoq diferentes,‘




Capftulos 1 al 5

_EJERCICIOS DE REPASO

Escribe los njimeros del 1 al 80, Después de cada ndmero,
escribe un "4" q un "-" para indicar que congideras la afirmacién

correspondiente cierta o falsa. Cierta quiereﬁdecir "cierta
siempre" . ' a

A
Dos rayos cualesquiera se cortan.
AB designa una recta.

1

2

3. Sim/Q = 100, entonces £Q no tiene bompleménts.

\4 Una recta y un punto “fuera de ella determinan un plano;
5

Si un ‘punto estd en el interiof'de dos dngulos de un tridngulo,
estd en el iAter}or del tridngulo. '

6. Si una recta corta a un plano que no la contiene, entonces la
interseccién es un punto.

7. La reunié& de dos semiplanos es todo el plano.
8. .Un punto que pertenece al interior de un dngulo pertenece al 4ngulo.

9. Si AB = CD,_entonces oA=C o A=0D,.

}
10. La interseccién de cada dos pemiplanos es el 'interior de un

dngulo.

11. El interior de todo trifdngulo es convexo.
) 12. s posible que la reunién de dos conjuntos, ninguno de los
| ?Nales sea conv?xo, sea convexa, .
13. Un\rayo tiene dos extremos.
14, La experimentacién es siempre la mejor manera de llegar a una

contlusidn vdlida. ' - ‘

- 15, ~Dadqs fuatro puntos. diferenﬁes' tales que cada tres de ellos no

est ( alineadbs, hay exactamente sels rectas diferehtés determi-

nagag por dichoq puntos tomado& dosi% dos.

L

16. \\ﬁl mARST = m /XYZ,. entonces (RST = /XYZ. Y

17. En la figura, la mejor manera de 1eer el ... -
éngulo formado por DA y DQ es «D. ' ’ '
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18. En este texto la relaclén "estar entre no estd definida
" en lo que se refiere a puntos de una recta. %ﬁz,

19. Los vértices de un trifgngulo no estén alineados. )

20. La inbersecci@n de dochonjuntps es el conjunto de Eodqs los

. elementos que pertenecen a uno de ellos o a los dos:
21l. . Toda afirmacién acerca de figuras geométricas, que no sea una
definicién, puede demostrarse. i o - .
22.1 Si AXYZ = ACAB, entonces /A = /X.
23. Es posible que dos rectas se corten de manera que tres dé
| los dngulos que forman tengan medidas de 20 70, 'y 20.
24 Todo lado de un 4ngulo es un rayo
25. Todos los nombres usados en el texto en‘rekacidn con la
geometrfa estln definidos en el texto.

26. El Lnterlor de un dngulo es un conjunto convexo.

. 27. Si m,/ABC = 37 y m/DEF = 93 -entonces /ABC y LDEF son

comp lementarios.

28, Si A no estd entre B y C, entonces C esﬁé entre’ A y B.

s

29, |m| nunca es-un ndmero negatiVO /

30, Si el punto Q esté en-el exterior del ZABC, entonces Q y c
estdn del mismo lado de 3. ‘ _

31. La distancia- entre dos puntoé es el valor absoluto de la éﬁﬁh,'
de sus coordenadas.w i |

- 32. El lado mayor de un tridngulo cualquiera se llama su hipotenusa.

33« Si Xﬁ'l}ﬁs en el punto P (que es diferente de los puntos A, B,
a C, D), entonces m/APG + m2CPB + m £BPD-+ mZDPA = 360.

34. Dada una recta, habré _hlano, 'y sélo uno, que la conteng\

35. Un nimero racional es la razén de dos enteros.

36. Dados das puntos en una~rect;, se puede escéger un sistema de

¢ coordenadas tal que 4a'coofdenada de un pun}d';ea cero y la ‘

coordenada del otro puhto sea negativa.

37. Dos Eriéngulos son congruentes si dos lados‘y un fngulo de

uno son congruentes a dos lados y un 4ngulo del otro.

_ 1y,




38.
"39.
40.

S 41,

42 ..
43,

4é.
45.

b6..

47.

48,
49.
50.
51.

X § 2x.

, positivo . - '
SL CD + CE = DE, entonces D est4 entre C y E.

.estd en L, entonces F?'= PqQ. -

" De las gfirmaciones: (l) Si q és‘falso, entonces - p es.

Hay ciertos puntos en una escala numérica que no estédn en *

2 - 165——

Un conjunto de puntos alineados es una recta.

- \

/ . -
El valor absoluto de todo numero real distinto de. cero fs A

K3

Si en el AQ@C m/A=m/B.= m/C, entonces AB = BC = AC.- .
Si, en el plano Z, PT L a la recta L, PQ 1 a la recta L, y P

falso, ‘y (2) P es cierto, podeﬁos concluir que q. es cierto.

EL postulado de- la regla nos dice que cualquier unidad puede
reducirse a pulgadas - |
Si R es un punto en el interior del ,XYZ, entonces

mAXYR+-m£ZYR- mAXYZ ‘ t

correspondencia con ndmero alguno.

" Toda r¢cta es un conjunto de puntos alineados. - w

lnl ‘ﬁ - ‘ ‘ ':.V
La distancia entre dos puntos’ es un ndmero stitivo

Si sabemos que m/ AOB = 207 y m£BOC = 30, podemos afirmar

g
que m £AOC = 50, -

Un punto en lasarista de un semiplano pertenece a ese semi-
plano.

Una recta L en un plano E‘separa al plano en dos conjuntog

. convexos., i . ) /

La mediana de un zriéngulo biseca al: lado a _que corresponde, /
Si dos puntos estén éh el mismo semiplano, entonces la recta -
que determinan no corta a la arista de ese semiplano. v

$i dos éngulos suplementarios son congruentes, cada uno es un

dngulo recto, T e . q.
El interior de un dngulo incluye el éngﬁﬁb mismo _
' \




58,
59,

60..
61.
62.

63.
- 64.

65.
‘66,
67.

68.
69.
~70.
71
72.
73.
74.

76.
117.

”~

pryd

.
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Los éngulosjopues{os por el vértice tieﬁéaﬁhedidas iguales.
Los lados de un. 4ngulo son fayos cuya interseccién es el
vérticé del dngulo.. . |

Si el /C es suplementario del ZA, y si m‘éA = 67, entonces
mzC= 113.

~ Si dos rectas se cortan, habr§ exactamente 'dos puntos de cada
\

una que estardn contenidos en .la otvaﬁ' st

Si dos 4dngulos tieneﬁ/medidaS'iguales,Ilos éngulosadebefén

ser congruentes,

K

De las afirm&ciones:

9
cierto,

y (& »p
falso. :
Se ha demostrado,
texto

es 180.

(1) Bip

es clerto,’ entonces

q es

no es cierto,
, . _

podemos concluim® que q

, , \
en los primeros cinco'capfﬂulos de este'

v -

v

es

i

que la' suma de las medidas de 1os éngulos dé un triéngulo

-

Los ‘lados de un triéngulo son rectas.
El punto medio de un segmento lo separa en dos rayos.

-S1i dos rectas se cortan de marjera que lo} dngulos opuestds por

el vértice que se formen sgn suplementarios, entonces la

medida de cada dngulo es 90.

Si ‘mzB = 93, entonces el /B es ‘agudo. -

Para todo - nimero x,

x| = x.

. La

En

interseccién de AB y BA es AB.

51

= ABCA, entonces el AABC es equilitero.

AABC &
;) 2 2.
Si Ix|’= lyl,en;onces x° = y“.

"Los tridngulos AABC'y ARFH, que estén en giferenteglplanos,'

son épngruentés si AB = RF,’BC = FH y AC = RH.
AABC % AMQT si AB = QM, BC = TQ y 2Q £ /B. -
La mediana AB en el MCE biseca al £ A. '

51 x% = y2, entonces |x| = |y]. f !

-

el AABC todos los puntés de BC estdn en el intefior delA:A




\ N

Si tres puntds estén sobre tres reotas diférentes, los

puntos no ‘estdn’ alineados.: ‘“'. o L

No,hay-un OABC en el que,zA = Zg,:_& w¢;
[ [

. Dos puntos que, no estén en un plano dado es%nrén en, los_

‘semiespacios. opuegg‘s determinados por e1 ‘plano. si LY sdlp

si, el segmento que los une interseca al planod > e

. .
i
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Capitulo 6

L ) ». ..
EXAMEN MAS PRECISO DE LA DEMOSTRACION

3 : v N

6-1.. Cémo*funciona un’ sistema deductivo , :;.

‘En’ el capitu10~1 tratamos de explicar en términos generales:
;

'. cémo iba a funciopar nuestro estudio de la geometrfa Después~de

la experiencia que has logrado degde entonces te resultard méds .

N

fécil entender la explicacién.’ . _
La idea de conjunto, los métodos del dlgebra, y e1 proceso de,.
razonamiento 16gico, son cosas con las que hemos estado trabajando.

La gegmetria propiamente es sobre lo que hemos estado trabajando.

Empezamos con punto, recta-y plgno como términos no definidos, y
L)
‘hasta ahora hemos empleado ,quince postulados " A’veces los nueves-: ,

términos se definieron a bdse de los postulados (Por ejemg}o
definimos la distancial%)como el ndmer o positivo dado por el postu-
lado de la distancid.) A veces 1as definiciones se han basado
solamente en 1los términos no defini@bs. .(Por ejemplo, un conjunto

de puntos £8 de puntos alineados si todos sus puntos estdn en la

misma recta.) Pero en;;odo momento construimos nuestras defini-

ciones mediante términos que’ eran, . de alguna manerb,‘conocidos con
anterioridad. A estas alturas heﬁos amontonado définibioneé7sobre",
definiciones con tal frecuencia *que la lista es muy 1arga Y esta
- ¢ircunstancia es. una de las principales razones por 1a que, desde
el principio tenemos que mantener claros los procedimientos

De Jla misma manera, todas las afirmaciones que hacemos acerca -
de 1a*geometr{a se basan, en Gltimo término en los postulados. .

A:yeces ’hemos ‘demostrado teoremas directamente de los postulados, y-

8tras veces hemos basado nuestras demostraciomes sobre teoremas ya\
. B 3 B .
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ez -

- 4
demostrados% Pero en cada caso, la cadena de razonamientos procede

originariamente de los postulades. - e

A estas alturas quizds te parezca una buena idea releer 1a

segunda mitad ‘del capftulo 1. La verés .ahora con mucha mayor clarid
que, guﬂndo la viste por primera vez. Es mds fdcil mirar hacia.a;rés

y entender lo que has hecho, que entender por adelantado a expli=

cacién de lo que vas a hacer

F

« - —_— ‘
| . 4
6-2, Demostracgén indirecta . ¥

Y
L3

Seﬁalamos en el capftulo 1 que la mejor manera de aprender
acerca del razonamiento 16gic9 es practicéndolo, Hay un tipo de
demostracién, sin embargo, que puede requerir éstudio adicional. Eﬁ

el teorema 3-1 utilizamos lo que se conoce como demostracidn indirec

El teorema y su demostracién eran log siguientes

Teorema 3-1. Dos rectas diferentes se cortan a lo méds en un pun

Demostracién Es imposible que. dos rectas diferentes se encuent
en dos puntos *diferentes P y Q. Esto es imposible, porque segun el

postulado 1, hay solamenLe una recta que contsiene a %os dos puntos
Py'qQ:. ' - - . ' \ ]
Probablemente esta es la primera vez en que has visto empleado

este tipo de razonamiento en matem&ticas, pero seguramente debes .

,haberte.trbpezado con él muchas veces, en la conversacién corriente.

Las siguientes dos obsenvacgones son- ejemplos de demostraciones
: *

indirectas: )

(1) "Tiene que estar-lloviendo afuera. . Si no e tuviera
lloviénﬁo, .entonces estas personas que emtran por la puerta estarfan

»

secas, pero estdn empapadas".

(2) '"Hoy no debe ser el dfa délajuego.de fdtboll . Si el juegp

fuera hoy, entonces el estadio estarfa lleno de gente, pero los

-hicos que estamos aquf somos td y yo" s

N

J
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En cada uﬁo'de,estos casos, el que habla desea demostrar que
su primera premiéa es clerta. Inicia su demostracién suponiendo
'7que lo que inﬁeresa demostrar es erréneo; y entonces observa que
ff.esto conduce a una conclusidn que contradice:un dato conocido. ’En

. el pnimer caéo se supone que no est4 lloviendo esto lleva a la.

’Lonclusidn de que 1as personas gue entran estarfan secas, lo que
& 4

,M‘Lontradice‘el,datonconocido de que dichas personas ‘estdn mojadas;

' y, por lo tanto, deébhés de todo, estd lloviendo. De modo parec@do,
en elpsegundo'caso el supuesto de que el juego es hoy conduce a una
contradiccién con el dato sabido de que el estadio est§ vacfo.

£n la demostracién del teorema 3- I, el supuesto es que algin par
de rectas diferehtes se encuentran en dos puntos Por el postuitado
1, esto 11eva a la conclusién de que las rectas no son diferentes
Hespués de todo. Por lo tanto, el supues to es errdneo y esto’

Qifﬁ}fica que el teorema'es correcto.

Cénjunto_gg problemas 6-2a’

.\-' ) ) - 34 ]
1. Para fines de argumentacidn, acepta cada yno de los siguigntes.
supuestos y ofrece después un final 168gico para cada conclu

a. Supuesto Solamente los'hombres son daltonianos.

. . . ‘
Conclusién: Mi madre . .

- b. Supuesto: Todos los hOmbres son zurdos. - I

[y

Conclusidn Mi hermano

it 4

c. Supuesto: La Unica cosa que indigesta,a Juanita es el

chocolate caliente. -Juanita estd indigestau

1 Conclusién: Juanita ' )

2, &Luéles de los siguientes argum]Ltos son indirectos?

a. La Eemperaturg afuera debe wgtar por encima de 32°F. Si 1a
temperatura no estuviera Ror encima de 32°, entonces la

nieve no se eatarfa derrit endo. Péro se estd erritiendo

Por lo tantg/ la tempgratura debe estar por encima de 32°,

~

-
. .-

. -

%

. | | o ~léj(/ '
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b. Aquglla pélfcula debe ser muy divertida. S1i no fuera muy
divertida, poca gente irfa a verla. Pero hay muchedumbres
que van a verla. Por lo tanto, debe ser muy divertida '

¢. El aire acondiclonado de este edificio no debe estar funcio-
nando bien. Si estuviera funcionando bien, efltonces ‘la
temperatura no serfa tan alta: Pero la temperatura es

heéagradablemente alta. Por lo tanto,.el airée acondicionado
no estd funcionando bden. ) T | d
La gsefjora Alvarez compré un juego de cuchillos, ;enedores y
cucharas anunciado cémo hecho de acero inoxidable. Después de
usarlo durante unos cuantos meses, noté que el juego empezaba a
enmohecerse. Decidid, pueb, que el juegb no era de acero inoxi-
dable y lo devolvié para reembolso. ~'

En éste ejemplo de demostracién indirecta, sefiala (1) el
enunciado qde va a demostrarse, (2) la suposicién, (3) la
conclusién que resulta del supuesto, y (4) el dato que.contra-
dice a (3). .

. 4Qué concluaﬁdn puedes’ deducir de las siguientes hipétesis en las

que X, y,,z representan enunciados diferentes? .
Si x es cierto, entonces vy e cierto.
S1 y es clerto, entonces z es clerto.

x es clerto. e

’Subonte.que tienes la siguiente informicidn: ) A

S1 "w es cierto, efitonces v es Cgerto.
Si u e8 clerto, entonces ug\gﬁ,giérto: : e
51 x es clerto, entonces u es cierto. )

V no es clerto.

LQué conclusién puedeé deducir? . ;Empleaste en‘aigdn momento
. ' , : »

el raZOnamiento indirecto?

4Qué conclusién se deduce de la sigulente informacién? '

(1) A nadle se le permite ingresar en el elub dd‘hatacién a
) LIS

o

menos que sepa tocar el flautin. . o
4 . . w‘q.:; , !
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(2) Ninguna tortuga puede tobgicel flauiﬁn

(3) A nadie se 1e permite usar \¢alzones cortos rayados en

" la plscina del club a menos que sea miembro del club de
natacién.

(4) Yo siempre uso calzones cortos rayados en la pisciga del
club. | o )
(Sugerencia: Este problema se hace mds f4cil &l lo p;sas
a la forma si-entonces, como en yarios de, los problemas
precedentes. Por ejemplo, sea A "alguien ‘es- un miembk
‘del club de natacién", sea B "alguien puede tocar el \
flautfn", etc.) - ' )

« 7. S1 ;( es verde, entences B es rojo. . o 4
Si A es azul, entonces B es negro. A Ry
. SL B es rojo, entonces Y es blanco. o ' ' &\
- a. A es Verde, por tanto B es. y Y es “.ﬁ
b. Bes negro. ;Serd posible deducir una conclusién relativa

a A7 Si lo es, indica cufl es la conclusién que se deduce.
8. Demyestra que la bisectriz de un‘éngdlo cualquiera de un-

. v
tridngulo escaleno-no puede ser perpendicular al lado opuesto.

4

Demodtraremos ahora los otros teoremas del capftulo 3. Por

(Y . :
convenlencia, volvemosjg enunciar .los postulados en que se basan

~

edtas demostraciones,

N Ay

t - - [ -

Pdstulado i Dados dqs puntos diferenues cualesguiara,
habrd exactamente una recta que los contenga. '

.2 - T L8

. . . 1
' ! ’ .
’ ” '

Postulado S5.. (a) Todo plano dontiene por lo menos -
L 'trgs puntos que no estén alineados.

(b) " El @spacio contiene por lo menos cuatro puntos que
no estén en Un plano.

=
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: . . g\‘Postulédo 6' Si dps puntos estdn en un plano, en-

. tonces la recta que 103 contiene estd en el mismo plano

Postulado 7. Tres puntos cualesquiera estdn Por lo -

menos en un plano, y tres puntos, tualesquiera no alineados

estdn exactamente en un plano. M&s brevemente, tres

,  puntos cualesquiera son coplanarios y tres puntos cuales-

quiera no alineados determinan un plano.

°

. Teorema 3-2. Si una recta corta a un plano que no la contiene,

entonces la interseccidn es un solo punto.

Demq;tracidq. Por hipétesis, tenemos una recta L y un plano
E, /y . . = )
(1) L cortaa E por lo menos en un punto P, y

(2) E no contiene a L.

e

: e | )
- ' g e

»

Vamos a dar una demostracién-indirecta del teorema, y, por lo

> _
tanto, empezamos suponiendo que la conclusidén es falsa, Asf,
i ‘ .

nuestro supuesto es que _

(3) L cortaa E en algin otro punto Q.

Para dar una demostracién Indirecta, necesitamos mostrar que
nuestra suposicién contradice algo «conocido. Y asf es: S1 P y:
Q estén en E, por el postdlado 6 sabemos que la‘recta .que los

gontiepe estd en E. En consecuencia,
(4) L. estd en E. : B




L w2

Esto contradice a (2)., Por 1o)tanto, el supuesto (3) es
lmposible. Luego, el teorema 3-2 es cierto.

Notarés que las figurds usa;;s para ilustrar la demostracién in-
dlrecga’pareceeuextraﬁas En [a figura del teorema 3- 2, héemos
indicadg un punto Q, meramente’ para acodrdarnos de 1a notacién de

LJ demostracién. La demostracién migma muestra que un tal punto

Q no puede existir.. be‘hecho,-las figuras para la demostracién
{ndirecta siempre parecen ridféulas, por una buena razén: . son
fihuras ‘de situaiiohés imposibles. Si hubiéramos dibujado una

figura para el teorema 3-1, todavfa se hubiera visto peor, quizés

como ésta

P . \
\

Este es un dibujo de 'una situacién imposible en la qué dos
rectas diferentes se cortan en dos puntos diferentes.

Teorema 3-3. Dada una recta y un punto que no estd en la recta,,

'hay exactamente un plano que los contiene.

¢

Demostracién: Por la hipétesis, tenemos una recta L y un punto

‘P qug no estd en L. Por el postulado de la regla sabemos qué toda

recta cpntiene infiniltos puntoa, y asi L contiene dos puntos Q y R.

18,
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PoF el postulado 7 existe yn'plano E que contiene aP,Qy R.
. Como por el postulado 6, E contiene a L, hemos mostrado que existe ]

un plano E que contiene a L y a P. _ _
Hasta ahora hemos demostrado en realidad solamente la mitad del

teorema, ya que el teorema 3-3 dice que hay exactamente un tal

plano. Falta demostrar que no existe ningin otro plano que coﬁtenga

alyaP., Esto 1o'haremos por demostracién indirecta. .
™ Supongamos que hay otro plano E' que contiene a L y a P. Coﬁo

por el postulado 1, L es la dnica recta que contiene a Q y a K,

babemos'que QyR, lo mismo que P, estén en E'. Esto contradice el
- postulado 7, que dice que tres puntos no alineados estfn exactamente
- én yn plano. Como ya hemos establecido que E es un plano que contiene
a P, QyR, E' no puede existir, y E es el_ggigg_plano que contiene a
L y abPb.

Las dos partes de 1la demostraci6n del teorema 3- 3 destacan la_

distincién que hay entre existencia y unicidad. La primera parte

de la demostracidn muestra 1a existencia de un plano E que contiene

alyapP. Esto deja abierta 1a posibilidad de que haya mds de un
tal plano. La segunda parte de 1a demostracidn muestra la unicidad
del plano. Cuando demostramos existencia, mostramos que_ hay por lo 10

menos un objeto de una clerta clase. Cuando demostramos upicidad,
: «

_probamos que*hay @ lo sumo uno,/” Si demostramos ambas, existencia y

“unicidad, esto significa qUe’hay'exactamente uno.

H

Por ejemplo, para las pulgas de un perro realengo, podemos /

- generglmente démostrar existencia pero no unicidad. (Es muy afoﬁtu-
nado;el perrb que tiene una sola pulga ) Para 1a§'hijas mayor:7/de
¢ ung seflorag dadé podemos obviamente demostrar unicidad, pero n

necesariamente existencia; algunas gefioras no tienen hija.algt

Para los puntos comunes a dos segmentos diferentes, no tenerp

. . . . . 4 .
i necesariamente existencla o unicidad; la interseccifn pued conteﬁg{;ﬁ

“muchos pqntbs 0 exActamente un punito, o ninguno, '
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. o - '
ta frase "uno y 86lo uno" se usa con frecuencia'en vez de-

‘"exactamente uno",.ya que subraya ‘la doble naturaleza de la afir-

macién.

El siguﬁpnte teorema se divide en dos paraes exactamente de

la, misma manera:

8
[

‘ Teorema63-4. Dadas dos rectas que se. cortan, hay exactamente

i
un plano que 1as contiene. o , -

~

, Por variar, daremos la demostraciGn'en forma de°doble columna.
Ffjate bien en las dos paftes‘y en la forma como manejamos la

. demostracién indirecta en la segunda parte

. g
Demostracidén: Tenemos las rectas dadas Ly y L2, que se cortan

en el punto P. '

A

Afirmaciones

Razones
1. ledontiene un puhto Q 1. Por el postulado de la
diferente de P. ' 'regla, toda recta con-
) S _— tiene infinitos puntos.

2. Q no-esté en L,/ . : .2' Teorema 3-1

3. Hay exactamente un pléno E, . 3. Teorema 3-3

4
que contieng al,yanQq.

4. E contiene a L, . . < 4, Por el postulado 6, ya que
' ; S E contiene p Pyanq.
5. Suponlqmos que otro plan\“F también‘fontiene a L1 &.a L2'

< N

7.. Cada uno de los planos E. y , 7. Pasos’'3 y 4, y51y6,
F contiene a L, y & Q. '

6: F con;iene aqQ. -~ .- S 6. Q estﬁ en L.

A ) i
8. E es el dnico plano que cqn- 8. El paso 7 contradice el

tiene a Ll y a,Lé. - " teorema 3-3.
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" .. tonjunto gg.géoblemas 6-2b T
éEs un tridngulo necqsarlamenfe.uqaj%igu;a plqné? Exblfcalo. .
o ‘_“ ' ‘“ .

El teorema 3-4 dice, en efecto: ''Dos rectas que se cortan
determinan un plano'"., ;Cudntos planos diferentes estén
determinados por pares de rectas qu se cortan en esta figura?
Suponte que las tres rectas no estdn todas en el mismo plano.
Enumera los planos nombrando las dos rectas que se cortan y que
los determindn. |

;Cufintos planos diferentes est4n determinados por los pares

que se pugden formar cbnlcuatro rectas diferentes Kb, Eﬁ,‘Eé, 56,
cadé:tres'de las tuales no}situadaS'én el mismo plano? Haz\pna
lista de los planos hombrando cada .uno mediante las dos rect?s‘

que se cortan y que‘lo determinan.

[y

$i, en un plano 2, PT es perpendicular a la recta.L y fb es

'. perpendicular a la recta L,Muné conclusién puedes :deducir = -

respecto a Fa y P17 e - | ’
. b & . _

. ,
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Como se indica en la ff@bta Ay B estén en el plano P.
El punto Q estd sobre el plano P. ,Estd la recta AB ent
j mente én P? Menciona un postulado 0 teorema para _fundafientar

tu Lonclusidn ‘Hay un’ segundo plano implfcito en la siftuacién

Némbralo usando los tres puntos que lo determinan. ;Cl4l es

.+ la interseccién de .estos dos planos? (En qué punto cort{f%i—f j:>
.QB al plano P? o - T - f

"§. Si A, B, C, D, son cuatro .puntos no alineados, haz una lista

-

de todos los plénos det inados‘por subcon juntos de A, B, c,D.
) 91?. {

b

6-3. Teoremas acerca de perpendiculares.

LY

Algunos de los teoremas bésicos’sobre Tectas perpendiculares son

buenos ejemplos de exibLencia, unicidad y demostraciones indirectas.

Téorema 6-1. En un plano dado, y por un punto dado de una recta -

.~ +dada en el plano, pasa una y solamente una recta perpendicular a 1a’

<

recta dada.

DPato: E es un plano, L una recta en E,y P un punto de L.

1

Demostrar: (l)" Hay una recta M en E, tél'que M contiene
aP y ML L; e\\\

(2) Hay a lo sumo una recta eh E que contiene a
Py es perpendiculdr a .
Demvostracidn de (lf:

o LI
A . ) . '
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Sea H uno de los dos semﬂplano,ken E que ‘tienen a L jcomo ura

X un punto de\L distﬂnto de P. Por, el postulado de
congstrucci6n dekl dngulo, hay un punto Y de H. tal que £ XPY es un
recto. Sea M la recta PY. Entonces ML%. Asf hemos

demostrado ‘que hay por lo menos una recta que satisface las condi~

ciones del teorema.

14

‘ ‘Demostracign de (2): Necesitamos ahora demostrar que hay a 10
sumo una tal Wgcta.’ Supongamos que hay dos de ellas, M1 y M2 Sea

: ¢ ‘
X, un punto de L, distinto de P.

N ¢

Entonces las rectas Ml f M

2 .
estdn en el mismo semiplano H 6 que tiene L como arista. Por la

. ) R S
contienen los rayds PY, ¥y PY2 que

definicién de rectas perpendiculares, uno de los 4ngulos determia
nados por f y M' ‘es un 4ngulo recto, y por el&teorema 4-8 los,

cuatro éngulo§ son 4ngulos rectqs. Ast, mz:XPY1 = 90, De modo
parecido ' mziXPYzq- 90. Pero esto contradice el poétulado de

construcci6n del &ngulo que dice® que hay solamente un- rayo f?

con Y en H, tal que m« XPY = 90, Esta contradiccidn significa'

que nUestro supuesto de que hay dos perpendiculares ‘M1 y M2 tiene

qué€ ser falso, lo que demUestra la segunda parte del teorema.

-9

La condicién "en un plano dado" es un§ parte importante del

enunciado de este,tgoréma. ' Si esta condicidén se omitiera, la,
primera parte (la de existenciﬁ) del teorama todavfa serfa clerta,

*

pero la segunda parte (la de unicidad) no lo serfa. Esto se ve
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f4cilmente pensaddb.en la relacién entre los rayos dé una rueda y,
su eje.- As{, el omitir esta céﬁdicfén nos darfa un ejemplo de un
teo;émd de ex%stenc{a métrica sin su correspondiente®eorema de
unicidad. La situaciéz’§§pf;ari;, dh‘teoréma deiuhicidad-sinbsu
correspondignte teorema’ existencia, ya ha sido considerada en

este capftulo. (Ppdrés indicarla?

'; .~ Definicién. . La mediatriz de un segmento, en un plano, esQla>
recta en el plgqo ﬁue es perpendicular al segmento y contiene su
punto medio. . .

Todo segmento tiene exactamente un puﬁto medio, y por el punto
medio hay exactamente una recta perpendicular en un pbano dado.  As{,.
para las mediatrices en un plano dado, tenemos ambas C:E\S; exis-
tencia y unicidad. ' | . \

| El siguiente teorema ofrece una caractexizacién de los puntos

de una médiatrizf . - | ‘

Teorema 6-2. La mediatriz de un segmento, en un plano, es el

conjunto de todos los puntos del plano que equidistah de 1los J

LY

extremos del ‘segmento.

’

De otro modo: Sea L la mediatriz d;\.segmento_xﬁ, en un
plano  E, y sea C el punto medio de AB. Luego,
(1) Si P.estd en L, entonces PA = PB,y :
(2) Si P estd en E, y PA = PB, entonces P est§ en L. '
Nota que el nuevo planteamiento del teorema nos dice claramente
que 1a demostracidn constaré de dos partes. - En la primera parte
demostramos que todo'punto de la mediatriz satisface a la caracte-
rizacién,‘esto es, equidista de los ext;emos'del'segmepto. ‘Pero
. el teorema dice que la mediatriz es el conjunto de £2§g§ gsoé

puntos. Para demostrar esto, pues, debemos mostrar también que
Ly .2 - '

todo punto tal, caracterizado por equidtstar de los ektr?ﬁos_ﬁel
segmento, estd en la mediatriz. Esto dltimo es la segunda parte

del nuevo planteamiento del teorema.
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' Demosﬁraciénigé (1): Dadé un‘punto\‘P ‘de L, si P estd

" en Xﬁ, entonces P = C, y esto 'signif}é"g"que PA = PB, por la
definicién de punto medio de un segmento. Si P - no qsté_eh la

recta AB, entonces. oo \

.

e

PC = PC por sef una identidad, y' CA = CB, «PCA  (PCB por la ,

hipétesis. Asf, por el postulado L.A.L., ' *
. B R o . .
S APCA‘Q‘APCB.

. : : ) ‘
Por lo tanto, PA = PB, que era lo que se queria demostra“

Demostradcién de (2): Se da que . P- estd en el plano E y
_ ’ . : ,
PA = PB. Si P~ estf en Xﬁ, entonces P es el punto medio

— \l . —
C de AB, y, por tdnto, P estf en L. Si P' no estd en AB, sea

. L' 1e k. by.d : . : *
_ a recta PC, -

1

C

L
Entonces PC = PG, .CA = CB y PA = PB: (;Por qué?) Por el
h
teorema L.L.L., . ! 3 - '

| oo * APCA ¥ APCB, /

3
4




é

'Laew;', (PCA'= / PCB.

‘ o o
Y,'Rer definiéién,

63
L'l AB y, por cons{-

.-~ -

guiente,fLﬁ

Ll

.d.

anL‘ ¥

es 1a\meﬂiatriz de KE
P. estd en f

Por 1lo tanto,

por el teorema 6-“

lo que se querfa demodtrar.

Demostramos ahora el andlogo del teorema 6~

para el caso en que:

Cel pqpyq-dado no esté ep la recta dada

GoMo l& demostrgcién es

mULhm més complicada que la del teorema 6-1,

enunciaremos y demostra-

vrgmos Lébu artes de exibtencia y unicidad\ébmo teoremas separados

POr st méb sencillo, empezamos con la unicidad.

IQOrema 6-3. Desde un punto externo ‘dado, ha

' roctu perpendlcular a una recta dada. .-

Domhstracién Al igual que’la mayor parte de

'dc unlcidad ésta es una demobtracién indirecta

1 y L2 spn rectas dlstintas que pasan por P, sie

perpendioular alL.

e

Digamos QUe Ly LUrte"a L “en A y L

2
las rectas gon distlntas y ambas pasan por P,

riamente A.# B (teobema 3 l). ‘ S e
AQ = AP (
AQ = AP, AB = AB, m ZPAB = m ZQAB = 90,
y asf DQAB % APAB por el postulado L.A.L.

ten

Sobre el rayo opuesto a A? tomemos
zaoidn de puntos)"

¢

"Entonces.

corfe a L

¢ -

y a lo sumo una

las demostnaciones
.Supongamps que’

ndo cada una de’ ellas

\
L,

en B. me‘

Y

emos que necesa-

teorema de locali-

- Je deduce que 1 _ - , 7 .
S . _mAQBA; mZ PBA = 90,
y, por tanto, ﬁaﬁLL, Estévcontradiée el teofema&631, el cual nos

. . R
~ ’

LN
] -

*
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dice que hay solamente una perpendicular a L en e1 punto B

qpe esté en el plano que coFEiene a Lya L J)Luego, nuestro
-, 1
'usupuesto de que pudiera haber dog perpendiculares a L pasando por

i ! P es falso. . r e
¢ / Corolario 6-3-1: A lo sumo un &4ngulo de un tfiéngufb puede ser
recto. s - o L

s

. Porque si en.el AABC ZA y’AB fueran ambos rectos - tendrfamos
"dos perpendiculares desde C a AB.

‘DefinicLones Un triéngulo recténgulo es un triéngulo uno de

cuyos éngulos es recto. El 1pdo opuesto al éngulo recto es. la-hipo-

. tenusa yblos 1ados adyacentes al dngulo recto_sop los catetos. -
tenusa =22t

Teorema 6-4. Deéesde un punto externo dad¢, hay por 1o merios una

»

. recta perpendicular a una recta _dada. i

0 de otro modo Sea L una recta y“P un punto fuera de L.

Entonces hay una recta perpend&cular a Ly que contiene a P.

r [
‘v
v
. ®
- ﬁ=l_“ v:L ¢
: R R
e 4> - )
~
‘v
\\
lI . y '/ ’

- ’

Primero explica%emos cémo se puede construir la perpendicular

haciendo el dibujo en urd hoja de papel usando regla y transportador

Del” método de construccién se verd claramente cémo se puede demostrar

el teorema mediante los pestulados T ‘ f

- Paso 1. «Sean Q. £y R dos puntqs cualesquiera de la recta L
Mid&hos el dngulo /PQR. Lo :
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Paso 2. Usando el transportador&‘construyamos un angulo <RQS,
con.la misma .medida,del A?QR, pero tomando S del lado de rla rect%‘,‘
L opuesto a P.

lgggé 3. Midamos la distancia QP. Tomemos un punto- T en 6§ )
tal -que QI = QP\» " ’ | g | . .

E!&Q 4. Ahora dibujemos la recta TP, Esta es la perpendicular
que buscamos. Para saben'ﬁa razén de ello, estudia la démostracfbn

que sigue. Primero, sin embargo, deberds ensayar esta construccibn

.

co? tu regla y transportador y tratar de ver tu miJmo por qué obte-

4

nemos as{ la perpendicular deseada“ .
Disgongdmos ahora la demostracién en la forma de doble columna.

Cada una de las primeéras afirmaciones de la_izqgierda-corresponde a ,
14 . .

..

“"uno de los pasos seguidosg _al trabajar con Questrbs instrumentos de

dibujo. . L ' . 7
Afirmaciopes | ’ ' &« Razones o
,/ '
l. 'L contlené dos pyntos™ Q y R. ; 1. Postulado de la regla
2. Hay un 4ngulo’/RQS, congruente 2. Postulzdo de la construccién
al /+RQP, con S y P a lados del éngulo' -: \ ‘
diferentes de L. ’
3’ Hay un punto T, del rayo Q§ 3. Teorema de localizacién
tal que QT = QP. ‘ - de puntos ' '
4, T y P estén a lados opuestos ¥ 4. P y § /esténa lados
de L. - : |- opuestbés’de L, y S vy T
/ ) - ) L estén al mismo lado de .
TP corta a L en un punto U. S.i Definicidn de lados opupstos
6., APQU = ATQU , ¢ & 6.' Afirmaciones 2y 3y el
S postulado L,A.L.
7. (QUP = ,QUT . " ' 7. Definicidn de congruencia
| o entre triéﬁgulos -
{ W
8. /QUP es un 4ngulo recto. 8. Definicién de 4ngulo fecto
)
9. PT LL . Defini i6n de endicu-'
| ) | \ jion de peypendict;
v laridad ) .
.
. ) ¢ " o
w o ' '
. (.) []
R 19, .
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2. Si AE | FH en B,‘gomo se

J. Datos: PA = PB, M es el punto
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Estg demostracién se parece alge a la demoétracién'del teorema
L.L.L, (tedrema 5-6). Como el teorema ante;ior, tiene varios casos,
uno sélo de los cuales (équel e; el que ‘U y. R éstén al ﬁism lado
de Q) estd totalmente tratada por la demostracién que acabamos de
presentar Las modificaciones necesarias para 1os otros dos casos

(U=Q y Q estd entre R Y, U) quedan como un eJercicio para el
alumno, " el

Conjunto de problemas 6-3

- -

1. Si BC = DC y ECL BD,
demuestra sin utilizar *
tri?ngulos congruentes que

EB = ED.

A

ilustra en la figura, y 105
#egmentOS'tiegfn las longitudes

~
v

1

indicadas, halla ;, y, 2.

® L]

medio de AB, y . Q estd en la

recta‘ﬁﬁ, como se ilustra en la

figura. - ’ P
_ “Demuestra que QA = QB. o

(Haz la demostracién en forma de

parrafo.) v
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6-3
* 4. 'Datos; La-reéta ‘m es la mediatriz del segmento iﬁf. P:-estd

.~ del mismo ladd deim que Q. R- $s la interseccién de m -y FT.

Q

—r

Demuestra que PIT = PR + RQ.-

-

‘5. éopia-la figura. Siguiendo los pados sefialados en el texto,
coastruye&perpendiculdres desde Ay B y X a la recta L. |
“ . S ey } / l

(& — — — \
L]

6. Copia la figura. Usando regla y transportador construye

perﬁendiculares desde A y F a HB.

K
e 4 B

7. (Muestra el teorema 6-4 la existencia de una sola perpendicular

a una recta desde un punto fugra dg“élla? Si nos limitamos al - |

plano, ;muestra A1 teorema 6-1 la existencia de ung sola SRR

- perpendicular a una ﬁgcta.por un punto ge ella? e
k8, /Ségdan el triéngulo ngsceleé ABC con AC = BC y las bisegtffqés "\
S0 AD- 'y B de,A y «¢B. AD y BE se cortan en el punto fF..

Demuestra que(,éﬁi es perpendicular a AB. (No necesibap‘ﬁfilizar'
. 'tridngulos congruentes en la demostracién.) o

) / . .




N e | - o
b-4 L - 188 -

- %9, Una diagOnal de un" cuadrilétero biseca a dos éngulog'del

cuadrilétero Demuestra que biseca a la otra diagonal,

*10. -En_esta;figura se da:

. RC = SC,

’ _ Q es el punto medio de RS
) . ZRCA = ZSCA
Demuestra que Kai.ﬁg.

8o

.-

L}

L

' 6-4. Empleo de conjuntos auxilfares en las-demostragiones

,
/Probablementi habrds notado que al demostrar algunos teo;emas

recientes, tales ‘como los teoremas 6-2 y 6-4, empleamos clertos

puntos, rayos y segmentos en la figufh “ademds de los especificados

’ en el teorema. Posiblemente te préqcupen dos preguntas o
1. ;Cémo podemos justdificar el empleo de tales gonjuntos adi-
a’ .cilonales en las demostraciones a base de nuestros postuladosfa\‘/

: |
w 2. ;Cblmo sabemos cudles de estos conJuntos 81 es que son:nece-

sarios, deberdn emplearse en la demostracién ‘de un teorema?
4 Es ft&ci{l contestar a la primera pregunta Al tratar-con teoremas.
. . Pos preocupan corrientemente varias relaciones efftre ciertos puntos,

‘ 7{W rectas, planos y subconJuntos de ésgps, y como medida préctica, en
4) las demostraciones de teqremas tdmamos ciertos planos o rectas y

uiertws puntos en ellos., Frapuentemente no noes preocupamos de_

justificar este proceder. Por ejemplo, si se nos da una recta,

podemos inmediat%?énte 1lamar1a PQ - Cuando se’'nos pida una razén,

" sin- embargo, -podemos’ referirnos al postulado de la regla, que dice que

una recta QOnLiene inflqitoa puntos, y, por.lo tanto, los dos. puntos

.'"'
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PyQ éx1sten En forma semejante, dadqs dos puntos A y B, «podemos ~
hablar acerca de  §§ con completa confiaqza ya que rapresenta una
recta cuya existencia y ‘unicidad garantiza el postulado’l. (V. seccién
6 2.) L .

La preocﬁpacién y'éuidado de justificar existencia y unicidad
adqqiere,par;icular significaci&n cuando empleamos en la demostra-
ciéﬁ ciertos puntos,—rectas, segment;s, y demds, que no aphrecen'en

el teorema que se trata‘de demoscrar Ciertamente no podemos usar

L]

' estos Lonjuntos en nuestras demostraciones si no existen en las

condiciones de ,nuestra geometrfa, excepto, desde luego, en.tna . !
a

' demo;%racién indiredta, en la que el propbsito es demostrar que no

pueden existlf

En la tabla‘que sigue ;&unciaremos los postulados y teoremas

ya estudiados .que pueden usarse, en forma apropiada, para intro-

" ducir -conjuntes auxiliares en las demostraciones.

Conjunto Geométrico o "Existencia Unicidad

l.. Punto - . Postulados 3 y 5 Teoremas 2-4, 3-1, 3-2
a, Punto medio Teorema 2-5 Teorema 2-5

2. Recta " . ~|. Postulados 1 y 8 Postulados 1 y 8
a.” Perpendicular Teorema 6-1 » : Tedrema 6-1

en un punto de
una recta, en un

‘

plano v
b. Mediatriz, en Teoremas 2-5 vy, Teoremas 2-5 y 6-1
. un plano 6-1  / | . AR ’
c. Perpendicdular’ . TeBrema 6-4 _ Teorema 6-3

desde un punto _ .
N fuera de 1la., o o > .

recta . \\ o -
. 3. Plano _ Postulado 7 ‘\\\/{ Postlilado 7 .

Teoremas 3-b,y Teoremas 3-3 y 3-4
, - 3-4 - ‘
4. Rayo segin se usa en Postulado 12 " 1 Postulado 12
la medida de 4nguloe | ., . . ' <
a. Bisectriz de un Teorema 5-3 . . |' Teorema 5-3
' R%U1O oo ' '
5. Segmen'to : Postulado } y defi- Postulado 1 y definicié
. / \ nicédn dﬁ);egmento de segmento




s
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Puedes ver-en esta tabla que ya sabes bastante acerca de la natura-

leza de nuestros tres térmings bdsicos no definidos.
: . A

T La resﬁuesta @ la segunda'pregunta presenta un probleﬁé rﬁ;
L b
o

« diferente de la respuesta d4 la primera. Llegar a saber ‘cuédn _
emplear conJuntos auxillares en una demostraciéh‘gs sobre todo parte
del proceso de aprendizaje para razonar l6gicamente. »Reduiere=mucha
-préctica. Tratemos un eJemplo para ver cémo funciona esto.
Ejemplo 1.
Dago:. La figura piana cdhv AD = AE' y CD = CE.

N

Demuestra que /D & /E. 'X

. : c , _
Puesto que ' todos nuestros postulados y teoremas relativos a la’

congruencia han versado sobre tridngulos, parece razonable que

nuestra figura deba contener algunos trifngulos. Podemos conseguir |

~

esto ficilmente trazando AC o DE. _ . |
© i Supongamog.que empleamos DE de modo que nuestra figurd tenga
el "aspecto siguiente: ‘ A ‘

[ 2 ‘ . e .

. Esto nos permite comple;;> la demostracién, ya que m/ADE = m £ AED
y m/ZCDE = m 2zCED  nos da mZ ADC ='m £ AEC por el postulado de

R

~adicién de 4ngulos. ' N ‘ ' ' ' .

(4

19, - g




e _4191‘_ . el
. A ) o Z '
Sishubiéramos trazado el segmento AC en vez de DE nuesﬂra B

demostracién, esta vez en forma de doble columna, serIa algo como lo

que va a continuacién: L .

. .~ Demostracién: .
A Afirmaciones _ | ) Razones
1.7 Dibujemos AC. © 1. Postulado 1 y definicién de ]
L o - " segmento )
T2, AC = aAC. | . 2. Idemtidad
3. 'AD'= AE 'y CD .= CE 73, \_.Da'to |
V4 . - ) S . . e
» 4. DADC ¥ AAEC. L. Teorema L.L.L.
‘ _AD_%/ZE ' . -SQA‘Definic16n dé triéngulos
“ _'7'_f__. T Rt ‘congruentes 2

-

oL : —
4 Cdda una de las soluciones al egemplo 1 es»correcta Determinar
'.,cuél ‘se escoge queda a tu gusto _Pero debemos seﬁalar‘que en muchos
problemas en 1os quée hay opcién,,la decisldn ‘tomada determinaré el
grado de diflcultad de 1a demostracidn "Conviene pensar en cdmo

serd cada solucidn antes de redactar formalmente una de ellas. ﬁﬁ'}

Un . aspecto impprta te del aprendizaJe sobre 10 que se puede

: eleear en_una demostracién se ilustra si eliminamos de. la hipdgesis W

.

4

. del ejempl 1l la condicidn de que 1% figura sea una\figura plana& g{‘.
Si D no esté ennel plano de A, E y C -por 1o mehos una de 1&5 ;

soluciones no es vélida LHabré una que sea vélida7 Si 1a hay,

/
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Una dltima'advert%ncia apfes. que empieces a empléar. conjuntos
cauxiliares en tus demostraciones. Al contestar la pregunta 1

‘tuvimgs cuidado de decif que cada uno de*los"paSOSndebe just?%i-

carse; es decir, que - todo punto, recta, plano, ¥ demds, debers

existenJI; fundada en nuestros postulados. Los alumnos, cometen

: . Qf de no fijarse en esto. Por eJemplo puedes pensar
que. es posibi

dé ostrar la afirmacién "Todos 1os éngulos son L

-congfdeﬁtes' mediante el(ﬁiguienue argumento
' Ejemplo 2. -

-Dado cualquier AABC demqestra que
MBEC
. Demostracidn:’ Tracemos AD ‘en el AABC | !
bisecando el-/A y perpendicular a BC. . /
Entonce&wABAD LCAD por la definiﬂién ('B

' +

de blsectg}z“de un angulo AD = AD por ser

"una 1deht1dad Ly LBDA ZCDA por la definicién de perpendicular Y el

AﬁAD ACAD por A.L.A., yasf /B & £C.
' lw ' No cuésta mucho darse cyenta del serio error de esto que 1lamamos
demostracién El segmento AD, como bisectriz de. un éngulo Y
e petpendiculaf a la base, no exiSte de acuerdo con nuestros postulados
- Mds’ adn, la figura muestra qUe el AABC aparenta ser isésceles y esto
“hace que AD aparezca como se present$ en lackmmstnwién Si la figpra

fuese asf, . o - ’ _ : ‘

Y

o dato de‘gué todos los éngulos rectos son congruentes Por lq\tanto,

[
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(3
)

_ ciertaFente que no pensarfas en utilizar AD cowo lo hicimos

Esto nos*fleva una vez mds a decir que la figura es meramente una {

4

conveniencia para ayudarte a peﬁSar durante tu razonamiento en

conceptos ldgicos y palabras escogidas con gran cuidado

- o Conjunto-ggARroblemas 6-"%

o

1. ' Datos: A, B, C y D estdn en
un plano, AD = CD, n LA = m/ C.
-
- Demiestra que AB = CB. . v

"gSeré vdlida 1la demostracién

si A, B,.C y D no estdn en un
p mi smo plano? ° . ) ' \\;? ' L . :yﬂ

2 Datos: XY = AB, AY = XB.

. B ’
Demuestra que AXOY & AAOB. X 0\\///(47 &

'_' 3. Datps: E, A, S. e 'Y estdn en
un plano, ZE = £A4, ?E & SA

' . Y s
Demuestra que 4Y /8. L \ Z///—-_'_—_\\\\
L T .
- - N Ll E '. - A

I

4, Pﬁepara una segunda soi&cidn al problema 3 empleando segmentos

auxiliares diferentes de Iqs que usaste en la solucidn original

d .del problema- L ‘
5. $1 AC=AB y CD = BD en la o A
figura plana, demuestra que -
ZACD & £ABD. - Prebara'una - o o '
N\ demostrac}dn correcta para el
| caso en que la figd}a no sea c 8

plana.
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- 6-5. Interposicién_x separacién s a S _

Los. alumnos con facultades crftigas habrén descubierto dos ’
{

partes del capftulo 5 en las que las demostraciones dgdas no estén

del -todo completaéu. Estos defectos aparecen‘en lo§ teofemas 5-3 y

5-6, y son muy parecidos-en ambos pues consisten en no demostrar = -

€t

‘por qué un cierto punto . cae en el interior de un cierto 4ngulo. En

el ‘teoremg 5-3 tenemos que saber si D- ‘estd en el interior del

L)

£BAC antes'de-poder concluir. que AD biseca a este 4ngulo.» Y en

~los pasos 9 y 10 del teorema 5-6 tenemos que saber qdé H dstd

en el interior del £ABC y del ZAE'C antes de poder aplicar el
postuladd de adicién de éngulos . .' ’

En éstas partes no. basta con observar que en la figura los .
puntos caen en, los sitioa apropiados., ‘Recuerda primero que yn

dibujo es solamente una aproxlmacidn a. la verdadera situacién
geométrica, y segundo también es s§lo una figura entre infinitas
posibles y el teorema debe ser demostrado, paria todos los casos.

1g/p’égunta§és quizfs por qué se presenta una demostracién a

\

inbomé{sta en u% texto. La razén es que las demostraciones de las

‘propiedades de separacién tales como éstd son con frecuencia largas

‘ complicadas y carentes de interés y que afiaden poco o nada a la’

idea. esenclav de 1la demostracién Si entiendes las demostraciones

de estos teokemas segin fuﬁron presentadas, pero no notaste lo

4

incompleto de estos pasos en particular, no debes preocuparte por

" tu competencia en geometrfa. Durante muchos siglos los estudiesos

.discutieron si pasos .como éstos necesitébén alguna justificaciGn}'

Sin embargo, los matemiticos estdn dé’@cuefdo hoy dfa en que .
adn tales pasos '"obvios" requiqfeh una demostracién 16gica y yér
eso presentamos aqul dos teoremas y algunos problemas para llenar

las lagunas en, estas demostraciones y en otras postaeiexa\




L' que Lontenga a C. ya

\ . ¢ \ - ’ v-/

. - . ! . - _ 1~ E - . . 4 4_'

- .) ) 9) : 4 } N ¢ 5
Teqrema 6 5. Si M est4 sobre la recta L; entre A y C,

. _entonces M y A estdn, al mismo lado. de otra recta cualqpiera

’ ‘

U‘,r,

- : Y -

1

Demostracién: La demostyacidn serd indirecta. Si M y A

‘estdn a lados opuestos de L' (en el plano que contiene a L y L")

——

-entonces algdn punto- D " de L' eﬁté en el segmento AM.. Por lo

tanto, D estd entre A y M, por la definicién de un: ‘segmento.
Pero D' esti en ambas L y L'. Por.lo tanto, D = C. Luego,

C est4 entre A,y M. Esto es imposible, porque M estd entre

A y C. (V. el teorema 2-3.) ' . 4 B i

>
.

Podemos ahora demostrar un teorema que completa 1a demostracidn
“de los teoremas 5-3 y 5-6. . )
Feorema 6 6. Si ¥ esté entre A 'y C, y B es cualquier

punto fuera de 1a recta AC} entonqes M estd en el interior del ,ABC.

; : ' 5 | l . | . A °
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Demostracién; - Por el teorema'anferidr, aabgﬁbs que M. y A

- estén al mismo .lado de BC. Aplicandd de nuevo el teorema'anteriorl
(inggrqambianao'A y..C) sabemos qie M y *C estdn al mismo lado

H

‘de’jxﬁﬁ Por .la definicién del interior de un 4 ulo, estas dos

~afirmaciones nos dicen que M estd en el intefiog del ZABC, que

es lo que se gueria demostrar.

, . Conjunto de problemas 6-3
Nota:, Eﬁ\ﬁstos ejercicibs no. se deberd tomar informacidn alguna-
de las figuras. . o .
TEEE A , Cw .

xS e . ~

Se da el AABC con F ehtre‘ Ay C; X entre ‘A 'y B, y
. Q en el interior del AABC. Completa las siguiented afirma-

.ciones, y da razones para .justificar tus respuestas. ’

' a. F estd en el interior del, £

A i ' '

‘% b. X esti en el interior del ¢ .

_;}_ : c. Q esti en el interior del 2« ‘ R pl.L

PR . W N s . . L .

: yele - . ' R
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2. .El ‘siggﬁnte argumento defectuoso, "demoétrando"_ que un 4ngulo’
obtuso e congruente. a un dngulo resto, subraya la importancia

de saber a .qué lado de una recta cae un punto.

c_c

’

Supongamos que ABCP es un recténgulo, como en- la figura,

y que el lado BC se gira hacia afuera de mqdo que BC" = BC

y el ZABC' es obtuso. Hagamos que la mediatriz de AB corte ~
a la mediat‘r_iz-'de DC' en X. si X est:i debajo. de AB como
.aparece en la figura, tememos que AAXD & ABXC' por el teorema
L.L.L., y, por tanto, m/DAX = m/C'BX. También, AEAX ‘& AEBX,:
» por L.L.L., y asf m ZEAX = m ZEBX. Restando, se deduce que'
+  m/DAE = m< C'BE. § ' )
Si X cae-pér encima-~(d_e Xﬁ, como en la figura que sigue, o

; o c
£ . c! = S

LN

"

encontramos, exactamente igud’l que antes, que f £ZDAX = m4C'BX,

? mzEAX = m/ZEBX, y la igualdad deseada, mZDAE = msC'BE, se -

-

. ¥
obtiene mediante una suma. ‘
(Cudl es el ergér_del argumento?

NP




a. 3Cémo ‘sabemos.que "A y D estén

.Supongambs que _ABC es yn triéngulo"

entonces L corta a AB. Si L no

los dos semiplanos en que L separa al ‘ ’

pland del AABC, siendo HL el que c¢on-

, ‘ B I 1984f . w',

. . [ .
y D un punto entre B y C.
Demuestra que’'si L es uria recta en

Ql plano del AABC que cortaqy BC en.D,

entonces L corba o bien a AC o a ABL

(Sugerencia: Si 'L contiene a By~

contiene a B, entonces sean ng HZ . K . A\
e ’ ‘ _ 8

tiene_é' B. Como A. puede estar en L, 0 en H; o en Hz; hay
tres casos para consideracién.) . _
Un.teorema cuya verdad parece obvia es a menudo de diffcil

demqstracién. Un(teorema de esa clase es el siguiente, que-

‘se supone cierto en la demostracifn del teorema 7-1 del préximo

capitulo " ‘ .

K SupquamOs que ABC es un t%iéngulb D - ‘'un punto entre -

A y.G, vy E un punto en BC m4s allf de C. Entonces todq

| punto F de BD mis allf de ?) esté«én el interior de1 ZACE.

l toe .
Lo que debemos demostrar s que F estd al mismo lado

de “6 que A, y que F estf al mismo ' lado de fxé que .E.

A

al mismo lado de BC?  jqué
teorema implica que *D y F estén,’

a ese mismo 1ado? _—

b. Demuestra que si ﬂ& H soqmlos'
. BT . .

dos Semiplanoq'en que XB separa
al ‘plano de la figura y B esté

en Hy, entonces ambos E 'y F

perteneten a.vH « Esto demuestra

2
-~ que 'E’y- F est&n-al mismo lado de AC. ¢ A

! - 23()}7 ' o, . o ' ’
. ' .. ot ':" R .‘ R !

w




“*5.

A

]
N P * A —_— . .. -
b ﬂ‘\fw . LQué teorema'imglica que.todo punto de EC que no sea C <:

*6 'l

!

L——ﬁ .‘ - ' - 199 - ) )
. . ) ‘ : ) . )
Otrd teorema cuya verdad se aceﬂyh frecuentemente sin,demos-

tracidn es el siguiente: Si D! es un punto inéﬁrior_del

< ABC, entonces BD corta a AC .
Sugerimos m4s adelante una demostracién'en la que usamos
el "artificio" de considerar el ABAC, en el que E es un punto
.de &E mis alld de B. 'Esto nos permite aplicar gos reéultados ~
» -del problema 2. -'LaS'partes a y b que siguen se utilizan

’
' para demostrar que qﬁ}.no corta a EC.

a. Supoqga@os que Hl’ Hy son los dos
semiplanos en qie BC divide 4l
plano del AEAC y que ‘A estf en
H}L. (Por qué estarf . D ,en Hy?

-

{Qué teorema implica que todo

Z"pUnto-de EBIQue no sea B est§ E . H,-d\\\$*
A-r . \
9 o *
en LPer qué estd ,E en . |
.HZ? ISR . T : | c o«

{

estf en HZ? cPor qué EC no corta a BD?
“b. i Por qué EC no corpa el rayo opuesto a ﬁﬁ?
c. Por qué corta BD .a AC? _
d. jPor qpé’el rayo opuesto a BD n6 corta a.KE%/
El teorema siguiente puede utilizarse en vez de las partes
a y b, del problema 5 para demostrar que Ay C ¢gen a
distintos lados de BD: ‘ S :
Teorema,. Si el punto D estd.en el interior del LABC
ehtdhces A no esté en- el inferior del /DBC ni estd C
en el interior del LABD «

Demuestra este teorema. T 7

~ ¢ »

N

/

o
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*7. Hay programas de geometr{a que-utilizan otros éﬂwemas de postu-
lados distintos de 1os'qqe-hémob adoptado. Un postulado'tomado

. .de une, de esos sistemas es el ‘siguiente: ] |
Si ) A, B G, D, E: son;gnﬂ%os tales que’ B y 'C no estdn
L) . [N
alinegdos y B estd entre A y E mientras D estf entre

'"B y’ entonces hay un. puAto X tal que X testd entrg

A y C mientras D est§ entre E y X. : ¢!
. gy
Este enunciado se pue?e demostrar usando nuestro sistema de
ostulados. L | . *

a.y (Por qué estfn A, B, C, D, E

"en un plano? .
b. Demuestra, usando el postulado
' de sépQracidn del plano, que

ED corta a AC en un puntoz X
n &

entre A y . C. . A B .
Podemos demostrar que D es%ﬁ . ) |
entre E y X probando que E 'y X estfn a lados

opuestos” de alguna recta. jDe qué recta? -

8: Seap'_? "y Q puntos a lados<qpuéstqs . P
. del'pléno- E y M. el 6hnto de interseccién o ﬁX‘
de '56 con E. Indicg puéles de las Lk 'R /Z
:lsigpienteé éfirmaczsnés son clertas y cufles ' lo ]
falsas. .
-

a. Si L.~ esjuna recta en E perpendicular a EEL'edtonces
P Yy Q e tarén‘a distinto lado de L _en el plano |
-determinado™por P y L.*
. b, Si°L €8 una recta en E due pasa por M, entonces
P y Q estardn a distinto lado de L e&’el plano ‘determi-
. nado por P y L. ' . ' *

, ¢ 81 L es una recta en E, entonces Py Q estarén a djstinto

lado de L en el plano determinado por- P y L.

d, P.y Q estarfn a disEinto 1ado de todo pland que ase por
M y no contenga a PQ ' N

' . 22()L/
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7-1. Formulacién de conjeturas plauslbleq)

+
!

Hasta ahora; en nuestro estudib de 1a geometrfa del tridngulo,
hEmos venido tratando- solamente con condiciones en las cuales
- podemos decir que dqs segmentos sog de: igual 1ongitud o que dog
"4ngulos tienen igual medida. Procederemos ahora a- estud%gg con i-
ciones en 1as cuales podemos decir que un segmento es mis largo

.

que otro (es elir o que. tiene mayor longitud), o que un éngulo-es

'mayor que otro (esto es, que tiene mayor medida).

A peéar de‘eso, n empezaremos deﬁostrando teoremas. Nuestro
x primer paso Qﬁgf “en ¢ bio hicer algunas conjeturas plausibles

| gcerca del ti de afirmaciones qUe deben ser verdaderas '(No
deberemos llamar teoremas a estos enunciados ‘hasta que se demuestren)

Un ejemplo Dado un triéngulo con dos lados de longitudes

'désiguales, Lqué Qdemos decir acerca de 108 dngulos opuestos a esos
» : .
lados? - /‘ : :

v Notards que este prbblemq‘barece consecuencia natural del

Vi

teorema 5-2 qggﬂéice que ‘sl dos lados de un triéngulo tienpn la misma ‘- 
. 1ongitud, enitonces- los éngulos dpuestos a ellos tienen la ‘misma
medida. .
' Puedes examinar esta’ situacign dibujando un tridngulo que tenga

dos lados de 1ongitudes patentemente desiguales, como éste:

-~ A3 5 ™ L . \
- \ . ._ '
. . .
) ¢ N .
. M |
o .
-

3
N
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Aqufl BC es mayor que AB/ y mZA es mayor que m ZC. ' Despuéé;
\ Yde dibujar unos piﬁos tridngulos més, te convencer4s: seguramente _
- de que la siguiente afirmacién debe ser verdadera: R

81 dos lados de un tfiéngulo tienqﬁ longitudes désiguales;

entonces los dngulos opuestos a ellos tienen medjdas desiguales,

1 el 4ngulo mayor es el opuesto al lado mayor

o
Y

Ensayaremos ahora el mismo procedimiento con los problemas

siguientes:

Conjunto de problemas 7-1

He aquf algunos ejercitfaq\gfra que los ensayes.

1. Cbnsigera tridngulos con dos énéulos de medida desiguai: fscribe
un .enunciado ﬁue»te.parezca clerto relativo av;os lados opuestos
.a esos 4ngulos.
2. Considera varios tridngulos ABC 5C6mo se compara la suma ;
AB + BC con AC? ;Y BC + AC con AB? (Y AB + AC con BC? Estas
respuestas sugieren una conclusién general Si crees que ésta

conclusién es cierta para todos los triéngulos, red§cta1a como

]

una proposicién ,
o 3, Considera un cuadrilftero RSTQ. '}qué relacidén hay entre la suma
| RS + ST + TQ y RQ? Escribe una proposicién sugerida por la
et v , =

-
>

respuesta. ' “4
&. 'Dibuja\yarios tridngulos en los que.la medida de un dngulo sea
cada’vez;mayor, pero en los que.los lados qdyacenteshmantienen
/j su longifud original. ;Qué puede? ﬁeci? ?9_1%~1qngifhd del
tercer lado? ‘ - ' ’
4. Dibuja el ADEF y el AXYZ de manera que DE = XY, FE = ZY y .
" mZDEF> m/XYZ. Compara DE y XZ. : | ‘ ,
. 6. Examinando los tridngulos APDQ y AJUN en 19//// m<PDQ = m £ZJUN
°PD>»JU, y QD = NU, una persona 1r:;ﬁl€xiva pge—fa llegdr a la
= ~ conclusién de que -PQ >JN. Dibuja una figura que ilustre cémo

a

‘esa concluaién no eaté justificada




7. A es un punto en, el plano E,
—

‘AB es un rgyo que no esté en
/

E, y AC .es un rayo en E.  Consi-

derdndo posiciones diferentes de
- ;

AC, describe tan precisamente -

[—y
cdmo_puedas la posicién de AC

'que haga el £4BAC tan pequeﬂo como sea-posible; tan grande como
- sea posible No se espera que ofrezcas' una demostracién, pero
se te pﬂﬂe que des la respuesta a-base de tu conocimiento del -
espacio. . ’ : . . V |
8. Mediante dibdﬁos decide.si serd o no posible trisecar un éngulo'

*

utilizando g&:giguiente procedimiento: A

o /' Sea el OABC un tridngulo is6sceles

- 'con lados congruentes AB y AC.
Tﬁigﬁta el lado BC en los puntos
D, E de manera que BD = DE = EC.

s ,;Seré LBAD ¥ /DAE ¥ /EAC? .
Y °

T

7-2. .El &lgebra de las desigualdades , IR

'Antes de considerar desigual&ades‘ikomégricas, repasaremos.
algunos dBrS »acerca de las desigualdades entre numeros reales.
Notarﬁs primero que a-<b Yy b>a son meramente dos marneras difeé
rentes dg escribir. lo mismo; usaremos la que nos parezca mds conVe-‘

niente, por ejemplo, '3<5 6 5>-3

Definiciones. Un némero real es gositivo si es mayor que cero;

es negativo si es, menor que cergq.
5 v
Volvemos a enunciar ahora los postulados de ordenacifn; dando

*

"ejemplos de su uso.

0-1. (Unicidad de la ordengcién ) Para todo x y todo 'y, una

y s6lo una de las siguientes relaciones serd correcta: X<y, X =.y, X >y

’

"

[




7-2 N Lok -

. 0-2. (Transitividad de 1a ordenaci?Sn ) S1 xsy y también
Y<z, entonces X <z, S : | ’

]emglo 1. 3< 2 y-5<9, por'"a\‘;lp Eanto, 3<9,. /
jemp_lo 2. . 81 sabemos que a <3 @ b>3, pbd‘eﬁlos concluir

que. a <b. Demostracién: Si a<3 y 3 < b,
. enﬁgnces a<b. ' '

*

- Ejemplo 3. Todo ndmero ;;ositivo es mayor que cualquier

nimero negativo.

‘Datos: p es positiva, n es.negativo.

Demostrar: p>n.

’ Demdstracién: ' et
’ 1. p “es. positivo. 1. Dato | ..
2. p>0 I 2. Definicién de positivo
3. 0<p ) .) s ,Relacidén entre < y
4.. n<0 | o /) /@efipicién de- negjtivo
5. n <p. S . 5. Postulado 0-2 -
6. p\> n " 6. Relatién entre <y »>
0-.3. ('Adicién a’ desigualdades ) S1i . x<y, entonces,'para toda
z, x + z2<y+ 2. ' - . - :
','7 Ejemplo 4. Como 3 <5, se deduce que'é + 2 <‘5 + 2., 6 5<7;
/ que 3 +%(-3) <5+ (-3), .6 0<2; que
C | 3% (-8) <5 + (-8), 6 -§<-3. w TS
Ejemplo 5. Si a <b, entonces +b < -a,
' Demostracién* ,a + (-a-b) < b + (-a-b), 6 -b<-a,
Ejemplo 6. Si a -‘I, b = C 1 b es positivo, entonces a<c,
Demostrac:l,@n ) ;
1. b es positivo. 1. jPor qué?
s 2. b >0 o 2. ;Pok qué?
‘ 3. 0<b © 0|7 3. gPor qué?
4, ag<a+ b N 4, jPor qué?
S 5.. a'<c’ a 5. . ¢Por qllé? |
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w

.\‘ . Ejgm?loizﬁ Si. a +'B ;é, entonces -a <c,- b. Dejamos ]
~N -~ la demostracién al alumno.
| jemglo 8 " 81 a<b, entonces para toda—g, c - a»c - b
Y Dejamos la demostracién.al alumno. . - -

. .‘)/ 0 4. (Muﬂsig}%\chén por desigualdades ) Si x'<y, z >0

entonces XZ < yz. - : : : : ' A :
‘ jemglo_Q, De ‘la desiguaidad 3< 6 podemos deducir que / .+ .
- ‘ 3000 <6000 también, que 1—;.3<L 6, 6 o

i ©1 .1 "1?
‘ ' . 6 3 . _ , -
. . Ejemplo 10. ™Si x <y, z<O0, entonces xz> yz. 'Deja?os~1a
Is . _
demostracién-al alumno. _
0-5." (Suma de desigualdades ) Si a< b x-<y,4entonces o
a+ x< b +y. o _ "f L :

Esto no es un postulado, sino un teorema, su’ demostracién ‘
~aparece en' la seccién 2-2, Sin embargo,* es conveniente enunciarlolﬂ
aquf,-para futura referencia, junto con 1os postulados '

. : ¢ . .
7-3. Teoremas fundamentales de 1a désigualdad T S )
En la figura siguiente, el éngulo L%CD se dice ser -un éngulo
externo del AABC. ~ Con mayor precisién . : )
» ' , , _ T, ”
1 -
v / .
o \ SN

| DefiniciGn- Si C esté‘éntre Ay D, entonces el £BCD es.un

éngulo externo del AABC., | , | :

e - A
Todo tridngulo tiene seis 4ngulos externos, segin se indica por

las dobles flechas en la siguiente'figurag

-v

~a
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1403 seis éngulos forman tres pares de 4ngulos congruentes, porqué

... forman tres pares de dngulos dpuestos por el vértice

Definicién: Los dngulos /A y /B del triéngulo se 1léman los °

Sngulos internos no contiguos de los éngulos externos /BCD y ¢ACE,

Anflogamente, /A y £C del AABC son los 4ngulos: internos ng
contiguos \de los éngulos externos LABF y /CBG. ’

Teorema 7-1. "(E1 teorema del 4ngulo extérno ) Un éngulo\fxterno

de un trﬁ!h/gulo es mayor que cualquiera de 1os adngulos i%tern Sy no

' contiguos,
[ 4

0 de otro modo: - Observa primero que:los dos’ éngulos externos

en el vértice C, figura de arriba, tienen medidas iguales (son

\éngulos opuestos por el vértice), y por eso, no importa cuil de ~

. ellos cbnipai'ainqs con LA™y ZB,. Resulta mids fdcil comparar* m/ BCD_;

conn m/B 'y mZACE con mZA. Como las demostraciones en ambos

casos s{,‘guen exactamente el mismo patrén, necesitaremos demostrar

N .«

’ \ ‘ " & <
. LNy .
Sea AABC un triéngulo cualquiera. S$1i'C est4 ?ntre AyD; "~

solamente uno de ellos.

n v
o . [

.entonces m ZBCD >m/ B. . . o ’

4




4 m

8. m/ BCD>m< B

: Demostfécfﬁn'-
Afirmaciones RaZO;es
1. Seé E el punto medio.de'EE. :I."Por el teorema 2-5, existe
« ' - tal punto medio. '
2. Sea F un punto. del rayb ' -'2‘ Por el teorem{ 2-4, existe.
’ opﬁeéto a ER, tal que | | tal punto. \ ) -
‘P} ZpEA,éz:EEC 3. Los éngulbs opUeétos por el B
' vértice son congruentes.
4. OBEA 2 A CEF T ‘4. Por las afirmaciones i, 2,37
' . _'y‘el‘pbstulado L;A.L.
5. m/B =m AECF‘ . 3.  Rartes correspoﬁdiéntes de
' B .triéngulos'congrdéntest
6. m/BCD = m4£§CF + m< FCD 6. Postulado 13 (El bostuladq- -
“ - | de la adicién-de éngdlos) -
7. mZBCD = m/B + my FCD 7. Por 1a8/afirﬁaciones 5 y‘6”
~8.- Par 4lgebra dellpaso'7

’ . “
(Como m £FCD es un nimero
positivo, se-aplica el ejemplo
6 de la séccibn 7-2.)
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- Conjunto de problemas 7-3a \
. © ? .
. N .
1. a, jCufles son los 4ngulos internos
. o & no cbntiguos del &ngulo ekternp
. ZABE de la figura? S

o b. De qué {ngulo externo son ZABC y
' zBAC_los internos no ,bontiguo\?“

2. a. En la figu;‘a,‘(;qué, dngulos son
, dngulos externos, del tri4ngulo?
_ b. jCudl es la relacién entre
o "msDBC y mZA? (Por qué?
Nt .
c. (Cudl es, la relacién entre
msDBC y, m<C? ;{Por'qué?
d. -jCuil es la relacibn entre

- B "m<DBC' y msCBA?T yPpr quélt -

.3, Complet:a los siguientes enunciados, ut:ilizando 1a figura.

a. Six=240, y= 30 entonces mLBCE>E - ‘ B"
J b. Six=72,y=173, entonces m ZBCE | |
| ¢ SiYy = 54 'z = 68, entonces mLBCE ' '
y dae Si m ZBCE = 112, entonces x '
. e. 'Si ms BCE = 150, entoncgs z ‘ . - \
"f. 81 x = 25, z = 90,. entonces mZ BCE _____ . _
g. Si x =90, y =90, xentdnces: m £ BCE ‘_ E -
4. La'figura.de la de“recha ilustx“a Zsta 7 o " ,. R
! afirmaci6y: Un dngulo e:iterr__\o de un ’ ‘
cuadrildtero es mayor que cada uno
: "de los dngulos internos no contiguos.
- }Es cierta  la afirmacién? I‘fxp_licalo:\'
- y -
-
y . -
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. de las medidas de dos éngulos*cuales-
quiera de un triéngv%o es menor de- 180,

'ﬁ?toi "E1 AABC con'médidas de éngulos
‘ como en la figura.

= Demostrar* a ﬁ b <180
b . b+ ¢ <&80 . : -
\ " -a+ C <180

-

. . n R
. % . Demuestra el siguiente teorema: Los dngulos. en la base de un
triéngulo isSsceles _son agudos. ' (Sugerencia: Fundamenta tu

"demostracién en el enunciado del problema anterior )

~ .
\\.,

El teorema 7-1, aunque_guizés ﬁB muy interesante por sf mismo

éE de extrema utilidad para demostrar otros teoremas.\ (Un teorema

.
e\

de este tipo recibe a vectes el nombre de lema. ) Por eJemplo, el
" siguiente es un.corolario 6t11

*

Corolario ?-1-1. Si un tridngulo tieij}un;ﬁngulp"recto,-éntqnceéf

1os otros dos éngulos*son agudos Ce e . s

)

°

_ N A _ : c D . =
' Demostracién: Si myzA = 90,‘ entonces mY¢ BCD'?'>'9O,Y- y, por 1o

tanto, m ZBCA <90. 'De manera,andloga, podemos &emostrér_qué"
m£ABC <90. o .

.

. Usaremos’ ahora el teorema 7-1 para demostrar dos teoremas més

. gobre congruencia . . .

o 'Teorema 7-2. '(El teoremh L.A.A,) Sea G una correspondencia

entre dos- triéngulos. Si dos éngulos y el lado opuesto a uno de
 ’ ~ellos en un‘triéngulo son congrupntes con las partes correspondientes
del segundo triéngulo, entonces la correspondencia G es una ’

’ i . .
con§ruencia. | ) :'_ L ! . . ’
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O de otro modg: Sea ABC «—> DEF una correspppdencia ‘entre.
dos tridngulos. Si ‘ )
_ S o

v
P

' ! ¢ LA QLD; h
.', . . . _ R X .\A ’\. .
s v : 2B,'3,.é E~’, . - N R -
. __-g __.._"‘.-...‘ '
y : AC ,DF@ ‘ .,
entonces AABC ¥ ADEF. : ' S

k

DemostracL6n£
- - . ¢ .-

) Afirmactiones . » ’ * Razones .

1 - © J " ) ‘
1. Sobre AB tomemds X de 1. Teoreéna e localizacifn de
. . manera que AX = DE.. : ) . puntos '

. 2. AAXC ¥ ADEF ‘2. Postulado L.A.L.

. 1] N = [
mZ AXC = m £DEF 3. Definicién de congruencia
g vt . _ —
4. m/ZAXC = m £ABC . | "4, Por el paso 3 y la hipGtegis
3 . v : N ')’ [
‘ . , v dada

Supongamos ahora que X no es el mismo punto que B.

: - ‘ - )
5. 0 bien X estd entre .. 5. Por el paso'l y la ddfini-
.* Ay B, oB estd entre : . «£16n de rayo '

AyX. ° . ‘ '
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6. En ambog casos, uno de los 2 . 6. inicién de 4ngulo
Y éngulos (AXC y ZABC es un. < . exthrno 'y éngulo’ interno
éngulo externo del ABX no contiguo
¢ el otro es uno interqo no ' y
‘contiguo A ' . ° ‘ .
7. nxLAXC % m) ABE . ' 7. +Por el paso 6 y el
- . ) teorema‘? -1 \
8. X - B o " - Nt 8. El paso 7 contradice el
o e " paso 4. ' '
9. AABC = ADEF ‘ . 9. Por los pasos 2 y 8

" Aunque ya seﬁalamos, al estudiar el postu lado L.A.L., que no es
posible en general demostrar un teorema L. - hay un caso especial,

L) )
a saber, el caso’ en que.el dngulo es un éngulo recto que se deduce

del teorema:r7-2. : ‘ : Co

Teorema 7-3. (El teorema de la hipotenusa y el cateto ) “Sea G

una’ correspondencia eptre dos triéngulos rec&éngulos Si la hipote-
nusa y un cateto de un tridngulo son congruenteséson las partes
correspondientes del sqgundo triéngulo entonces  la cornﬁspondencia

G es una congruencia.

0 de btro modo:- En los triéngulos AABq y ADEF sea m LA = m/ D -

. e

~ Sea ABC <—» DEF .una .correspondencia tal que

. . " BC=EF,y AB = DE.
Entonces AABC ¥ ADEF.




&
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(

Dé&ostracidn Sobre el r&yo Ppuesto a DF tomemos Q de manera

que DQ = AC. Entonces ADEQ = AABC, por el postulado L.A.L., y asf,

EQ = BC. El AEQF es, pues‘ un triéngulo 1s6dceles, y, por tanto,
"ZEQD = AEEP "En los triéngulos zDEQ y ADEF tenemos, pues,

~/  EqQ®EF, LEQ ¥ LEFD y ¢EDQ ¥ LEDF. - .
Luego, el teorema L.A.A. ADEF = ADEQ. . Como ya se esnablecgé
que ADEQS AABC ‘podemos concluir que ADEF % A ABC. Esto es lo

A"

que deseébamos.,

Conjunto églproblemaé 7-3b

1. S1, ed esta figura, AQ = BQ y R
'ZH = /F, demugstra que FB = HA. '

.
‘e

2. Datos: 'KEALEF, ﬁ61:6§,<///?‘ ‘

AB @ HF, AK =" he.
Demuestra que KF = QB.

3. 81 en Iqafigura de'la derecha
AX- = FH, demuestra que‘FB = AB.
/’

R : - A >

\
3

4, $1 dos alturas de un tridngulo son congruentes, el tridngulo

"

es 1sésceles. ’ ¢

[} » . . - -
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5. En'la'figgr; de la derecha,

-

Ay

( LC % s a,

AQ = AF.
\Demuestra que QB'=~ FK,

l‘ S

6. En la figura de la derecha,

* -L— _— _— —_ . . . '
© sl cas zc, ABLAH y FB LFH, , A/k,, .
§ . 4

‘ "demueétra-que AH = FH..

- t . °
. * d I ]

'Téprema 7-4. Si dos lados de un tridngulo no son congruentess

entonces los éngulos dpuestos a estog lados no son congruentes y
el 4ngllo mayor es el opuesto al lado mayor. " '

0 de otro modo: Sea AABC un trifngulo cualquiera. §i Aﬁ>-AC, )
. s .
entonces m<C>m< B, - »

‘A : L

Demoshmgciﬁn;,‘Seg D un punto de X&, tal que AD = AB.
(Por e} teorema de la localizacién de puﬁtos, hay un tal punto.) +
Como los 4ngulos’en la base.de-un triéngulo ig6sceles son congruentes,
tenemos

(D) : ) m/ABD = mz D,
Pefo AD >AC, ya que,AD = AB y AB>AC, y, por 10 tanto, C estd entre
AyD, por el teorema 2 1. Por el ‘teorema 6-6, C estd en el interior

del.AABD, y asf i
1 ( ) . X
c 1 QO
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N

+2
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(2 - m £ABD = m £ ABC + m £ CBD

por el postulado de la adicién de é\ngulos. Como mz CBD >0, se

deduce que .- - . . b - ’

¢
*

(3) m 2ABD > m £ABC, D
Por lo tanto, A , | . ' lv . ( \ \ .
< W) m/ D% ms ABC, segin (1) y (3).
Toda‘lvez q}le'LACB es uE -dngulo externo del QBCD, t;enemos'_ que
(5) ‘ m./ ACB>'m4 D. . : |
For (4)y (5), - : ~
-~ | m £ ACB> m. ABC, N K
esto es, B |

\

ms C>m «£B,

1
lo que se querfa demostrar.

+

Teorema 7-5. Si dos -éngulos de un tridngulo no son congruentes,

entonces los lados opuestos a ellos no 86n congruentes, y el lado _
mayor es el opuesto al &ngulo mayor. ‘ .

~ 1]

A

: —C”
. . .

0 de otro modo: En cdalquier tridngulo AABC, 81 mZC>m /B,
entonces AB> AC., - L | '

.Demostracién:' Queremos demostrar que AB >AC. Como AB y AC sdn
ndmeros, hay solamente- tregs posibilidades: (1) AB = AC, L
(2) AB<AC, (3) AB >AC: El método a seguirse es mastrar que
las dos ﬁr}meras de estas'posibilidades' son efectivamente imposibleg

La posibilidad restante‘és la (3), y esto significard que el teorema
es clerto. ‘ ‘
t » (4 ’ )

(1) Si AB = AC, entonces por el teorema 5-2, sabemos que /
LB ¥£G; y esto es falso. Por lo tanto, es imposible que AE/: AC.

r \




L

. . R s ' . ) : ) ,
(2) si, AB;<AC, éntdhces por el teorema 7-4 sabemos, que
ymsC<m£B; y esto es falso. Por lo tanto,- es imposible que

AB< AC.
La dnlca posibilidad restante es AB>-AC lo que se querfa
" demostrar. . : e

‘La Uemostracién,del teorema 7-5, tal éomo la hemos desartollado,
€s meramente una manera conveniente de presentar una demostracién

indirectg. Se pudo hhber redactado més formalmente asf: - »

"quongamos que el teorema,7 -5 es.falso. Entonces, o bien

AB = AC o AB< AC. Es imposible .que AB = AC, porque .« . ., Y es
imposible que AB <AC, porque . . . . Por 1 tanto, el teorema 7-5
no es falso" : ¢ ‘ -

W

<

Sin embargo, .la demostracién es quizds de mds ficil 1ec&ura en

. . ' /
la forma que ofrecimos primero. Emplearemos el mismo tipo de presen-

tacién otras veces. Esto es, haremos unq;listé de las posibilidades, .

en una situaciSn dada, y mostraremos luego que todas menos una de
»

estas-"posibilidades" son efectivamente imposibles; la conclusién -

1égica ser§, pues, que esa posibilidad restante. tiene que representar

lo que en realidad ocurré.
Como dice Sherlock Holmes en The Adventure of the Blanched
va

Soldier, "ese proceso se basa en.el supuesto de que cuando hayas
‘eliminado todo lo que no es pdéible, entonces lo restante, por
improbable que parezca, debe ser la verdad".

¥ Los .teoremas 7-4 y 7-5 estdn relaclonados de una manera particulaf;

son teoremas rec{procos, uno del otrof Para obtener uyho del otro,

intercambiamos’ la hip8tesis y la conclusién. Podemosvilustfér esta

celacién escribiéndo de nuevo los teoremas, as{: i/!

Jeorema 7-4. Sea AABC un tridngulo cualquiera. 8i AB >AC,

entonces m<ZC>m £B,

Teorema 7-5. Sea OABC un tridngulo cualquiera. Si mzZC >msB,
entonces AB >AC, . * A '
Hemos visto muchos pares de teoremas que tienen esa relacién .

Por ejemplo, demostramos que si un.trifngulo es isbsceles, los ‘dngulos
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en' su base son congruentes; y luego demostramos que sitlos'énguL§8w
en la base de.un tridngulo son congruéq}gs, el tridngulo es entonces
A'isdsceles. Cada uno de estospteOremas és el recfproco del otro.
< También vimos que todo ‘tridngulo equilédtero es equiéngulo, y después ‘

demostramos el recfproco, el cual dice que todo ‘tridngulo equiéngulo

es: equildtero

i

ener en mente que el recfproco de un teorema
ecierto no es necesariamente cierto. Por ejemplo, el teorema " los

Es muy importante
Angulos opuestos por: el vértice son congruentes" es siempre cierto,

pero el recf{proco, "los éngulos congruentes son Opuestos por el

vértice ciertamente no es verdadero en todos los casos - 81 dos

g

¢ tridngulos son congruentes, ‘entonces tendrdn la misma 4rea, pero si
dos triéngulos tienen la misma érea, no por ello,podemos afirmar que

2
sean congruentes. 'Si 'x =-y, entonces se deduce que x2 ='y , pero si

x% = y2, no podemos afirmar que x = y. {La otra posibilidad es ‘que

X =-y.) No hay duda que todo ffsico es un cientffico, pero noses

cierto que-todo cientffico sea un ffsico. v
.51 un teorema y su reciproco son ambos cieftos, se puédén ,
<\l)ombinar eonvéniedtemen; emun solo enuntiado usando la frase "si
y solamente si", As{,Aaéig;::r: - . )

s

n

“Dos ﬁngulos de un -trifngulo son congruentes si, ‘y solamente si,

_los lados opuestos son congruentes j

qstamos incluyendo en una afirmacidn los dos teoremas sfbre triéngulo;

is6sceles. .La primera mitad ‘de 1a doble afirmacién: ‘
Dos &ngulos de un ‘tridngplo son congruentes si los lados opuestos
son congruentes; | ) ’ ' ‘

és el teorema 5-2; y la seguﬁda mitad: ' o ‘}
Dos dngulos de un Qriﬁngulo son congruentes solamente si 10;

lados opuestos son. congruentes;

.es8 otrd forma de enunciar el teorema 5-5.




.” 'Dada la figura de la derecha con r,

" Conjunto de problemas ] - 3c

. . En el AGHK GH = 5 HK = 14 KG = 11, Nombra el" dngulo mayor.

Wmbra' el menor.

- 217 - ¥ L T3

En el AABC, m/A = 36, msB'= 74 y msC o= 70. ,Cuél es el

lddo mds largo?; (cudl es el més corto?

HA = HB, m HBK = 140, y m £ AHB =100,
' 1lena los siguientes blancos |

a. mAA-

b. mz RHB =

c. . es el lado mds largo del

4

A ABH.

v
Indica la conclusién a que se puede llegar acer¢a de 1la

‘longitud de ML en el AKIM en cada uno.de los siguientes
supuestos

a..mAK>mAM h '

b. mAKKmAL h .

M

c. mAM>m£K3m:$
d. m/M>m/L
"e. m/K>miM y
. m<4K >m /L
f. mzKzmsL y-
msiM<sm/ L

Si la figura estuviese glibujada

correctamente, ;qué segmento serfa
el mds largo?

- "

}
\ 4

. % o
Nombra los lados de la figura en

orden ascendente de longitud,

't



*8.

'triéngulo

$i, en la figura, AF es el 1ado

més corto y CB- es el ‘lado més - .

largo, demuestra que m£ZF > m £B.

(Sugerencia: Usa la diagonal FB,) -

“ bl ¢ N - A

gf’prolongamos -la base de un triéngulovisésceles,'unsegmento
que una el vértice del tridngulo con cualquier punto en esa

prolOngaciGn es mayor que uno de los lados. congruentes del

[ !

W

Escribe el reprroco de cada enunciado. que sigue. . Trata de °

decidir si cada uno de ellos, y. también cada reci{proco, es

cierto o falso o ) ]

a. Si un equipo tiene algdn espfritu de lucha, podr4 ganar
algunos juegos. |

b. - Si dos dngulos son rectos, serdn congruentes. .

c. Dos &ngulos congruentes cualesquiera son suplementarios.

d." El interior de un fngulo es la interseccién de dos |
semiplanos.- '

e. 8i Juan tiene escarlatina, estd enfermo de 'cuidado.

Si un hombre vive en Cleveland, Ohio, vive en Ohio.

g. Si los tres dngulos de un triéngulo son copgruented con
los 4ngulos correspondientes de otrp triénzélo, los
tridngulos son congruentes. '

Si dos 4ngulos son C?Pplementarios, la suma de sus medidas

es 90,

.
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10. Cuando se le pidié que diera la rec{proca de la proposicién,
- "si aguanto entre mis dedos un fésforo encendido por mucho

tiempo me quemaré", Juan cgntests: "Me'quemaré si aguanto °
-entre mis dedos un fésforo encendidq pOrfmucho'tiempo": ¢Dio '
'_gn realidad la proposicién reciproca? 'Explicalo
11. a. . ;Ser4 siempre clierto el recfproco de un enunciado cierto?
| {Qué partes del problema 9 justificart tu respuesta?

b. * ;Podrd ser cierto el recfproco de un enunciado falso?
Qué partes del problema 9 justifican tu respuesta?

{

Teorema 7-6. °El segmento uds corto que va desde un. punto a una

recta es el segmento perpendicular a la recta. N R T

P

ne

0 de 6tro_mggg' Sea Q el pie de la perpengicular desde el
punto P a la recta L, y sea R cualquier otro punto de L. EnponcesA.
PQ<PR. |

Demostracién: Sea.S un punto dé L, tal que Q esté entre § y R.
Entences <PQS es un 4ngulo externo del APQR. Por lo tanto,

'mZPQS>ms PRQ. Pero m/ PQS = m/ P@R = 90, y asf{, mz PQR>m/ PRQ,
‘Del teorema 7-5 se deduce que PQf=PR Esto es.lo que se queria

demostrar N !

Definicién.. La distancia entre una recta y un punto fuera de

. ella, es la longitud del segmento perpendicular a la recta desde el
punto dado. La distancia entre una'recta )y un punto eﬁ ella, se

define como igual a cero.

Teorema 7;7. (La desigualdad del trifngulo ) La suma de las

longitudes de ‘dos lados cualesquiera de un tridngulo es mayor que
la longitud del tercer lado, -

7
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O de otro modo: En cualquier AABC tenemos AB + BC> AC-.'

1

Demostracién: Sea D un punto del rayo opuesto a BC tal que :

# DB = AB. Como B, estd entre C’ y D,

’

. R DC = DB ¥ BC.

Entonces (1) DC=AB+BC. - . . .
También " (2) fh £DAB <mZDAC, ' ‘

ﬁbrque- B esté en -el interior del ADAC . ¢

‘Como el ADAB es isésceles, con AB = DB, sabemos,’pues, que .
2 3
B | (3) m ZADB = m ~/DAB,

Por °(2) y (3) tenemos
) | m ZADB < mi ZDAC.
Aplicando gl teorema 7-5 al AADC, vemos que N ‘
| (4) DC>AC.
Por (1) y (4) se_dedﬁce, pueé, que ; | :
| | . AB + BC >AC,

lo que querfamos demostrar.
o

Conjunto de problemas 7-3d S

1. Aquf{ AH < .y AH <
. BT <__ __y BT < . Enuncia el

teorema correspondiente. iy
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-en el orden que van en la desigualdad:

Cita 10s teoremas en que basas tu

. de’ las diagonales de este cuadrilitero .

de sus lados. SN

" Dato:" El_cuadrilétefo\\AﬁCD. 7 . ¥

§i las medidas de, los ﬁngulos son
las de la figura, coloca HA; HF y HB

-4

'< . < ’
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conclusidn o //f

»

Suponte que quieres dibujar un tridngulo que tenga un lado A
- con longitud igual a 5 y un segundo lado con 1ongitud 8. ‘El

tercer lado deberé tener 1opgitud mayor que Y menor

que:

Suponte que' quieres ‘dibujar un‘trianulo con un lado de-
longitud j'y un segundo lado de-longitud k. Se sabe que
j <k. Indica, con 1la méxima eficiencia que te sea posible

hacerlo qué restricciones habrd en relacién con la longitud,

X, del tercer.lado.

Demuestra que la suma de las longitudes

es menor gye la sumé de las 1ongitudes

: !
Demostrar: DB + CA <AB\¥\?C + CD + DA.

\\ - &
LN N R

Sean A, B, C, puntos, no necesariamente distintos. Deerstra

que AB +, BC >AC y que AB + BC = AQ si, y solamente si, B esté

“en el .segmento 'AC.

»
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*7 . Dﬂmuestré-qqe,el.camino poligonal mds corto de un punto a otro

es el segmento que los une. = .

-y

*8. Se dan dos segmentos AC y BD que se cortan en P.

~._ Demuestra que'si X es.cualquier punto distintoode P, en el ,
\\\\;Tago de ;ABCD, entonceé‘XA + XB + XC'+ XD > PA + PB + PC + PD. . ©
Serd cierto ese resultado. si.X no estd en el plano de ABCD?

*9. Dada una recta m,y dos puntos P, Q al mismo l‘do de m. Halla
el punto R de m para el cual la distancia PR + RQ sea 1g"mésl
pequeﬁa,posibl?.:w | ' -

- m

v

'Q

. . |
Demostraremos ahora un teorema algo parecido al teorema 7-5,
excepto que trata de dos tridngulos en vez de uno.

- Teorema 7-8.7 Si dos lados de un tridngulo son congruentes |

rjspectivamente con dos lados de’un segundo tridngulo, y el dngulo

‘ [4
comprendido en el primer tridngulo es mayor que el 4ngulo Yomprendido
- S v . o
A ' s '

4

5

LA . v )
..(!) & [ ] ‘ - &

-




.

. en- el ségundo, entonces el 1ado opuestq del primer triéngulo es

)

’ mayor que el 1ado opiesto del segundo . NPS

s .

_ 0 de otro modo: Sean AABC y. ADEF dos triéngulos ﬂualesquiera
'Si AB = ‘DE, AC = DF. y’ntAA >m‘4D, entonces BC >EF-. P
L l,f. . .

S

-'L "~ Demostracién: Prfmer paso. Construimqs el AAKC, con K en e1

interior del ABAC de manera que DAKC & F, as{: )

A .
. ' - . . ’ . ’

LS

Para ello, utilizamos el postulado de 1a construccién del dngulo,
con el fin de conseguir un rayo Aa, con Q al mismo lado de‘Ka que B,
tal que £/QAC =ZD. SobréEAQ tomamos un punto K- tal que AK =
P‘ postulado L.A.L., t_enemos ahora que AAKC & ADEF. . Esto es
g' Lo de;eadq. i{ ) | ; - S ' } .
| Segunéo paso.. Aﬁgﬁd bisecamos el,LﬁQ%. Sea M e%.punto doqﬁe_
- la bisectriz corta a BC, asi: ' '




u’

<

v
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Las marcas en’ 1a figura indican .gue AK = AB, y esto es cierto,
_porque 4K = DE -y DE = £B. |

Ya casi hemos termingdo. Por el postulado L.A.L., tenemos que
_AABM ® AAKM, Por 1g tanto, MB = MK. P6r el teorema 7-7, sabeﬁos :

-
LY

que : . a ]
; | CK <CM + MK.

Luego, o ‘ : \

' ‘ , OKuCM + MB, | -

3

porque’ MB = MK. Como CK = EF y CM + MB = BC, “obtenemos EF < BC.
Esto es lo que dese4dbamos . ’

El reciproco de este. teorema también es cierto.

LY

Teorema 7-9. Si dos lados de un triéngulo son congruentes

respectivamente eon dos lados de un segundo tridngulo, y el tercer

_ ladd del primer triéngulo es mfs largo que el tercer lado del

IS

segundo, entonces el dpgulo comprendido en el primer trifngulo ¢s .,

LA

mayor que el &ngulo comprendido en el segundo., | ; :
La démos?(écién es-qnéloga'a la del teorema 7-5, haciendo uso
del teorema‘7}

3

y del teorema L.L.L. para eliminar los dos casos
indeseables. El alumno deber4 completar los detalles.
. . N / ., .

Conjunto de problemas 7-3e

1. Redacta la combinacién dellotheoremas 7-8 y 7-9 en la forma _,'

"si y solamente si". / .

. B
2. ¢En la figura de la derecha,

AC =BG y BD<AD. : == >

( '
Demuestra que m/Zx>ms y.

)

’

3!’ En el Eriéngqlo‘iséaceleé RAF,
RA = RF y B es un punto,sobrglxﬁ
tal- que m ZARB< m/ BRF. ‘
Demuestra dueq AB'< BF. ©




4. ¢Dado el AABF con la mediana RB

-

, _ y m/ARB = 80,
t " Demuestra que ‘'mZ A> ms F,

En’ el AABC, BC>-AC y Qes el punto medio de AB. Serd Z CQA
/
obtuso o agudo? Explfcalo F.

6. En la figura.ge la der?cha,
Demuestra que AB> FB.

f

»

v

L
>

7. Un cuadrildtero no equildtero tiene dos pares de lados adyacentes
congruentes., -Deﬁuestra que la medida del 4ngulo comprendido
¢ - entre los ladgs menores es mayor que la medida del 4ngulo entre
" los lados mayores. o 2 H
8. Demuestra el siguiente teorema:
. 81 uha mediana de un tridngulo
'no es perpendicular al 1ado
correspondiente, entonces las
'loﬁgitudes de los otros dos =
~lados del priéﬁgulo soh desiguales.,

\

. .
) 9. Datos: AB >AC y FC ='DB en
R |

la figura. Demuestra que
FB>CD. .




7-4 BRI T

?1-4&. Alturas : | | ‘ A

4

Definicién.. Una altura de un tridngulo es el ségmento
4

perpendicular que une un v8rtice del tri4nguld a la recta’que con-

tiene el lado opuesto.
A

~

e

(¥

)

( . ' -
En la figura, llamamos a BD la altura desde E}gg%g, o sencilla~-
. mente la altura desde B. (Nota que decimos la altuva desde B en

vez de una altura desdé-%;éﬁ@rque el teorema 6-3 nos dice que sélo
hay una.) '

o . ; - ‘
Notards que el ple de la perpendicular no cae necesariamente
en el lado AC del trigngulo:.- ‘La ffgurakpuede ser como ésta;

o . ﬂ
T
.

: ok s -
<
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Notards también que todo tridngulo tiene tres alturas, una desde

. }

“cada uno de los tres vértices, as{:

Jy oo

Aqufl, AF es la altura desde A, 3_'la altura desde B, y CE la altura °
desde C. )

Acostﬁmbramoé usar la misma palabra "altura" para indtcar otros
dos conceptos diferentes, aunqqg relacionados.

(1) El ndmero que es la longitud del segmento perpendicular
se llama altura; asi, podemos decir. "La altura desde B eg 6"
queriendo decir BD = 6, { ‘/)

-(2) La recta que contiene el sengnto perpendicular también se
~llama altura, una propiedad de la figura anterior se puede expreear
"diciéndo qUe las tres alturas del triéngulo se encuentran en un punto.
(Es%a propiedad es clerta para todos los triénguloe y se demostraré
en el capftulo 14 )

Este triple uso de la misma- palabra pudiera causar con{ueién

. ‘

pero generalmente no la cagga ya que cafi siempre es fécil decir

en cualquier caso particular cudl de los significados Qe eeté

emp leando. ,
Conjunto de problemas 7-4
1. Defime: a. Altura de un tridngulo Lo ‘ . "

b. Mediana de hnitriéﬁgulo ) - ,
2. Dibuja un tridngulo obtus&ngulo (un tridngulo que tiene hq

dngulo obtuso) y sus tres alturas.

" [




2.

-

. - Los segmentoa dibujados desde un, punto en el interior de dn

- AF = HBY, KB LAH, QF L AH. ' .

- 228 -

/

o

En un tridngulo equildtero dibujammos una mediana y una altura

correspondiente al mismo lado. Compara la longitud -de estos
dos segmentos. ‘ '

Démuestra que el perfimetro- de un tridngulo es mayor que la

suma de las tres alturas.
]

Demuestra el siguiente teorema: .Las alturas de un tridngulo

equildtero sori congruentes.

Problemas de repaso
: . —ff%\\
Hay tres cgbles de retenida de. igual longitud que se usan para

sostener un arbolito recien plantado en un terreno llano. Si
se' atan los tres al drbol a la misma altura, jquedardn fijos -~
al terreno a distancias iguales del pie del 4rbol? jPor qué?k
\Si estda figura egstuviese dibujada "

con precisién, ;qué segmento de ella

gserfa el m4s corto? Explica tu

razonamiento.

Demuestrd el siguiente teorema:

S1 desde un punto en una perpendicular a una recta trazamos
dos éegmentos oblicuos (no perpendiculares) a ella, aquel que
contenga el punto mds alejado del pie de la perpendicular '

serd el mayor.

En\qggg/figura plana, AK = HQ,

Demuestra que /Q & £K.
(Bisecard ‘KQ a BF? ‘

4 . , oy

En el MBC, AC>AB. Demuestra que cualquier gegmento desde A

* a un punto én BC que esté entre By C eg miis: corto que AC.

triéngulo a los tres vértices tienen 1ongitudea r, 8, t.

(




7.

- .
» : 5 . : «
. . 4 ‘
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Demqsstra que r + 8 + t es mayor que la mitad del perimetro
del tridngulo, '

"En esta f#gura plana,_ﬁﬁ es el lado m4s

corto y AB el mds largo. Demuestra que
A
m/F>mgz A

s . ~

8.\'Demu¢stra el siguiente teorema: La longitud del 1ado més largo

*10.

"+ dngulos de este tridngulo menos. de 1817 _ N
*11,

’ . . —p
. FA = FB, AB <AF, y H sobre AF, de

menor de 270.

de un tridngulo es menor que la mitad de su perfmetro.

Dado un tridngulo isésceles AABF con

manera que F esté entre A y H. . -
Demuiestra que no hay dos lados
del AABH de igual- longitud.

°
A a

Sobre la baseé de los supuestos que hemos aceptado, y los
teoremas que hemos demostrido en este curso, no podemos hasFa
ahora demostrar que la suma de las hedidasvde los tres &ngulos

de yn tridngulo es 180 (algo que saRes bien desde hace algin
tiempo}. Pero, sf podemos f4cilmente construir un tridngulo

y demostrar que la suma de las medidas de (os éngulos de este

tridngulo es menos de 18]1.

n

' Sea LFCG un 4ngulo con, medida 1. c . A E_
- N : .
(Postulado de la construccién ! ,l' ——

del dngulo.) Sobre‘Eﬁ 'y CG ' s
tomemos puntos A y B tales que CA = CB (Postulado de la locali-

zacién de puntos). jPor qué es la suma de las medidas de los .
"

La suma de las medidas de los tres dngulos de un tridngulo es
. 4

+

-

»




*12.

Y

*13,

*14,

\ '
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En 1a‘figura de la derecha,

£C.es un 4ngulo recto

QnLB = 2m ZA.

Demuestra que AB = 2CB..

(Sugerencia: Utiliza segmentos

auxiliares.)

)

Demuestra el teorema:

La suma.de 1aé distapcias desde un

punto dentro Ye un tridngulo a los extremos de un lado es menor

que la suma de las longitudes de los otros dos lados.

. >

Supongamos que AC corta a BD en un punto B entre A y C.

——t

Jesde A y C.trazamos perpendiculares a BD que la cortan en

P y Q, respectivamente.

lado de B.

Demuesxra que P y Q no eatfn al mismo

&

.
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Lapitulo 8 /

RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES EN EL ESPACTO .

8-1. Definicién fundamental : "

.

Y

En este capftulo nos ocuparemos.concretamente de propiedades -
de figuras que no estdn en un sgolo plano Las propiedades funda—
mentales de esaﬁ figuras aparecen ‘enunciadas en 10‘ postulados o
5b, 6, 7, 8 y 10, y en los teoremas 3-2, 3-3 y 3- 4 Te conviene '
repAsarlos ahora. “

Definicién. Decimos que una recta y un plan% son perpendiculares

sl se cortén-y si, ad és, toda recta en el Pplano que pase por el:

"punto de interseccién es perpendicular a la recta dada

L : L
ser T ' ‘
¢ ' ¢ ‘ :
i i ,P ) ) '.
ra "' N v
¥ N e . ’ J
Si la recta L yﬂei ano E. son perpendiculares, escribimos

LIE o ElL.

‘En la figura hemo ind ado tres rectas en E que pasan por P. ‘
‘Notards que, en un dibujo en perspectiva, las rectas perpendiculares
no tienen necesariamente que Verse perpendiculares. Notarés también

que sl solamente exigimos que E contenga una recta que pase por P

y sea perpendicular a L,-esto poco significarfa, puedes cOnvencerte

l

con facilidad que todo'plano que pase por P c0ntiene una recta que

pasa por ése punto y es perpendiCular al. o . Y




. 8-1

\

La figura a la derecha representa .
el plano E. '

a.

-.232 - . : -
y

Conjunto de é;gllemas 8-1

(Pertenecerdn al plano E

s
algunos puntos fyera del . : E

cuadrildtero que dibujamos?

(Deberemos suponer que E
contenga a todo punto fuera
dél cuadrildtero? _
Dibuja un plano perpendicular a una recta vertigal. (V. el
apéndice V.) . ' ' .

Dibuja un plano perpendicular a una recta horizontal.

Lh)

;Representard cada uno de tys dibujos una recta perpendicular

a un plano?

. Repite el dibujo del probléma 2b. Afddele tres rectas en el

plano que pasen por el punto de interseccidén. ;Qué relacién

hay entre cada una de las tres rectas y la recta original?

Vuelve a leer la definicién de perpendicularidad entre una recta

y un plano:) decide sif%s cierta alfaceptar esa definicién, la
. 11 } .

S

siguiente afirmacién:

"Si una recta es perpendicular a un plano, entonces es

perpendicular a toda recta que esté en el plano y qué pase

por.el punto de interseccién" .

Dado qﬁe B, R, é y T estdn en el
plano E, y que Xﬁj_E; indica cudles
de los siguientes 4ngulos ﬁeberén
ser rectos: ' h )

£ABR, £ ABS, £ RBT, ~TBA, £SBR.
‘ .

‘81 el «PQH es recto, y Q y H estén

en E, jdeberemos inferdir de la defi-
ni¢ién de perpendicularidad de recta -
y plano,{que ?6.LE? (Por qué o por qué
no?
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7. En 1a'figura, el plano E contiene los o o A
puntos R, S y P, pero no el punto T.

a. LDeterminan un plan¢ los puntos ‘ A .
R, S y T? S v
b. Si SP es perpendicular al plano - / p

de R, Sy T, Lqué dngulos de la

figura deben ser rectos?

8. a. Si un punto estd equidistante de otros dos puntos, Lestarén
‘ 1os tres puntos en un plano? -
b. Si dos puntos estén cada uno equidistante de otros dos-jf
puntos, jestardn los cuatro en un plano? : ' .

. ’ \
*9, a. Datos:
' , _ P A Q
Los puntos A, B y X estdn alineados,

tal como se indica en la figura;
B equidista de Py Q; y A también K

equlidista de P y Q.
Demuestra qpe X equidista de P y Q.

b. yExige la demostracién anterior que
Q esté en el pldno de A, B, X‘} P? | oy

A

. - 10. Lee, m4s adelante en .el libro, el teorema 8-1 y prepara un T
@odelo del mismo usando Rflirlos, alambres o pajitas.
.\\ . - ")

8-2. El teorema fundamental

¢

El teorema fundaqgntal sobre perpendicularidad en él espacio
dice que sl un plano E contiene dos rectas, cada una de ellas
perpendicular a una recta L en un mismo punto dé L, entqnces LJ.E

. La demostracién de’ esto resulta mfs ffcil si primero demostrdhos
\dos teoremas preliminares (lemas). ' |

Teprema 8-1. Si cada uno de dos puntos de una recta estd

equidistante de dos puntos dados, entonces todo punto de la recta

.

) esté equidistante de los puntos dados.




De otro modo: Si P y Q son dos puntos y L es una recta tal
que A, B son dos.puntos de L, equidistante .cada uno de ellos de

P y Q, entonces to?o punto X de L equidista de P y Q+ (La figufa
anterior seflala trqs posiciones posibles de X. Desde luego, X ..

puede igualmente caer en A o en B.)

Demostracidén: Consideraremos primero el caso enﬂque X estd

. .81 mismo lado.de A que B. X puede caer en Xy, B o X,, pero’ por
A

conveniencia lo mostrames en la figura después de B, en X1. En

v

este caso /PAB = ZPAX y.LQAB = £QAX. ‘Trataremos_este’Laéo en tres

etapas. R o
. / .

! . _ ¢ : ) X ‘ ]
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¥
Como AP = AQ (dato), BP = BQ (dato), y AB = AB (identidad),,

‘OABP ¥ AABQ (L.L.L.). Por lo tanto, ¢ PaBlf 2 qas.

APAX.'a 2 QAX. Esto'és as{ porque ZPAB & LQAB, en virtud de lo
anterior. (Estamos considerando el caso en que—LPAX -1LPAB'y o
¢QAX = /QAB.) 4
Usando el segundo paso y la informacién de que AP = AQ (dato),
y AX AX (idengidad), obtenemos que APAX = AQAX (L.A.L.).

PX = QX. . "

. J —p.

El caso en que X cae sobre el rayo opuesto a AB se demuestra:

,Por lo tanto

de manera parecida.

2.7

Conjunto de 4yproblemas 8-2a
Un pedazo ge papel AXBQ, representado ‘
d la derecha, 5e dobla a lo largo de
X.
estén ambos al frente de la figura y :
Q¥ al fondo.

lestard un punto K de QX equidistante
de A y B?*"
apoyar tu respuesta.
BF =

Imaginemos q9e los puntos A y B

En estas condiciones,

Enuncia un teorema para’

Si1 AF = 6,

——
o

\ [}

Imaginemos.ahora el plano.AXB que

Se  da que

- tapa parte dé{ plano AYB.
XA = XB y que YA = YB.
T, Wy Z son otros tres puntos de

'xy. (Serd TA = TB?;:;y WA = WB?;
LZA = ZB?

‘Los puntos

Enuncia un teorema que

fundamente tu conclusién. :

v
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C

Teorema 8+2. Si cada uno de tres puntps no alineados de un

plano equidista de dos puntas, entonces todo punto del plano

equjdista de estos dos puntos. " ~P
[ ]

Datos: Tres puntos A; B ¥ C no '

alineados, cada uno de ellos “
equidistante de P y Q.
x - Demostrar: Todo punto del

plano determinado por A, ByC
equidista de P y Q.

L3

Demostracién: La demogtracién se desarrolla en tres etapas

1. Como A y B se dan equidistantes )

oP

neada uno de P y Q, todo punto
de AB equidista de P y Q. Esto
es as{ por el teorema 8 1. Anéloga-

mente, todo punto de BC equidista ./ .
de P y Q. . : - ' —

} oQ
‘2. Sea X cualquier otro punto del
plano.c Si X estd en AB o en'tB P '

- X equidista de P y Q, por el caso

vt anterior + 81 X esﬁé a un lado de
BC, escoge Y, otro punto de'xﬁ al
otro lado de CB. El postulado de

-separacién- del plano nos asegura

que tal punto Y existe y que XY
cortard ‘a CB en algin punto Z.

3. Como Z estd en CB, equidista de
Py Q, por el primer paso. Puesto

que Y estd en“X%, equidistard de

P y Q, también por el primer paso.
Por lo tanto, en virtud del teorema
8-1, todo punto de ¥z equidistard

de P y Q. X es uno de estos puptS;.

[ ’
1y .
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- Como hemos demostrado que todo punto X del plano determinado
por.A, B y C equidista de P ¥ Q, queda establecido él teorema -8-2,
Ahora estamos listos para demostrar el teorema fundamental
Teorema 8- 3

rectas que se cortan, en su punto de interseccidn, entonces es
perpendicular al plano de esas rectas. : N

De otro modo: Sean L1 y L2 dos rectas en ei plano E que se

cortan en A, y. sea L una recta que pasa por A, perpendicular a

Si una recta es perpendicular a cada una de dos :

Ly L2 Entonces cualquier recta Ly en E'que pasa por A es"
perpendicular a L. T | v’ ’ *
La -
e o
L, E
. -'.-‘ . A 8
1 ) L,jSEEEE%éEEEE?» .
LR Be | ' ‘
..’ . iQ ‘1
-XDemosrracién: : ) . ’
Afirmaciones Razanes .
\1."Sea P yn punto de L, By un 1. Por el postulado de la regla,
) punto de-Ll; B2 un punﬁo de . cada una de estas rectas tiene
/ L, y By un punto de Ly, | infinitos puntos. -
ningund de estos puntoe. - '
coincidente con A.
2. Sea Q el punto en el rayo- . 2. Teorema de localizacién.de
' opuesto a AP tal que AQ = AP. ~ puntos ' 4 '
3. En el plano qué contiene a L 3. Definicién de mediatriz
oy Ll’ Ll es. la mediatriz de PQ.| " (seccdbn 6- -3) '
4. Bl equidista de P y Q. - ° 4. Teorema 6-2 i
1 " ) . .. R
5. B, equidista de P.y Q. 5. Anfloga a las de 3 y 4 o
6. A»Aequidista de P y Q. ( 6..Por el paso-2 '




4

L) a I A
- W~ . “ ;\ e
8-2m
« X T i L
7? ‘B3 equidigta dé P y‘Q. 7. Por 103 pasos 4, 5 y 6, y u“
L IR - el teorema 8~2 :
8. ‘En el plano que contiene a | 8. Teorema 6-2 -
Q L } L3, L3 es la med{atriz v . L : .
i a. ‘ de PQ. .' : , e, .
9. LLlL,y : - . 9. -Definicién.de mediatriz
10, LLE T, b -~ 10, Defintcién de perpendicularid
' Y Y - dé recta y plano, ya que Lj
g : . es cualguier recta en E que
. S - " pase por A ;
* °'. . . ‘ ~ : AN - [
o Conjunto de problemas 8-2b
1. Supongamos -que cada uno de los w e
puntos: A, B, C es equidistante o

de P y Q. Explica, en’términos

de una defintcién o teorema, . ; %if//f/
por qué todo. punto X del plano A
ABC equidista de P y Q. / ‘ o

©

2. Explica la relacién que hay éntre L, la recta de interseccién
de dos. ?aredes de “tu baldn de clase, y el planp del piso
(Cuéntas rectas pbrpendiculares al podemos trazar en el piso?

Seré L perpendicular a toda recta que §® pueda trazar en el

pkso?
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- S . *
)~ La figura FRHB es yn cuadrado. ABLFB.\ A no esté‘hn el
planc “FRHB. : “ ‘

a.  JCudntos planos estdn: determinados por 1os pares de
segmentos en la figura? ‘Némbralos. .
b. Por lo menosVuno de 1os segmentas de la figura es
'pe;pendicular a uno de los,planos mencionados en la _
preéunta anterior. jCufl‘es el segmento? -QY el planb?
Pdra un énfoQue éisteméggco de tal problema, considera’
cada par de segmentos perpendiculares que veas en la
figura. Después puedes obseyvar- si tienes una recta

-perpendicular a dos rectas que se cortan. )

by 9

- . o

*

El AABF es isésceles y B es su vértice, AH = FH, y RHL HB.
R no estd en el plano AFB
a.' (Cudntos planos diferentes estén determinados por los
.segmentos de la figura? Némbralos. _
. b. [Hay ué segmento que sea perpendicular a un plano?
En tal c;so indica cudl es el segmento y . cudl es el
plano y.demuestra tu respuesta. '
5. En gsta figura;‘FBJ,plano P, y en el ARAB, que estd en el
plano P,_BR = BA. Di?degtra que OABF &-ARBP vy LFAR.“JLFRA.
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8z

¥ . ' -
interseccién de E'y F. Demuestra que RQ LE.

R

. 2ho -

“Se da el cubg da la figura siguiente, con BR = BL. jSerd

KR = KL? Demuestra que tu contéstacién es correcta. ‘ ¥
N ~ \"(. ) -’ -
K l‘
' T H. v
I\ .
|>\ M
AQ :\‘\‘
‘.\\ \ .
oy o\
IS : “\ ['%
U= === ~=JP «
s \ P
// N\ \\N
’ 3
- A "R B ¢

(Toda vez que no hemos dado todavia una definicién précisa de .
un cubo, enunciamos ahora, para que las uses en tu demostracidn,

las propiedades esenciales de las aristas de un cubo:

. £
Las aristas de un cybo sén doce segmentos congruentes,

dispuestos seglin se irdica en la figura, y tales que dos,

.cualesquiera de ellos que ge :cortan son perfPendiculares.) -

En la figura que sigue, WX es una recta en el plano E El
Q—’
plano F<LWX en el punto Q En el plano F, RQi.AB AB es la
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Por 1o~que sabemos hdsta ahora, las condiciones especificadas
en la definicién de recta y plano perpendiculates pueden ser

" imposibles de - 1ograr Para estar seguros, necesitamos .un teorema

~

de existencia. El préximo teorema nos permite ver que no estarios

hablando de cosas que no pueden existir al referirnos a
perpendicularidad entre rectas y planos . e

Teorema 8-4. Por un punto er una recta dada pasa un plano

'perpendicufhs\a la recta. . o

Demostracifn: Sea P un punto en la recta.L. Demostraremos -
en seis etapas que hay un"plano E que pasa por P y es perpendicular
a L. N ' »

‘L. Sea R un punto que no estd en L. La existencia de tal

punto se deduce del postulado 5a. - .
2. Sea M al plano determinado por L y R El teorema 3-3
" nos dice que existe tal plano. !
3. Sea Q un punto que no estd en M. El,postulado 5b nos

.asegura que existe tal punto.

> .
3

Sea N-el plano determinado por L y Q.
5. En el plaﬁo.M hay una recta L, perpendicular a L en P
(teorema 6-1), y en el-plano N hay una recta L, perpen&icular
~a L en'P. ' - ‘ .
6. Por el teorema §-3, el plano E determinado por Ly y'Lg-.

es perpendiculgr a L en P, | '

S1 ELL.en P, entonces toda recta en E que pase por P es v

berpendicular a L , pdr definicién. jRodrfa haber rectas que no

estén en E, pero que sean pérpendiculares al en P! El gaorema t\k\\

I

a
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sigulente ‘dice:” "No". B - ¢

® .
Teorema 8-5. Si Una recta y wn plano son perpendiculares,

enLonces el‘plano contiene todas las rectas perpendiculares a la
recta dada en su punto de. interseccién con el plano dado. N
0 de otro modd‘ Si la.recta L es perpendicu(ar al plano: E en

el punto P, y 81 M es una recta perpendicdular a L en P, entonces ‘
M estd en E = - (o . .

¥

'Demostracién: 'lAfirmaciones : ; . Razones
l. L y M determinan un plano F. 1. Tedrema 3-4 e
2. Los. planos F y E-se cortan en |. 2. Postulado 8 i
~una recta N. T _ ' _
3. NIL - X | 3. Defini?ién de perpendicu~
5 : - : ' laridad de recta y plano
4, M_LL ’ . 4. Dato
5 "M =N (Esto significa que | 5. M y N estén .ambas en el
My N son,6la misma recta). . . plano Fg dbr 1Qs_pasos

\

1l y 2; son ambas lL, por
los pasos 3-y 4; pero el
teorema 6-1 d%ce que hay
. una sola perpendicular.

6. - M estd en E. . 6. M= N, por el paso 5, y N
' - ' estf en E, por el paso 2,

Este teorema nos permite demostrar -el teorema de uniclidad que va

con el teorema 8-4.
é
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Teorema 8-6. Por un punto en una recta dada hay a lo més
un plqgo'petpendicular a la recta . . ‘
’ Demostracién: Puesto fue un plano perpendicular cont%ene todas

las rectas 'perpendiculgres que pasan por el punto, y como dos: planos
diferentes tienen solamente una recta comin (teorema 3-4), no puede

4

haber ‘'dos planos perpendiculares a la recta en el punto,. .

LYo mismo que en el plano, donde el tgorema 6-2 de caracterizacién
se deducfa del teoremd 6-1 de existencia y unicidad, ahora podemos

demoébrar un teorema de caracterizacién andlogo para el espacio

' Teorema 8-7. El plano perpendicular que biseca a un segmento

es el conjunto de. todgs los puntos equidistantes de los extremos del

segmento Notarés que este teorema, al igual que, el teorema 6-2,
tiene dos partes

« 0 de otro modo:- Sea E el plano bisecante pe&pendicular; o plano
mediatriz,-de-xﬁ. Sea C el -punto medio de AB® ‘Luego

+€

(1) Si P est4 en Lk entonces PA = Pé, y
‘(2)~ Si PA = PB, entonces P est4d en E.

La demostracién se deja al alumno.

A

v

'gpnjunfo de problemas 8-2c °

~ 1. a. &Cuéntas rectas que pasan por un punto de una recta dada son

perpendiculares a esa recta?

b. ;Cudntos, planos que pasan por un punto de una recta dada son

perpendiculares aula‘fecta?

‘2. Los planos EyF _se cortan en

Ea, segun aparece en 1a figura
‘ AB LE. BR estd en eL plaqo E.
El plano ABR corta a F en BC

tEs AB L BR? '

JEs ABJ_KQ? L i Z/

JEs AB LBC?
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3.-51 QPLE en P y QPL PR,

lcémo sabemos que PR estd
v en JE? - "o

H

. 4. Suponiendo que
AX = BX, ©.
AY = BY,-
AW = BW,
AZ = BZ, ' SN
Lpor qué estén W, X, Yyz"'
en un miSmo”Plano?

5. El1 plano E es el plano mediatriz
de Kﬁ,'segﬁn muestra la figura.
a. AW & -
s
AR X%
m < AFW =
L AKF o
'b. ;Serd FW = FK = FR? Explicalo.

*6. Demuestra este teorema: Si, L es una recta que corta al plano
* E en el punto M, hay al menos una recta L' en E tal que L'1L.

v ‘
' .

El préximo teorema es-un. lema Gtil para demostrar futuros . ‘

~
teoremas.,

Teorema 8-8. Dos rectas perpendiculares al mismo’plano estén

en un mismo plano. ' . '

.

- 'Demostracién: -Sean“Li*?“Lifféctad‘perpendiculares al plano E |

en los puntos A y B, respectivamente. Sea M el punto medio de KE

sea L la recta en E_ que es mediatriz de AB, y sean P y Q ﬂOB puntos
° .Y

en L tales qua M = Qd Sea C un punto en Ly distinto de A.

3

2 20{)




1. Por el postulado L.A.L. AANP ¥ AAMQ,<y,por tanto, AP = AqQ.

2. Como 111E <CAP y «CAQ son rectos, y por el postulado L.A.L,
OCAP ¥ .ACAQ, de manera que Cp ~ (Q.

3. De AP = AQ y CPF = CQ se dedUce, por el teorema 8- 7 que C y A
estan ambos en E(, el plang mediatriz de PQ Por tanto, Ly
estd en E', ' \ Lo ) "
4. Exactamente de la misma maye€ra demostramos que L, estd en F
. Por lo tanto, 1 y L, estén en un mismo plano..
..
- ———————

8-3. Teoremas de existencia y thicidad t

: \
Los siguientes teoremas a@aican todas las.relaciones posibles

entre un punto, una recta y un Plang perpendicular., Los enuncigmos'

aquf a fin de completar.la expoﬁicién y para facilitar futuras refe-

rencias.

{

Teorema 8-9. Por un punto dedo pasa un Elano y solamente uno,

perpendicular a una recta dada,

Teorema 8-10. Por un punto dado pasa una recta.y solamente una,

perpendicular a un plano dado. ] v

La demostracién de cada ung de estos tqugm&s presenta dos casgos,
dependiendo de si el punto dado ®std o no en la recta o plano dados,
y cada cago tiehe dos partes, usa para demostrar la existencia y

otra parg demostrar la unicidaq, Esto hace un total de ocho demostra-

ciones. Los teoremas 8-4 § 8-6 Son dég de estas ocho; las restantes
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"seis, algunasg de 1as cuales son dif[ciles y otras féciles, aparecen

+

en e1 apéndice VI. _ - .

\El teorema 8- 10 nps asegura la existencia de una perpéndicular

o dn}ca desde un punto externo a un plano dado. - Por lo tanto, est4

" Justificado el elegir la siguiente definicidn, aniloga a la que
siguié al teorema 7-6.

. Definicién. La distancia a un plano desde un punto fueta del
mismo es la 1ongitud del segmegto perpendicular del punto al plano.

Teorema 8-11. E1 Segmento mds corto a un plano desde un punto
4

fuera del plano es, el segménto perpendicular.

-~ -La demostracidn es andloga a la del teorema 7-6.
o _ - s '

Problemas de repaso

1.  Determina si cada una de las siguientes afirmaciones es cierta
" o falsa, haciendo un *ibujo como ayuda s{ fuese necesario :
a. La interseccién de dos planos puede ser un segmento. '’
b,. Si una recta interseca a un plano en un solo punto; hay por
lo menos dos rectas. en él plano perpendiculares a ella.
c. . Para-cuatro puntog cualesq;iera,‘hay un plano .que los +
contiene. S T .
di Si tres rectfs se intersecan dos a dos, perg no hay un puntd
comin a las tres, las rectas estén en uﬂgplano
. e, Es posible que*tres rectas se intersequen en un punto de
manera que cada una de ellas sea perpendicular a las otrasg
‘dOS.‘ . ) : . '

-

, f. Podemos trazar solamente uni,recta perpendicular a una
. récta dada en un punto dado
g. En un punto de un'plano hay solamente una recta perpendicula-
al plano. ‘
"h. El ndmero méximo de regiones en que tres planos separan ‘al

espacio es ocho.
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2. Desde un punto R fuera de ) plano E"RB LE y RB corta al plano”
en B. RA es cualquier,pt 0 segmento desde R que corta a E en
LA. Compara las longitudes\ de AR y RB. Compara las medidas de
ZA y 4B, ' ‘

~

R

- -~

3. Ssi los postes de ‘gol en un extremo de un campo de fdtbol son
perpendiculares al terreno, entonces estardn ‘en un plano sin
necesidad de que los sujetemos por una abrazadera. LQué

" teorema apoya esa conclusién? ;Podr4n los postes egtar aun
en un plano, aunque no sean perpendiculares”al terreno? ?

LPodrIan no estar en un plano aun c%apdo estuvieran sujetos

por una abrazadera?

4. Determina si habrd siempre:

1 1 -

a. dos rectas perpendiculares a ung recta dada en un punto dado

de la recta.

b. dos Pplanos perpendiculares a una recta dada en un punto dadoA
- de la recta. . o . ..
. ' c. dos rectas perpendiculares a un plano dado en un punto dado
del plano /.
d. dos planos perpendiculares a una'recta dada.
e. ’dos Jectas que se corten y sea cada una de ellas
perpendicular a un plano dado. ’
5. "Podemos demostrar \gue es falso |

. el supuesto de que ‘fdos rectas Ly Ly

sean perpendicularep al plano E y
ademfs se corten eg un punto P que no

estd en el plano E, probando que tal

supuesto conduce § una contradiceéién

) .
con un teorema aferca de figuras en el
]

(L,

“

/]
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6. Dado MQ'L planp E, y WF L plano E.

- 248 ¢~ _

plano. ;De qué teorema se “trata? . ' ‘

1yCudntos planés diferentes- quedan
— — : Q

| determinddos por ﬁay MW, (WF y QF? E
Explicalo. L

El AABF es isésceles y tiene su vértice en B, HF = Ha, y iﬁ.sz.
R no estd en el plano AFB.

a. Cudntos planos diferentes quedan determinados por. los |
segmentos de la figura? Explicalo. ®

’B. Loc%&iza y describe una récta que séa.perpeQQiqglar a uh

plajpo. ' '

Datos:. P estd en el plano E qué

contiene a A, B, C; P equidista D
de A, B, C; la recta LLE en P. :
Demostrar: Todo punto X en L ‘ AN\
equidista de A, B, C. "

. ) ‘ |

. Datos: La recta L | pléno ABC

en Q; el punto P de L equidiéta
de A, B,.C. . @
Déhostrar; Todo punto de L
equidiéta de'A, B, C. .
(Sugerencia: Considera cualquier
‘punto X ¥ Q en L y muestra que
XA = XB = XC.) | o

-




'10. lDaté)s: ‘A-_Plil?a,.y EL‘EE;.
‘ iﬁ511§? en Q. . - Ny
). Demostrar: RQL¥C ‘ o‘.l

. - e -: (’(
(Sugerencia: Toma R sobre "

b, , )
QC de modo que QB = QR.
Traza PB, PR.)

l}. Demuestra e} sigulente teorema: si desde un punto A ‘fuera de
un plano se trazan una perpendicular AB y segmentos oblicuos ’
(no pefpendiculares)“xf y Kﬁ, qué corten al-plano a diferéntes r
éistanciaé de B, el segmento que corta al plano a 1a-mayor
distancia de B tiene la mayor longitud.

.

-

s

s

Daﬁés: AB | plano E; FyH son 4
puntos de E tales que BF> BH.
¢
Demostrar: AF > AH '
12. Demuestra que cada uno de los cuatro rayos AB,s AC, AD y AE. no
~ puede ser perpendicular a los otros tres. ' -
"13. Datos: XB y Y8 son dos rectas eh el plano E; m es up plano_LXB en
' B; n es un plano lYB en B; AB es la intersecct de‘p.x n.

Demostrar AB.LE N ’ ' ;'




Capftulo 9

’ . “ S

= _RECTAS PARALELAS EN UN PLANO -

9-1. Condiclones que garantizan el paralelismo

mente de lo que ocurre cuando rectas y planos- ge intergecan de -
clertas maneras. Vamos ahora a ver qué sucede cuando BQ

se.'
 }intersecan.. Veremos que es posible demogtrar muchas m4s :

resantes. ' S BN

Consideramos primero el*caso de dos rectas. EL teorema 348 nos
da alguna informacién en seguida, ya que nos dice hue si dos rect:as

se intersecan,’eﬂtén en un plano. Por lo tanto, dos rectas que nof
R N T
estén en un plano no pueden intersecarse : ' ' . n

Defindcidg Dos rectas que. no estdn en, un plano se llaman

alabeadas o rectas que se cruzan ' ‘-" .

Podrds ficilmente encontrar ejemplos de rectas alabeadas en tu .

-

estén en un plano tienen necedariamente que intersecarse ' En el

teorema 9-2 demostraremos la existencia de, rectas’ en un plano que kK

no se 1ntersecan, Y que son paralelas, como éstas ﬁﬁ
. ; ¢ o

_ Demos primero una definicién més precisa R : e
. Definicién: Dos rectas son garalela 8i estén en. un mismo plano

A
y no se inteyaecan

Observa que para que dos rectas sean paralelas deben satisfacersé

) N A

Ry

Hasta ahora en. nuestra geometria nos Hemos chpado principal- S

8alén de clase | : S : N
-~ Esto deja todav£a7sin res esta el problemq\de sl dosg rectaé que

-

dos condiciones: 'no deberdn intersecarse, y deberdn estar amba&*en‘-47
. . . . Y .




dnico plano, que contiene al, ylL e

- anflogo diremos cuando nos: réferimos'a una recta y un segmento, o

_.perpendiculares a la misma recta

eoggma 9 1, \Dos rectas paralelas estdn en exactamente un plano.
Demostracidn*V 51" L1 y: L, son rectas paralelas, por la defini-.

>

cidn antexior sabemos que hay ur plano E que contliene a "RATE

S1 P es cualquibr!puntg de Ly, por el teorema 3-3 sabemos'hue hay .
Solamente-un plano que contiene alyyP. Por lo tanto, E es el "

] . 1.
.

2: S
Usaremos la abreviatura Ly | Ly para indicar que las’ rectas Ll

y L2 son paralelgs. Por conyeniencia diremos que dos segmentos-son.i

paralelos si lds rectas que los coﬁfighen son paralelas. De modo .

- una recta Y un rayo, y" ‘as{. sucesivamente Por ejemplo, supongamdé .

que. 1” L, en la figura siguiente e T : 3

e . p :
S g' . * . Lz

o

Entonces, podemos tawbién escribxr ABIICD AB||L ‘L HCD BAJICD

.y asi sucesivamente Cada una de estas afirmaciones equivale a. 1a

2
2

afirmacién: de que L HL o ;' N e ;(
" No: ‘pdrece. f4cil mediante 1a definicién decidir si dos rectas que
parecen ser paralelas realmente 10 son. Todaarecta se ex 1ende inde

finidamente en: dos direcciones y para saber sL dos. nectas no se

-;sintersecan, tendriamos que ver las dos rectas en’ toda su extensifn..
-Sin embargo, hay una condlcién sencilla"que es suficiente para garanv

_'tizar que doé rectds sop’ paralelas, ‘Es la siguiente.

Teoxema 9= -2, Dos. rectas eﬁ un plano son paralelas si ambas son

Demostracidn Sl‘xponganws que L y L son€ dbs rectas en el plano'

E qada una de ellas’ petpendicular a una recta L en los puntos P y Q.

.Hay entonges dos posibi@idades.

"”(1) L y L, se intersecan en un punto R

.r;n ..
42

1 2

L2 .
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(2) Li y L2 no se intersecan.
. |
- P -L, -
~ f )
’ AN
o_\ -~ .
@ L P3
~ - @ ~L2
L S
En el caso (1) tendrfamos dos rectass, L1 y LZ’ cada una de ellas
perpendicular a L y pasando por R. Esto es impogible segin el teorema
6~1, si R esté en L, y segﬁn el teorema 6- 3, sl R no estd en L. .Por
- 1lo tanto, el caso (2) es el unico posible, y asf, por definicién,
— L || L.. ' | '
B | I 2 _
~. % . El teorema 9-2 nos permite demostrar el siguiente teorema de '
‘existencia, que es muy importante. -
Teorema 9-3. Sea L una- recta, & sea’ P un punto quie nd esti en L.
Entonces hay. al menos‘unajrecta, que basa por P y es paralela a L.
. L] ' . ‘ 1
. .. N ‘ ) .
v ‘ -L'

T L
) J ls
_ 90°. *
| ) — { : f)’ . \‘v} :L . K
| ("
o ©
“ ’ i '
. /
;) /
, ~b,
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Demostracifén: Sea Ll una recta que pasa por P perpendicular a

L. (Por el teorema 6-1, ha% una recta tal.) Sea L2 una recta que

£

pasa por P, perpéndicular a Ll en el plano de L y P. Por el teorema

9-2, L, | L. . (

Parecerfa propio, a estas alturas, intentar demostrar ‘que la

paralela del tgorema 9-3 es ﬁnica, es decir, podrfamos tratar de

probar que en un plang, y por un punto dado que no esté en una recta
dada, pasa solamente una paralela a la recta dada. Por muy ‘extrafio

que parezca no podemos demostrar tal cosa a base de los postulados

. ety

enunciadab hasta ahora y tenemos que aceptarla como un nuevo pqstulado

Examinaremos esto en mayor detalle en la seccidn 9-3. Mientras tanto,

antes de empezar ‘a trabajar sobre la base de este nuevo postulado,
demostraremos algunos teoremas adicionales que, al igual que el
teorema 9-2, nos dicen cufndo dos rectas son paralelas.
D&remos-primerq'algunag definiciqnes.' (
Definicidn:" ,Una secante a dos rectas en un plano es una recta que
"las interseca en dos puntos, diferentes. * o

Decimos que "las-dos rectas son "cortadas" por la secante.
Definicién: Sea L una secante—a—by y Ly, que las corta en P y Q.
Sea A un punto de Ly B un punto de L2 tales que A y B estén a lados

opuestos de L. Entonces /PQB y AQPA son éngulos alternos internos
formados por la secante’a las. dos "rectas.

e . o

b




. IR

’ | L - oy - B AP
"Notards que’ en la definicifn d& secante, 'las dos rectas mencio-
- Vd

nadas podrdn ser o no ser paralelas; pero si”se intersecan, entonces
la secante no puede cortarlas en su punto comin. No se permite, pues,\

« una sltuacidén como la que muestra la figura siguiente:

<

' 4 -

[ ! '
' .

1Y | . L . . . : . 3

!
Es'dgcir,FEn'estd figura L no es una secante a las rectas'Ll,y L2.
.Notar8s tanfbién que una perpendicular comin a dos rectas en un ‘

plano, como la del teorema 9-2, es siempre una secante.

Teorema 9-4. Si dos rectas son cortadas por una secante, y si

un par de 4dngulos alternos internos son congruentes, entonces éﬁ

~otro par de éngulds‘alternos internos son también congruentes.

-
B
-t
t 4
-
-
-
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Eg~-decir, si c¢a Za’. entonces. zb % ¢b'. Y si sb & Zb', entonces 4
Za = za'. La demostracidn se deja al alumno, |

El siguiente teorema es una generalizacidén del teorema 9- 2 esto
es, incluye el tgorema 9- 2 ‘como un caso. especial:

Teorema 9-5. Si dos rectas son cortadas por una secante, y si

un par de é4ngulos alternos internos son congruentes,_ entonces lasg

rectas son paralelas. . ~ ‘

Demostra¢ién: Sea L uha secante a L. y L, qwe las corta en .

. . 1 2’

PyQ. Supongamos que un par de 4ngulos alternos internos son
congruentes. Tenemos, pues dos poéibilidades .
(L) L yL

»

L 2'%e inters?can ep un punt?,Rf S <
'(2) ,) L, I L, .

En el caso (1) la figura serfa asf:
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Sea S un punto de L1 situado a un lado de L distinto de aquel en que

estf§ R® Entonces Y'ZSPQ es un 4dngulo externo del APQR, )"I"LPQR es uno
de los 4dngulos internos no contiguos. Por el teorema 7-1, esto quiere
decir que . |
miSPQ > meBQR, -
Pero sabemos por la hip6tesis que un pan,de éngulos alternos
internos son congruentes. Por e1 teorema anterior, ambos pare& de

énguLOS'alternos internos son congruentes, Luego
)

m/SPQ = m £ PQR. _
Como la afirmacidn (1) nos lleva a una contradiccién de nuestra hipé-
tesis, dicha afirmacién es falsa. Por lo tanto, la afirmacién (2) es

.

c}erta,

- Conjunto de problemas 9-1
1. a. 4Fstablece la definicién de rectas paralelas que éstas .

‘deberdn mantenerse una de otra @ la ‘misma distancia?
b. Si dos rectas dadas no estdn en un plano, gpodrén ser
paralelas? | |
2, Dos rectas en un plano son paralelas si , 0 si
o si
3. 'Si dos rectas en un blano son cortadas por una secante, jserén
* slempre congruentes los 4ngulos alternos internos?
Q. En el espacio, si dos rectas son perpendiculares a una tercera,
;serén paralelas las dos rectas?

5. a. 81 los 4ngulos de 80° de la -

A , N.
figura estuviergn bien dibu- '] _
Jados, ;serfa L, paralela a ' — o5 — L
’ L2 por el teorema 9-5?
Explicalo. ' ' <€ 8o >L,
_B. (Cudntas medidas diferentes j A :

de 4ngulos habrfa en la figura?
;Cudles? -

\




8.

10.

recta vertical.

- 258 -

Si los &ngulos de la figﬁra fueran

del tamafo indicado, ;qué rectas

serfan paralelas?
T

b /"

Dada una recta L y un punto P fuera de L, explica c6mo se

podrfan usar la regla y el transportador para dibujar una

paralelaéL por P, . -
Supongam0® que se aceptan las siguientes dos definiciones

Una recta vertical es una que contiene el centro de la tierra

. Una recta horizontal es una que sea perpendicular a alguna

a. (Podrfan ser paralelas dos rectas horizontales?
b. ¢(Podrfan ser paralelas dos rectas verticales?

c.//zPerﬂgn ser perpendiculares dos rectas horizontales?

/LPédrfa;\jﬁr perpendiculares dos rectas verticales?
LSerIa también horizontal toda recta vertical? .
ISerIa/también vertical toda recta horizontal? . - )

g. \\Q?od{ia una recta horizontal ser paralela a una recta vertical

h. ;Serfa horizontal toda redta?

. , » ]
(Ser§ posible\ encontrar dos rectas en el espacie que ni se inter-

sequen ni sean paralelas? - N
Datgg: mZ DAB = ms CBA = 90, _ b ‘ R
&)_ y AD = CB. - N
/ :
Dem stra}: m/ ADC = m, BCD ' \:><’
g A ~
L¥odr£as también demostrar que _ g N
. . -~ \\
! m<4 ADC = ms BCD = 907, A T B



>
11. Se da la figura en 1la
. AR-RC;;PQ) : \
AP = PB = RQ, o

" BQ.= QC = PR. ° (.

Demostrar: '

mZA+ msB + mseC = 180, '
(Sugerencia: Demuestra que h
msa =msA, mszb = my B,
msZce = msC.) '
12. Datos: AB -hAC, AP = AQ.
Demostrar: PQ || BC .
(Sugerencia: Hagamos que la
bigsectriz del /A corte a‘Fa en
Rya BC en Du) '

7

13. Datos: Lé‘figufalde la
derecha en la que N - | N
. LA S /B, | .
) AD = BC, _ -
A = TB, . ‘ .

SD = SC.

Demostrar:

ST 1DC - o AT T B

ET.LKE

BCIIAB . S
) !

)
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9-2. Angulos correspondientes

~ En la figura siguiente, los 4ngulos marcados a y a' se Maman

‘dngulos correspondientes: . \
' TSR N ' ’>

¢
i S

De modo andlogo, sz b' son &ngulos correspondientes; bién lo
son los pares c, ¢' y d, d'. '
Definicién: .Si dos rectas son cortadas por una se e, gt~

) - ' §
ZX, ¢y son 4ngulos alterqﬂs internos, y 8i losydngulos ¢y, £z son

opuestos por el vértdice, entonces £Zx, 4z son dngulos correspondiente
) .

0 4ngulos externos-intérnos. - '

;.

1

-

N

Deberds demostrar el teorema siguiente: ot '

-y

a
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Teorema 9 6. St dos rECtas son cortadas por una secante,~y si )

un par da,éngulos correspondientes son congruentes entonces loa

.otros tres pares de éngulos correspondientes tienen la misma - pro-
piedad ) /‘-'.l . : / . v ] N . ..

. La demostracién ‘e un poco mis larga que la del teorema 9~ 4
TeOrema 9-7: Si dos rectas son cortadas por una secante, y

ﬁsi un par; de éngulos correspOndientes son congruentes, entOnces Las R

f'rectas son . paralelas. ‘La demostracién se deja al alumno.

Parece como si los recfprocos de los teoremas 9-5 y 9-7 debieranr

'ser: clertos. EL recfproco del teorema 9-5 dirfa que si dos rectas

paraielas son cortadas por una secante, éntonces los 4ngulos alternos

€1nternos son congruentes El recfprmco del' teorema 9~7 dirfa que si

2 dos rectas paralelas son cortadas por una secante, entonces’ los éngulqs

correspondientes son congruentes. Estos teoremas, sin embargo, no

se pueden demostrar a base de los postuladOS enunciados hasta ahora. !

Para demostrarlos necesitaremos utilizar el postulado de 1as paralelas'-

‘que enunciaremos en la préxima seccién.

El pqetulado de las paralelas es- indispensable también ‘para las .

.demostraciones -de muches otrosg teoremas. de nuestra geometria.

. Algunos de &stos ya los _conoces por tutrabajo en otros grados. Pbr
“ejemplo, sabes .desde hace algin tiempo que 1la suma de las medidas };

de los dngulos’ de cualquier trifngulo es 180. Sin embBargo, sin eL
postulado de{las paralelas eg imposible demostrar tan importante

teorema. _Prosi&gmos, pues, al postulado de las paralelas.

E 94§. .E1 postuladd3gg las paralelas -,
\ ; ' : . .

§

-\ o  Postulado 16 (E1 postulado de las paralelas ) Por
—_—— = | .
un punto externo dado hdy a lo sumo una recta paralela a .
suna"re'cta'dada. e

.

. .
L | . .

.
'

L
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Nﬁtarés que no necesitamos decly en el postulado que hay al
menos una tal paraleia, pues eso'ya 16 sabemos por el teqreﬁa 943:
Pareceria naturay-shponer qué ya tenemos sufielentes postulados’
para poder demostrar 'cualquier enunclado que sea'”raZOnable”; y
- como el postulado de 1asjbaralelas es razonable, podr{amos tr;tar

de demostrarlo en vez de presentarlo como un postulado. De todas

g

maneras, algunas personas muy inteligentes pensaron as{ acexca

del postulado durante siglos y siglos. ‘Ninguno de dllos, sin
embargo, pudo encoﬁtrar una demostracién. - Finalmente, en el siglo
baaado gse descubrib que tal demostracién no es, posible.; La razén

es que hay algunos sistemas mateméticos que son casi iguales pero

no exactamente, a la geometria que estamos estudianda. En estos
sistemas matemdticos quedan satisfechos casi todos los postulados

de la geometrfa corriente, pero no as{ el postulado de las paralelas.
Estas "Geometrfas No Euclfdeas" bueden.parecer extrafias y de hecho

lo san.- (Por ejemplo, .en estas "geometrfas" no existe ‘tal cosa como
..] p b Y g ) ———

2

- un cuadrado.)’ No gplaménte sirven estas geometrfas para desarrollar

.

teorfas mateméticas interesantes, 317? que gémbién tienen importantes
',aplicaciones a la fIsica ' .

A ,Ahora que tenemos el postulado de 1as paralelas, serd posible

demostrar numerosos teoremas importantes que no pqdrfamos demostrar
sin é1. Empezamos con una demostracién del recfproco del teorema Q\S

Teorema 9-8. Si dos redtas paralelas son cortadas por una

‘secante, entonces 1os angulos alternos internos son congruentes.

Demostracidn Sean dadas lg% rectas paralelas L

1 y L2, y una
secante L3, que lag corta en P y Q.

. P, - . \
. @ Y . . / . ‘ .
- N . - N P '

o | b , ~Li, s




. o ' o A |
T ¥ ’-' ?UJ - : . . 9.3
Supongamos quedJda y ¢b no son congruentes. Sea L una recta que

pasa por P y tal que los dngulos alternos internos Lc y La, formados -

con la secante, 8. gg:congruentes
N

(Por elnpostulado'de construccibn del 4ngulo, hay una recta tal.)

Entonces L ¢ Ll’ porque £b y Zc no son congruentes.

Veamos ahora lo que tenemos. Por la hipbtesis, L1”L2. Y porel
x Asf, pues, hay dos rectas- que pasan '
por P, paralelas a L2. Pero esto es imposible, porque contradice el

' teorema 9-5, sabemos que L]|| L

postulado de las paralelas. Por to-tanto, <a ¥ /b, lo que queriamos-:‘
demosggar.

Las demostraciones de los siguientes tgoremas son breves, .y
debes. redactarlas td mismo. . \‘ '_“

Teorema 9-9. . 81 dos rectas paralelas son cortadas por una
' .
secante, cada par de éngulos)correspondientes son congruentes.

Teorema 9410. Si dos rectas paralelas son cortadas por una

secénte, los dngulos internos a un migmo lado de la secante som
suplementarios: . ‘ | ’

i De otro modo: Sean L1H Ly y T una secante que corta‘a Ll,y L2

a———

Demyestra que el/b es suplementario del Ad y el Za es supleéentario

d(:)l. /eo ’ ' M N .‘
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Teorema 9-11. En un' plano, dos rectas paralelas a la misma
recth son paralelas entre s{.

s\ :
Teorema 9-12. En un plano, si una recta es serpendicular a
una de dos rectas paraXQ}as, es perpendiculdr a la otra.

Conjunto de problemas 9-3

1. -Datos: | " .b‘ \
mMZA=~mZB =msC = 90
Demuestra que m«D = 90,
PR A B

Y

2. Demuestra que una recta paralela a la base de un tridngulo
is6sceles y que interseque a los otros dos lados del tridngulo °
forma otro trifngulo is6sceles. "R v

3. Datos: En la figura,

: — —
*RT = RS, PQJ|RS.
Demuestra que PQ = PT.

/

[

STa

4. Repasa la demostracién indirecta que se presenta en la,demostra-
ci6n del teorema 9-8, y luego da una demostracibén indirecta de
cada una de las siguientes afirmaciones, a base de presentar

O

- una contradiccién del postulado de las pAralelas:




En yn plano, si Ly y L, - - N

son dos rectas paralelas, y L p/’/"
80 -

M es una tercera recta que: Nﬂﬂy,,;#f”"w o

corta a L en P, entonces M

también corta a L,. ;. L= ' B o

En un plano, si una recta R

corta solamente a una de otras : ";/,//ar’”'L'
dos rect:as.L1 y~L2, entonces - L ¢ R

/ i o
Ly L, se‘inte Ean. . ]

'Datos: R iht-

AR =L,
R no trseca a L,.
Demuestra que L1 interseca a Lz. )
% —

' !

.+ Demuestra que en un plano dos &ngulos con sus lados
) :

respectivamente paralelos y de modo que ambos _se éxtiénden
en la misma diréccidn (o ambos en direcciones dpuestas), son

congruentes, ‘ . . A

, -Datos: BA || X,

BC || YZ. C_ar
: . e B 17
Demuestra que ZABC = £XYZ. i/
Y Z

. . . ~ . '
Demuestra que en un plano, dos dngulos con sus lados

respectivamente paralelos, pero de modé que’ solamente un
parT

de éstos se extienden en la misma direccidn, son suple-
mentarios. ' o |

Datos: BA || ?ﬁ,

5 Il 2. ? o
Demuestra’ que m< ABC + m ZXY¥Z = 180.
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" Datos;

%8,

v

9-4.

‘Demuestra que L, no es paralela

[
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Solamente Alustramos aquf algunos casog. Todos

(Nota:
108 dem&s pueden comprobarse con facilidad.

’

La palabra
"direccidn"vno est& definida, pero debe -sobrentenderse
su sentido.)

. Dibuja varios pares de’ éngulos ABC y DEF tales que BALED’

y BC LEF. Enuncia un teorema" que creas puede ser cierto
respecto de las medidas de tales éngulos. )

Si el teorema 9-8 se aceptara como un postulado, entonces
ser{a posible demostrar el postulado de las paralelas como
teorema. (Es decir, debe demostrarse que no puede haber/igzn
segunda péﬁglelé a una recta por un punto fuera de elfa‘)‘

Ll y L2 son dos rectas

que contienen a P, y

L, || M.

aM. M=

| /Q :

Demyestra que s8i el teorema 9-12 (Si una secante es perpeqr
dicular a una de dos rectas paralelas, es perpendicular a

la otra) se acéptara como un postulado, el postulado de las

paralelas podria deMpstrarse como un teorema.
La

P
e

—_—

Datos: lIIM, L, y L, contienen a P.

(Lz ¢ L)

Demuestra que ﬁ} no es paralela a M.

- Triéngulos

/

Teorgma 9-13. La sima de las medidas de los &ngulos de un -

triéngﬁlb es 180,

oo Demostracién: Dado el AABC, sea L la recta paralela a AC que
/ pasa por B, y sean los ¢x, ¢x', £y, £y' y £z tales como aparecen en
! ‘la figura. ' .
N o
i ¢
Q

2..,




Sea D ‘un punto de L al mismo lado de aB que C. Gomo AE]|§3
A esté al’miSmo lado de BD que C' Por 1lo tanto C esté en el ‘
interlor del 4ABD (definicién del interior de un éngulo), y asf

por €l postulado de 1a adicién de éngulos, tenemos * -
' mLAM)-mAz-FmAy ) : . e
Por el postulado del suplemento, . - ¢

~

Por lo tanto,

mZx' 4+ m £ABD = 180. X

]

' nlzx.-+-ulzz 4-nx£y' = 180 :
.]Pero sabemos por L1 teorema 9-8 que m‘éx =msx', y también
miy = mzﬁym, porque esos son éngulvs_alternos internos. Sustitu-
yendo, obtenemios ‘ o o ° v
' mLx+mAz+mLy=180 l g .
"lo que querfamos demostrar.

De aquf obtenemos variog corolarios importantes:

Corolario 9-13-T. Sea dada una correspondencia entre dos

tridngulos. -Si'dos'pares de 4ngulos correspondientes son congruentes,

‘entonces el tercer par de éﬁgulos?corréqundiehtes son también .

¥

y

congruentes,




. b,
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2

.E:l cQrolgrio dice que sl ¢A ¥ £4A' y AB % /B', entonces

4C =£C'. Como sugiere la figura, el corolario se aplica en los

casos en que la correspondencia dada no es und congruencia, y

también en los cdsos en que AABC & AA'B'C'.

Corolario 9-13-2. Los &ngulos agudos de un triéngulo
rect&ngulo son complementarios.

.

& Corolario 9-13-3.- En todo trifngulo, la medida de un 5ngulo .

. externo ‘es la suma de las medidas de los dos &ngulos internos no

o

contiguos ' |
L ‘ . ., .

Conjunto de problemas 9-4 !

1. Halla la medida del tercer 4ngulo, si las medidas de los otros
dos &ngulos de un tridngulo son las siguientes

a. 37 y 58 - doFp oy 8

b, 149 y 30 e. 45+ a y 45-a

c. n'y n. f£. 90 vy ;_ N
2. Para hallar la distancia de u" N

punto A a un punto lejano P, un
agrimensor _puede medir una pequeﬁa A
distancia AB y también medir al

A y el £B. De esta “in'formaciér}
puede cglcular la medida del <P y
luego, mediante férmulas. adecuadas, '
calcula.r AP. S1 m¢A =87.5y . '
m LB =. 88.3, calcula ms P,

- ’

-

3., jPor qué es indispensable el postulado de las paralelas para
;demostrar el teorema 9-1317 : '
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4. Dibuja una flgura como la de la

derecha y complétala indicando.
el valor de cada uno de sus

dngulos,

N

- . o

-

5. Dado que £A 5 /X y /B ® .Y,
(serd posible afirmar lo

siguiente?
a. LC =,2 "

b. AB = XY

"6. Datos: BD biseca al LEBC,
I e d —
y BD | AC.
L

Deﬁuestra~que AB = BC.

ki

A C
7. Demuestra que la bisectriz de un dngulo externo en el

¢ .Vértice de un trifngulo isésceles es ﬁaraiela a la base.
’ 8. Dato: La figura de la derecha.

Demuestra\que s + r = t + u.

(Sugerencia: Traza DB.)

“a '
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*9, Datos: En la figura, ZBAC es
" un- dngulo recto, y QB = .

~Demuestra que QB = QC.

[

*¥10. Datos: En el AABC, <C es un
* dngulo recto,
AS. = AT' y BR = BT.
Demuestra que m< STR = 45.
_(Sugerenéia: Supbn que

msA = a. Luego Halla f6érmulas

para las medidas™de los otros- .
dngulos® de la figura, cada umo, en ' \
términos deBa.)-_ L ’

hY

9-5. Cuadrildteros en el plano ' - .

Un cuadrilftero es una figura plana de*cuatro lados, como son.

las siguientes:

B C

.0




" acuerdo con nuestra definicién:
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Las dos dltimas figuras ilustrah lo que podri

17

amos llaﬁar Fl

caso més general, en-el que no hay dos lados congruentes, ni dos

lados paralelos, ni dos éngulos congruentes.

. Podemos enunciar con mayor precisién la defin
cuadrilétero en la siguiente forma:

| efinicién: Sean A, B, C y D cuatro pun
tales que tres cualesquiera de ellos no ektén a
los segmentosﬁAB ﬁE CcD y DA se intersequen ‘sola
extremos. Emjonces, la reunién de estos cuatro s

cuadrildtero.

Para abrev;Lr, llamaremos ABCD a esta figura.
cada uno de los ejemplos anteriores, con excepcid

el cuadrildtero mds su interior constituyen un co
en el sentido en que se definié en el capftulo 3.

para la figura inferior de la derécha,'pero esta

icién de un

n el mismo plano,
neados y tales que
mente en sus

egmentos es un

Notards que en
n «del dltimo,

njunto convexo,
Esto no es asf{

figura, segﬁn

nuestra definicién, es también un cuadrilé 0. Observa, si

embargo, que' figuras ‘como la siguiente no son cua

Aquf la figura no es un cuadrilgfero, porque
_— — -
BC y DA se intersecan en un punto que no es un ex

-,

de ellos. Observa también, sin embargo, que es p

é;)léteros de

los segmentos

treTo de ninguno

-

osible construlr

un cuadrilétero'que tenga esos mismos cuatro puntos. como vértices,

asf:

)
]
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En este caso ABDC es un cuadrilftero.

»

Definicianes: Lados opueptds de un cuadrilftero son dos lados

-que no se intersecgn. Dos de sus 4ngulos son gpueétos sl no tienen

‘un lado comin, Dos. lados son consecutivoé 8i tienen un vértice

‘comdn., De manera anfloga, llamamos consecutivos a dos 4ngulos si

tienen un lado comin. Una diagonal es un segmento que une dos
vértices no consecutivos. ' '

—~—

’

En un cuadrilétero ABCD, AB y CcD son‘ladbs opuestos; como lo son

S EE'y AD. AD y Eﬁ o ‘AD y AB son lados consecutivos. Ka‘y ﬁﬁ son las
diagoneles de ABCD. ;Qué 4ngulos son opuestos? jCufles son consecu-
tivos? |

Definicibén: Un tragecio}es un cuadrilft®o en el .que'dos, y

solamente dos lados opuestos son paralelos.

L]
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Definicién' Un paralelogramo es un cuadrilftero en el que ambos

| pares de 1ados opuestos .son paralelos. ’

~.

\

No deberds tenaer mucha dificultad en demostrar los te@remas funda-

mentales relativos a trapecios y paralelogramos.

Teorema 9-14. Cada diagonal separa a un paralelogramé en dos
trifngulds congruentes. .Es decir, gi ABCD es un paralelogramo; entonces
“MBC % ACDA y AABD & ABCD. |

o>

Teorema 9-15. En un paralelogramo, dos lados opuestos cuales-

quiera son congruentes.

Cvrolario 9-15-1, %i L1||L2:y 81 P y Q son dos puntos cuales-

quiera en L,, entonces las distancias de P y Q‘aIL2 sonsiguales.

Esta propiedad de las rectas paralelas se abrevia a veces . ,

diciendo que "las rectas paralelas equidistan en toda su extensifn".

Definicién: La distancia entre dos rectas paralelas es la

distancia de cualquier punto de una de ¢llas a la otra.

leorema 9-16. En un paralelogramo, dos &ngulos opuestos
cualesquiera son congruentes ‘

Teorema 9-17. En un pé:glelogramo, dos 4ngulos consecutivos .

cualesquiera son suplementarios.

Teorema 9-18. Las Q}agonales de un paralelogramo se bisecan.

En 108 teoremas 9-14 al 9-18 nos ocupamos de varias propiedades
de un paralelogramo; es decir, st sabemos que uq‘cuadrilétero es un
paralelogramo podemos enunciar ciertas propledades acerca de é1. Ep
los tres teoremas siguientes nos referimos a la relacidn reprroca;
es decir, 81’ gonocemos clertas propiedades de un cuadrilétgro,

podremos aﬁirmar que ‘es un. paralelogramb. ‘ : . j v O

. .
"y ¢ . . o ! ' ' A N .

' @ r);.'
V,)_‘. Y
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Teorema 9-19. Dado un cuadrilétergbgn el que amboh pares de

.lados upuestos'son c6hgruentes,entonces el cpadrilétero¢es_un'
paralelogramo. o t - a

Teorema 9-20. Si dos lados de un cuadrilétero son, paralelos y- '

| »

gongfuentgs, entonces el cuadrilétero es un paralelogramo

Teorema 9-21. Si las diagonales de un ey, drilétero se bisecan, \2£
entdnces el ‘cuadrilftero es un parahglogramo

El siguiente teorema enuncia dos propiedades §tiles. Damos la
demostracién completa del teorema.

Teorema 9-22, El1 segmento entre los dos puntos medios de dos

lados de un triéngulo»eélparalelo al tercer lado y tiene la mitad.de

. su longitud. IR ' J )

g

De otro modo: Dado el AABC, sean D y £ los puntos medios de AB
y BC. Entonces DE |l AC, vy DE. = %AC.

/  Demostracién: Usando el teorema de la localizacién de puntos,

sea F el punto del rayo opuesto a Eﬁ tal que EF = DE., Ofrecemos

el resto de la demostracibn en dos columnas. La notacibén para:
4ngulos es la de la fighra. ’ '




_¢ Afirpaciones . Razones -

1, ~EF_’- ED ‘ RN "1, Se ‘escogib F para que esto fuera

o : - cierto. ) .

| 2. EB'= EC _ . 2._ E es el punto‘medio de BC.

3. sx ¥,y . |- 3. Los &ngulos opuesto por el
R " . wvértice son cqngrue;tes.
4. OEFC & AEDB 4. Postulado del L.A.L. '
5.0 4v Brw o . 5. Partes correspondientes de

. tridngulos congruentes
6. AB || CF 6. Teorema 9-5 L "
f. AD = FC 7. AD = DB, por hipdteéis, y

DB =.FC, por la afirmacién 4

8. ADFC es un pardlelogramo 8. Teorema 9-20 .
9. DE ["AC ~ 9. Definicién de un paralelogramo
10. DE = %AC N o 10./DE - %DF, por la afirmacién 1,

- e y DF = AC, por'el teorema 9-15

N

9-6. Rombo, rectfngulo y cuadrado

) Definiciones: Un rombo es un paralelogramo cuyos lados todos son

dongruenj;;/ : . :

e . ‘. '
L ' N N

LR ﬁvﬁ ‘ ' B v C
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‘Finalmentc 'un cuadrgdo €s un recQ&ngulo C%ZBB lados todos soni
_congruen;es. :

Como'énteriormente, dejamos al alumno las demostraciones de 1los .

.
L

siguientes teoremas:

Teorema 9-23. Si un paralelogramo tiene un 4ngulo recto, enfonces

. tlene cuatrd Angulos rectos, y el paralelogramo es un recténgulo,

Teorema 9-24. En un rombo, las diagonales son perpendiculares
entre s{i. o ' ‘

Teorema 9-25. Si las diagonales de un cuadrilitero se bisecan

y son perpendiculares, entonces el cuadrildtero es un rombo.
. - . (;’

Conjunto de probleras 9-6
1. ;Para cudles de los cuadrilfteros--recténgulo, cuadrado, rombo,

paralelogramo--sg podrfa demostrar cada una de las siguientes
propiedades7 . ' )
., Ambos pares.de 4ngulos opuestos son congruentes : f-
. . Ambos pares de lados opuestos son congruentes
‘ ;} Cada diagonal biseca dos 4ngulos.

.

d. Las diagonales se bisecan. -
e. Las diagonales son perpendiculares. ) _

f. Cada par de éngdlos>COnsecutivos son supleﬁentarios.

g. Cada par de lados ébnsgéuifdos son - congruentes. .
h. La figura es un paraleloé amo . ' //)

i Cada . par de dngulos consecutivos son f éruenteé.

Las diagonales son congruentes. e

‘2. S1 lag medidas de los 4ngulos son
" )\ gramo ABFH de la figura, Jcudl

", ,:;,‘RL A -

s que aparecen en el paralelo

, v
s .la medida de cada 4ngulo?

~ . F

m A.B -’ 2x-00

- L F = .

. ’/
msH r " .
X+30
T B
. °
~— s "
P

,f ] L ’ ¢
- \;
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et S

. R
.- En esta figgra, ABHQ y AF

N e - o T S S - VY S

-.parﬁjelogramo.

. 3Datoé: Los panalelogramoé

-..

-7 - C 9-6

s \ — R
paralelogramos. ;Cufl .es ] . //// ' ;
relacién del ¢ M al ¢/ H? Y ],p k Q . . H
del <R al 2H? Justifica tu ] 1/7

» . B

respuesta. .A"'y

LSerfa:sufigiente la informacién acerca de un cuadrilftero

qﬁe se da mfs allelante para demostrar que es un paralelogramo?;
Lo ungg?cténgul 7, (o un rombo?; o un cuadrado? Considera
o _

A

cada gunta p'r separado.

Sus dos pares de lados opuestosg son paralelos.

Sus dos pares de lados opuestos son congruentes.

Tres de sus &ngulos son rectos.

Sus diagonaleé se bisecan.

Sus diagonales.son congruentes, ‘ .
Sus 'diagonales son pefpendicularés y congruentes, "

Sus diagonales son cada una la medfatriz de la otra.

Es equilitero. R R
Eéiequiﬁngulo.

Es equildtero y equiédngulo.
Sus 'dos pares de &ngulos opuestos son congruentes.
Cada par de &ngulos consecutivos sonvsuplementarios
Datos: ABCD es un paralelogramo con
diagoqal AC? y también AP = RC.

A\ ]

Demuestra que DPBR‘es un

\

AFED y FBCE, segdn aparecen
éh la figura plana de la .
derecha. "

Demuestra que ., ABCD es un
paralelogfamo. _
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7. 81 por un punto en la base de un tridngulo isésceles trazamos
rectas paralelas a los lados iguales, se forma un paralelogramo
-~ cuy@ perfmetro es igual a la suma de las 1shgitudes de los
lados iguales.
Datos: En ld figura,
RS ¥ RT, PX Il RT,
PY I RX.

Demuestra que: a. PXRY es un
paralelogramo.
b. PX + XR + RY + YP
= RS + RT. '

8. En la figura, si ABCD es un paralelo-

gramo con diagonales,KE y BD que se .

intersecan en Q, y trazamos EF, pasando

por Q, demuestra gue EF estd bisecado

en Q.

9. Se da el tyapecio.isésceles ABCD
en el que AD = CB y ¢p l'AB, )

Demuestra que LA ¥ /B.
4 ) "
/4 10. La mediana de un trapecio es el segmento que une 109 puntos
medios de sus wadbs no paralelos. _ _
a. Demuestra el siguiente teoremd: La mediané de un‘trapecio'

28 paralela a las bases e igual en longitud a la semisuma

de las longitudes de las bases.

Datos:. El trapecio ABCD con [ "Kﬁr )

* P el punto medio de AD, y Qel punto . D. C
_ medio de BC . } | }/' <

' Demuestra que PQ|| AB, Y, que o Ny . - 9
PQ-%(AB +CD). 4_. '-  A/ S 'Xg

(Sugerencia: Traza DQ inter-

. " secando a AB en K.Y

' | za&%o




11,

<12,

13.

*14,

- Datos: En la f!gura AD-<BC

‘longitudes de las perpendicula-

,cualquiera en 1a base de un

 estos lados. :
" (Sugerencia: Traza PQ) BT, v

b .f.Si AB = 3 PU'lgadlas yDc - . |
.pulgadas, entonces»PQ - N  :‘. e
c. Si DC - 3— y AB =7, entonges L L o 4

) Un cuadrilétero convexo ‘con vér;ices marcados consecutivamente
, ABCD se llama una’ chiring (un Yolantin) sl AB= BCy CD = DA

Dibujiialgunas chiringas Enuncia tantos teoremgs acerca de
una chiringa como puedas y demuestra al’ menos une de ellos.

Dato: El cuadrilétero ABCD

en el que P, Q, R, § son los
puntos medios de los lados.

\ : '
Demuestra que RSPQ es un .

paralelogramo, y que PR y 56
se bisecan. = .

(Sugeﬁencia fraza@ﬁa,iig,'gi,

DA.LAB y CB LAB.
Demuestra qua mz G <m2'D. . v

Demuestra que la suma de las ‘ ' o
res trazadas desde un punto

triéngulo isdsceles a los
otros lados es igual a la
longitud de la altuéa corres-

pondiente a‘cdalquiera de

Entonces ola figura nog sﬁg%e&e
que PX y QT son congruentes, y i

que PY y BQ son congruentea )

-«

)
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17.

180

*19'.

las 1ongitudes de los segmentos

. cortados por ellos.

-’ T ]

o = 280 -
.

Demuestra que la suma de las 1ongitudes de las perpeqdiculares
trazadas desde cualquier -punto- en el, interior de un tridngulo
equildtero a los ‘tres lados es igual a la-longitud de una. .
altura. (Sugerencia: Traza un”segmento,'desde el punto interior

perpendfcular g la altura ‘elegida. ) N). .

Se da un hex&gono <omo. en la

—.———-————-—-—

DEI|0F EFIrOA
Demuestra que FA || CD. S

a. Dado Que:KK', BB', CC', sbn'
paralelos y que AB ||A'B',
' BL ” i l

» como en la figura,

" defuestra’ que AC||ATC' .

b.. LSeré la figura necesariamente
plana? 51" no" 1o es, Lseré siempre
, vflida tu demostracién?

Se da un cuadrado ABCD, y los puntos

R, L, M, N, que dividen los lados como
en la figura, de modo que a y b son

"

Demuestra que KLMN es un cuadrado.

Demuestra que si ABCD, es un paralelogramo, entonces D est4
en el interipr del £LABC. : e s
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_9-7, Secantes a muchas rectas Earalelas \

Definiciones '$1 una selante corta a dos rectas Ly, L2 n lo

w
puntos Ay R, entpnceb decimos que L1 y L2 recortan 0 marcan el ’
e
segmento AB .en la secante.
B R ’
. (* -L,
‘ - '
N ) .
- - - L2 ) )

4

~

Supongamos que tenemos tres rectas dadas Ll’ L2, Lj y una secante

que las corta en los puntos A, B y C. Si AB = BC, entonces decimos

que las tres rectas recortan segmentos congruentes en la secante.

LY

AIT‘ )
N . = . fLi
. . . ,
—_ B \
SN ‘ k2 -
v N
N , C - _
» l' . L3 -

»

Demostraremos 1o siguiente:

.

reorema 9-26. 81 tres rectas paralelas recortan segmentos -

congruentes en una secante, entonces recortan segmentos congruentes en

. cualquier otra,secante. ‘ " . .

Demostracién: Sean Llf L2 y L3 rectas paralelas, cortadas por una
Secaste Tl'en los puntos &, B y C. Sea T2 otra secanté, que corta a

estas rectas en D, B y F. Sabemos que" -
/ ) AB = BC,

we ¢ 2

wll Toxt Provided by ERIC M . .

]
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¥ necesitamos demostrar que ) ' ’ .
v |
.. 3 .
- DEWEF. - | . Vs
Demostragemos primero el teorema en el caso en que T1 y T2 no .
son paralelas, y A ¥ D, como en la figura: _ ,
D \
. - — ) .\ ' -l, ~
W [ ]
’ (— ~
' B8 \
- . X . G E _La
. ¥ .
’ R % SN H 2 S A
4 T Com . »
L Ty 0 L

Sea T3 la recda que pasa por A, paralela a Tz,'y que corta a’

L2 y L3 en G y H; y .sea T4 la recta que pqsa‘por\B, paralela a T2,
y que corta a Ly en T. Sean Li,lﬁy,'éw,'éz los‘que iﬁdica-la
" figura. ) )
. , \
Afirmaciones - Razones
1.~§k; sz f 1. ‘Por el teorema 9-9 ”
2. AB = BC . ) 2, HipStesis
3 \{{H T, d 3. Por el te7rema 9-11
b, 1w & sy - 4, Por -el- teorema 9-9
5. AABG ¥ A BCI .| 5. AL.A. o~
6. AG_P-?I L . 6. Definicién de tridngulos
» _ congruentes .
7. AGED y BIFE gon . .<7. Definicién de paralelogramos
paralelogramos , ’
8, AG = DE y BI = EF -° . ,//8. Los lados opuestos de un
T ‘ paraielogfamo'sqn congruentes.
9., DE = EF.' | ., . Pasos 6 y 8
~ . \ Do )
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Esto demuestra el teorema para el caso’en que las dos secantes
no son.paralelas y cortan a L1 en dos puntos diferentes. Los otros

casos son’fdciles.
(1) Si las dos secantes son paralelas, como Ty y T, en.la figura,

entonces el teorema es cierto, porque los.lados opuestos de un /-

'paralelogramo son congruentes. (Aéf, si AG = GH, se deduce que
DE = EF.) | |
(2) 9i las dos secantes se/intersecan en A, como TL y T3 en la

figura, entonces gl teorema es cierto; de hecho, ya hemos demosttado

que si AB = BC, entonces AG = GH.
El siguiente corolario es 'una generalizacién del teorema 9-26.
Corolariv 9-26-1. Si tres o mis rectas paralelas recortan

segmentos congruentes-en una secante, entonces rec0rtan'segmentos
congruentes en cualquier otra secante.

o

P.

éb

m\
Y

\
Y

i '
- ( l
Esto es, ;,dado que " :

AA AAg= AA = .,

se deduce que
Ble- B2B3-’ B3B4- . ) *y

y asf sucesivamente. Esto se demuegtra mediante repetidas aplica-

ciones del teorema que acabamos.de demostrar.

¢ - t

o
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'Definicidn; Dos o més conjuntos son c¢pncurrenkes, s Jhay un

punto que pertenece a todos los cgnjuntos.

.En' particular, tres o mfs rectas son concurrentes, si todas
pasan por un punto. ' '

-

El teorema siguiente es una aplicacifn interesante del corolario
9-26-1.

Teortma 9-27. Las medianas de un tridngulo son concurrentes en
un punto que estd a dos tercios de la distancia de cualquier vértice
al punto medio del lado opuesto. ) -

Datos: En el AABC, D, ﬁ, y F son

los puntos medios de BC, CA y AB

respectivamente.

Demostrar: Hay un punto P que esta

en AD, BE y CF; y AP = %AD BP = %BE

2
CP = 3CF.

Bosquejb de la demostracidn: :

-~

(1)

/L;’
B

Sean Ll’ L2, L3, L4 y Ls,'con L3 -'35, cinco rectas paralelas,

que dividen a CB eén cuatro segmentos congruentes.’ Entonces

9y
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(a) Ly, Ly, Ly dividen a AC en dos segmentos congruentes, y,
. * por lo tanto, E est§ en L.

(b) Ll’ L2’ L3, L, dividen a BE en treg segmentos coggruentés,.

- y por eso,si P es el punto de interseccién de AD y BE,
' entonces BE --%BE.
(2) s

AR

(

»~

De la misma manera, con rectas paralelas a éﬁ, encontramos que

si P' es la interseccién de BE y CF, entonces BP' = %BE“

(3) De (1) y (2), y del teorema 2-4, obtenemos que P' = P, vy,
. por lo ﬁanto,-las tres medianas son concurrentes.

(4) “Como sabemos ahora que CF pasa por P, podemos f4cilmente
. ' deducir que CP = %CF, de la figura de (1), y en forma ~

 anéloga, de la figura .de (2), que AP = %AD.

Definicién: El_centroidé\de un tridngulo es el puntd de concurs_o_ﬁ

~-r

~de las medianas.

Conjunto g§<R£Qb1emas 9-7
1. Datos: AB = BC, |

AR [IBS |ICT, . S ,
RK [[SY (|2, R e o . e
a. Demuestra que 2Y = YX. ‘ \\\\

T — 4= i . ’
b. Tendrén AC, TR y ad que A N

N

.estar en un plano pgra que - B\L¥ \VZE:
puedas llevar a cabo 1la C“ A

demostracién?

\‘1 . ) | N (: | N
ERIC R0




‘derecha puede seguirse para rayar
‘una hoja de papel, B, en columnas !

"el siguiente procedimiento “ '

‘'ve en la figura.

- 286 - - o .

El procedimiento 1lustrado a 1la A

de igual ancho. Si A es una hoja
corriente de papel rayado y B es ~
una segunda hoja colocada sobre

ella en la forma indicada, explica
por qué- 0Py = P1P2 = P2P3 = P3P4
= PyPs = PsQ.

+
-

Divide un segmento dado AB en cinco partes congruentes mediante

—

(1) Traza el . rayo AR (no alineado con 3B).

(2) Usa tu regla pira marcar segmentos congruentes AN

12 Nyl
NyNs, N3N4 y NANS de cualquier longitud conveniente.

(3) Traza N5

X 1

_ ‘ to j
(4) Mide el ZAN¢B y,” con tu.transportadar, dibuja 4ngulos

correspondientes congruentes al ZAN¢B con vértices en
Ny» Ny, Nopoy Ny /

Explica por qué‘xﬁ estd dividido en partes congruentes.

Las medianas del AABC se
encuentran en'Q, segin se

Si BF = 18, AQ =
CM =9, entonces BQ =
M="__ ,cQ=

)

En el tridngulo equildtero AABC,'si una mediana tiene 15 pulgadas

' de longitud, ;cudl es la dist