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PREF.=0

El objetivo.principal de este Primer curse de Algebra

is ayudar al estudiante a deiarrolfar ala.comprensión y

apricio de.parte de Ia estructura algebraica del sistema

de los ndmeros reales,, y el empleo de este estructura como

base para las tgcni,cas del 4lgebra. Más especificamente,

nos interesa una exploraci6 de las propiedades de la

suma y la'multip4cacidn los ndmeros reales.y sus pro-i

piedades de ordenaci6n. MAs adelante en el curso tendremo.S

la ocatip de considerar polinomios, los que, como una

clase, también manifiestan una estructura algebraica deri-

vada de la circunstancia de que poseen algunas propiedades

(pero no todas) de las.del conjunto anterior..

Instamossal maestro a permanecer alerta sobre estas

propiedades a medida que aparezcan y reaparezcan a lo largo

del cursoi. y a tener en cuenta que forman la base de toda

A la estructizi algebraica que esperamos descubrir en bl sis-

tema de los ndmeros reales.

El ajetivo principal de epte Comentario para el

maestro es ofrecerle al maestro toda la ayuda posible

mientra\dirige al estudiante hacia el objetivo expuesto

anteriormente. Al igual'que instamos al estudiante a que

lea su texto scui.daclosamente, también sugerimos al maestro

un usa amplio de este comentario.
4

El texto se ha escrito de manera especial con el fin

de Idar.igual ayuda al\maestro que al estudiante. En primer

término, estA trazado, por decirlo asi, en forma nespiral",

de manera que virtualmente todo concepto preSentdo se

repite mAs adelante en forma mAs amplia, con un significadp

mAs profundo en cada repetici6n. Incidentalmente, la forma

ix



4
espiral sugiere queiel maestro no necesita esperar detsu

clase.el.dominp absoluto'de todos los detalles de un tema

.

para poder proaeguir, ya que\hallarA la oportunidad de

ayudar a su clase ajlimar las asperezas cuando el tema

surja de nuevo. Su intprés principal-Aebe ser mAs bien que

el estadiante tenga la connanza suficiente para proseguir

su tarea Sin inquietud alguna,, lo cual puede seftlarle el1
. . .ritmo qu'e'debe seguir el curso.

Segundo,-el texto y los ejercicios estAn correlqcionadcs
de una Tai'anera comgementariapor io que a menud; los ejer-

. .

cicios contindan el desarrollo de ideas presentadas en los
comienzos-del texto y taTbién insindan los conceptos nuevos

exppestos mAs adelante. De lo anterior se.desprende que 4.

el estudiante tendr4 necesidadide leer)ri texto-regular-

mente y con entendfmiento c9nsiderable. CFeemos que es

razonable esptrar esto de los estudintes para los cuales

se proyectó eite Aurso--aq4dilosibon aptitud para estudios

universitartos" (no necesarfamente los que se proponen

cursar estudiós unil;ersitarios) o, es decir, el grupo aca-.

ddmid6 comprendido en la mitad a la tercera parte s erior

de la población tscol r.

Qui* la manera mAs deseabfe de .estudiar cualquier7

sistrma algebr.taco por ilna persona que'penga la*madurez

matemAtica Suficiente, serfa comenzar con un conjunto,de

axiomas que describa el sistema y entonced sistemAticamente

desarrollar el sistema mediante la formulacrde .de defini-
.

clones, la demostración de teoremas censtrucción de

ejemplos, fetc. hasta donde lo permitA la hab.lidad del indi-
0

vi Es...Wes el punt() de vista putamente d ductivo. La
dif tad de este enfoque consiste en.que el estudiante

debe poseer
(

los conocimientosl la experiencia sufic ientes

Para construir un todelo provisional del sistema de axiomas o

4



par lo menos pueda constrtAirla.con algunqiayuda. Sin esto,
.

trabajar con los axiomas-degenera en excesivo formalitmo.

El estudiant.e.de la ggometria euclidea puede lograr mayor

éxito con un enfoque*puramente deductivo, debido a qiie ya

tiene una intuicion geométrica bastante desarrollada obte-

nida por su familiarfdad'con el espacio tridimensional.

Sin,embargo, es bastante evidente qu la intuición que posee

el estudiante de noveno grado acerca.de los ndmeros reales

no es adediada para soportar un=tratamiehto axiomático.

Por este motivo,'intentamos ser taestante-informales e

intuitivos, pero no incorrectos.

Conviene establecet, tan explicitamente como sea-
.

posible, exactamente lo que se supone en relación con el

conocimiento sabre el sistema de.los ndmeros reales poseido .

por el estudiante auand9 se inicia eri el noveno.grado. Las

suposiciknes siguienies parecerfajistarse suficientemente
,

a la realidad y nos proporcionanun punto de partida:

Suposiciones:. El estudiante conoce más o metos el

tipo de objetosellamados ndmeros reales. Esto incluye los

reales negativos (a base de experiencias tales coma las

referentes a ganancias y p4rdidas, grado6 bajo cero en un

termOmetro, etc.) a la vet que algunosjiTracionales tales

coma y 71- . La reprsentaci4n,adarada para la clase-

de los ndmeros reales es la recta numgrica en su totalidad,

1

-2 -1 C) 1 2 3

ep la que se supone que hay un ndmero para cada punto y

reciprocamente. -Observemos que la relaci6n de ordepaci6n

está implicita en esta representaci6n, a.pesar de,que las
^

operaciones de suma y multiplicacion estAA ausentes virtual-
.

mente. 9)
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-4 Probablemente, de su estudib de'la'arttmética, el

esthaante tLene aigunas nociones vagas relacionadas con

la--esttuctura algebraica. Esto, desde luego, serefiere.

princieliente a los ndmeros no negativos. Sin eml5argo,

el
s

estu4We'tine taMbien alguna noci6n acercaL0 sumir
%

ndmeros negativot 'y de multiplicar ndm4ros negativos.por

un Admero. positivo (tilmanflo s4.vJa, perdiendo cigrta

cantidad cada dia durante un ndmero:dado. de dffs,gtc.)

Algunossestudiantes que han estudiado el 'texto 441

Grupo de Estudio de J..3. tAtemática Escolgr prael grado 7 6

.el 8 6 ambbsr-satirAn m4p ateic4a d'e los ndmeibere.41es,y de

la estructbra algebraVca.que lo descrip) anteriormente.

Tales etudianes podrsin estudiar algungs partes.deeste

cursb menos tiempo. SIA14?bargo, no encontraran parie

dgl material lo suficientemente reiterativa como

,

paralustifica su omisi6n.
. , &

's . -.. .

*I on laS'suposiciones establecidaS anteriorment comp,

A)artida, se pone de manifiestd- ques.niecesario
.

punto

hacer dos cosas:

(1X .Extender'las 4eraciones de suma y multiplicAción

.a la clase de los ndmeros reales en su totalidad.,

(Es'necesario Itacer hincapid de nuevo en nuestro':

punto de yista de que tenemos la clase de

todos los ndmeros reales y d que ya tenemos

las operaciones de suma y multiplicación'defi-
.

nidas pgra los ildmeros reales no negativos,

ya que estos ndmeros no'son ni más n1 menbs que

los llamados "ndmeros de la aritmeticesliEste

punto de vista evita muchas de las dificUltades

con 'que se tropieza generaimente al ",presentar"

los ddmeros negativos, etc.)

s

s



(2) Estudiar con detalle el sistema de los ndmeros

reales a fin de destacar su estructura alge-

braita. Aqui la gala siempre-es el two 0 las

prorilsedades fundamentales de-la asume y la multi-
.

plicacion y de la ordenaci6n. Es necesario

-
examiner de nuevo las operaciones de la aritmética'

con el prop6sito de preparar el camino pare

'descubrie que dada proliiedad es válide'P'ara
,

. los n1mer6s1ree4s. Despu4s de habei &mead°

algunas propiedadep, podemos entonces demostraqi

alg os teoremas sencillos y asf,trabajar gra

me te habia el enfoque deductivo.

Resulta deseable efectuar una parte de (2) antet que (1)

que un cc:nocimiento de las propiedades quedeben tener

ld &wile y la multiplicaci6n hace considerablemente Más

0,.

sencillo el motivar. la extensiOnde estas operaciones a los

ndmeros negativos.

estudio detallado

tdmeros reales 'no

que ya tenemos de

descubrir y enundiar en forma precise las piopiedAdes

Asi,,pues: decidimos comenzar con un

de la estructura algebraica de los

negativos, basAndonos en el conocimiento

la eritmdtica. De este manera podemos

conmutative4 asociativa, y distributive usuales- pare la.

.sume y la.multipliceción, al igual que las propiedades de

los ndmerps 0 y 1, antes de.considerar en detalle La arit..

mdtice de los ndmeres negativos.

Hasta ahora hemos hablado de la estructura algebreice.

No debemos perder,de vista lacircunstancia de cift..)la
4.

destreza t4cnida, que nd es un fin en sf misma, es'impor

tante. Un gran ndmero de ejercicios es'esencial pare

lograr las tdcnicas.necesarias con el simbo14Amo algebralco,

pero estas tdcnicas deben ester ligada s a las ideas de las

xiil 4
*.z
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que se deduce su validez. De esta.menerai el estudj.ante r

no tendrá que'desaprender sus Corptos ni sus actitUdes

en el futilro.-

Juzgamos qüe es posible rerationarlas tecnicas nece-'

sarias con los conceptos de nuestro-sistema numérico en

torno al cual estamos construyendo el curso. Nos proponemos

onservar una intima rplIción entre las técnicas y los con-

ceptos. # #

-.A continuaci6n aparede un bosqxiejo de lo; detalles.
,

sobresalientes del curso:

1. Se comienza con una introducci6n informal a
4

conjuntorde ndmeros y manipUlaciones con'ellos. Los

ejemplos muestran,-a la vez, algunas propiedades intere-

santes y quizAs sorprendentes de conjuntós de ndmeros de la

aritm6tica. Otro aspecto de estbs ndmeros se ,obtiene aso-

ciAndolos con puntos de una recta. Utilizamos estebarti-

ficio de "representar" conjuntos de ndmeros para ilustrar

o justificar-muchos canceptos A loaargo del curso.

Luega se invite al 'estudiante a'recordar los di-.

versps nombres distintos (numerale0 que pue0en darse a up

ndmero, y aprende 61 a redactar enunciados queiexpresan

circunstapcia de que dos numerales sirven de nambre para el

mismo ndmero. Entonces de sus experier;cias con ndmeros'se

extraen Ia propiedad asociativa y la propiedid distribu-

tiva, que conecta las operaciones de sums y multiplicaci6n.

TAmbi6n, obtiene las propiedades de lgs ndmeros 0 y 1 como

las identidades respectivas pars estas operacionet. Obser-
.

vemos que en este etapa, estas propiedades se consideran

pars los ndmeros no negativos solamente. A este nivel se

introducen las variables como nUmerales pare representar'

ndmeros no especificadoS.
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. 3. Se aprende el lenguaje de .kos enUnc ados--igual-

dades, desigualdades y enunaados compuestas, y* se definen

los enunoiados abiertos. Se presenta la idea del Conjunto

de validez de un enunciado abi rto, es dear, el con4unto
,

de loA valores de ).a variable are los cua],es el.enuncipdo

es cierto,,x s4 construye la grAfica del conjunto de

validez. Ehtonces se enuncian formalmente las propiedades

fundamentales 4e los ndobros comp enunciados'aSiertos'e
4 4

a
.4. El estudiante aprende a traducir del esp liflo'al

.

Algebra y vice versa, y est comlenza a.rel'acitnarge con los

problemas verbales", que incluyen tanto ecuacipnes como
z

inecuaciones.

3. Ahora se considera la mitad negativade la 'rect4

numérica. Se dimhombres a los puntos a la izluierda del

cero, y definimos los opuestos, el valoS absoluta, y las

relecioneS de ordenación. El vinjunto de Admeros asignados,

a los puntos de la recta numérica en su totalidad se llama

el conjusta de los ndmeros reales.

6. La suma pare los ndmeros reales se fundamentarti .

en los principios siguientes: Debe ser consistente con la

suma pira los ndmeros positivos, debe continuer satisfaciendo

a las leyes fundementales mencionadas anieriormenteen 2, y

debe ester en conformidad con nuestra intuici6n de la sums.

Vemos que a + (-a) 0,'y demostramos nuestro primer

teorema:' Si x 71- y 0, entonoes y -x. Nos atrae la

idea de tener teor,emes enstel prilmer curso-de Algebra, pero

ciertamente esperamos que el dnfesis en ellas varie de

clase en clase.

7. La multiplicaci6n pe introduce en confotnidad cone

los mismos prin'cipios que se usaron pare la suma. Si

deseamos que la propiedad distributive continde siendo
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válida,.entonces el moducto de dos n.dmeros negativos tiene.
N.T

que ser positivo; este es el fundament° más stilido,que

copocemos pare 1e-definici6n de la multiplicaci6n de los

ndmeros reales. '

8: La relaciân a < b. se definió anteriormenXe en la

recta numérica pare los mime os positive.' y se extendi6 en

N 5'a todos los ndmeros reales. La propi dad de cm4aración

la.transitiva ge enunciaron pare la rdenaci6n. 'Ahora;

se'enuncia la: propiedad aditiva de la ordpnacieci y se
a

a

'demuestransalvnas oofisecuencjas dl even propi-edadfundas

'mental: 'a < si y sólo'si'existe%un ndmero pqgitivo r

tal que a c b; si a.< b y ademAs 0 -<c, entonc;

ac < bc;.si a < b y ademAs c < 0, entonces.' bc < ftc.

En esta etapa, se resumen las ,opieda.des'fundamentales

. de las everaciones con los eros re,ales^. La estr9ctura

del agebra descansa en es as .propiedadeg.

9. La resta y la di isi6n'norson operaciones nuevps

con propiedades independientes,.sino que se definen como

sumer el opuesto, y multiplicar por el reciproco. A .

-prop4sito, no hay una sección separada acerca de las

fr.acciones. Se practicanpucho a lo laFgo del cursq, con

una.dosis concentrada de ejercicios en este etapa cuando ya

la técnica calculatoria est4 complea.

- 10. Una definición cuidadosa de "factor" requiere que

se establezca f° que se desea aceptar como urtfactor - es

,.decir, "sobre qué" se estil factorizando. Primero factori-

zamos enteros positivos sobre enteros positivos, y demos-
. .

tramos algunos teoremas.aceica de los factores. Aquf
-

encajan naturalmente las leyes sencillas de los exponentes.

11. Ahora el estudiante estg preparado pare una defi-
,

nición de "raiz" y una demostración 4e que 4-2 no es uriN

XVi
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ndme racional. Entonces el trabajo ulterior con rad cales
i . t

condi a las conocidas con ell.os. Empleamos
.

.

el mdtodo-..de aproximac n para extraen rafces &uadradas. ,

12. Podemos fctorizar polinomios dn otros polinomios

con coeficientes enteros o bien con coeficientes realet"

arbitrarios; se debe dejar abierta la posibilidad de

coeficientes que no,sean reales lin polinomio se pi6nsa

,como el.resultado de aplicar repetidamente la suma.y la

:1414.tip1itapi6n a pdmeros-reales y a un cierto.ndmero.d1,

!variables. Lajdctorizaci6n de irolinomios tient 4n \gran .

parecido con la factorizaci6n;anteyior dttenteros y conduce.
*

a las solucianes, de civrtas e9uaciones cuadrAticaS.
S.

13. .La solución de'ecuaes e inecuaciones con una
Ar

variable se basa en buscar maneras de trans4formar tales

'400.

inecuiciones cuyos'conjunt s.de soluCiones sean obvios.

..;O:ste proceso Se inici6 en rpara las etuaciones y ahoras se-,

extiende a todos Jos- enunciadosA Cuando una operación no

ecuaciones e inecuaciones, meOpte operacfones que dejen

invariantes los conjuntos de oluciones, en ecuaciones

A ,J1ti, .

da lugar a un enunciado eqnivalente'; entonces debemos

permitir que los conjuntos de soluciones aumenten,.y pueden

resultar sóluciones."ektrattas-". El qpncepto de valor

absoluto proporciona algunbaybue nos aiemplos.

14. Se introducen.las eoordenadas y las grAfices.

15. Se aplican las grdficas pare ha llar conjuntos de
sz

so/uciones de ecuaciones e inecuactones co'n dos variables

lo'mismo que enlios casos anteriekes:

, 16. -Se utikiiza un sigttma de.coordenadas. para estudiar

los polinomios cuadrAticas.. Entoncei ras ecuaciones

cuadr4ticas se resuelven cuando los ptlinomios cuadrAticos

e
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-corAspondientes se pueden-factoriiar sobre el conjunto de

los ndmeros reales.

17. Hay muchas maneras de defin.ir una asocici6n de un

conjunto de ndmeros con otro. Por ejemplo, una grifice,

una table de pares, anaefdrmula, una descxipción verbal nos
f

ofrecen urie tal asociaci6n. Lo que es teportante es la

asociacidn, no la forma en que se defineis. y una asbciaciön

tall es lo que queremos decir cuando heblemos de-una funcOn.

Asi, puea, el concepto de funci& unifice todos 1os_coA7

.ceptos de operaci6rieS,'correspohdncias3 ecuaciones y,

expresiones algebraicas.

Hemos tvatado de presenter un panorama sucinto de

naturaleza de este curso... Ahora deseariamos hacer alguncs

comentarios Acerca de la manera de usar*el texto y

comentario para el maestro.

prefacio que acq4pana el texto'del estudiante tie*.

-como prop6sito prevenir a estudiante de la necesided:de une,

lecture cuidadosa de ese libro. El maestro 'delve estimtillm

a sus'estudiantes a leer dicho prefa. cio, y de vez -en
e
6,ando

.=.

durante e1 ado, mencionar la importandie de la pomprensi6n'
-

c61ettdre.y lot diferentes medios que'pueden emplearse pare

lograr Una interpreteci6n mAs eficaz.
t . .

. ,Ais'
Los conjuntos de problemas no son todos de.la mismalkO'c

extensión, de modo que no se espera que el maestro pt'ieda
# i

asignar exactamente un conjunto de problemas gedf 'die pare

el trabajo en la case. -Hay muchas diferenciaa en 'cuanto a
, 4

la habilidad de la,s clases, al tipo de material, al tiempo
.

P .

disponible, a los modelos de asignacionet,' etc. Algunos ;

maestros prefieren asignar cada.dia.unos-pocos ejerciciop
.

escogidos en dos o tres conjunto) s sucesivos dp problemew.

i 9



Ellos deber4ntuier su propio crfterfo al elegir los pro-

'blepastoareAas'esignaciones. Deben ester seguros d4

incluir aquellos prciblemas que segn indispensables pare el

4 desarrolld'de las.icleas, y tambidn cualesquiera otros

adapta4os a la habindact.de los estudiantes.

A lo largo del libro en,lanucheis conjuntos de problemas

.se incluyen problemas precediclos pot un asterksco*. Istos .

son mis estimulantes 6 interesantes que otros en el mismo

conjunt6 de problemie y 'se incluyen principalmente pera los

estucliantes más deStacados caRosos. Lalkdisctisión de

istos problemas con toda ia clase coneumirfa.tiempo nece--

sario pare completer 1 trabaj6 bAsico del curso. El'

maestro decidir4 ct.lorido rezca uno de estos probletas s

el tiempo y la habilidad dh sus estudfantes lp permiten

tratar elproblema con la clast en su totalidad. .

$ $ .

Se clesea que este Comenterit pare el maestro sea algo

mAs queun libro de.respvestes. Hallarán en 41 comentgrios

en torno a lo que estamos jiaciendo, al por qudy presenter

un tema de cierta manera, y A lo que viene despuds relacio-

nado con ese tema.

Al final de ,algunos capftulos del Comentario aparecen

imas'sugerencias pare examenes. Se debe entender clara-

mente que estas lfstas.no.son ex4Menes, sino meramente

algun9s ejemplos de problemas de log cuales'ie'pu*eden

Paretgioner pieguntas o que podrfan sugerir otrAs preguntas

pare px4menes.

Se hace diffcil sugerir el ndmero de.dfas que necesi-
1

.terfa una clase pare tratIlrInacapftulo especifico. La

habilidad de los eatudfantes varfa y las condiciones locales

de cada escuela varfan grandemente. ,Se sabe de distintas

xix 2 a



itlases que han tardadp de 8 1432 dlas en estudiar un mismo

Icapftulo. Quizgs el mejor coniejo es gste: traten de

,scompletar Ids capftulos de1,1 al 6, inclusive, en el primer.

tercilo del afto escolar. E. oso efectivo de este Comentari

podrfa ayudarles evitar el etfipleo de mgs tiempo'del que

deben en cdhlquier temd.

Ofrecemos las estiMaciones siguientes para los
.

jmaestros que deseen 4a4er iproximadamente el tiempo Rue

debergh empleaven cadk capftillo. Es de esperarse, natural..

mente, que surjan variaciorieS de estas estiitaciones.

Capit!alo 1

'C*p1tulos2

Capftulo 3

Capftulo 4

--Capftulo 5

6 dlas

8 dfas

dfas

10 dfas

10 dfas

, Capftulo 6 10 dfas

El maestro puede conseguir un libro escrito especial-
.

mente para explicar el pensamiento matemgtico que sirve de

fort& a estecurso. Esta dtil referencia es el libro de
p.

Haag, Studies in Mathematics, Volume III, Structure of

Elementary Algebra, que se puede conseguir del School

.Mathematics Study GToup, Ilrawer,2502 A, Yale Station,

New'Haven, Conn. En los comentarios siguientes, frecuente;

mente se hacen refereneias a capftulos y secciones de ese

librg.

I
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'CapZ,eulo)

CONJUNTOS Y LA RECTA NUMERICA +.4

En este capitulo.utilizamos los ndmeros de lELarit-
.

mktica y.las operacipnes fundamentales con ello Una

base conocida para la presentaci4 de eonceptos roce-'

dimientode pueden sdr nuevos paia el alumno. %onside-
.

ramos brevemente dos delos'instrumentos indispensables
4

pal-a nuestro estuaio de la estrugtura del sistema de los

ndmeros reales: los conjuntos y la recta numérica.

Uno ae los.grandes cOnceptos que Unifican y simpli-

-fican.toda la matematiga, el concepto de conjuAto, es

importante en muchos aspectos a lo largo.del aurso: en la

clasificaci6n de los ndmeros con los que trabajamos,en el

'examen de las propiedades de-las operaciones con.estos

ndmeros, en la'ioluci6n de ecuaciones e inecuaciones, en la

factorizacien de polinotnios,.en el estudio de las funciones,

etc. Tambi4n, el curso pare ddcimogrado y los:cursos
#

posteriores del SMSG utilizan las tdeas de.ia teorla de los

conjuntos Tiara formular definiciones, postulados y teoremas.

'Puesto quetla m#yoria de los alumnos'no hadestudiado

nata acerca de conjuntos antes de empezar este curso, y

puesto que las nociones fuhdamentaleS acerca de los con-
".

juntos generalmente'se comprenden prontamente, a VeCes con-
.

,
entusiasmo, parece un tema apropiSdo, desde el'punto de

vista pedagógico, con el.cual iniciar el curso. Sin

embargo, concluimos r'44pidamente esthcongideraci6n inicial

de loS conjuntos, dejando pare mAssadel-anxe.mucha labor

A



referente e las operaciones con miembros de conjuntos
(

y con
A

la clausura, para cldicarnos inmediataftente a la presenia-

ción del concepto de variable (en el Capftulo 2). Esto se

hace principalmente debido a que (1) los maestros y los

estudiantes por igual esper-an la introducci6n temprana del

concept° de variable en un curso de algebra, y (2) vna vez

establecido el Concepto de variable, puede comenzar en'

serio Amestro estaio de.la estructura del sistema numdritip.

Desp4de presentamoe la recta numi;ica al estudlante.

Aqui tenemos otro cpncepto de gran utilidad a lo largo del'

curso, es el artificio utilizado para i.epresentar muchas de

las ideas acerca de los ndmeros y las operaciones clue sO

efectdan con ellos. Esto se:hade evidente inmediatamente

en cuanto se presenta la construc[iI*de las gráficas de

conjuntos, y Auego, en'la secci6n final del capftulo,_la

suma y la Multiplicaci6n en la recta numdrica.

Sin embargo, la,suma y la multiplicac n en la recta

numdrica nq seestudian de lleno, puesto que en los

Cap1tu1ot6 y 7 se tratan a'fondo dichas operaciones;.mAg

bien se desea que esta sección establezca los fundamentos,
A

en.dlatintas formas, de la propiédad-conmutativa de la suma
A

y lSmultiplieaci6n. Pli:imero, se aclara al estudiaqte que,

por ejemplo, 3 + 5 y 5 4-,k3 son sfmbolos diferentes; que a

pesar de que ambos nombran el ndmero 8, éste se halla de
Mix

distinta manerg-en cada ca;so, porque la smut es una operaciOn

ordenada. Asf, rues, la propiedad conmutativa dela suma

tienedsignificado: De la misma m'anera, estastcci6n prepara

estudiante para la propiedad conmutativa de la muatipli-
,

tcacidn. La suma y la multiplicaei6n en la recta numérica
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tambign ilustran las.propiedadeeconmutativas mediante

ejemplos, tales.com;aquellos en los que lntervienen
,

losrni-

'meros racionales, pare los cuales la circunstancia de que*las

propiedades son vglidae no es del todo ()Side. ii-

RANuitimos al mAestro al*libro de Haag, Studies

JAathematics, Volume III, Structure of Elementary Algebra,
a

Capftulo se,cción 1.

Lch,alumnos q1.1 han estudiado MatemitiCea'oara el ;Timer

ciclo.secundario del MSG, habrgn Tenido;alguria ekperiencia

con los conjuntos y la recti ndberica. Podrán estudiar

algunas partes de este capftuto en menos tiempo que otros

estudiantes,.pero el enfoque esdlo suficientemente distinto

como para sugerir que nb se.debe,o ninguta.de las ideas.

1-1. Conitos z subonjuntos

Pggina I. Aunque los primeros co juntos presentados.al

comienzo del capftulo no Son ejemplos de conjuntos de,ndmeros, .

pasamos rgpidamente a la consideraciik de tales.conjuntos.

A pesar del hecho de que los conjuntos no numgricos pueden

ser de intergs, un estudio prolongado de ellos constituirla

una divagación, pare la cual *obablemente to haya tiempo

disponible, desde el punto de Asta del prop6sito bgsico del

curso.

Alabama, Arkansas, Alaska, y Arizona son todos los estadas

.cuyos nombres comienzan con la letra A.

Lunes, martes, migrcoles, jOevess viernes son todos los

"dfas de clases" de la semana. Otra descripcii5n serfa "todos

los dias laborables", aunque algunosxyodrfan incluir el

sebado entre los "dfas laborables".

Estos seis y el domingo constituyen todos los dfas de la
los

semana.

e



Los ndmeros I., 2 3, 4, 5 son los primeros cinco ndmeros

naturales, o bien los ndmeros cardinales mayores que 0 y

menores que 6.
1 4

Los ndmeros' 2, 3, 5: 7, 8 constituyen un conjunto de

ndmeros cardinales menores que 9. Sin embargo,. 4sta no es

una descripción,adecuada, ya que de cri e-otros conjuntos\

igualmente que el especificadb.* En tontraite oon el con-

anterior,-f1,4, 3, 4, 54 el c6junto [2, 3*,' 5, 7. 8)
4 -a

no se desctibe facilmente con palabras, sino solamente

haciendo una lista,delos elementos. En el otro extremo

est4 el conjuntovac16; para el cual'no se puede 'lacer una *

lista de sus elementos y el que se/debecdescribirie alguna

otra manera.
4

Np introducimos toda la notación corriente utilizada en

la teorta de los conjuntos, tal como la notaci6n constructiva

de conjuntos, E,D , c: U n debido a 'que conside-

-ramos clue no hay uso suficiente della que justifique su.

^estudio er este etapa. Sin embargo, no .hay objeción'a que el

'maestro utilice cualquiera de estos simbolos, si asf lo

desea.

PAAina 2. Aunque defihimos y distinguimos entre el c9njunto

de los ndmeros cardinales y el con)unto de los ndmeros natu-
,

rales, no se debe insistir demasiado en el dltimo conjunto,

pues se emplea m4s el'conjurito de los ndmeros cardinales.

,En el estudio de los ndmeros reales en el Capftulo 5, el-

termino enteros se introducirá para.designar los n eros cardi-

nales y sus opuestos (los4negativos).

E ,maestro debe ester preven do h.ente a tres errores.

corrien es glue cometen los estud antes al tratar el conjunto

vacio. El error más importante es la confusión de los

V



stmbolos ()) y 0,,contya el cuak s..e les previene *n el texto.
. .

SO embargo, este'asunto-podrIA necesitar que el mlestro fiaga:
.

.

más hincapi6 en 61. Un error mpnos imR.ortahte contiste en'
s .

a,

usar las palabras "un conjuntdygolot° q "un conjunto nulo

en vez de "el conjunta-vacro". Ilay,s4011ente un tionjuhto.'

. . ---r .

,

. -

vacloaungue admite'llichas de.peripoiones. Un tercer error
.

.

.-

consiste enlusar el simbolo *(0): en vez de - 0 solamente.

IncideValmilte., el timbolo empleado para zegresentar,e1

,conjlinto vaco es el r4smo gue st eniples Ari representar una

tN'/Ocal en el*alfabeto dan6s.

Pigina 3. Z. es.un subctinjunto de S.

Respuests al ConlOnto de protlemes 1-1a;'.páginas 3-4:

1. (a) .fIlL 3, 5,.7, 9, 1

(b) (O., 1, 4, 9, 16, 5,36, 49)

(c) [12, 24, 36, 48)

(d) (0, 1, 2:3, 7,. 8, 9, 10)
.

(e) Egta pregunta te debe cotejar anualmente en el- ,

Almanaque Mundial,

(f) f0', 1, 4, 91

,(g) 03, i, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81

(h) No se puede-hacer una lista de los elementos del

conjunt .

(a) Los e1emenps de cads uno de los cpnjuntos sop.

los mismos.: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
"441p.

.(b) El dbnjunto s ='[1, 2, 3, 4, 5, 6) es el-con4.

.junto de los seis primeros ndmeros naturales.
,

Son posibles muchas otrasescripciones. .:

(c) El mlsmo conjunto puede tener muchas descrip

clones,'

S.

.10
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s,

(1 2 .43,

tl, 4, .9, 16)

[1; 4)3 si. V es- Un subconjunto de .1.1; si,

es un sub.conjuntp ae T; no4,U ntioi. es un.subconjunio

de T, ya que' 2 'no es'un element de T.,

K = (1., .2, 3, 4, 9,-10
K no es un subconjunto de*g; U es un subconjunto

de X; T es un subcaniunto. de K; tres un subconjunto

de U (por,la Winician de suh,conjunto) .

Los problemas precedidos por un asteriscsc*- son mils

estimulantes e interesintes clue. otros en eilt misgf conjqnto de
ejercicios. Tales ,problemas se incluyen principSIniente pars

los esttidiantes m4s destacado' s'y curi8sos; y la2discusión de'

estos problemas con toda la clSse podria, consumir. tiempo

necesario m4s adelante en el afio, pars completar- etrabajo

básico '4e1 curso.. EY maestro -4ecidira cuando sparezca cads

Uno 4e estos problemas si- el tiewo y la habilidad de sus

estudiatztes I.e permlten tratET el problems con la clase- en su

totalidad.

*5. Del conVrto 0 se puede construir un subconjunto,- 0.
Del '.conjunto A (0), se pueden construir:this

subconjuntos, ,(0) y O.
Del conjnnto B (0,, 1), .se pueden construir cuatro

'.' subconjuntos: [0), ( 1), ( 0, 1), y 0.
Del conjunto'c ('0, 1,

subconjuntos: (0),

(1, 2),, (0,,1, 2) y

2),

(1)

0

se yue4en construir ocho

f2 -( 0, 1), (0,2),

Del'coniunto D [0, 1, 2, 3), se pueden construir'
r

24, 6, es decir, 16 subconjuntos.
El estudiante puede enunciar la regla de la manera

siguiente:v
it

pn conjunto de custroelementos tendrá el doble de

subconjuntos que un conjunto de tres elementos,'y

9"i
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Sucesivamente,,

o ,bien

Un coniunto. de.

Un conjunto de

'Un Conjunto de

Un corjj unto de
can untos.

a

un,41emento tiene

7

2 subconjuntos.
_ .

dos elementos tiene 2 x 2.'subconjuntos.
, 4

tres elementos tiene 2 x 2 x 2 iubconjuntes.

cuatro elementos tiene 2x2x2x2 sub-
t

v

.etc-. .

PA4na 5. .1.1a7 50% ndmet:os japares entre 0 y 1.00. Se pueden

contar, pero no es necesario hacerlo ,Una manera O4 deter-
.

minarculneas hay 4n centarlos se fa obs9Tvar pue%hay 100 ,

ndmeros-cardinales.desde'l hasta.:10a, la mitad de los cuales

.son Impares, y la%otra Mitad pares, *

Otra maner'a serfa darse cuenta de que gay 5 ndmeros

impares en eada decena, y hay 10 decenas desde lihasta 100;

?or consiguiente, hay 50 ndmeros impares. El alumno puode

construir una tabla de dstos.

.E1 canjunto de todos loa mdltiplos de 5%es infinite y

el p4oceso de contar sus elementos no-puede terminar.

El,tilmpleo del tdrmino "uria infinidad" por parte del

estudiliihte y el maestro.tebe ayudar al'estudiante a evitar el
A

nombrW"infinito", y con ello la tentacit5n de llamar a

"irifinito" un numeral pare un ndmero grande. N

Reipuestaa al Coniunto'de problemas 1-1b; pAginas 52-6:
4

1. (a) 18

(b) 25

(c). Una infinidad

(d) 34

'(e) 100L

2. (a) Infinito

(b)- Infinj.to

(c)% Finito



(d) 'Finito

(e) Infinito 1%

(a) .1( = (0); K e iin subconjunto de $;. 1( es tin su

,Conjunto dTr75, T, y. 1( son finilos.,

(b) N = (0, 2, 4, 5, 6; 7, 8, 9, 10); 14 no es un

subconjunto de S; T es un subconjunto de M;

M es finito.

(c) R ( 5, 7, 9); R.es un .subconjunto 'de amboS
e

S y /4.

(d) No se 'puede hacer ups lista .de los elementos-

de A; es el conjunto

Los conjuntos A y',1( no son el mismo. El,

conjunto 4 A no- tiene 'elemento tlguno, mientras

que X tiene un elemento, O.

(f) Si. Un subconjunfo de un conjunto no puede

tener elemento alguno que no esté en el conjunto,

, de isnera que el
4

ndmero de elementos en, un

6

subconjunto no es mayor que el ndmero de ele-
.

.M'entos en el conjunto. Por le tanto, cualquier..

subconjunto de ,un conjunto finite. es finito.

Un ndmero cardinal par es ;Inc) que es un mdltiplo de

2, es decir, el ,producto.de un ndmero cardinal

multiplicado por 2. Siendo 0 el' producto del ndniero

cardinal 0 f'or 2, es, por definiciön, un ndmero par.

. 1-2. La recta hum6rica

Mina 7. La recta numérica se emplea como un artificid

ilustrativo y sugestivo-, y nuestra consideraci6n de ellat s

bastante intuitive. De igual modo que en la seccion anterior,1

surgen ms preguntas que las que se pueden contester inmedia-
,

temente. (



En 14 recta num6rica estAn presentes implfcitamente

puntos correspondientes a los ndmeros negativos,,segdn lo

sugiere la consideraci6n de la escala de un term6metro y la

presencia ed las ilustraciones,sdel lado izquierdo de la

recta numérica. Sin embargo, pu,sto que el plan del curso es

dirigirnos directamente a la consideraci6n de las.propiedpdes

de laS'bperaciones con los ndmeros no*negativos, cualquier

cosa que no sea un simple reconocimiento casual de la exis-

tyncia de los ndmeros negativos en este etapa constituirfa una,,

distracci6n.para el estudiante.

Plgina,7. El concepto de sucesor 61 importante Supongamos
A

que se onpfeza con el ndmero natural uno. El sucesol- es

nuno má s" o*sea, 1 + 1, que es 2. Asf, pues, el sucesor

de 5 es 5 + 1, 6 sea, 6; el de 105 es 105 + 1, s decir, 1061

y el de 100,000,00 es 100,000,006. Esto implica'que cuando

-se piense en un ndmero_cardinal, no,importa cuan grande sea,

tendril siempre:un sucesor. El estudiante debe darse duena

de que no hay un dltimo ndmero.44Una referencia interesante

para.el estudiante es el libro Number, the.Languageof

Science, de Tobias Dantzig, pAgs. 61-64.

PAgina 9. Aquf se hace hincapi4 en que'la coordenada es el

ndmero qUe se asocia cOn4un punto la recta. "Coordenada",

H asociado" y "correspondiente i" de en Venir a formar parte

del vocabulario del alumno. Este no\de'be 6onfundir La,

coordenada con .el punto, ni la coordenada con el nombre del

ndmero.,:

, Aquf surge por,primera vez la distinCi6n ritre ddmero

y el nombre de un ndmero. No debellacerse de-esto ,un tema

de discusión en este etapa, ya que lb trataremos explfcita-
.

mente al comienzo del Capftulo 2.

o't
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Obsdrvese que el enunciado general en la pdgina 9 rela-
,

cionado con los ndmerqs racionales no es una definiciOn,

pues hasta este memento no hemos.incluido los ndidtros radio-.

nales negativos. No debe.insistirse en este asunto-COn el

estudiante-. Este tendrA una definiciOn.de los ndmeros racio-
.

nales despuds que hayamos prAentado los ndmeroi,negativos

en el Capftulo 5. Por ahora queremos que tenga la idea de

que estos.ndmeros se incluyen entre los racionale4.

Tambign se puede decir que un ndmero representado por '

una fracciOn que indica el-cociente de uft ndmero cardinal por
W

un ndmero natural es un ndmero racional. Este enuncia.do

puede ser de interds, puesto.,que se expresa mediante estos

conjuntos definidos recientemente; pero el Onunciado en el

texto tiene la ventaja de que la exclusiOn de la division por

dero estd explicita.

'0,321, 21,,i1 son nombres posibles para estos ndmeros.
3 2 10 7

Se puede representar un ndmero racional por una fracAffin',

pero algunos ndmeros racionales tambidn se pueden representar

por otros numerales. La ilustraciOn de la rectft numdrica en
/

la p4gina 9 da el nombre "2" lo mismo que las fracciones

"4"'
3

"6"
' 4
"8" pare el ndmero 2. El mismo diagrama muestra'

2.

con -claridad que no todos los ndmeros racionales son ndmeros

ardinales. Puede que el estudiante haya 4istp fracciones que

l'Slo representen ntimeros racionales, tales como, 4/, 4r, etc.
3

.

Se le-tendrá qUe recordar que las llamadas "fracciones.deci-

malee no san fracciones en el sentido de esta definiciOn.

Es necesario distiuglAr cuidadosamente los.términos ,

"ndmero racional" y "fracciOn". MAs adelante ep el curo,

(en el Cap/tulo 9) seyera que el significado del tdrmino

31



,
Vacci6n" incluye cualquier expresi6n,4nUusocuna ekpresit5n

, con variables,.que est6 en la forma de' un cociente.ind*qado.

PAginas 141:11e "Aquf ge introduce el colcepto dp "densidad"-

. de los ndmeros Por "denaidaa"'de los ndmeios querein4A-
6

decir qu,e..entre.dos ndmeros colesqUiera siempre ;hay o ro,,y,
-

po.r lo canto, que entre.dos ndmeros cualesquiera hay u a'

infinidad.de ndmerot. Esto.`sugiere que,.eh la recta_n m4rica,
. so .

entre dos pun,tos scualesquiera siempre hay otro punto, y, en

realidad, una Infinidad de purttos. Aqul nOs'r4erimos a los

"puntos"-mAs hien en el sehtido matemático que en'el ffsbco,

.srsaber, puntos Ine,no tienen dimensift. Puede_que por no
4, .

estar pensando en los puttltos de'seita;-manera, el -estudiante
. ,;_:-.k--..

2 no concluya intuitivaMentes re entre dos pun* cualesquiera

de la recta numérica se pueden localizars'otros puntos. Pot.
, c

consiguiente, primero se ie muestra el concgpto de "inter-

pasición" para los ndmeros, y entonces., considerando estos

ndmeros.como coordenadas, podr inferir la,!Unterposición"

de puntos de,la recta numdrica.

La introducci6n de qtros pdmeros pOsitivos'ademfis de los

ndmgros racionales se hace gradualmente. Un ejercicio en el

*Capftulo 3 sugiere que' J podrfa ger irracional;-en el'

Capftulo*5 se afirma definitivamente que algunos radicales

y tamblén Ir. Son ndmeros irracibnales, y en el Capftulo'll

se ofrece la discusión:detallada de'la irracionalidad de

varios radicales y sus sumas, luego de un entrenamiento apro-

piado en.los métodos desfactoriiaci6n.

En esta,etapa del curso, es de isperar que el estudiante

acepte-el hecho de que a eada punto de la recta numerica a la

derecha del 0 se le puede asignar un ndmero. Puede no

acepta; el hecnosde ques no todo punto dela recta numérica

tiene como coordenada un ndmero racional, pero haste el

.Capitulo 11 no es necesario destacar este dato. También el



r.

estudiante pue.de esta impaciente por asignar ndmezos a los

Puntos a la izquierda del 0. Por el momento, haste el

CapItulo 5, 4concentraremos en los nitheros reales no ntgativos;
I..

Este conjunt6 't4 ntimeros, Iticluyendo el O. y todos los mimeros.
que sean la coordenadas de puntorimOla derecha del 0? lo

llamamos el conjunto de los niimeros de la.aritm4tica.

Después que.establezcaufos las propiedades de las operaciones

con .estos hdme.ros -(en el Capftulo 3), consideraremos 41,ton-
.

junto de todos'los ndmeros retles, que incluye los ndmeros

negativos (en el Capitulo 5). Entonces en los Cagtulos

,6, 7 y 8, explicaremos detailadamenpe las piropl.e5ladeg de las

,operaciones con todos los ndmeros iealesi;
A

#

Respuestas al Coniunto de pioblemas 1-2a; pgginas 11-12:

1. Entre 2 y 3 hay- una infinidad de ndmeros; entre° 2 y
no. 3170s

hay una infinidad de ndmeros.

2. (a) Ii , , '1
2

A
2 J 17 11

6 6 3i 1 A . . g
. , .

1)) i 5654.545454154 till II Iii*IIiii 1

0 -

0.10. 11'1.
1

1

1,5 1.13

2

2.7

3

-
.

*2 3

. 4 5

4,
. 4,1

I.

Tres de estos son ndmeros cardinales: 0, 2, 4. 2 y 4 sbn

,,ntimax.os naturales.

(d) Ninguno de los nombres pare los ndmeros en (c) es'una

fracadin. Todos los nombtes pare los ndmeros en

(a) y en (c) representan ndmeros racionales.

Si el estudiante no sabe con certeza qud'aspecto tendrg

la grAfiaa, puede mirar las ilusraciones de la pggina 13 del
4'

txto. Sin emiSargo, esperamos que no necesite esta ayuda,

sino que más bien el eSercicio le oriente hacia la construccida

33



de las grgfi'cas de los coniaritos-que sigUen.

'20
,77 es otro'nombre pare el. ndmero-natural Otros

nombres quelse sugieren pare la coordenada>de este ptnto

8 100 12.4
.son 2,, 25, 3.1,

1

4 sLos numerales sugeridos incluyen 12 3000 1.5 3.6,

t
8' 16' 4000' 2 ' 4.8'

0:75.

5. 1.5,

0 1.* vo

3.5

-

El punto cuya coordenada es 3.5 estg 4 la derehha del

punto cuya coordenada es 2. El ndmero 3.5 es mayor'que e1

ndmero 2. El toanto cuya coordenada 'es 1.5 estd situado a la

izquierda del punto cuya coordenada es 2. El ndthero 2 es

mayor que el ndmero 1.5. (Obsgrvese que este ,problema esta

dirigido a tratK con la relación de ordenación de los nd-

meros yJ1ars puntos asociados.)

6.

3A

22.
El ndmero -7- estg entre los ndmeros cardinales 3 y 4.

22 es mayor que,3:1. 22 estg a la izquierda de 3.2.
7 7 , 7

estg e4ire 3.1 y 3.2. Pfdase al estudiante que divida.22
.s

par 7; obtendrd el resultado 3.14285714...; de aquf puede

decidir que estd entre 3.1 y 3.2; entre 3.14 y 3.15;

entre 3..142 y 3.143.

I*7. El conjunto S es uno-de estos:tres cohjuntos: 4%

(1) El conjunto de los ndmeros cardinales mayores que I.
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(2) 1 conjunto di todos los ntimeros naturales.
,(3) El conjunto de podos 1os, ntimero's cardinales.

Respuestas,al Conjunto de problemas 1-2b; pggi\nas 13-14:

-1. (a)K fO, 4); 2 3, 4 6,-7, 8 10)

(b). Sr
T

K

m

t t 6 10

+

2 3

I

4 5 7

o

4

,
2 3

+

4

+

6

0 1

.4
2 3 4 5 6

4
7 8

10 . 1 1

1 f

so I I

(c) Cualquier punto de las grgficas de ambds conjuntos
S y Testá en la grOfica de K. Ciulquierpunto de
la gráfica de S, o, de T, o de ambos, es un punto
de la grgfica de ,14.-

Este ejercicio sugiere que algunas veces convendra comparar
las gráficas de dos conjuntos para obtener conjuntos'impor-
tantet que se conocergn luego cpine la i.nterAección y la
reuni6n de los conjuntos.
2 A

2 3 4 5 6 7 8 9 ip II

1

0 1 3 4 5 6 7 8 16 11.

I'uesto quo ningtin punto de ambas grAficad tiene la Tisma
coordenada, el conjuntoC es el conjuntO vacro, O.

*3. 1

4

1 5

12 15



11.

.

15

El estudiante que resuelva este problema puede obtener

de il'un medio de capiteierizar un conjunto infinito,%ya que

s'610 un conjuntd infinito..tiene la propiedad de que sus ele,

mentos se pueden aparear de manera bilinfvoca con los ele-

'mentos de algdn subconjunto propio de si mismo.

1-3. Suma multiplicaci6n en la recta numérica

*na 14. .La puma de dos namerOs racionales es siempre un

ndme o racional. La propiedad Se clausura para la suma de

ndmeros racionales se considera más ampliamente en el .

Capitulo 3r por ahora confiamosen la intilición del estu-
.

diante, con la ayudirde algunas sumas4de ensayo con ndmeros

racionales, pare encaminarlo correctamente.

Respuestas al Conjunto de problemas 1-3; pgiinas,16-18:

r 41r

(a)f 4
1 1 1 I 1 I. 1

2 3 4 5 6 78 , 9 10
3X4

t (b) I 4 t 1 1 I i 1- 1 1

0 i 3 4 5 6 7 8 9 H) 12 13

0 +08

(c)
17--08

ae

Este problema se puede interpretar cbmo si nos movi6ramos

en la recta num6rica desde 0 hasta 0-y luego nos movid

ramos 0.8 unidadps hacia la derecha.

I 2
(d)

0, 1

2 2 2
5 X22 I

2 3 4 5 6
1

7 8
1 1

9 10
1,
11

T4kjT

(e)
1

(r)

0' 1 2 3 4 5

4X1
1-- 1-)1-141--11--1-1-1-1
r 1-

0 .1 2
1,1-

3 4 5
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Otro ffiodo aceptable para(iniciar el procedimiento de .

sumar en la recta num6rica serfa localizar directamente el

punio *cuyd coordenada'sea el primer ndmero, en vez de move se.

.desde 0 hasta esendmero.en la recta numérica.

2. lin procedimiento para Nstar dos ndmeros en la recta

numgrica es el 'siguiente'.: movernos en la recta numéri;ca desde

0 hista el primer n4mero, y entonces movernos desdeveste punto

hacia la izquierda el ndmero de unidades indicadas por el

segundo ndmero4 localizando asf el punto cuya 'Coordenada es-

el resultado.

(e)

(b)

4
*(0

4

61-2

4 5 6 7,

.7-3

4 5 7 8

Aplicando este procedimiento a otros problemas puede.dar

lugar a que algunos estudiantes piensen en'los ndmeros nega-

tivos. La consideraci6n de esta pregunta se debe limitar a
4

lo que sea indispensable pare aplacar al estudiante, ya que
A

la restä se trata ampliamente en el Capftulo 9 para todos los

ndmeros reales. No es nuesUra intencin olvicar que el estu-

diante sabe rester ndmerds positivos has4ta entonces, mas uti-

lizaremos de modo .casual la .sustracción en milchos ejercicios

de los primeros capftulos sin mnsiderar, sin eMhargo, sus

propiedades operacionales.

3



1/0

El segmento desde 0 hasta 4.esta diVidido en dos partes

iguales, y in extremo de'la derha del primer seg-
.-

imento estA'el puntp requerido.

1 '1

3
4,

El segmepto desde 0 hasta esta divididb en cuatro
3

partes igAales; y en el extremo de la derecha 41 tprcer

segmento esta el punto requerido.

El estudiante puede usar la fraccidn en lugar de 4,
12

y asi encontrar nombres más sencillos para la coor.denada del'
4

, punto en el extremo de la derecha del tqrcer segmento tal

6
t,

como -0 6 I.

4. (a)' La suma de dos ndmeros impares cualesquiera es un

1ndmero par.

5 +13 = 1$

,(b ) El prodact8 de dos ndmeros

es un ndmero impar.,

5 x 13 = 65

Este problema'se*incluye en los ejercicios para ayudar

Ainantener informalmente ante el estudiante el concepto de

clausura. La definición formal de clausura se encuentra.en

el problema *7 de estos ejercicios y de nuevo en el

Capitulo 3 del texto.e * 1

impares cualesquj.era

tort



18

S = {2, 3, 4, 5, 6,, 7, 8)

S no es un subconjunto de T.

Si el estudiantejtiene dificultad en determinar la suma

de todos los pares de elementos del conjato en un problema

de este tipop el uso de una tabla de adiciOn podrla ayudársele

a sisteMattzar su trabajo:

1 2 3 4'

2 3, 4 5

2 3 '44 -5 6

3 4 5 46 7,

*4 5 6 7 8

En una tablet tal, un ndmero de la coludina vertical a la

izquierda es el primer ndmero de cada par, mientras

-ndmero de la fila horizontal superior es, el segundo ndmero

del par.

-El estudiante notará que en /a lista de los elementos del

conjunto no serepite elemento alguno..

6 P = {0, 1)

P es pn subconjunto de Q.

Al iguai que en'el problema 5 anterior,. una table podrIa

ser de ayudia:

* . (a) Q no es cerrado respesto de,la suma.

(b) SI.

2 + 4 g'mo,----- J2

39
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(a) El conjunto de todos los ndmeros pares es cerrade

respect° de.la operacidn "dos vedes el producto"::

Otros conjuntos .infinitos de ,ndmeros pares tambien

son cerrados respecto Ae esta operaci6n, por

ejemplo,

(0 2,4, 8, 16, .

{0, 4,8, 16, .

f8, 16, 32

al igual que les cenjunto, (0) y 0.

(b) El conjunto de todos los nd4eros impares es cerrado

resi)ecto de la (versa& "dos 'vibes el product()

Jugs uno" al iguAl que atros conjuntos infinitos
. .

de ndmeros impares, per ejemplo,
4

'I (3 5,, 7, 9, ...)

[9, 11, 13,

Los siguiemtes parecen ser los concepttos importantes

del capttulo. Si puede hacer una lista de ellos en

cualquier =den; aqui- aparecen en el ordefi ein que se

pr"sentan por priniera vez en el texto.

Sección 1-1.

1. Un conjunto es una colecci6n de elementos o

miembros con alguna caracteristica comdn.

2. El conjunto' que no' Contiene elemento alguno se

llama el .ccmjunto vacio,'o bien'el coniunto nulo, y se

denote por el stmbolo O.

3. "Si .todo elemento del conjunto A pertenece al

conjunt° B, entOnces, A es un subcsonlunto 'cle B. -*

19

4. Si los elementos de un conjunto ge pueden contar, ,

A'Conjunto es finito. De lo contrarioi' eS,un. conjunto

infinito. La' dnia excepción esta regla. es el conjunto

-0, que ncr se puede contar, pera no obstante qs finito.



Seccic5n 1-2.

5. Todo ndmero cardinal y todo ndmero natural tiene

4.

un sucesor,,demodo que.,e1 conlunto de iodos los ndyneros

cardinales y,ei de todos los ndmetos naturales son ton-
,

juntos,infinitos'..
,

6. Una ,fracci6n es un sfmbolo que,indica el

cociente de dos ndmeros.

7. Un ndmero que se puede repregentar por una

fraccian que indica el cociente de dos ndmeros cardinales,

excluyendoja divisi6n poi cero, es un ndmero racional.

8. 114 muchos n'ombrep posibles pare el nasmo
4

ndmero.
- -*

9. Cada ndmero racional se,puecie asociar con un

Runto de la recta numdrica.

10. El conjuAto de todos 10S ndmeros cardinales es.

un subcpnjunto del conjunto de ppdos los ndmeros racio-
.

. . .
nales.

.

. I.

h,

11. La coordenada de un punio es el ndmero asociado
,

acon elfpunto en la'recta
,

numdrica. a

. .

. 12. Todo ndmero se'puede asociar con uA punto de la

recta numdtica, p.todo punto de la recta numérica-
.. .

corre 4ea._ un ndmero---aunque no necesariamente-un

ndmerriacional.. . .

,,

N, 13. gayilluna infinidad de Pantos en la recta numéric

hAy4ha infinidad de puntos entre cada par de puntos de
np

la re.cta numdrica.
-

14. La grgfica de up conjunto es el conjunto de

puntos cuyas Coordenadas,son elementos del conjunto.

15. A1 representar la suma ekla recta numdrica, se

pone de manifiesto que sumar elaegundd de dos.ndmeros

al'primgro es un proceso distinto al dé sumer el'prinero

al segundo,.a pesar de que ambos procesos terininan en.ei
. .4

mismo puqo de la recta.

ARV



16. Al representar la multiplicación en la recta

num4rica, se pone de manigiesto que multiplicar el

.segundo de dos ndmeros por el primero is un proceso

distinto al de multiplicar primexg. Tor. el. segundo,

21

a pesar de que ambos procesos terminan en er.mismo punto

de la recta.

-Capftulo. 1

Sugerencias para exgmenes

-(No se pretende que lassiguientes "sugerencias para

exgmenes" constituyan un.examen kluilibradO o completo, pero

son, como lo implica el titulo, preguntas que parecen apro-
.

piadas part incluirlas en un examen acerca de este,capftulo.)

1. Oon los,conjuntos siguientes finitos o infinitos? Si

es posible', haz.una lista de los miembros de cada uno.

- (a) 'El ndmero de persogas.que hay hoy 4n este sal6n de .

clases.

(b) jodos los mdltiplos de 3.

(c) Todos los ndmeros naturales menores que-7;

(d) Todos los ndmeros cardinales que to son mdltiplos

de 5.
1

(e) Todos los ndmeros entre 0 y
4

2. '(a) Se da el conjunto S - (0, 1, 2, .4)

Determina el conjunto,T-de los productos de cads

elemento del conjunto S y 1. zEs T un subgonjunto

de S?
..

(b) Se da el conjunto A - (0, 2, 4, 6, Determina el

cOnjunto B de los productos de ctda elemento del

conjuneg-A .4Es B un subconjunto de A?

`k*
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3. .Haz una lista de todos los subconjuntos del'conjunto

2 = (1, tputintos de ellos tienen 3 elementos?

4. Se da el conjunto.li = [1, 2, 3, 4; 8, 9, 12, 16).

(a)! Deterdina el subconjunto R constituidb por todos

los,miembros de N que son cUadrados de pdmeros

cardinales.

.(b) Determine el conjunto K de todos los ndmeros impares

del conjunto N.

(c) Determina el conjunto A de los cupdrados de los

miembros de N.

Determims 'el conjuntb B cuyos miembros son cada'uno

3 rads que dos veces el ndmero correspondiente de N.

(e) Determina el conjunto C de todos los ndmeros que

. son elementos de ambos N y B.. .

(f) ,Determina el conjunto D de tpdos los ndmeros Aue

son elementos de N; de B, o de'ambos.

Considera cada uno de los.conjuntospsiguientes,.y baz una

lista de los elementos pare aquellos que sean finitos:

Todds los

Todos los

Todos los

Tddos loS

Mmero eS
Todoslos
mintryg's

mismo.

ndmeros naturales menores que 1.

ndmeros cardinales menores que 1.

ndmeros menores que 1.

ndmeros,naturales tales.que 10 Veces'el

mayor que el ndmero miOmo.

ndmeros cardinales.talep que 10 veceS el

fgual al ndmero-multiPlicado por sf

6. *En la recta num4rica, sitda los puntos cuyas coordenadas

soh:
2 4 5 7 9

(a)

(b) 0, 0.6, 1.2, 1.5, 1.8, 2,113.5, 4.

Cutiles de eStos son ndmeros naturales?. LCuAles,

5ndmeros cardinales? ./CuAles ndmeros racionales?

. En la recta numerica, zcomo est4 situado ellpunto

s.
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"cuya coordenada es 5.4 con respecto al punto Fuya
coordenada es 4?; zy con respecto al punto 'cuya

coordenada -es 6.2?

(a) Trit4 a la izqiaeraa de en la recta numérica?
7 ,21

(b) Presenta la gréfica' del conjunto K = (0 3, 7).
(c) Escrib% otros .3 nombres que podrian usarsia para la

coordenada 3.

Si A es .el conjunto de todog los ntimeros cardinales

menores que 20 que no son miiltiplos de 2, de 3, 6 de 5,

(a) thaz una lista de los efècntos del conjunto'A..
s'(b) dibuja la grilfica del conjUnt b A.

1 2
9. Escribe dos dmeros entre -6 y T3. I.C6mo sabes que estAn

1 2
entre -§ y ?

10. Efectila, las operaciones siguientes en la re ta numéricp.:

(a) 4 + 2 (c) 1 x 5 (e) 3 x 0.5

(la) 4 xi2 (d) +

*11. Sea S el conjunto de todos los ntimeros, cardinales.,

(a) .zEs S ,finito .0 infinito?

(b) zEs S cerrado respect° de la suma? ExpIica.por qud..
(c) zEs S cerrado respecto de la .multii)licaci6n7-

Exprica por qué,
(d) lEs S cerrado respecto de la operación de hitllar

la media aritmdtica? Auestra podr qué.
Si T es el conjunto de todos los ndmeros impares, con-
testa las preguntas (a) a (d).
Si R es el con/unto de todos los ntimeros impares menores
que 8, contdsta las preguntas "(a) a (d).



Gag tulo 2

NUMERALES Y 'VARIABLES

Como obra de consulta para los temas incluidos am este

capitulo, 'remitimos al maestro al libro de Haag, Studies in

Mathematics, Volume III, Structure of Elementary Algebia,

tapftulo 3, secciones 1 y 2, y Capitulo 6, secci6n 1.

Los alumna's que han estudiado el.material del

pare el séptimo grado habrAn aprendido las propiedades de la

suma y de la multiplicación de ndmeros cardinales y de id-

meros racionales. Si han estudiado el material del S.M.S.G.

para el octavo grado, habran visto las ptopiedaded de los

ndmeros reales. ''''

Probablemente dichos estudiantes considerarAn las

secciones 2-2 y 2-3 como un repaso fáci?.. A la vez el

maestro debe evitar en los alumnos la hxcesiva confianza que

les topida caL4ar el signiEicado més profundo de estos' con-

cp,t9s. Asimi,smo, debe manteperlos alertas ante cualquier

concepto que 'no hayan aprendido en ,sus estudios anteriores.

A pesar de que'istos estudi4ntes del p.H.S.G. han estado

usando variables en los grados séptimo y octavo, lo han becho
-

s6lo de un modo casual. El tratamiento detalladö de variable

en la secci6 debe estudiarse muy bien con obSeto de

lograr una cla c;5mprensi6n de este concepto.

Numerales z frases nuthéiicas
4.

El prop6sito de esta secci6n ee establecer la distintión

entre los ndmeros mismos y los nombres de ellos y tambien

introducir el concepto de frase. En el transcurso de +a

sección se seftalan varios-convenios importantes usados en el

algebra.



Pggina 19. No deseamos enuncigr una definición precise de
14

"nombre corriente". El térmNo tiene un sentido relativo y

--se-deb-e-usar bastante inlormalmente. Ofisérvese que algunos

ndmeros, tales comp 71-../I no tienen lo que en este etapa

deseariamos llamar un npmbre corkfente, mientras que otros
, 1

,pueden tener varios nombres oorrientes (ejemplos: 0.5
1 5y 2, , etc.)

AI

. Los conceptos de suma Indfcada y product° indicado SOW'

muy dtiles, particularmente al estudiar la propiedad distri-
.

butiva, y se usargn frecuentemente. También son dtiles pare*

contrarresear la tendencia, atentada en laarftmética, a

considerar una expresi6n tal como,'!4 +.2", no como el nombre

de un'ndmero, sino mgs bien como una orden para sumer 2 a 4

y asf obteniel ndmero 6. Este punto de vista bace diffcil

que el estudiante acepte tales expresiones como nombres de-
.

algo. De paso, puede que el maestro desee mencionar a,la

clase los cocientes indicados y las diferencias indicadas.

Es posibie que algurios alumnos ya est6n 4amiliarizados con

el t6rmino "cociente indicado" como un sincinimo patra

"fracciOn".

Observese el empleo de comilli pare indicar cuando la

referencia es al numeral o a la expresi6n, más bien que al

ndmero representado. Al principfo es* importante tener cuidado,,

con esto. Sin embargo, ya que en buen espadol no siempre se

exige.este tipo de distincidn, sino que se deja que el con-

texto sugiera el significado, ms adelante tendemos a expre-

sarnos con mayor libertad en cuanto a ello y utilizamos

formas tales como "la expresi6n 3x - 4y + 7" en vez de "la

exiiresift '3 4y + 7' ".



Mina 20. El convenio acetca de 14 pteferencia de la multi-

plicación sobre la suma se hace para facilitar la labor con

expresiones y no como un fin en sf. En ciertos tipos de

expresiones este convenio tambi6n se debe aplicar a la divi-

si6n lo mismb que a la multiPlicación, por ejemplo, cuando

la divisi6n se escribe en la forma.2/345 24 3 en'vez de 21.

3

Ptefei.tmos eviar eitas forMas y, en Pa'rticular, disuadir del7

empleo del slmbolo "+".

El uso de paréhtesis se podrIa comparar con el usó declos

signos de.punyuaci6n en la escritura del espaftol. Sedebe

hacer tincapiken el uso del'pargntesis cemo un medio que

nos, permite leer exprgsiones Sln,ambig.4edad fI'no en la mere

---tdcrilea- de -manipular -parent-eel:a .

Respuestas al ponlunto.de problelaN

1. (a) Akroi nuMerales para 8

8 10

IL.. 4...

2-1a; pAgina 21:

16 8incluyen.-- 37, 2(2 +.2),

5 + 3, 71, 8.1, 4(7 - 5), 3 + 5, 1-8.
4

Los distintos numerales dados como reApuestas

a este'proima apuntar4n hacia algunas de las

propiedades,Ae la samay la multiplicaci6n que

se'estudiarAn más adelante. Sin embargo, no

se les debe dacmu6ha importancia en esta etapa.

(b) Hay una infinidad de numerales para 8.

2. (a) SI (c)" No (I)" No (g) SI

(b). Sf. (d) SI (f) SI (h) SI

Obs4rvese qui los ejercicios (f) y (h) aOuntan'

a la propiedad asociativa de la suma, que se estudia

en la prcixima.sección.

(a) 17 .,%.(e) 34

:(b) 24 (f) 39

(c) 133 ) (0' 13

(d) 20 (h) 23
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Las palabras "n eral" y "frase numérica" deitotfin casi la

misma cosa. Una fras puede ser una expresi6n mAs complicada

que comprende algunas ,opeitEi6nes; el términ6'"ntiMeiiibTin;

cluye todó esto*y tambign

ndmeros. No debemos preo

sentiremos satisfechos si

los nombres torrientes de los

cuplrnos con esta-distincion, y nos

el estUdiante aprende a usar las

palabras de esta manera a lo largo del curso con solamente

observar su uso por otras personas. IntrodU94.mos las dos,

'porque la gente usa ambas, y tambien porque un t4rmino para

un numeral que sugiere alganas operaciones indicadas es
%

muchas veces

En .41 t6rmino "frase num4rice, lapalabra "numdrica"

no tiene mucha importancia, y se usa no tanto para distin-

guir la frase de una frase linglifstica comcepara distinguir a
/0

de una-ablerta (con una o mAs yariables) 'que se estudiarg

mAs adelante.. ,

En esta etapa, se quiere que la palabra "operaciones"'

sugiera las operaciones fundamentales de la, aritmStica

(multip)icaci6n, divisi6n, suma y resta). En algunos con-

textos puede ser convenlente admitir operaciones, tales como

extraer la ralz cbadrada, tomar el valor absoluto, etc.

PAgina 22. Las'palitbras "cierto" yiTalso" para ros enunciados' '

parecen preferibles a "bien" y "malo" o "correcto" e

gincorrecto, debido a que las dltimas tienen implicaciones

porales para muahas personas. Nor hay nadajlegal, inmoral,

o "mal" en el sentrdo usual de la palabra cuando nos refe-
t

rimos a un enunciado falso. Se debe estimular al estudiante

a .emplear.solamente "cierto" y "falso" en este contexto.

Hemos estado haciendo dos tipos de cosas con nuesfros

enunciados: hablamos acerca de enunciados,*y usamos enun-
.

ciados. Cuando escribimos

"3 + 5 = 8" es un enunciado cierto,

6

*

\



4

hablamos acerca di nuestro.lenguaje; cuando, en el curso

de una serie de .etapas, etcribimos

, 3 + 5 . 8,

usamos nuestro lenguaje, Cuando hab1amos'acerca:del lenguaje,

podemos, hablar de un enunciado,falso, si'fO creemos dtil.

'Asf, pues,'es coMpletamente cdirecto decir

, "3 + 5 m 10" ea un enunciado falso;

pero estA muy lejoa de ser correct° el uso .del enunctado
A

3 5 = 10

.en el curso çle una,dimdstracidn. Quando iealmenteusamos

,e1 ienguaje:los enunctados falsos no ttenen lugar; cuando

hablamos acerca de,nuestro lenguaje, a menudo son Imfy dti1es.

-.Respuestas al Conjunto de problemas 2-1b; pAginat 22-23:

1. .(a) Falso (g) dierto

(b) Cierto (h) ,Falso

(c) Cierto (i) Cierto
AP

(d) Fqlso (j) Falso

(e) Falso (10 Falso

(f) CiertcL

Obsdrvese clue las partes (b) y (c) apuntan a

la propiedaa distributiva y la parte (g) a la pro:

piedad conmutativa para la multiplicación, las

cuales se consideran,en la próxima secci6n.

2. (a) 13 (d) 4

(b), 58 (e) 16

(c) (f) 15

3., (a) x 6) + 3

(b) (25) +.(6-2); 6 (2.5) 6.2; 6 2.5 62)
(c) (2 )< 3) + 4 x 3); 6 (2 x 3) +.4 x 3; 6

2 x 3 + (4 3)
Prg,

(d) (3 x 8) -

A



(a)
(b)
(0)_
(d)
(e)',

10 -7
3*(5
(35)
3(5
(3-5)

(7 - 3) .
+ It 36
4 7 . 22

4) gm 3

- .4 .

6

3 X (5 + 2) x 4 ..84
(3 x 5 + 2) x 4 68 or ((
3 x (5 - x . 36

(3 x 5) .- (2 x 4) . 7

x 5) + x 4

(k) x 5 - 2) x 4 . or. ((3 x 5) x 4 52

(1) (12 x 4.) X 9 . 513 or ((12 x .31) 1.) )5. 9

(m) 412 x -

(n) 3.2 x 44 x 9 . 18
lik(o), (3 +.4)(6 +1) = 49
(p) 3 + 4(6 -+ 31

(q) + 4)6 + 1 = 43
(0 (3 + 4'6) + 1 . 28; oi 3 itaff

.1
28,

27i. Algunas propiedades de la suma.2 la multiplicaciOn

El objetivo ae eita y la pri5xiMa sección es exaMinar las

propiedades fundamentales de la suma y'de la multiplicaci6n

pare ndmeros particulares. Llegamos haste xedactar un enun-

ciado linguistico.general de las propredades, pero dstas no

deben enunciarse'todavia utilizando variables.. En este

momento, no necesitamos estos enunclados;.y preferimos

introducir las variables.de'pn'modo diferente en la secci6n.

2-4. Es importante recalcgr aqui el concep.to de modelo y

para.ello, cuando se es$udie,'por qemplo; la propiedad aso-

ciativa de la4suma,'tal.vez el maestro quiera escribir en la

,



pizarra algo asi:

.(primer nftero + segundo niimero) + tercer`ntimero

primer ntimero (segundo ndmero + tercer ndmero).

El uso de las propiedades de' la suna y,de la multlilica-

ción como una ayuda pare efectuar los cAlculos en ciertos

tipos de problemas aritméticos es a la vez interesante e

importante, pero 116 constituye el asunto principal de estas

propiedadeS. Estes jugarAn un papel mAs fundamental en este

curso, y cOnstituyen la base sobre la cual estA construida

toda el Algebka.

Volveremos a estas propiedades en el Capitulo 3, donde

se darAn enunciados generales con varables. Las estudiamoS.

aqui, no Olo como una paz:te del "m4todo

porque necesitamos la propiedad distributiva.para introducir
,

el concepto de variable.

.P44nas 24-25, (1.2 + 1.8) + 2.6 conduce a una segunda 'sums

rnas fácil:

3.0 + 2.6

Cuando se efedtuaron las operaciones 5 + 3. y 3 + 5 en la

recta numérica,-vimos que ambos procedimientos terminaban.en

el'mismo pudto de la recta numérica.* Luego, 5 + 3 r 3 + 5
,

son nombres pare la misma coordenada, y numerales pare el
..

mismo ndmero. En el Capftulo 1 quizAs Al maestro prefiri6
. 0

consiaerar 5 + '3 partiendo de 5 y moviéndose 3 unidades hacia
4 4

le derecha. st punto de vista es también correcto.

Respuestas al Co junto de problemas 2-2a; pAgina 26:

Uno de los prop6sitos de este conjunto de problemas

es ayudar A los estudiantes a acostumbrarse a descubrir
_

rApidamente las combinaciones de sumas inaicadas que

faciliten los cAlculos. Un proposito ma's inmediato es

ayudar al estudiante a, darse cuenta de que estas mani- .

pulaciones, que pare ellos puedep ser obvias, estAn

41



basidas eTas proptedades asociativa 7 conmutativa

la suma.

En estos problemas no se pregunta sobri las propie-

dades empleadas en el, paso de una etapa a otra. Con

frecuencia esto resulti tedioso, particularmente en las

dltimas etapas1del Calculo. No insistimos en que se

haga esto% ahora, pues en &Ste etapa nos. interesa máS

que el estudiante recortozca la utilidad de las propiedades

y ho que pueda seguir un proceso de razonamiento riguroso

.desde el principio hasta el final del cAlculo.

.En varias partes de este problema hay variaciones

en eu.dnt6.1 a "la manera sencilla" de efectuar las

sumas. La couRaraci6n de algunas de ellas en la, clase
debe ser de ayuda para lograr el-prop6sito de la pregunta.

.1. (*a) El estudiante ptide'expresar su respuesta

asi: "Sumamos el 6 y ee 4 peva Obtener 10, y
luego 10 y para obtener 18". Este cglculo

se puede desarrollar paso*por paso de varias

maneras,'por ejemplo:

6 + (8.+ 4)
h (8 + 4) + 6

8 + (4 Af 6)
8 +
18

+ 1

2 + (1 + 1)
-t'

2 + 2

4

52



4+ i4+ 6
+4 6

k + 6

= ,26

3 1
(d) -4 + En este caso no hay una manera "mis

sencilla". Ninguna.de las os propiedades

sirve de ayuda para efdctuar el cglculo, aunque

varias de las propiedades que estuaaremo's mgs

adelante, especialmente la propiedad distribu-

tiva, intérvienen tAcitamente en los cglculos

del.estudiante.

3 + 1
.../; -5 .12

33

( )

(g)

He aquf otrocaso en el cual ninguna de las dos
.10 6' 68

propiedades facilitalos cglculos: 4 5 15

(1.8 + 2.1) + .9) 44- 1.2

= 1.2 + (1.8 + 2.1) + (.9+ 1.6)
+ 1.8) + (2.1 + .9) + 1.6

.= 3.0 + 3.0 + 1.6

(3.0 + 3.0) + 1.6
6.0 1.6
7.6 .

5



Aunque es mux contestar esta pregunta,

el Tie la respuesta sea "sf" depende de dos pro-

,piedades estudiadas en esta seccidn qua dicen al

pstudiante que,los'ndmeros se pueden Sumir ea

cualquier orden.
c)

32 + 71 + 76 = 76 + 71 +

,174gina 27. Es m4s,fAci1 calcular la frase (4 x 1.5) x 3, .

porquse la primera muktiplicaciân da uti ndmero entero,Aoi0b1

4

179 milfmetros

8 + 7) + 4'+ (3 + 6)

4. (it + + (6 +:4)
m + 10 + 10

8 ,+ (10 ,+ 10)

8,+ 20

28

simplifica la siguiente etapa.

La palabra "seguidos" en la linea 1 de la pfigina 28 es

utia que nonteresarfa .44 el esiudiante apFendiern.

Otro 1nterpambio ser4 conmutar 7x4a4x7 en 41.a.: '.
frase de la deredha, que entoncps apaiecerlä coradia(4x 7).

Ahora el ejemplo está en la forma

2(7 x.2) 'x 4 = x (4 x 7)
4 4

Aplicando la propiedad asociativa, tenemos

3 3
7 x x.4) = (- x 4) x 7

4 40
7°x 3 = 3 x 7

Aplicando la propiedad conmutativa otra yes, tenemop

7 X 3 = 7 x 3

S.
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,
'Respuestas al COnjunto de. problemes411b.; phina

1. Bkprop6si1o: de este problema en':relación 9onALtti .

proPiedades 4:le'la-multAplicaci6n es el mismo%!que el
del problem 1,41,- tonjUnto de.,.prAtlema's 2,*-2g
relaciOn,-con lat prbpiedades de XiNumitf.

,-(81).A-X-3.X.-25
2* 4 x 25 x 7

(4 x 25) xi
113 1001 X 7

TOO

(b

x (5 x 26)
,

(* X 5) X, 26

1 X 26
26

(a) '73.+ + 27
*=, 73
N00 173 4" 27)

0, 100 62
= 162

A

a

62

e

3 x (*x 5)
= (26 x a x-3

26 x (5 x
26 x.

= 24

4
Este prob un recorclatorio de que no se

deben olviciar as propiedtdes de la- suma aun duando
el, tentro de la atenci6n estd en las kopiedades' de
la multip1icaci6n.
(d) (3 x .x (7 x 25)

JO 3 x (4 x (7 x 25))
3 x ({7 x'25) 4).
tt.
3x (7 x (25 x 4))
3 x (7 x 100)
(3 x 7) x
23; x 100

?IOC)

Air

55"

a
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%;;,46,444A%

40

Probabletente el estudiante darA la

respuesia: "Multiplicamos'25,p4r. 4 que da,100;

.luego multipiiCamos 3 itor 7 que.da 21; final-

mente multiRlicamos 100 por 21 para-obtener 2180".'
...2

e) Re aqui un--ejer4cio en'el Cual rto bey "una

4

reagrupar.

12.. 14 = 168

(9' 1
x. x

x x

4'36* X

1)referimos esta.manera.de efpttuar los'.

CAlculos Solo porque se trabaja con.,ndmeros
v4, a

,...41717,un solo ,digito hapC que s'e llega a la

) ''6' x 43' x' 125,

..6 x (8,x 125)

. 6000
.,.

.

, (0' (1;25) x 5.5 x 8

* . 5.'5 x 8ix 1.251

. 5.5 x (8 x 1.25)

,A
-= 5.5 x 10

.=,, 55 ,

(i) (2 x 5) x 1.97

. . 10 xJ1.97

1. M 1967 1
1*

'41
t ObsArvese que en este caso'es mejor.

trabajar partiendo dela forma original del
, 11...

_problema.

z

5.6
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4!

4 1

6 x
. 2

37

2. 'Es mAS fecil,calcular le primera forma de, cada
una de las partes del problemai:porque contiene la
repvticidnde un proaucto parcial. 'Asi, pues, los-
prodUctos parCiales rePetidos se plieden coPiar
los ya escritos.

Mina, 31e. El prop6sito de estos ejercicios, en los casos
en que los enungiados son ciertos, es-que el estudiante se O4
cuenta de la veracidad de, los mismos, no porque se puedan
,Teducir los dos miembros al mismo nombre corriente, sino
porque el enunciado es un ejemplo deun modelo valido. 'Tal

.vez sea necesarid recordarle esto a los estudigntes. Por
ejemplo, eri el ejercicio 1(b), la mejor respuesta qae el.

estudiante puede der seria': "Se que 15,= 7 + 8, y ademes el
;

enunciado sigue 61 model° de lapropiedad distributive,* Par
lo tenioletblaunciado es cierte: Si se trabaja de-la manera
que se muestra a continuaci6n, tembien se obtiene el mismo
resultado. El propdsito de los enunciados felsos es identi-,

ficar los errores que pueOan cometer los estudiantes af

escribir incorrectamente la propiedad distributive, (d), o
debido al mal uso de la notaciOn de las fr 'cciones mixtas,

Respuestas al Conjunto de problemes 2-3a; p gina.31:
1. (a) 2 x 4,+5 x 4 = 7 x 4 s

= (2 + 5)4

= (7)(4) Cierto



,f

4

(b) 5 X 2 m 7 x 2 +. 2

t
(15)2 2 ,Cierto

(0), 25(40 + 3)'. 25(40)'+ 25(3)

25 -(-3-)ierto

(d) 3(2) + 6(3) m 9(6)

3(2) + 3(6) = 9(6)

3(2 + 6) m 9(6)

3(81," 9(6)

24 m 54 Falso--

(e) '13(19 + 1) 3.13(19) + 18(1)

13(19) + 13M:1.13(.19)' + 13(1) Cierto

2(1.7 + 1r) . 2.1F thr(f)

2(4) + 2(4) . 2i+ 4

Cierto

'Este problema deberá servi?de tepaso del

estudio de la multiplicaci6n indicada y recordsr a).

1
estudiante que 61 "ndmerp mixto" 2- no represents

2

(16 124 + . 12* + 12(4)

2 3
12(3) + 124) = 12(7) + 12(T)

(h) 3(240) + 1(1.5) . 3(2.5 + 1.5)

3(2.5 + 1.5) . 3(2.5 + 1.5)'
11,

Cierto

Cierto

En el resto del curso, no usaremos con mucha frecueficia

las palabras subrayadas en.la expresaWmpropiedad distribu-

tiva de 1 multiplicacift, con respecto a la suma"; sin

pmbargo, podrin servir de. referencia cuando los estudiantes

Clleven a cabo manipulacioner incorrectss. No es necesario

que el estudiante camprenda éï significado inmediatamente.

58
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ap.

En el. tercer ejemplo, es más calcular el producto

indicado. Lo.mismo sucede en los ejercicios l(a), 1(b), 1(d),

11(4 y 1(h) de la pAgina 31. La suma 'inp.cada facilita los

cinculos en los ejereiciOs 1(c), l(f) y 1(g).
1 1

,PAginas, 32-33. (1+ 71)12 12(-3, + por la propiedad

conmutativa de la multiplicci6n.

El. análisis detalladia de_

+ 412 = (1)12 + (1)12
3 4 3 4

es realmente, entre otras cosas, una preparación' pare las

demostraciones'que estudiaremos más'adtlante en el curso.

No nos conformaraos con sdlo cotejar la veracidad de este
'enunciado mediante operaciones aritmdticas; averiguamos

tambi6n que este enunciado es 9ierto, utilizando un argument°
4

toraado de una corta serie de enunciados, que ya sabemoeciertos

de antemano. Por ahora, no es'necesarto hacer hiricapid en

este desarrollo. Ei el primero de los muchos que 'estudia-

remos.
Para enunciar la ley se suglere e siguiente modelo:.

bados tres ndmeros, el producto del prtmero y segundi; ale

el producto 'del tercero yv el. segundo es igual al. producto
obtenido cuando la suma del primerd y el tercero se multi-

plica por el segundo.
Respuestas al. ,Conjunto de problemas 2-313; phinas 33-35:

1. (a) . 12(3 + . 120) + 14)
(b) 3(5) + 3(7) a= 3(5 + 7)
(c)_ (2.5 + 4.5)4.. (.5)4 + 4.5)4
(d) 24* + 24() . 24(. 4..

(e) 7(17) + 6(17) = 13(17)
(f) (3 + 11)2 = 3(2) + 11(2)

0.

Este enunciado es cierto, no importa los

ndmeros utilizados. Esto prepara el camino parar

el enuhciado preciso de la propiedad distributlya

a
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en el prd4mo cgoltulo. Por ahora, no se deben

utilizar variablei al presepthr este'anillisia a los'

.estudiantes.

2. (a) 27(;) + 27(i +

27(4
7

(b) 4.(12) + . (4. + 3.012

( )

(d)

(e)

(.36 + .14).6 . .36 .6 + .14(.6)

= (.50).6

. .30

12(5 + 5.) . T2(5) + 12(5)

12(14--c-1

= 120

f2.3 + 4.6) + 7.7 . (2.3 + 7.7 ) +'4.6

. 10 + 4.6

6(4 + -;) 6(4) + 6(4)

. 13

(g)

(h)

0.71(0.8) +0.2 71) =0.7110.8) +0.710.2)

* 4 .0.710.8 +0.0

.0.71(1.0

=0.71

3(2. + 7 + 6 + '3(2) + '3(7) + 3(6) + 3( 5)

. 3(20)

.60-
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El Area del triángulo ACD es igdal ai áreadel

triAngulo EFI mAs el Area del triAngulo Apren-

dimdt que el ndmero de unidades.cuadradas del Area

de un .triAngulo es igual a la, mitad del prqducto de

ndmero de unidades de la base--pqe1 ndmer;C) de ma:

dades de la altura. LDS lres triAngulos de.la

figura tienen la misma altura, 2.
1

Area del triAngulo ACD = 1(4)(2)

1
Area del triAngulo EFI =

2

Area del triAnguio rcH = 71(m2)

.,(4)(2) = 4(3)(2) 4- i(l) (2)

se convierte en

4- 42') (1) (propiedad conmutativa

de la multiplicaci6n)

+ 1) (propiedad distrOutiva)
2 2

, De este enunciado se deduce we si dos triAngtilos

tienen aIturas igualesi sus respectivas Areas

dependen de sus bases.

I" 4+4)11+ (4. + .30 = (.12. 7)

4+4)18
. i(18)

. 9 12

= 21

if
k .

Aplicando la propiedad distributiva dos veces, el

\.studiante puede e

\al

tminar sumas inconvenientes.
,

Este problema no ebe omitir,ke, pues es una prepa-

raci6n, importante para el éstudio.de la propiedad

distributiva en el próximo capItulo.

:
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6, (a) ( 7 + 4) x (3

21
7 4

17 4

rzs 21

(c) i(3 8)10'. (i(10)(3 + 8)

.'2(31'+ 8)

. 22

(d) 3(7) + 3(11) = 3(7 + 11)

. 3(18)

(9) 3(7) +.3(2) 3(7 + 2

. 27

.(f), 3(7) + 6 = 21 + 6

27
( ) 7(k) + 42 .. 7(k) + 7(6)

7(4 +

(h) (t) + 3(.4 + 2(3)

(1) .3(17)

(j) 6(19 ) + 19

(k) (10'+/2) x

(1)

3(17) + 3(4)

. 3(17 + 4)

. 63

. (6 + 1)19

.133

x x

= 12 x 2

.24
(10 4. 2) x 4 12 x 4

2

' 48

-= 24
Ary

63
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1 4.

4os problemas 6(a), 6(b) y 6(g) constitpyen

unaepreparación muy especial para el estudio d, ia

secciân 2-4, por lo cual no deben omitirge.

pAginas 35-40. ElThbjetivb de esta seca6n es familiarizar

al estudiante con el significado de la palabra v:ariable.

Aqul, insistimos en que se conN.dere a "n" o A "x", o a

cualquier letro que se use como"variable, cam() el nombre de

un ndmero definido, aunque no tengamos mucha' información

acerca de dicho ndmero. En algunos casos; como en el ejer-

cicio del texto, el ndmero puede estar no especificado,

porque lo,que es cierto para 41 tambien 16 es para todo

ndmero de un conjunto dado. Esto sucede en todos los casos

en que nos Interesia principalmente el mOdelo 0 la forma de

un problema, mAs bien que el resultado. En otros casos,

el ntimeto puede no estarespecificado, debido a que al

principio no sabemos dial es el ndmero enesti6n, pero se

averiguarA mAs tarde. Las variables segdn se utilizan en

este contexto se llaman frecuentemente "inc6gnitas". De

.todos modos, hay que tratar,de evitar que se interprete el

concepto de variable como algo que varia sobreun conjunto

de ndmeros.

El conjuntO de ndmeros que incluye ttidos 16s valores de

una variable se llama el "dominion o a veces, el "camp A

Nrariabilidad", dependiendo mayormentes del punto de vlsta desde

el cual se consideren lavariable y su conjunto. Hay puntos

de vista que justifican el escoger uno u otro de los dos

t4rminos, Para muchos maestrps la conexi6n másnatural entre

una variable y su conjunto de valores es considerar la

variable camo la variable "independiente" en uné relaci6n

funcional, por lo tanto, para nombrar el conjunto se les

ocurre mAs fAcilmente el t6rmino "dominio". 'Sin embargo, se

debe $calcr que no es necesario considerar la variable como

la variable."independiente" en una relaci6n funcional, sino

que, ea efvo, puede considerarse también como variable

"dependiente".
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Los pasos en el ejercicio propuesto son;
_

, 3-7
37 t. a

+ 3)
+

La ditima frase es un numeral'para 4.
Pfigin# 36. El'estudiahe puede.preguntarseParqud

en escribir 3(17) 12 = 3(17* 4) eR lugar de
3(17) + 12 =,51 + 12 = 63. Desde luego, cualquier mdtodo da .

el mismo resultado. Sin embargo, el primero nos pone eft dip-

posición de efectuar los cfilculos.que siguen mfis ade1ante,4

utiliTzando la letra *V en lugar de "17". Ouizás quedirfin

satisfechosVaAsi,todos los estudianteseque pianteen la

cuesti6n si se les indica cfue el primer método pone de mani-
, _

fiesto la estructura, mientraa que el segundo mdtodo tiende-a
ocultarla.

No habila cambio significativo alguno\en el tratamiento, .

del ejercicio si hubidramos decidido usar,alguna otra,letra
distinta de. n 'pare inditar 91 ndmero elegido en.

Para introducir el condepto de variable a los estpdiantes,

algunos maestros consideran provechoso organizer en laiclase

un juno.con ndmeros, edemas de utiliiar el material presen-
tado en el texco. Se les puede "estimular" oraLnente con:
algunos juegos"para escoger un ndmero" que ellos no puedan

manejar con medio puramente aritndticos; despuds de,parti-
p

cipar en esos juegos apreciarán fficilmente el uso de una

variable. Otro mdtodo que ha dado buenos resultados es
organizer el juego utiliiando la.pizarra.

.Ejemplo:3 It

Escoge un tAmero de algdn conjunto S, como,

por-ejemplo, el conjunto de todos los ndmeroscarding:ies

entre 1 y 30, s6male 3, multiplica por 2, y testa el iduplo
del n6mero escogido".

its

t



tastintbs alumnospueden ir'a la pizarra, ensayer,con

ndmeros diferentes y siempre obtener el resultado 6..; A otros

se les puede pedir que dejen los numerales indicados, otros'

pueden useele palabra "ndmero" en lugai de un numeral

. particular, y adn otros pueden utilizar una variable como

o "x" 7aesde el principio. 'La pizarra puede apareter asi:

4

7

5

5 + 3

* ndme:ro

ndmero + 3 A
Al

3

1.4 2(5 + 3) 2 (xidmero + 3) 2(n +

..6 14. 2.5 + 6 2(ndmeici)+ 6 2n + 6

6 2.5 + 6 ir 2-5 2(ndmero) + 6 2(ndiater4 2mL + 6 - 2p.

6 6 6 6

En este e/emplo se utilize la propiedad distributive, que los

estacilantes xa ban visto,'pero tambidn se "utilize la propiedad'

asociativa con una resta, lo cualno hen visto. Sin embargo,
4

las operaciones con.ndmeros son bastante sencillas, y, por lo

tanto, no tendrAn dificialtades con "2n - 2n". Ciertamente,

no es necesario preo arse por ello. Si por.alguna raz6n

hay 'alguna probabilidaede que la resta cause dificulpsdes,

siempre se podrA preséntar el juego con un ejemplo como el del

texto, .en el cual no interviend la resta.

Respuestas al Corniunto de problemas 2-4; pAginas 38-40:

1. 2(t + 3)

in + 5
2. 3

3. Las dos formes son correctes. La segunda se obtiene de

la primera mediante la aplicaci6n de la propiedad aso-

ciativa de la multiplicación.

4y



Ninguna de las formas es coreecta. Las formas correctas

son 2(a + b) y 2a +.2b.

(a),,

(b), 15

(c)' 27

(0

(41.

(a) + 32 2(85) + 32 '
5

s= 153
1=1 185

tuN h(a.+ b) 4 3
11 2

= 2(8)

. 16
(c) p(1 + rt)= 5004 + 0.04(3

. 500(1 + .12)
= 500'4 60
. 560

a 2(4g)--
111 96 4

. 92
1(10)(6)

. 1080.
(p)

(al (3a + 4b) 20 .13.3 + 412) - 24
3. 3

. 3

115a 4b) + 5c - 4-2) + 5-4
5 1 5

10 + 20
=t

. 6

67

,

IMP



.....scce...!1 W4. :+4;+-501,, 4* 4. 4.1A.
- ,

48

Wiii1 r.:: t-le, 940S1

49

-T"

.r

(d)

20

. a

1.5(3) + 3.7(2). .... 2.1(4) 14.54 7.41 - 8.4

v. 7 7,

11.9 - 8*".4 .

A continuaci6n se da una ristp de al as de las ideas

importentes de este capftulo en el o din ene hart ido

apareciendo en e1 mismo:

Secoi6n 2-1

1. Los numerales son nombres de-los,ndmeros y
4 tinguen de los ndmeros mismos.

. .

La ptesencia de un signo de igualdad entre dos

numeralea indica que los numerales representan el

se dis-

k*

'mismo ndmero.

3. Para evitar toda dude en cuanto al significado de un

numeral, convenimos en qu4cuando nooe indique otra

cosa, se efectda primero la operacidn de multiplica-

ci6n y luego las operaciones de suma y restai,en las"

expresionea en que intervengan cliches oppreciones.

4 Se pueden utilizer paréniesis pare encerrar equella*

partesOde una expresi6n que han de tamarse como un

numeral. -

Una frase numdrica es un numeraltdado mediante'una

expresidn que cothprende otros numerales, asf como

tambiin signos de operaciones.



Las'frasps mumdricas se pueden combinar para formar

enunciados ilumdricos, cada uno de los cuales puede

ser cierto o,falso, pero no ambas cosas.

Sección 2-2

7.- Uma propiedad de -una operaci4n es algo que esa

operacidn posee",'es decir, una dd sus caracterfs-

ticas.

Una operaci&l.binaria es una que siempre se efectda

con dos ndmeros. La suma es un ejemplo de una

operacidn binaria.

9. La propidad aspcittiva de la suma.

.10. La propledad conmutativa de'la'suma.

11. La propiedad-asociativa de la multiplicaciOn.,

12z La proAedad conmutativa de la multiplicación.

,Secci6n 2-3

13. La propjsedad distributiya (de la multiplicacidn con

respecNa'la suma).

La propiedididistributiva tiene una forma alterna-

tiva cue ...444i1ustr'asf: 2(3 + 4) = 2(3) + 4)

(3 + 4)2 ..(3)2 + (4)4

SecciOn 2-4

15. Una.l'ariable es un numeral que representa un mero

defifiido, pero no especificado, de un coniunto dado

de ndmeros admisibles.
A 0

16. 'Todo ndmero que una variable dada puede representaf

se llama un valor de la variabi.e.
s

17., ,Llamamos dominio o campo de vatiabilidad de una`

variable al conSunto de valores de la misma.
%

1;

S9 6
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GhliftUlo

SFgerencias para

Coloca parentesis en'ca4a una
,

siones de markera que obtengas

(a) 5 x +'3 = 35
(I)) 5 + 3 = 23
(0) 5 x 4. 3 x16 . 210

Determina cuAles de

(a) + 4. 4,
,b,

exAmehes

de lgs siguientes expre-

enunciados piertos:

(d) 5 X'4 +-3 x 6 . 110

(e) 5 X 4 + 3 x 6 . 38

(e) 5 x-4 + 3 x 6 138
sty

los siguientes gnuncihdos son

6

) 71) 8(.).,+

(4) + 4

Copia lap siguientes frases e indica los paso4 44e
segufste para hallar el nombre más sencillo'de cada uno

de fos ndmeros representOos:

(a) 3(5 + 2) - 6
(b) 8(4 P 35 4

N.'

4Cuá1es de los numerales que siguen soh nombres para 6?

1. 6 + 12

(b) 3(1 +.1)

5. EscrOe otros tres

(C)
1 + +.15

1 + 1.3 - 3)

nombres pare el ndmero 7.
,

* -
a

Pluestra la manera de calcular el,valor de, cada una ctj las

siguientes frase

(a). (4)(6) +

, /

tb) -.+ t2 + 3 + 1

1

7n

I.

'



Utilizando los miembros del conjAnto.(2 5, 7 ), ilustra
cadit una -de las siguientes.propiedades:
(a) la propiedad conmutativa de la suma
(b) 1.a .propiedad asociativa de la multipticaci6n
(c) la* propiedad distributiva ,

Determina l.a propiedad ilustrada por cada uno de los
siguientes enunciados ciertos:
(a) 3 + +
(b) 3(8 + 7)

(0) (5)(8)(9)

3 + 7 + 8
+ 21

(8)(5)(9)

e (d)
(e)

(r)

35 + 42 7(5 + 6)
(31+ 2) + 5 + (2
2/07k(t)(7)) - ((4)(4

+ 5)

(7)

Muestra l.a manera de utilizar las propiedades asociativa,
oninutativa y distrfbutiva .para eiectuar cada uno de

los siguientes calculos en la formitk mats sencill;a posible:

6g.i. (17 1. 53
#

5 x 1.3 + 6 x 13
, 0)) 2 x 11 + 9 X 21
(O. 34:3(356) +34.3(644)
(d) (3 x 4)(7 x 25)

(e)

16414- 4--)

(g) 42(5) .+- 40
.10. Una manera.de sumar- + 66 es:

24 '+ 66 = 24-1-(6 + 60).
, = .(24 + 6) + 60
= 30 + 60
= .90

(a) propiedad se utiliz6?
.(b), Suma 24 1.- 66 de 1.a manera indicada a cont nuaci n

sefiala las.prppiedades utilizadas:
24 + 06 = (20 + 4) + (60:- 6)

,= (etc.)

4
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, II. Ilustrala manera de usar lap propiedades asociativa y

.coumutatIva para escribir fACilmente'los nombres

corrientes- de los Siguientes nuMerales:'

(a) (5 x 37) x 20

(b)'-54 + 17 +

(c) + + 4 .

12. Muestra los pasos del proceso para hallar'el nombre

corriente de '90t*-i- 3Y) 2 071an49 x es_2, y es 0;4z
3'

es 1.

3(k +
13. Halla el-valor de si k es 5, .m es 2

2m
p es 7.

. .

cierto ndmero n- se maltiplica por 5,luego se

aumenta en 5 y'el resultado se tuplica. 1,CUA1 'de las

siguientes'expresiones describe mejor el -euunciado

Ante:doe

( a) 2 >< 5(n:+ 5) (c) 2n(5 + 5)

(b) 2(5n + 5) (d)'- 2(5n + 25)

15 Redacta instrucciones verbales que se describan mediante.

(la frase
3nn + 3

f 8
16. Un ejerciao comienza asf: "Escoge un ndmero del 1 al 10,

inclusive ...". Si la variable en,esteproblema es n,

(a) dibuja aria gráfica del dominio lde n.:11

(b) sdeterminirles de los'ndmeros siguientes nunca
9 21

podrIen tomarse coma valores de n: 2, 17, r

-4r; 1 .

72



CaPitulo 3

ENUNOIADOS Y PROPIEDADES DE LAS' OPERACIONE,S

-Este.curso comprende un esiudio sitteinktico de i'os

ntimeros y sus propiedades. A primers vista parece que
-, *4

la aritmdtica tiene este mismo prop6sito, y2 por eso;

al introduciT este cap1t0110, debemos distinguir entre la

aritmdtica y el Algebra. La aritmdtica consiste, primaria-

mente, en la aplicación más bien mecgnica de un gran

ndmers,de reglas parecalcular correctamente y, en general,

se hate muy poco esfuerzo para entender estas reglas y los

ndmeros a los cuales seNsiplican. Por otra parte, en el

Algebra nos interesa entender cabalmente el.porqué los

ndmeros y\las operaciones e'on ellos se comportan de una

tierta manera. Aqui buscamos las propiedades generales

interesantes de.los ndmeros y de las operacion.es*aritmé-

.
ticas conocidas ya por el.estudiante. En pocas palabras.

nos interesa lo que los matemdticos algunas veces

estructura del "sistema" de los ndmpros. Otras palabras

que ceallevan el mismo significado que "estructura" sons

rJnodelo", "forma" y 119rganización".

Es inevitable que muthas de las propiedades generale's.

de los ridmeros y de las operationes con ellos seen cono-

,
cidas por los estudiantes como resultado de su estudio de

la aritt-n6eica. Sin embargo, no se conocen las propie ades
4

en cuanto a principios explicitos. En l caBitulo anterior,

tuvimos el prop6sito de que los estudiantes descubrieran

algunas de estas Propiedades mediante preguntas j. ejemplos. -
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En este capftulo, se hace un estudio ulte,ktor de lasf.
propiedades y 6stas se formalizan. Las propiedades que-

.

de este modo hemos procurado.que el estudiante descubra

son las propiectedes,eonmutativa y asociativa de la suma

y la multiplicación, la propiedad distributive, y lo que

llamamos la propiedad aditiva del 0 y la propiedad

multiplicative del I. Hemos incluido también la propiedad

multipiicativa deI 0, aun4ue 6sta se podria deducir de

las otras propiedades. Más adelante, en los Capitulos, 6 y'7

vemos que todas-estas propiedades de las operaelones son

vilidas para todos lospdmeros reales.' Aqui, consideramos

solamente los ndmeros reales no negativos.

El estiriante, acostumbrado a la aritmética, podrá

cuestionar el porqu4 de todo esto. Confiamos en que el

uso de ejercicios estimulantes pirda eNpitar este pregunta,

pero la contestación aut6ntica ed'importante, y consiste

princiPalmente en lo que hemos dicho acerca de nuestro

interds en la estructura.

Un segundo propósito de este 9gtulo es el desarrollo

de una gran parte de la técnice pare la simplificacide

de expresiones algebraicas. HaceMo's esto aqui, porque

uno de los aspectos esenciales de este curso es e los

mdItiples ejercicios necesarios pare lograr destreza

t4cnica yayan unidos a las ideas de los cuales se derive

la validez de las tdcnicas. PrgE%icamos las simpfificacio-

nes algebraicas cuando los kincipios en los cuaiei se

an dichas simplificaciones se desarrollan por primera

vez, y mu as otras ocasiones de'ahl en adelante.

Ademds, estos principios son precisemente:Alas propiedades
4,

de los ndmeros que el estudiante debe descubrir en este

capitulo.

1% I
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Como pre4aci6n para formalizar estas propiedades,

primeramente enriquecemos nuestro vocabulario. El concepto

de un enunciado, estudiamos en el Capftulo 2, se amplfa

de 11.0s maneras:

e

) Aumentamos=la variedad de las rela-

ciones que nuestros enunciados pueden'expresar, para

incluir las inecuaciones juntgmente con las ecuaciones,
a

(2) tedactamos enpnciados abiertos que contienpn variables,

y pare los cuiies es importante la nocidn del conjunto de

validez. Es nec,sario que el'estudiante considere las

ecuaciones y las inec4aciones coma enunciados, como

objetos del glgebra a los cuales debemos prestar la misma

atenci6n,ly como tipos de enunciados igualmente intere-

.santes y dtiles, (3) Consideramos enunciados compuestos

y enunciados simples. A

No todos estos conceptos son de necesidad inmediata

pare enunciar las propiedades de las operaciones con

ndmeros de la aritmética, pero conviene introducirlos tod6s
0

a la vez. Se empleargn muchas veces en todo el'curso.

Como referencia gerieral pare el trbajo ae este

capftulo, el maestro puede leer, Haag, 'Studieamin

Mathemat'ics, Volume III, Structure of Elementy

Algebra: Capftulo 2, seccidn 2, pare el trabajo relacionado

con los enunciados; Capitulo 1, secci6n 3 y Capftulo 3,

sección 2, coma base pare el estudio de la estructurA.

Los alumnae que ya estudiaron.el capftulo acerca' de

las ealaciones en el material del SMSG para octavo grado

notargn que nuestro'Capiftlo 3 presenta..un enfoque dife-

rene y collsiderablemente más extenso. ?robablemente se

pref#ra tratar las secciones 3-1 a 3-9 como si lot

estu'diantes tuvieran poca o ninguna\experiencia en el

estudio de los enunciados.
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El empleo de_variables en el Capftulo 3 para formular

las propiedades de la sum.sCy la multiplicaciân serg familiar

para los que ya han estudiado el material del SIASG. No

'obstante, las aplicaciones de estas propiedades son rags

extensas que las estudiadas en los grados séptimo y octavo

y deben llevarse a cabo cuidadosamente.

Plgina 41 &1mbolos "=",54", "-<", '1>" etc. denotah

realmente v rbos que expresan una relación entre dos

ndmgeos. 1in embargo, coma "es mayor que" o "no es igual

a" no for an una sola palabra, las llamaremos "formis

verbales".
0

Respuestas al Coniunto de prohlemas 3-1; pggina 41:

1. Falso 6; Falso 11. Cierto

2. Cierto 7 Cierto' 12. Falso

3. Cierto 8. Falso 13. Falso

4. Falso 9. Cierto 14. Cierto

5. Cierto 10. Cierto 15. Falso

Plgina 42. Una frase abierta tambign es "abierta" en .el

Sentido 41\-que no podemos determinar de modo preciso.Tig
. ar

ndmexo,.!epreSenta has4 Tie hO sepamos juStamente qug,

ndmeros representan las variables.

Respuestas al Conjunto,de problemas 3-2a; péginas 42-43:

1. Cierto cuando x es

igual a 5.
2. Falso cuando x es

igual a 5.

3. Cierto cuando x es

igual a 6.

4.' Falso cuando x es

igual a 6.

5. Cierto cuando x es

igual a 3.

Falso cuando x es

igual a 4.

6. Falso cuando x es
igual a 4 e y es igual

a 3.

Cierto cuando x es

igual a 3 e y es igual

a 4.

F lso cuando a es-

igual a 9 y b-e:s iguaI

a 9.
4

Palsp culndo a.es
lguai a y b es i

lgual a .

8. No sabemos hasta tanto

sepamos el valor de m.



Enilos.problemaS 7 y 8, es necesario recalcar que.ei

valor dado de "a" debe utilizarse en todas 14$ ocasiones

en que aparezca "a".

PAgina 43. Se suponeque el experimento con el ejemplo'

P2x - 11 u. 6" sugiera una manera sistamAtic al 'de ensayar

valores de la variable que hagan cierto el Tunciado.

lEl mdtodo puede sugerir tambián cOmo se po d a decidir'

si se han hallado o no todos esos valores. or ejemplo,
. .

1
un valor de x mayor que 8- darA un ndmero mayor que

2 ,
1 . 1

2(8-) - 11, y un 'valor menor que 8- dard un ndmero menor
2

1
2

que 2(81) - 11. Más adelante, fan el Capitulo 8, fstudia-

remso las

itip...t.s_Ltil

propiedades.de

al Conjunto sit

ordenaci6n

m.121.etnas

sugeridas aqui.

3-2b; pAgina 44:

1. 4 6. 14

2. 10 7. Ningdn ndmero

3. 4 8. Todos los ndmeros

4 . 17 9. Todos los ndmeros

5. 2 10. Ningdn n'dmero

En los problemas estudiante daberA asegu-

rarselp que todos los valores de la variable hayan sido

determinados mediante un procedimiento anAlogo al que

expusimos anteriormente y con el cual decidims que (81.)
2

es el conjunto de validez de 2x - 11 = 6.

Respuestas al Canjunt8 de problemas 3-2c; página 44:

'10 1. (a) 3

(b), 2

(c) 1 y
(d) 2

(e) 7

(f)
(g) ningdn valor

,(h).. 0
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3. 1.4 a 1=.0.1.1.1.10.1

Pagiria 45. Un enunciado abierto que comprende una variable'

tiene un "conjunto de validez" definido como el conjunto

de los ndmeros que hacen cierto'el enunciado. 'Por ahora,

no necesitamos intràducir un nombre para el cOhjunto que

hace.falso el enunciAdo. La frase "conjunto desoluciones"

tambiénse usi para. "conjunto de validez", particulairmente

para los enunciados que aparecen en forma de ecuacions.

Más adelante usaremos "conjunto de soiuciones", pero

deseamos que el estudiante emplee la frase-"conjurito de

validez" lo bastante para entender completamente su signi-

ficado.

Respuestas al ponjunto de problemas 3-3a, paginas 45-46:

1. (a) Como 7 + 5 = 12 es un enunciado cierto,
,

5'pertenece ai conjunto

(b) Como 6 + 11 es un enunciado cierto", t

6 pertenece al conjutito de validez.

.

(c) Como 5(3)
7

1
i 3 es un enunciado cierto;.

3 pertenece al conjunto de Validezs.

(d) Como 2(3) +.1 ... 2(3 + 1) es un enunciadol

fiaso, 3 no pertenece.al conjunto de validez.
1

(e) Corns 3 + = 2 es un enuncia0o falso, 3 no

pertenece al conjunto de validez.

(f) Como 3(5) = 5 + 2(5) es un enunciado cierto,

5 pertenece al conjunto de iralidez.
2 '

Como 43) +2(3) 0 3(3-t 2) es un enunciacio

falso; 3 no pertenece Al conjunto de validez.

e
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..3. Foto requiere el anAlisis de par lo menos varios

. de los enunciados expuestos. Una posibilidad es

x = x + 1.

Mina 467 Obsdrvese que tenemos el cuidado de leer una

fórmula, ppr ejemplo la .y = -16h, como un enunagdp cerea
3

de nillieros y no acerca de unidades cuadradas a unidadee
T

cdbicas. El usJ qorriente no es tan preciso, pero es

importante, Ror lo menos al principio, asegdrarse de que
1.el estudiante entienda.que las operaciones.suma y multipli- 1

,

cad& se aplican A Ids ntimpros,y no a las clgadas, a laS
.

. ,
.

.

:

Pagina 47. Conjunto de pi'oblemas 3-3b.', EscOS probemas
.

1( .

uanzanas g lag rectas, a 166-segmentos, etsc.

l
t .

contienen f6rmulas importanteg de aplicaciones qde pueden
,

ser conocidas, o no por' algunos estudiantes. Sin-embargo,

.

esto no debe produair dificdltades, puesto que nuegfro

uso de las fftmdlas es independiente de las,aplicaciones.

En capftulos posteriores, continuaremos ofreciendo prácticas

con fórmdlas.

Respuestas al Conjunto de problemas 3-311; pAginas 47-48:

5
1. C = -g(86 - 32) 2. i =,prt

C -1-( 54) 120 = 1000(0.04)t

C = 30 . 120 = 40t

C es igual a 30. t es igual a 3.

4



I.

137 1ff' PV

.(15)(600) 7 75(V)

.15)(5)(120)'7 75(V)

(75)(120)'7 75(V)

V es igual a 120.

A ..-f(B + b)h

20 -1(B + 4)4

1
20 =.(4)(B +

2

20.4 2.03 +

B es igual a 6.

Iyanyll....

asina 48. Pronto empezaremos a 4ecir (p4gina 55) "gr4fici

del enunciado abierto" en vez de lo que es menos cömodo

pero mds precisoi "grAfica del conjunto de validez'del

enuaciado abierto",

En el ejemplo (f) no hay clue inquietarse por la

"repre5entaci6a grd4ca" del conjunto vacio. 'El hacerio

con ninguna grffica o con una recta numdrica stn.puntos

marcados es. correcto.

Para mayor conveniencia-al hacer problemas que se

refieran,a la recta numdrica,-puede resultar camodo el,
' A

4isponer de- varips copias; en hojas distintas,Ae represen-

:taciOnes de la t#cta numérica para el uso de los'estudian-

tes.

En cu4quiera de los conjuntds de problemis en que se
,

pide 'al estudiante determinar el conjunto de validez, trá

de que verifique sus resultado para estar seguro de.que

Zeencontrado todlos.ndmeros q e hacen cierto el'enunciad

IteaRes.s..§21 al Conlynto de Esoblemae 3-4* pAginas 48-49:

Conjunto de Validez Grdfica

1.

2.

3.

4.

t3)

[3)

0

Todos los ndmeros.

0
i
0

t

4

2 3 4 5
I

2 3 4 5

I g
2 3 4



A

.Conjuntd de Validez
. I

5.: {tn.::
6. Todos los nduteros

excepto 3.
5

7.

8. Todos los ntimeros.
excepto 3..

0

( 0,
wnk.

.

spuestasal Conjunto&ttroblemas 3-5; pigina 49:

Grifioa

0 1 2 1 3 4
2

0 1 4T 2 3 4

0 I 2 3 4

5

5

0 1 2 3 4 5'

.1. Falso 7. Cierto
2. Cierto 8. Falso

3 Falso 9. Cierto

4. Cierta 10. Falso

5. Cierto 11. falso
6. Cierto 12. Falso

Respuestas al Conjunto de robletnas 3-6; pgginas 50-52:
1. (a) La grgfica es 1.a grgfica del conjunto.de

validez de 2' + x =.4.
(b) La gráfica no es la grgfica 'del conj-into de

validez de 3x=5,porque 3(2) .= 5 es falso.
(c) La grgfica s la grgaica.del conjunto de

valide y == 7.

(d) La grigh. a no es la grgfica del conjunto de
validez de x> 1, porque el conjunto de
validez consiste en todos los mlneros mayafa
que 1.



e). La gr,ifica no es la grifica de1 conitmto
.de.validez de ix>: 5, porque 2(-2) es also,
por lo'tanto,, -2- no det4 ser cluido.s

(i)
(b ) .11) (1.) it.(i) I I

(a) I I < 'IA. 'kJ) ''---4,..71.4.,milftwrnio:>-1-7
0 1! 2 34 0 1 2 3 4(,)

:
(lc ) ".6

2 4
(e)

(i)', II 4) .'

(g) IliNgiwt4fr
2 3 4

(a) x= 2
(b) x < 2
(o) x j It

(1)

(m) V1111111.11111_

(0 0 1 2 1 4 ,5

(d) x > 1
.(e) x 7i 1

(P) 10, 1

(3 )
[2)

4
5 y tod8s los
ndmeros mayores que
5 y menores vie 5.

2, 3, 4, 5)

So,

o dNot 1 1 5.

*
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r

.JA

'(
.

'Todos,los Omeros
-

,.-ppnores,qUa 3,

5,A y:toge.s,lps,-

r- .ndmeroslaayores
.7-

: clue 0 ymporee.

a
PS

111.111111111.1111111m111.71rat

N.

41"+1.0.114111441.1111P'i
. I 2 J5 4 5 6

a

qu.
,En todos los cbnjuhf*.ilq validez son finit'Os.

,Ep 5, 10s,.dbfij4ntos.de validez de_los enunciados

en (a) y (b) son finites.

'Paigina 52. Utilizamos la palabra "c14usula" para denotar

63

un enunglado que es. parte 'de un enunciado'compuesto,

justrente como en la situadi6n linguistiCa correspondiente.

La ,palabra es conveniente, Rtio nb!muy importante.

Respuestas al Conjunto de problemaek3-7a; pagina 5

1. Cierto 4. Cierto

2. Falso; .'also

*

3. Falso 6. CieA.6

ReSpuestas al Cdniuntg de!problemas 3-715; 1)461i 53.:.
. _

-Cierto

2, Cieito
,

3. Falso

4. Falso
*

5. Falso

.6. F-alsd

,

li.est5Uestas al Qqnjunto de.problemag 3-8; pggirias 55-56 ?:

Is

tttill 76.2. it. 8. i tomtit.,3 4 5

3* I
9- le.141Itt-174' -t-t-rt I Ili 10 ° t 15

5. 11,1
I

bea

a.*

re^

4P
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el

Respuestas al. Conjunto .de'problemas 3-9; pági.pas 56757:

{63
2. Todos los nibleros

menores que la.
3

)

0

,T9dos ids ntimeros.
[0, 1)
(1, 2)

8. Todos los ntimeios
mayores que

9; Todos-los ntiMeràs,
excepto O.

a

Todos los ,ntimeros,

exgep

11.. ( 2)
12. .(
13. Todos.los numero.s.

mepores que 3.
14. Todos los*nimieros

mendres que 3.

15. ( 3 )

16. 3 )

# 17. [ 1,

18. ( 1 )

Todos los nilmeros.

41.

.20. ,0

a.

I 4.- I I 'I 140'-
0 1 2 3 4-6 6

114.twilimilm104M401milmilmimmtil.00-1-2.3,4 11,117 51M
IS

o

I I Ai'
0 I 2 3 - 4

Rttill
1"-i-+ 1.
0 1 2 2%4

r
0 2 3. 4 5 6 7

t I 0,

4

.1 t
+ r r r0, 1 2 3

4srmisrmolamm+....Ol 2 3 4

,

1

4

4'

a
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PAgrne 57. El orden en que se presentan las secciones 3-10,

'-3Ill, y 3-12.puede parecer extrafto, con los elementos..
...

neutrales en primer término, las propiedades de clausura en
0 '

.

%segundo término, y las propiedagles asociadvay conmutativa

en tercer término. Se escogi6 este orden,-porque parit,

enunciar las propiedades del 1 y del 0 se req4ere solamente

uha variable en cada caso', mientras que pare enunciar las

propielades.de.clausura se requieren dae y pare las Propie-

(lades asociativas, tres. Deeste obdo, les.propiedades que

son mgs 44cilet de enunciar vienenprimero.-%

Pggina 5g -Obsérvese que un enunciedo.abierto que expresa'

upa.de las propiedades fundamentales es cierto pare todos

los,valores.de las variables. Tales enuncia dos proporcionan

ihformaci6n de. "estructuie" o de "modelo" acerca del sis-

temä num4r i co .

La propiedad niuJ1tip1icativa el 0.no es, CWO las-
-144, 4

otras, ina propiedadjundamentl Ael'sipttma de los ndmeros

reales (no aparecerfa, pdf ejemplo, entre los axiomas Ae un

4
cuerpo ordenado); pero puede Oeducivite de lasotres prop*

.dades, y se incluye aqui porque'deseam6s.que el estudiante

la utilice.

Pgrina 60. Conjunto de prOlemas 3-10. Si desea,

pueden darse a los estudiantes instrucciones adicionales,

lago asf como ésta:. Antes de efectuan cglculos re4mente

comiilicadoe, examine de, nuevo ql problema y trate de ver
f

si hay elguna'manerAlmgs fAcil. %'



4°.

at a

Respuestas. al Conjunto de prob1em:111's 3.210; pAginas 60-61:

1. )+i(i)
2

41-:513. 4§4) +
21 10
3-6 t

4

)(20)a
10 + 12

27 4- (11 + 24) - 18. 27 + 18 -

. 27

+ ;(4 )

i(0)

. 0

.6 -
I.

lb

g

a,
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163(i+

1.0

.163-

ts17 'm

0 -1= ,3.7

. 17 .

+ 17

9. (6 - 6) (46)(3647 - *(i2) p(46)(36)

10, - 5)(3)(5280) (4)(3)(5280)

(1)(528o)1.

= 5280

*11. .(a) El otro debe ser cero.

(b) Por lo ienos uno de fos ndmeros es 0.

(c) La otra propiedad itkaicada aqui es la,

*inverse:

si ab = 0, entonces a es 0 6AU es 0.

Volvembi a esta propieda0 del 0 en el Capi,tulo 7.
.

TAgina 151.* Las proRiedadea.de cladsura det conjunto de los

ndmeros de la aritmdtica.estin implicadas en-el'significado.

de las operaciones de sumasy multiplicacift. Al estudiante'

:debe recortgiSele.una y otra vez qufe "A + es un numeraY,'

(más bien nue una orden para.efectuit,r tiila opeacidn aritm4-

t16a), y la referenCia'a propiedad de claysura es una

manera conveniente,de reca44r.este detalle.

EncerraMos "A -I- b" entrejardntes1s, porque'

'ahora aft*V.mos 'c a-la suma;i57, 'Pow lO tantoldeseamos
I.

xecalcar que "a+ b" e tina'suMa'indicada.

8 .4.,

1,

,
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s

Lo que hemos hecho es traducir el enunciado lingUfstico

de la propiedad 4sociativa obtenido en la sección'2-3 al

lenguaje del Algebra. Este es un ejemplo de un tipe de
0.

problema que se considera mAs sistemAticamente en el ,

Capltulo 4. Algupos estudiantes encontrarAn fAgil.obvier

el enunciado lingUfstico e ir directamente de los ejemplos

num4ric6s al enunciido afgebraico de la proidedad. Esto

padoNhaberse hecho en la sección 24,,, salvo que entonces

no tenfamos variables, y por ello tenfamos que depender de'

un plunciado linglifstico. La comparaci6n del enunciados

lingUIstico con el enunciado aigebraico,mae,stra-la ventala

del dltimo, Ainto en clariled.como ei simplicidad.

Mina N63. La dopiedad asociativikde la multiplicación,

enunciada'ep el lenguaje'del Algebra, es:.

Para t6do ndmero a, eodo ndmero b, y todo mdmero c,

kab)c =a(bc)-

Siine 63. ;Al ,esCribir- frests et "o tes.' formes', nos
,

,
gustarfa utilizer la expresi6n "forma mAs-sencilla",para

. a 4

. describir.el resultado final. Atmque en le may6i parte d%
,.. . . . .

los casos es bastintvpbvio cuAndo una forma es0mAs sencillki
que otra, parece sTr virtualmente imposiblejlar uita btln'a

definician"de."sencilla". Por lo'tahto, noe confogmaremoe,
. ,A .

-con user l.a exprisi6n en situaciones concretes en las que. no_
N.,

r .
.

, . haya posibilidad de,confusi6p y no itrataremole der una
.

,

definioitin general te idea impqr:5ante aqufees que,.cua do
Y

utilizamos las propiedades fundainentale's pare estribirvu

frase eh otra ormaltOTAs sencille,"mAs concise, más ail',

mAs fAcil de escribir,Jugs fAcil de lear, mejor pare efectuar

el calcula, etc.),el resu ltado es Ima frase que representa eI
*4

miime ndmero que la frase dada.

4 ''t
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111P*

Pggina 63. La idea aqui es recalcar que exitten operaciones

binarias muy corrientes quo no sdn ti conmutatiVas ni asocia-

tivas. (Obsérvese que (12 + 6) 4 2 = 1, mientras que

12 (6 2),= A; y (2 ** 3) ** 2 = 64, mientras que

2 ** (3 ** 2) = 512,) Se 'Considera que ejemplos tales como

estos son necesarios, puesto que 'es bien obvio-que las

operacionesftde,suma y multiplicación tienen esas propiedades.

Sin embargo, no se debe emplear mucho,tiempo con estos

ejemplos (o con los problemas *6IA *8 del Conjunto de'

problemas 3-12),'por'quemo cOnstituyen un fin an si miSMOS.

Pggina 64. Conjunto de problemas 3-12. Losprimeros dosi

problemas constituyen una preparación para el trabajo.con la

propieaad,distributiva. En el problema conviene decir

"forma mAs sencilli"

Problema 3. Este probletha deitaca lo'que es ahora un

segundo modo de consi4rar los conjuntoi de validez

enunciados'abiertos. Al principio del capitulo, conjetu-

ramosNtales conjuntos de validez; ahóra vemos que para

ciertas clases de enunciados su verdad para todos los

valdret de las variables comprendidas es una consecuencia
0

de la's propiedades fundamentales de las operaciones.
. A

Respuestas al Cohjunto de problemas 3-12; páginas 64-66:

1. (a) 2rlin 4" (d) ,abc

(b) 15p2q l00ab

(c) 6n2m (f) 36c

(6, 6mn2),..

\

2. (Aqui-sugerimos tres formas para cada uno., Sin

embargorAhabrg otras que sean'aceptables, que

pueden ser verificdas fgcilTente'por el m'aestrot)

4
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(a )

(8)(ab
2
)

(4ab)(2b)

S.

( ) (x)(x7
2
)

(xy) (xy)
(x2y)(y)

( ) :(7)(a0) (e) (64a)(abq2)

(7a)(b
2

) (4a2)(161x2)
i

(7ab) (b) (8abe)(8ac)

(c) "(5m)(2n) ( ) .4 (2e)(1)-

(2)(0)

para todo ntimero2.x, y todci-ntimero

(2/11n).(5) . 1)(20
1

(a) Cierto, Para todo, rnimero,m--propiedltd tonmuta-
tiva: de l.a multiplicacin.

. .
(b) -No e tierto psra -todo n4meTo m."
(c) Cieriopars todo mim'ero a, todo miniero b

toto ntlinero y.. a
.. ,. 40) CI tostrlo

y--p plena wnmutativa de la suma.

No es cierte para todo tilmero a, todo rnimero b,
, ,

y todo ntimero
6

Cierto Vara todo ntfmero c--propiedad conmuta
tiva de 1.a suma.t

Cierto.para,todornilmiro b--propiedad conmuta-

de.la multiplicAción.

Cie to para todo n.gmeron, todó .ndmero v, y
t9doin1imero zpropiedid asociativp
multiplicatión.' '17

Cierto par),a todo ntimero m, "todo n, y
todo &hero s7-propieclad asociativa de la suma.

.0) No es cierto parS -todo.rnimero x, y todo ndmero y.

4. (a) A no qs cerrado respecto de la
0

(b) A es cerrado rispecto de 1.a multiplicación.

(a) S 'es cerrido respecto de la suma.

(b) S es cerrado'respecto de la mult1ilitaci6d.
N4 J.

I.
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206 'eS .i.06 es 602 es (302)4

.2(2):1-6

2+6
721-

(2-2 )6';

24(b)

(2+1),(6+1 )

2(1)+6
11r+ 6'77
(i. '4)6_

f

+1)(6+3.)

2(6)+2

64.2

-7-

(6. - 6)2

6.44(2)

(6+1)(2+1 )

2(213

1;44
---r
(3-3)'('

(3

(3+1)1

71

'es

)+2.)+4'

.-(3-3)2)

40)
R-0.)444

b(a Si ais signifi4 + b entonces boa +
2'

+ b = b + a- pit6piedad conmutativa de la suma,

2 2

aob = boa
La operacidn definida aquf es conmutativa.

(b) Si à..b significa (a-a)tb,
(b-b.)a.

0 = 0
(a-a) (b ,b)

(a-a)b = (b-b)a
; la a operaci6n definida aqufes conmutativa.

(c) !, Si moll significa entonces b tr, a
3.

3.
'significa b

''.Entonces 3°6 = 3(6)

.6.3 = 6 + 113)

entonces boa

.N Pero el enunciado 3 +.1(6) = 6 -PI(3) es
3falsb, por tanto, la operacitin que se define

aquf no es conmutativa.

a



(d) Si aob signifi6a (a+1)(b+1), entonces boa

significa (b+1)(a+1).

(a+1)(b+1) (b+1)(a+.1) propiedad conmutativa

4e la multiplicaci6p

aob = boa

La operaci6n defipida aqg es conmutativa

Wv8. (a). -St para todo nOmero.a, y iodo ndmero b)

a+b
aobl= 2 , Les (42)05 = 40(20.5) Un enuiciado

ci'erto?

,4+2
+ 5

77-771r---.

?05)
4

A +

8 + 7

Puestolque el enunciado 712..12 ea f4s?)t

1a operacidn no es asoctativa..

(0 SiAiara toda ndmero a, y todo ndmero b,
:

aob = zes.(4.2)051= 4 (2o5) un enunciado
,

-

cierEo?

(402)?;' - 5
. 0

40(205) = (4-4) 02-2))

.., 0
. .

Puesto que 0 = 0, la operaciem es asociativa

para estos ndpierps particulares.
..



Observamos, además, que
.

(a0b)0c (a-a)b (a-a)li)c

. 0

ac(b0e) . (a-a) qb-b))

= 0

Asf, llegamos a la conclusi6n de que la

opera4k6n es,asociativa.

(c) Si para todo Ildmero a y todo ndmero b,

1
aob . a 4 3b, /es ,(4.2).5 4*(2.5) un

enunciado cierto?

(402)05 (4 4-1)

. a
3

40 (205) . 4 + (1)(2 3
. 4 + 3'04

5 3

4 + 2§L

40-

19 11
Puesto que el enunciado . 4 tr§- es falbo,

la operacidn no es asociAtiva.

(4) Si para todo ndmero:a,i todo ndmero b,

aob . (a + 1)(b + 1), Les (4.2)05 . 44)(2.5)

un enunciado cierto?

(402)05 . (4 +,1)(2 + 1) + i4)

(16)(6)

40(205) (441) .1241)(54,1

- (5)(19

93 .

,
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(

Puesto clue el enunciado (16)( 6) (5) (19)

es falso' la opeac1tt6n no es asociativa.

Mina 67. Debe hacer\se hincapid en que 'no hay ciattro

pr.opiedades distributivas distintas. La propiedad distribu-

- tiva es la que se enunc1.6 primero y las otras tres propie:

dades wan sencillamente formas distintas de la primer,a y
,

se obtienen utilizando la definici6n de igualdad y

propiedad conmut4tiva de 1.4 muktiplicación

Respuestas al Co\junto de problemas 3-1.3a; página 68:

1.. (a)

(b)

6r + 6s

ba + 3a

(d)

(e)

7x + x2 Ime

48 + 30

(c) X2 (r) ab + b2

(a)

(b)

3(x +

a(im + n)

(d)

(e)

i(x + y)

(2 + a)a
(c) (1 t..D).x (f) x(x + y)

(a) 14x + 3x = (14 + 3)x

= 17x

(b) ix +

(c)

+ 4)x

=
4,c

1 2 1+ 34 + e. . a + a + 3b
3 3 3

+ 1)a 3b
3, 3

-= la + 3b

(d)., .7x + 13y + + 2x + 13y + 37

=
(7 * 2)x + (13 + 3)y

-F -I- 16y
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(e) kx + 2y + 2 + 3x kx + 3x + 2y + 2
=4 ( + 3)x + 2y + 2

e 0

) .33C + 6:62 + 7.7x . 1.3x + 7,7x + 3.7y + 6.2

4*

= §.0x + 3.7y + 6/.2

(g) 2a + + 5--No httir 'forma alguna Inds sencilla,

7x -1-27. + 2

Mina 69. .En el estudio de lad apiicaciones de la propiedad

distributive, un uso libre e los 'pardntesis ayudará a

destacar los tres numerales clue inter enen,en la propiedad.

Mina 69. Ejemplo*3. No hemos explicado detenidatiente

lod detalles en este ejemplo, porque pueden perecer demasikdo

formalea al estudiante en esta etapa. Cteemos que aceptard

esta versidm ligeramente ampliada,de la propiedad distribu-

tiva 411 protesta. Si no la acepta, aqui estan los 71,

detalles: En el reciso momento de escribir 3(x 4 y + z),
A

hemos utilizado a propiedad asociativa par'a poder prescindir

de simboZos de/agrupaci6n dentro 4pl pardntesis. Para 4

aplicar la p piedad distributive .co9 11a hemos enunciado',

sin'embargo tenemos que poner nuevamente los slibolos de

agrupaci6n. Asi, el primer paio se convierte.en

3(x + y z) 3.(x + (y

o alvin otro agrupamiento, si se prefiert. Entonceso pot

la propiedad distributive akslicada dos veces, tenemga

= 3x + 3(y + z)

= 3x + (3y + 3z).

Finalmente, aplicamos la propiedad asociativa una vez "ads

pare permitirnos escribir, sin pardntesis,

= 3x + 3y + 3z.

.



Res uestas'al ,Conlunto db-prob1emastt3-13b; p48ina 7

(a) 6m +,3pm (d) 2c2 x2y
(b) 2k

2
4-'2k Ltey eh f i+ gh

:(c) lls.+ 18r + 4,2q (f) 6p. q + tpq

2. 's(a)\ E$'falso'para :ttdo ptimero a, \I todg n1mero b
(b) Es ciertopara todt.,r0.1marto, 4,firltodo nximero' y.
(c) Es Cierto :para odo ndmero a, todo 13'

y ntime,
(d) -No,es cierto para todo ntimerd-.a todo nt1mcfro,

y todo rnmero c.
(e)- No et i6rto Para tol ntimero
(f) Es cierto para tpdo ntimer x, y tocto

3. (a) (3u + v)v (d) (1 + 2d)(2c)
Qs.b) 7q(p r), (v.)- (1 + 2x)(3x)
lc) 1 + x)3x -(t) xz(z + 2)

ro y.
4

pknas 70-71: *emplos 1 y 2. 'Realmente, hy paréntesis
in la segui,da 11 ea de cadee.jemplo, .cOmo en.
(X2."-+ 215Nk (3x + 6) en el ejempIo 1A-4ue son entorices

%

suprimidos mediante la propie'dad asociativa:
Respuektas al CoMunto de problemas 3-13c ggina 71:

1. 4)(.x = (IE 47. 4)x-+ (X + 4)2'
2= x + itx + 2x + 8

= x2-+' (4.+ 2)x. +.8
x + 6x +
,1)tx + tx + + (x +
x2 + ix + 5x. + 51

2x
x2

(x + a)x +'(x' + a),
="4x2 + ax

2)(y + (x +:2)y + (X + 2)7
xy + 2y + 7x :4-

4.

112)46_1_

41.

101

s,
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S

(m. + )(m + n) (m + n)m + n)n

= m + mn + mn + n2
2

= in + lmn + n

= m2 + (1. + 1)mn r
= rn2 + n-

6. (2p 1- 4)(p + 214)'= (2p + + .(2p + q)24.
2 2+ pq 4pq + 29.,

= 2p2 .(1 + 4)pq '47.2q2

= 2p
-2

+ 5pq.+ 2q2

,.PAginas 71-72.* Este tesumen depropiedades e's mtlY impor-,

tante. Deseamos que el estudiante empiece a considerar el

.sistema de los ndmeros mgs y mgs a menudo en t4reinot de las.

propiedades fundamentales, de modo que eventualmeRte casi

iodo lw.que haga con ndmero lo 111.4 con estas propieda.des

en la mente. Esto no lo.logrargn muy rgpidamente muchos

estudiantes, pero, hacia el fin del curso, es de esperar que

(.1a mayória habrtprograsado hasta 1 punto de poder tener

la meta a la vista.

La listA de propiedades obtenida hasta este punto no

estg completa: Todavia debemos introducir los ndmeros

negativos y obtener 11as propiedades debla ordenacial. La
,

lista esfarg completa.para nuestros prop6sitos1 ar'final del,'

.Capittilo 8.

Respuestis al Conjunto de probfilas 3-14; pgginas 72-73:

4. 1. (x 3) + 2 = 8 + (3 + 2).= 13 a - (3 2

8 x (3 + 2) = 40 (8 + 3) + 2 . 13 (8 - .3) x 2 10

(8 X 3) -= 2 = 22 8 + (3 x -2) . 1k 8 - ('+ 2) 3
8 x (3 2) (8 + 3) )1, 2 = 22 (8 - 3) + 2

8 x (3 x 2) . 48 8 + (3 -2.2) = 9

x p) x 2 = 48, (8 ) 2 9 (8 - 3), - 2 3

z
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*

Este es tin eshidl.o' interesante sobre disposiciones.

. . El 8, 3 .y 2, son fijos. El primeto de los signos
puede ser x, -17 6 -,, y poF c:ada uno de ésos , el

segundo de lbs signos puede ser x, + '-'4 Entonces'

'se pueden In'sertar ,los parOrtesis, de. dos maneras.:
al3rupan4o los' do`s primeros t4rminos o ros' dos

filtirnOs. Después de hecho odo esto, es i.neresante

observer las texpresimes que s'bn nombres pare el'
s

**

mismu*ntiznero. Por ejemplo: .

\.. . .

8 - (3* 2) =.4(8 - 3) - 2, y en el Capitulo 7,

.,,
8.4- '(3 +.2) = (8 +: 3) + mostramos, por qué

8 x (3 2) = (8. x 3) x 2 - esto es est. .

,

2. (a) + 5x

a.

.("a) + x (17 .+ 1)x

a8x

(b) .2x + y + +

(h) a(3x +.2y).

(J:) (5 + y +:)Y

(7 +`

(t a)(b + 3)

.(4c) (1 t 3a)b .

(1 ) 2a . + 2ab +. gab . s

(m) (u + 2v)u + (u.t 2v)v

= u + 2uv + .uv + 2v
2

= u s+ 3uv + 2v* -

(n) (a + 1)a + (a 1)1

= + la + 1

a2 2a. -+ 1

..

2x + 3x + sly ly
\\(2 3)x + +

5x +

v
2

= u s+ 3uv + 2v* -

(n) (a + 1)a + (a 1)1

= + la + 1

a2 2a. -+ 1

*

..

2x + 3x + sly ly
\\(2 3)x + +

5x +
*

**

4.



*
(o) 3(x + 1) 4. 2x +. = 3x + 3-+ 2x + 7

. = 3x + 2x 3 + 7
= (3 + 2)3t + 10

,5x + 10
4

(d) 1.6a 4-0.7 +0 ka +0.3b ft 1.6a +0.4a +0.7 +0.3b
= 2.0a =-0.7 +0.3b

(e) by + 2by = (1 + 2)by.

3by

+ x + 2 + 11x 9x lx4+ 1Ix + 3 + 2

, 21x 5

Puesto que (2 + .3 4-'5 + 7) no es divisible por
poclemos usar la propiedad distributiva para

escribir 2357 como el producto de 9 y un ndmero
cardinal as encontramos que 2357 no eo divisible
por 9:

35874 = 3(10,000) + 5(1000) + 8(100) + 7(10) +
= 3(9999+1) + 5(999+1) + 8(99+1)' + 7(9+1) 41-

79

= 3(9999) + 3(1) + 5(999) + 5(1)' + 8(99) +Ai) +
7(9) 7(1) + 4(1)

7 (3(9990 + 5(90) + 8(99) + -7(4 +.3(1)+ 5(1) +
8(1) 7(1) +. 4(1)

(3(11.3.1) + 5(111) + 8(11) -+*7(4 9 .+ ( + 5 + 8 +
7 + 4)

= '(3333 555 + 88 + 7)9 + (27)
= (3333 + 55 + 88 + 7 + 3)9

4t,

Por lo tanto, 35.6-74 es divisible por'9,,,
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regla,,que revela esto, que ti la

suit . çle ilas cifrits de*un ndmero es divisible por 9

,:e1 ndmero es divisible por 9. *
*

19 x 1.3 3m 19(10,t 3

propiedad distributiva

b. '19(10) *. (10 + 9)3

=-19(10) + (10(3) + 9(3)) - propi:ed4d distri-

butive 1

=(19(.10)+10(3 )) +9(3) -kopiedad asocia-
U'.va de la suma

= (19 + 3)10 + 9(3) propiedad distri-'

butiVa

15 x.14 (15 + 4110 + 20

13 x 17. =. (13 + 7)10 + 21 .
,11 x 12 = (11 + 2)10 + 2

Respuestas a los Problemas de repaso.; páginas 73-76:

-1.. (a) H es el conjunto de los enieros impares

*,*

dayores cine 19 y menores que 51, 6 el con-
.

junto de los enteros impares ael 21 al 49:4

inclusive. r

(b) H es un subconjunto de A, pero A naps un

subc6njuntO' de Ht 2

(c) El conjunto H es finito; el.)t.o?nto A es

inftnito.'

3. la 5
i)ttesto que,71: es equivalAnte a y -6- es equivalente

20
a la coordenada de un,pu o entre los dos

19 3 5

es 24%
Hay urka infinidad e puntos*entre y

El conjuntd.T es cerra respecto de la operaci6n

de sumar, puesto que. a tuma de dos' elementos da un

mdltiplo.efttero de 3. El conjunto T no es cerrado

respecto 4ela operaci6n de "calcular la media

iritmftica", puesto que la media aritmética dp dos

elamentqs les como 3 y 6) no es necesariadente

un entero.
.



Adb

a.

4. (a) -1--1---1-0040010--..
o 1-2 3 4 5

A

3(b) -2- no, es un valor adMisille de t.
es. usi valor admisible de t.

17 es un valor admisib)re de t.
4
4-1 es tin Nrlor'admisible de t.
-3

11
2

no es un. valor admissible de t..

41 no es tin valor admisible de t.
5. 3 + 1)24.= (3 4 1)(3 + 1)

= (3 + 1)3 + (3 + 1)1
e 32 + (3)(1) + (3)(1)/+

32 2(3)(1) 127

2 + 2)(5 + 2)'
(5 + 2)5 + (5- + 2)2

= 52.+ (5)(2) +(5)(2)4-;
52 22

2 ft
2

+ -P(§) +

=*.(02 + + (4)4) 2)2
2

1 2 2 2
=

1
(-3) + 2(5)(5-) + (-3)

Para todo a, y todo b,
(a.+ 11))2 = a+2ab + b2

(5 +

Demostraci6n:

I.

+ b)! + bi(a + 1?) ,

= (11 + b)a + (a + b)b
a2 + (b)(a) + (a)(b) + b2

= a2 + (1)(a)(b).+ (1)(a)(b) + b2

a2 + (1 + 1)(a)(b) + b42\
2 + 2alr +jib 2

lOj

81

I.
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(d) '.(31

(e) (2)

(f) ti)

Si m es un ndmbro de la arita4tica, los conjuntos

de validez son:

(b) -El con36to de todos los ndtheros'de la aritmg7.

tica.

(c) ,t0)

(d) 0

El conjun o de validez de (d)',es un,subconjunAto de

todos los otros.

El'conjunto,de validez de(b) es utibubconjunto'.

solamente de sf mismo.

S1'91 dominio de m es el conjunto de aos nimeros

naturales, los conjuntos de validez son:

(a) [1)r

(b) El conjunto de todos los ndmeros naturales.

'(c) 0

(d) 0

10. i

3 es un

2 es un

0 es un

de todo'

Sm1.4412 3 4

(a) 0

(b) (01

(c) 0,

elemehto de T.

elemento de. T.

subcgnjunto de T (0 es un subconjunto

conlunto.)

5

y todos los ndmeros entre e

44,
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12. (a) El enunciado es.cierto.

(b) Todo lo'que se necesita

(8 + 1) 'yps. t 5)

ndmero.

13. (a) Cierto

(b) Farso

(c) Cierto

14.

Z

-

76=

5

esobservar que

son nombree' para 'el mismo

(d)' Cierto

(e) Cierto.

(f) Ciertd

15. y + 2x 4- 3y = (3x. + 2x) + (y + 3y) por las -

propiedades asociativa pconmuta-

tiva de la-suma

(3 + 2c + (1 + 3)y por la pro-

= x + 4y

Rieda s? dis-

tributiva

Yuesto que las propiedades asociativa, coninutativa

y distributiVa son, ciertas para todos los fidmei-os,.

3x + y + 2x + 3y = 5)0- 4y

paria todos loS ndmeros.

16. (a) (x+1)(x+1) =,.(x41)x + (x+1)1

-
2 + x + x l'

2 + (7x 141)x + 1

+ 2; + 1

(x+2)(x+2) = x
2 +4x + 4 como

1

,,,.

diltribEtiva

distributiva

dist;ibutiva

arriba
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(3,-1- 3)x + 912 r

= x2 .1-,3X.-1- 3x 4 9 distrij)utiva

(x + ))c + + 3)3 distritutiva

* 4

Puesto que x + 3 es un
;

numero por l. ropiMad de.

clauiura 4 .

(x + 3)(X + 3) distributiva
.... .. -). .

El estudiante,'est4 mAs inclinado a pensar que como

'(x + l)'(x + 1) y (x 2).(x + 2). fueron los dos

primiros

probNple

que (x +

productosi .(x + 3)(x + 3) serfs u producto

para obtener x2 + 6x + 9.. Si demuestra

3)(x + 3) = ).12 + 6x +*9 consnerariamos

este procedimiento adecuado.

41.

Mt.

Capitulo 3

4

Sugerencias pars exiAnes
. , 1

. .

.1,Cuilles de los siguientes enunciados son Ciertos

cuAles son' falsos?

(a). 5 6 + 1 ,

.(b.) 11 X 5

2. 1Cugles 4e los. sigulAtei
cuglel son falsos?

.6 _3

(b).. 6 5 + 1 6

111..

6

3

a -0 2 >-.N',

(d) + 3 / 7 ,

enunciados son clectos

(c) '6 = 4%F 3 6.-f? 7

Y

104

%or

Y.+

+01



4.
a

a

LCuiles de los siguientes enuncades son. ciertos y

miles sott falsos?

(a) (18 - 10 4 18 - (10 - 4)

.(b) (18 - 10) - 4 - 1- 4)

( C ) +, 4 < 8 6, 6 ; 5 > + 6 ,
7

(d) + 0 = -7 Y 7(4 =.

.ce) 4 > 6 6 5 +.2 = 10

(f) 7 le3 6. 17.813 '4. (1529 = 8.777 + 18.442

Determina si cada enunciado es cierto para'el valor
.4

dado de la variab1e.1

(*a) 3t 4- 4 415; 2
lb) '7; 7'

a -
Si las variables tienenlos valores dados, determina

en cada caso si el enunciado es cierto o no.

(4) 3x = 4 + y, x es 2 e y es 2.

(b) 5x <2 + y, e's 5 e y es 8.

(c) -20 - 2x le 10;

(d)
-6x

3 TI 9'

Detemina l conjunto de validez sde cada uno de los

siguientep enunciados abiertos.- Ensaya con los ntimeros

sugeriaos: como ayuda p4ra descubrir cada conjunto de-

validez:
(a) x + 3 = 3or 5; [2,1 4, 6)

(b) x2 3x. +-2 = 0; (0, 1, 2, 3)
Determina los corijuntos de Validez de los siguientes

ent.Inciados abiertos:

.(a) 3x + 4 25 (c) 2x + 3 2x + 5

(D) 2x + 1 < 3 (d) s 4 + x.)fl 2x.il 1

t

85
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4

Construye las grAficas de los conjuntos de validez de
A

los 4guientes enunciados- abiertos *

(a) x -F 5 6

(b), 3 . (d) x L 4

Construye las grgficas de los'conjuntos de validez de

1ossigtentesenunciados abiertos cbmpuestos:

(a) x > 3 y 4' (c) x = 5 6 x -e4
4

0)) x < (d) x 3 y x >4

10. Un minlero llamado" n debe cumplir la conaición

siguientej "si el producto de 6 y el nAlmero n se ,

atimOte en 4, el resulted° es 40".,

(a) Redacta ia condición camo un enunciado abierto.

(b) LCugl es du conjunto de validez?

(c) tonstruye la .grgfic.a del cbnjunto de validez.

LCuAles de lop epunciados abiertos A, B., C, D, y E

a continuacidn tienen el mlsmo ,conjun o de alidez aue

*

Wigncia40 .Abief t 7" ?

A. p > 7 6 p = D.

B. P.>7. y p=7 E.

C. P t7

p 17

p 7

12. Redacta lds enunciados abieitos cuyos conjuntos de

.validez son los conjuntos cuyas grgficas aparecen a

continuación:

(a) -.(;)i+ I I

1 2 3 4 5 0. 1 '2 3 , 4 8

(b)
( d )

411m01.14MIP
O 2 3 4 5 0 2 3 4 5

S.



4

'

1 'y

Para cada uno de los cnunciados en la columna I, edlig. ,..

la grill." ap'roplade de su. conjunto de validez en-la
columna II. .

. . .

-. ; .
.(a) 6x .-.-18 .

(g)

xi
1111.41111.1.1.10

o i 2 3 -4 5 6 7

4---4-4004,s+ms0-4-1--
o I 2 3 4 5 '6 7

40.44.4xxxiimim1mmemawiffae+or
. 0 I 2 3 . 4 54

1 1 1 1 1

0 I 2' 3 4 5 6 7 1

riallatallarit 4 45 6 7
till

I I I I'o I 2 3 4 5'

t ( t

14. Si el'dominio de la vqiable es el conjunto
U. (2, 4, 6; 8, '10, 12), determine los con,juntos...de
validez de los sigutentes enunciadós abiertos:

. (a.) 3..x -.F. 1 13 (G) 2x < 20 **y + x

(b) 2x 1 D d ) 2x + 1 = 7 6 2x 1

.15. ta f6rtnula utilizaide pare pasar de una temperacura C
medida en grados Centigrados a la temperature correspon-.

tiente F en grados Fahrenheit es
9

F s-C -- 32.
Determine el valor de F cuando C es 90.

16. La f6rmule p'are el arei d1e un trigngulo es
r

A =

donde A es el nilitiero deunidades cuaadas'en el area,
b es el nfimero de .unidades en la base, y h es el ntimero
de adegieln la 4tura. Determine el valor de h ouando
A es .y b es 10.
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iro

-I
..

.

17. Cada uno de Tot enunciaads qt.e aparecet a cohtinuaCi6n
,

.es cierto$ara todo valcirde -IA variables. En cada
.

..
.

. . . .

uno dejos casos, citermina las prOpiedades que se
.

.

.,
empleail pgra demostrar que el enunciado es cierto.

, .-
.

,

*,'(a) x(y;+' z) = *1'. 4- xz (ef
.

,

xsr + (ay t c) = Oty'zi- ay)+ c ,(f)
.. .-

(c)' ala.ca = kb(cd),,.. ,,(g)
1

(d) xy + xz ,=.Yx + zx . (h)

r

-

4(a.b)(cd).(dcXba).

.

,14. Demuestra la manera de 4tilizar la propiedla multipli--1

. :
..

cativa del 1 para hallar los nombres eorrientes de:

/

,

(a) a+ i' (b) -------I

19. Dotermina cuáles de los sgluentes -rlunciadossoan
,

ciertos para todo va],or de lasvartatdes:,

1.(7a.) x(2 + 3) = (2 7+.3); (e) (36 + + d =(ci-(1)-9a

(1) (2x)y 2(xy)

(g) a(b b) = a

(b) b(a + 2) + 2)

(c) .ab2 = Oa?
4

(d) .(4x + y.)3 . 4x(y + 3) (h) 40+ (b b)-=

4

20. Muestra cómo podrfas utilizar lalpropiedad distributiva

para efectuar rns fgeilniente los 4guientes

(a) '(324)(102) (c) 604 +

(bY (37)(4) + (37)(*
'(d) (13)(29)

.4
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2 ' En cada utb de los pasos en la siguierite secuencia,

enuncia'la propiellag de las operacionii utflizada
* .

. 44

pArta deducirlo del paso precidente:

) vx = (6x1+ 3y) + 5x

= (3y"+ 6x)'+ 5x .

;

= 3y + (6x + 5x)

= 31r

.= 3y -11 ilx'
.

*

Utrllza lad propiedades deslas4Dperaciones par'd .

escribir las-siguiente2'frases Adertas ea forma más

sencil

(a) -6x ,3x

( b ) + +' .1.7..)r

( ) ka + 3Th 4. '86a +. 63b

( d ) 3x + + 7x + z + 2y

Escribe cada una de las sigbientes frases Eibiertas

como un proqucto itdi6dol .

(a) 2x + xy, (C1) 30 I) +
v.

(b). (2p + + (2p + (1)1r. (p) a(b + 3) ...1-3(b

(c). 7(x + 2y2) + xy(x 4-f2yz)

24. Escribe cada uno de los siguientes productos indicados
-

.como una suma ind,icada sin pa,r6ntesis:

(a) 7a(3b + ?c)

'(b) 5x(2x + 3y)

(c) (2a + 3b)(4.c'+ 5d)

(a) (a 4- b)2

(e) + 2y)( x +

4

a.

.
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,

25., Demuestra que

-ab +'(cb + st) b(a + c) + st

es cierto para todos los valores de las varialplest

(Eseff, el *p-oceso paso por paso, dando la propiedad'
a 4

utilizadten cad& paso.)

*26. Si para'to4o ndmero a, y todo Ildmero b, aob significa

a + 3b, contesta las siguientes preguntas:

(a) Determina lovvalores de: 3.?4; 20(304 ); (203)04;'4
403.

4

iEs la Operación-conaltativa?
_ .

iEs la operaci6n aspciativa?
,



,Capitulo 4

'EMINCIADOS ABIERTOS Y ENUNCIADOS LPCUISTICOS

a

El objetivo de este capftulo es ayudar a degarrollar

cierta habilidad.para redactar o esctibir eriUnciados abiertos

-para-preiblemas lingUisticos. Primero tratamos solamente con-
,

4
ftases. Al comienzo escribimos algunas ttases lingaisticas

ajustadas a.las frapes abiertas con el prop6sito de ofrecer
.

un cuadro mAs completo de li traducci6n de nuestro'idioma

.al lenguaje algebraico y viceverga'. Luego traducinos,de

un lenguaje-alr otro enunciados que contienen ecuaciones o

inecuaciones.

Para concentrar la atencidn en el proceso de traducci6n,

preferimos, por ahora, no empenarnos en la tarea de hallar ,

conjunto.s de validez de los enunciados abiertos. No .ob'stante,

hemos planteado cuestiones en los problemis

-Esto parece necesario pare apuntar claramente a una variable,

relacionar la experiencia mAs fntimamente.con la soluci4n del'

problema al cual se aplicarA esta Rrocdimiento de trap.ucci6n,

y.poner de manifiesto el enunciado o los enunciados acerca de'

log cuales nos interesa realmente que el e'studiante piense.

Asi, en el ejemplo 1 de la página:82, si envvez de decir:

"1,CuA1 debe ser el rargo de .cada pieza?", dijAramos: "Escribe

un enunaado abierto acerca de las longitudes de las piezas"le

elestudiante podria responder:- "Si una, pieza mide n pul-

lodes, entoncee n 44", 0. podria'hasta responder: s"n> 0".

ptos son enunciados ciertos, pero no ofrecen al 'estudiante

.1a experiencia deseada.

1
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.Algianos e§tudiantes pue4en sentir la urgepcia de seguir

adelante y "encontr.ir la respuesta". En ese caso,,-debe

permitfrseles*que lo'traten, pero el "encontrar la respuesta"

no debe ser motivo de distracci6n en.esta etapa. Puede

dearse a los esitudiantes.que mAs tarde desarrollaremos'
, .

mAtodos.mAs eficaOs para determinarconjuntos de validez de

enuhciados, pero que, por el movento, no'iiemos mAs allg de

egcribir el enunciado,abie;t0.,
P t

En'afgunos de los,problemas'ae estecurso hay informaa6n*..

surierflua no neeesaria.en la soluciân del problem. !EstO es

intencional. Esperamos que-la experiencia ocasional con ese

material irrelevante ayddar4 al estudiante a darse cuenta con

mAs'faci1nad de la informaciân clue es releAnte.

4-1. Frases abiertas frases lingufsticas

'PAgtna 77. Al traducir frases abierIa's4a frases

'es posible obtener muchag.frases lingufsticas. Estimdlese al

estudiane a user la imaginaci6n para lograr una variedad de

Iraduccionet tan amplia como sea posible.

Las traducciones posibles de '!--" incluyen "menos que",

"la diferencia de", "mAs cc5rto que", etc. Deberg prevenirse

a los.testudiantes de que, al no ssr la resta conmutativa,

deben estar dlertas sobre cugl es el priffier ndmerp al'utilixar

* "menos. que".

Tarde o temprano se encontrara un estudiante-confundido

acerca de la dikerencia entre "ma9br que" ommAs q9e", la
4,

cual demanda el %imbolo "+"'Ny "es mpor que" o "es-más que",

la cual demanda el sfmbolo ">". 'Debemos estaz pApparados

para aclarar esta distinción. De este modo, "Este pavo pesa
.

einco libras más que aquel otib" podrfa requeri la frase

"t + 5", mientras que "Este pavo pesa mAs de veinte

podrfa requerir el enunciado "p > 20".
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'

Obsirvpse 'cuidadosavidhte-in los siguientes problemas

que al discribir la variable,w no representa el ancho,
.

sinoel "bdmero de pies en el ancho", x no repres,enta los
.

. . i
"Ilibros", sin() el ndmero de libros que-tiene Marfa", b no

9represeattt "el nifio", sino "el tdmero de aAos de edad- el;
.

niBoilt Obsdivese.tambiii que una)manera clara correpta y

sencilla de decir la dltima frase es: ."el ni o tienib atos
,

.

. ;
, . ,

de edad". '
.

AlguAos de:los problemas,en estecapftulo puedenIcompren-'

der mis de una variable o pueden sugerir dl*uso cle n44S/de

una varieble Rodrfa permitirse Tieesto sucedi a iespontl;

neamente. Eri el caso de enunciados abiertos;. qi2 haYi la

oportunidad dedemostrar la posibiliOa'd de xift enuAiado

compudsto: ES muy temprano para demdagrar. necesidad de
,

un enunciado oompuesto para una soluCi6n dnica. Puesto-que no
4

estamos.en este momento buscando''respuest4ss, o seri negesario
,

preocuparse todavfa acerca de c6mo.hallaremos 0.'conjunto dt.

validez. .

,

llespuestas al Conjunto de probiemas 4-1; .p4ginas 78-81:

Las frases lingiAsticas'en-los problemas 1-6 y 18-25, .

son solamente sugerencias. Sedeberfa'istlalular tanta

variedad COM sea posible porparteiie lâ Zlase.

Para muchos de los siguientes problemas, hay restricciones

implicitas en el dominio de la variable.. 'Corrientemente

permitimos que tales restricciones continden implicitas,

porque parecen bastante obvias, sin embargo, serfa convq-
.

niente coniiderar ocasionalmente con los alumnos cuiles son,

en realidad., las restricgiones Impuesta.

Por ejemplo, en este Conjurito.de problemas, el dominio

esti limitado'a ndmeros cardinales en los problemas 11, 14,

-15, 30, 31 34, y aliunas deolas traducciones sugeridas más
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,

adelante, , de frases abiertas a frases linguisticas, imponen

1\misma /i.mitaci6n en el dominio. Cuando lk variable
N

i

representa un ndme, de daares, el dominio no puede inclutr.
3 .

mamercis como 7. En ea problema 12,, n no puede ser cero. i

En eA problema 31, hay probablempte una ?.imitaci6n adicijkal

en el dominlo de layariable impuesta por la capactdad del,

anfiteatro.:
4

1

Desde luego: en esta parte del'curso nos limitamas a

los ndmeros de la apktmdtica, pero, de todos modos, en la
)

mayor parte de los problemas, por su natural*, 'el damtnio
4,

consibt solaMente en ndmeros no negativos.

1. Vase el texto.
.

2. Si Juan,pesa n. libras, la frase es:' El ndmero de

libras que pesa un raft 7 libras mgs pesado que

-Juan.
t

3. Si yo tengo n a s de edad ahora, la frase 'esi:

/e
.

. .

El namero de afi s que tenfa hace 7 afios.

4. Si hay y' estudiantes en la clase, la frase es:

La mitad de los estudianteg'que hay en la clase.
-

5. Si las naranjas cuestan. r centavos por acena y
.

i

una bolsa de cbmpra cuesta 5 centavos, la frase
. v,

es: El-costo en centavos de dos docenas de naraAjas.
. ,

y una bolsa de compra para llevarlas. .

6. Si una mina4,rodujo al toneladas de carbón.en un

dfa y b 'toneildas de-carb6n el dfa siguiente; la
(

fi.ase es: El ndmero de'toneladas de carbón prodüci-

das en les dos diets. SObs4rvese que usamos aqui dos

variables. AurRiue pasarg algdn tiempo antes de que

los estudiantes traten con mis de naa variable, no

necesitamos cerrar los ojos a ellS.)

7. Véase el texto.

41.



Si T es el'ntImero de pies, entonces la frase es

iSi. k *es el niimero de cuartillos, entonces la f, se
'es .2k. -

5

- ,i.,
. ,

...
14. *Si k es el ntimero de piesAntonces-la frase

'a e' 5280 :, .

95

. 84:
Si n et el ntintero cardinal, en1onces11 a frase
es .n-+ 1.

- *n. es el- nitmero, -.eptonces la frase es

Si hay Its libras y t onzas, entonces la frase es

16k +'t.
Si hay d d61.ares y k monedas de veintipinco

centavo4 entonces la frase es 1004 + 25k.

I 15. Si hay m d6lares, k monedas -tc14 3;einticinco.

ceRtavos, m monedas de diez centavos, y n
monedas de cinco centavos, entonces la frase es

100m + 25,k + 10m + 5n. (Observese que m representa

el ntimero de monedas de diez centavos ast cornck.e1

nilmero de d6lares. Esto significa que tenefito el
mismo ntimero de monedas de,sliez centavos que de

-

d6lares, puesto' una,variab14 no puede reprasentar
dos ntimeros iliferesites a. la -vez. La frase abierta
podrla sscribirse: 110m+ 25k + 5n.)

I.

Si el rectiingulo tiene4 1

ces la frase es 2w. *

pulgadas 4:e macho, enton-

JP.

.
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17. g 1# base de:1 triAngulo

'tiene b pies de largo,

entonces la frase es .

lb + 6.

b pies.

18. Si compré n brazaletes, entonces la frase es:

El costo total en dOlares de:los brazaletes que

'comprOf a i$1.00 cada uno y el mifmo,ndmeie de

coliares a $7..0 Cada uno:.

19. Si hay r presillas en cada caja, en..6mcei. la frase

es: El:ndmero di presillas que tengo ahora; si.

tenfa 2 cajas de ellas y mi compaAero de cuarto

cogi6 cinoo presillas y luego trajo siete.
V 3 0

2Q. Si el primer lado de .un triingulo tiene x pulgadas

de largo,, entonces la frase es: El ndmero de pul-

gadas en el perfmetro de un trigngu1o, si el segutOo

lado es tres veces el primero y el tercer lado es/

una pulgada mgs largo que dos veces el primero.

21. Si y es el ndmero de personas en cada'una de las

muevas familias, entonces la frase es: La ppblación

de una al&a de,5,000 personas despuis de mudarse

allf cu#tro familias más.'

22 S. pbngo y dtilares en el banco, entoncs la frase

-. es: El ndmero de daares en el banco despuds de

agregarse el interds simple de 47 por un-aho.

423. Si un bosque nacional rectangular tiene x millas de

ancho, entonces la

frase es:' El ndmero de x + 3 millas

millas cuadradas del Area.
del bosques, si dste tiene

3 millas mgs de largo que x millas

de ancho.



*24. Si la Altura de Ian_

.,.triAngulo es
Y -

gadas,.-entontes 1a Vulgadas

frase es:P.E1 ndmero

de prgadas'-tuadradas

del Area del triAngulo,

4i su base es 5 pul-
.

gadas mfis large que sta.
-

altura.

*25. Si un salon tiene w pies de alto, entoncesila

frase es: El ndmerd deyies cdbicos del volumen

97 t,

y+ 5 pulgadas

.del salón, si suiancho es 3 pies mAs que su alturi

y su largo es 5 pies mfis que:dos veces la altura.

26. Si Ur; lado del cuadrado mide q pies de largo,

entonces la frZse es 4q. :

27. Si la altuea de la cabeza de un hombre es h pul-

gadas, entonces la frase es, (7)h 6 --h.
2 2

. 28. Si el primer lado de un triingulo mide f pulgadas,

entonces la frase es f + 3.

29. (i) x + y + y)

1
(b) si(x +,y)

30. Si hay b niflos, entonces la frase es'F' Los

estudiantes pueden necesitar una pequefia aclaracidn
. 4

de las palabras "ed términos4de". ' Puede explicAr-

seles que .sta es otra manera, usada frecuentemente:

de seftalar la-variable.

'31. Si a personas compraron boletos, entonces la frase

- es 2a.
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32. Un enfoque inductivo puede ayudar al estudianve.
\ .

.

Aqui Tesponder4robablemente a la pregunta: .

.:* e . ,

"IQué parte de'la casa pintavd en.un dfa, -si
... . .

puede pintar toda lecasa en'8 dfas?".. . .

1 x33. x--
5

.34. r + 12

*35. ,Si la planta crece g pulgadas por ana, entonceb

0 frase es 20 +

-Nota: Apidesele al estu4ante a -daise cuenta de que
r

cuando la variable se da en el problem% no es .nece-

saria que'la especifique, pero si el probiema no

da la variable, es de la incumbeilcia del estu-

diante escager una letra y decir lo que elle'

Tepresenta.
t

*36. Si t es-el ndmero de minutos transcurridos

después de baber:puesto sus brazos dentro del agua,

y 10, entonces la frase es 'i - 10.

37.: Si x es el ndmerb de d6lares en lalherencia,
r-

entonces la frase es:

(a) lx 6 .

- 2 2

6 + 50

(a) x (frc + A-Ax + 50)

(d)

,

(iE5. 50)

pesde luego, en ) el.estudiante podria

escribir

1 -1(1,5 + (-375 x + 50) + (x (1.2(.+ + 50i)
2 10

Podria

entretenerse demostrando que este frase representa

el mismo rulmero que x.

1 33
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38. Si el rectAngulo tiene

w pies de ancho,

entonces la frise es

(a)* 2y - 5

(b) w + (2w 5).+ w +

6 2y 4- 2(2w = 5

(c) w(2w - 5)

2w - 5 pies

210-1 - 5)

v

99

w pies

En la primera pitrte de nuestro trabpjo con traduccionesi

hems tratado de recalcar la .j.dea de que la irariable repre-

senta un ndmero,Itediante'el,uso'de lenguaje razonablemente

preciso. Asf, hemos dicho: "el ndmero de pies del ancho",

II el ndmero de pulgadas 4e la base", etc. A medida que

avanzamos, nos despreocupamos mds aserca de esta forma de

hablar pari podei hacerlo con mds soltura._ Asf, en el

probIema.38, en cuanto la uradad de lOngitud'y la unidad. de

area quedan establecidas claramente en otra parte del *

probledia,'nos permitimos hablar .fite "perfmetro" yree eh'

Vez de "ndmero de'pies en el perfmetro".y "ndmero de pies

cuadrados dr104.

4-2. Enunciados abiertos'i enunciados linglifsticos

Aqui sugerimog traducciones para los enuriciados abiertos.

Asignirselossa los estudiantesiproducird una gran variedad

de traducciones. Una manera de,larobar0A corrección de esas

traducciones podrra sdr distribuirlas entre los miembros de
tiCk

la clase y hacer que los estudiantes traten de traducirlas

a enunciado& abiertos. Esto'servirfa tambidn para darles un

punto de partpa:para el trabalo siguiente., haciendo ue

primero traduzcan enunciados lingiasticos redactadoi por

ellos missMos a enunciados abiertos.

;*41 11

1
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'Respuestas al Connto de problemas 4-2a; pigina 82:

1. Samuel, qtle pesa 7 libras mis que Juan, pesa 82 litkas.

- 2. Para comprar,500 sobres, tuve 'clue comprar dOs cajas

de sobies

3. Dieeisiete de los estudiantls hicieron prolectos

suplementarios. Esto represtnta la mitadi-de la clase.

UnNfampo reciangulgr es Viraras (Os largo qde anclao

y su Area es 480 varäs cJa0Gadas.

Tengo tres'pedazos de cadena.' El.segundo pedazo 'tiene-

dos veces.el ndmero de esAatones que tiene.el'primero,

y el tercir pedazo.tiene tres veces el ndmero de

eslabones que tiene el primero.. Puedo obtener una

.sola oadema con el mismo ndmero de eslabones, bien

uniendo los pedazos segundo y tercero y luego.uniendo

dstos al primer(); o uniendo el pAmero y el segundo

y entonces el tercero a los anteriores.

6. Jaime compró algunos sellos de 4 centavos y el mismo

ndmero de cellos de 7 centavos. El costo total fue

44 centavos.

7 Un contratista pidi6 4 sacos de clavos y mAs tarde

orden6 7 sacos mas de la misma clase de clavos. El

peso total, de los sacos fue 47 libras.
,1

NOta: La diferenciA entre el problema 6.y el problema

7 es que en el 6 se puede restringir el dominio de la

variable a ndmeros cardinales y habrá un solo ndmero

caxdinal, a saber, 4, que tiara el enunciado cierto.

En el problema 7 esto no es verdad, de'modo que seria

incorrecto construir un enuncia#o que requiera que la

'variable represente un'ndmero cardinal. Si es posible,

hagase ase los estudiAntes descubran este hecho por sf,

mismos.

12n
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/
8. El perimetro de un cuadrado es 100 pies

Tengo que recorrep la misma distancia; si viajo.desde

aquf a San José y luego les 9inco millas hasta. -

San:tristdbal, o si viajo primero de San Cristftal a-

San Josg y luego .vengo acg.

10. Recibim.ps.6 galones de leche, una perte,en'bo.cpellas de

iitro y otra en kotellas de medio galon.
. .

y4ina 2. Hay varios4puntos iMportantes que -Obseryar aqui, .

.

,

1. eQug pregunta plantea el problema? La resPuesta.a este " .
..

"lb

pregunta deberla enunctarse en térdinos de un ndmer6. 'No

se debe permitir al estudiante escribir,,"x.= el costo" o

11y Ayddesele a darse cuentg del hecho_deNque

la variable çepréenta un ndmero. Deberla decir: "x

ndmero de (Mares del costo de la case, o mgs seficillamente;

"la case cuesta, x daares":

2. Cuatesquiera otros'ndmeros en, los problemas debee expre-.

sarse en término's del ndmero que la variable repres4nta.

Asf decimosr "Si el largo del pedazo mAs corto es' x pul-

gadas,. el pedazo mAs largo mide (x + 3) f)ulgadper. Desde

luego, que algunas situaciones pueden naturalmente'prestarse

al.uso de dos variables. Como hemos dicho antes, no hay

objeci6n\en este capitulo a incluii un ejeOplo casufl de este.

tipo.

31. Debe hacerse una traduccidn directa a un enunciado abierbo.

Asi para el ejemplo 1 en la pAgine 82 aunque podrfamos cambiar
' .,

el enunciado a.2K+ 3 44, tal enunciado no es una traducci6n
4

dirtcta Oel Vvblema, pues no revela realmente toda la his-

toria. Una buena prueba de una traducciân directa es ver si,

con la descripi6n de la variableel enunciado puede tradu-

cirse'inmediatamente al problema original.
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I.
a'

-

4, Repetimos que; por el eresente, la atenci6n tlrincipal

estA en le traducci6n y no esperamop que los estudiantes,
aigan adelante y "obtengan la respuestan en' eite citpitulo.

Dpbemos advertir'que lots \Ai mrtliis*I. 2 y 3, en las pAginas

82-84' no 'tienen respuestas,

para tratar de' el4tar la distracc

respue'stas". alb

Sto fue*p1anpado.asi

de "conseguir las

.RespueLts-'411 Cdnjunto de' problema 4n2b;k
iN

1, 6i Cailos .red11.i6 c 'vttos, TItondes Enrilue -*-

recibid c 30ivotos 30) - 516.
,

, Si Carlos .recibi6 c vgtos, ent6nces Enrique recibid

n16.- c' votos, y7511 - c = c + 30:
4

Siirl rectingillo mide

x pulgalas-de ancho,

entohces mide ex pulga-

das de largo, y

x + 6x + x + 6x = 144

-6

2x + 2(6x) = 144.

6 iallgadas'
,:x

pulgadas

Si el Angulo mAs pequefio mide s gradbs, entondes el

Angulo más grande mide 2s + 20 grados, y.

s + (2s + 20) + 70 = 180.
. .

Si y es el ndmero de pieS en una ,de las secciones

mAs cortas, entonces la secCión larga mide. y + 100

pips de largo, e y + y + (y + 160) -=_2509.

Si habla y Istudiantes en la clase de la4glipa. 1,6pez,
. ,

Intolvps habia y + 5 Q s tudi an t es en la clase del

4r. Pérez, e y + (y + 5) = 43. ,

, A

Si hibla y estudiantes en la clase de la Srta.
L6pez,

,
ib

..

entonc4s habla 43 - y ,estudiintei 'ea la clase del
I-.

Si. Perez,Y 43 - y y +6.

40

.410,

lot)
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(Conviene nattier la atención del estudiante .bacia el

segundo de estos métods. Es un enfoque dtil, pero4

algunos estudiantes tienen dificultad 'Con 61 al
principlo.y r

Si el-reCt6ngu1omide w puliadas de ancho, entonces

mide %vi + 5 ,pulgadas de largo, y v,(w + 5) = 594.

Si Ricardo tiene ahota x efts de edad, entonces

Juan tiene 3x efioS de edad. Ricardo.tenla x 3

efts. de edad hace '3 años, Juan tents _3* - 3 afios hitce

-' 3. afios,. y (x - 3) + (3x - 3)

8.. Si uthi tiene d monedas7 de diez centiVos, .entonces
4

tien + 1 monedas de veinticiiico centavos y

2a-1-1 raonedas de cinco centavosft las rnonedas de sdiez
centavos tienen un valor de 10d centavos, las de

(3
yeinticinco tienen un, valor de 25(d + 1) centavos, y

las de cinco tienen un valor de 5(2d + 1) centavos.

Luego, 10d + 25(d + .1) +, 5(2d + 1) = 165.

Si compr4 f sellos de cuatro 'centavos, entonces

compr4 23-f sellos deciete centavos; los sellos de

puatro 'centavos cuestan 4f centavos, los spllos de

siete'céntavos cuestan 7(23-f) centavos, y
\.

4f +.7(,23 f) 119.

(V. note del problema 5)

10. Si el tren ae carga viajtisba a z millas por bor
entonces el tren de pasajeros viajAba a z +.20 millas

por hora, el tren de carga recorrid 5z millas, el

tren de pasajeros recorri6,5(z +.20) millas, y
5(z + 20) = 5z + 100.

1 . Si hay h envqses de media pinta, entonces hay 6h

,envases de una pinta,
.

y



.

11*Ti+ OhY-2 ... 39 (entlnciadO aceica de lot

1 .

h...7-+ (6h) 1 78 (enunciado acerca de las pinta&
- 4

h + 2(6h) 2,.. 156 enundiado acerca de las medias
,.

.
pintas) .......,

cuartillos

12. Si y es el ndmero de aflos que pasaran antes de que

los dos hombres ganen ei mismo sueld9, entonces

el Sr. Vglez garlara 3600 t 300I dólares,

. el sr. Sanchez ganari 4500 + 200y'd6lares y

3600.+ 300y 4.. 4500 + 200y.

13.. Si la tabla mide

.ples .de ancho, entoncds

midç
.4

aw pies de largo,

el cdadrado tendria

w + 3 pies de ancho

y 3w - 3 ples de largo,

y w + 3 3w - 3.

3w pies

+ 3-710.es

3w - 3 pies

-44. Los siguientei problemas gob, desde luego, solamente

sugerencias:

(a) Tengo $410 repartidos en monedas, 'de las cuales

hay dos monedas mas ife diez Centavos que de

cineo centavos y dos yeces mas.monedas de

cincuenta centavos.,que de cinco centavos.

LCuantas monedas de cada clase tengo?

LCual sera el ancho de un rectángulo que

yeces mas largo que aneho y, que tiene un

300 pulgadas cuadradas?

.

es tres
. -

Area de '
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(c) Una0tscue1a.pidi6 85 folletos, algunos de los

cuales costaron $0.60 cada uno y e1A-esto cost6

$1.10 cada uno. La factura,total fue de $78.,50k.

iCutintos folletos de cada clase-se pidieron?.1.

(d) Se va a cortar un listón.de,madira de 69 purgadas

de large en tres pedazos, de tal.manera que et

segundo pedazo sea 3 pulgadas mgs largo que el

primero y el tercer pedazo sea 6 pulliadas más

largo que el 1,,rimero: iCugl debe Ser ei:largo

del pedazo rags corto?

'105

1

(e) Dos muchachos atraparon 18 pescadós.. Comcrla

familia de uno de los muchachos era dos veces

mgspumerosa que la del otro, decidieron

repartir los 18 pescados, de manera que uno de los

muchachos llevara a su casasdàs veces lo que

llevara el otro. 4Cugntos pescados.11ev6 cada

uno?,

(f) Una tue;ca y.un tornillo pesan juntos 5 onias.

Si un montón de 30 tuercas y 4 tornillos pesa'

59 onzas, zcugnto pesa un tornillos?

(Obsérvese que para hacer ciertó el enunciado

abierto, h no puede ser un ndmero cardinal.

Asf, un problema en el cual h represena un

ndmera de personas, por ejemplo, no serfa apro-

(

piado.)
1 1

Si José cort6 7, de la grama y Jaime 3 de la

grama', Iqué parte debe cortar Radl para terminar

de cortar toda la grama?

12 r
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Si "al-bote:mgs,pequeft puede 11vr n pasajeros,

-antbnces el bate más,grande puede'llevar n + 80
,

pasajerds, y n + (n + 80) =7.300.

:La familia Colón'viajó hasta la'casa de su primb.

-Al;regresav, tamaron una nueva ruti que4aument6 en

80 millas la distancia. Cuando llegaron a su casa

habian recperido un total de 300 millas. 1,A,qud

distancia de la casa 4,e la familia Calón estaba

localizada la.casa d'erprimo?,

4-3. Enunciados abiertos contienen.desigualdides

, k,
.

yagina'86. Aqui aumentambs la experiencia da los estUdiantes.

con trAuccionas a enunciados que Contienen de*gualdades.
.

,

Aunque todavia no etamos tratando.de halrar el 'conjunto de

,validez del enunciado abierto,.podemos abservar la maneri en

que el c9njuntd de validez
4
de una desigualdad puede cqntener
,

muchos.ndm'eros en lugar de solamente uno.

Regpuestas al Conjunto de problemas 4-3a; plana 87:

1. Teodoro tisne mgs de 3 afts de edad. 1Qué edad tiene?

2. Si Isabel fuera,un.ano mayor, todavfa tendrfa menos

de 17 etas. zqué edad tiefie Isabel?

3. Las monedas de veiniicinco,centavos que hay en mi.'

bolsillo a lo mAs suman $1.75 . iCuilneas monedas de

.veinticinco centavos hay en,mi.bolsil

Si fukamos a comprar tres libros mgs

una, el, cost() seitla menos de $100.00.

podemos comprar?

5. Si la población de Metr6polis aumenta

lo?

a $5.00 cada

1.,Cuantos libros

en 10,000, la

población serg mgs de 160,000, 1Cu41 es la población

actual de Metrdpolis?
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El Sr. Alvarez.tiene una caja de tachuelas, el.

Sr. Matbstiene dos.cajas, y la Srta. G6mez tiene
.7 e4

tres.' Juntos. tienen, pck lo Menos.48 tachuelast

, zCuAntas tachl..Iglas hay en cads caja? ,

7. El gula recorri6 el sendel.'o ung vez el viernes, dos

veces el sAbadn,y"tres veces ellkinmingo.. Recorri6
., .

un total de 50 millas. ICuAl es el largo del sendero?

(Obsérvese qu9.el enunciado abiertono serA cierto

pare un pgmerO cgrdinal pbsérvese también en los

problemas 6 y 7, que g 2a, y 3a no pueden representar

lados de 141 triAngulo,yuestoque la suma de dos de

.ellos no es tayor'que el tercero. Si es p6sible,
/

trAtese de llamar la atenci6n de los estudiantes hacia

restricciones de este tipo..) A

*8. Si tres muchachos mAs se unen al

mAs de 51Y menos de 10 miembros.

tiene el clUb ahora?

9. Si el grupo completo de muchachos se divide en dos

equipos iguales, Cada equipo ser.fi'mnor que un

equip° completo de pelota. I,CuAntos muchachos habia

en el grupo comPleto?

Un lote de terreno de 12 acre's se repartici entre dos

club, el club iendrA

lCuAntos miembros

hijos de tal manera que un hijo recibi6 mAs de tres

veces lo t4.14e recibi6 el otro. lcuAntos acres recibi6.

cada'hijo? .

PAgina 87. Ejemplo 2: Una clase de eptudiantes capacitados

puede csfrutar con una discusi6ntel hecho de que este

problema.se describe más comipfletamente mediante el enunciado

cpmpues,to

d> 0' y (d - 32) + d4L



Puesto que la frase d 32 no tiene significado para d.4 32,,
-

el dominio set el gonjunto de nOmeros mayoresqiit o 1.4114 es it

32.

Pigini 88. Ejempio 3: Ray,' desde luego, una tercera;6ondi-.
, .

ción: . .,-; , .
4Z

5 < n + 6.
s .

Puesto que este enunciado qs cierto, pare todos -los valtires
- -

,

poSitivos de n, n? agrega, nada a la 'Informed:6n aceica/de'los
. , ..

lados del trignguls5. 'to mencionamos aqui, por si tin estu-'
.,..

\sisiante preguuta acerca de -el. s,., .

Alvin estudiante puede preguntar tambidn la manera de'
.... r

hallar el conjunto4e vial:146z de
..s

n< 5 y 6 < n 71- 5 .

Aun cuando no nos ocupamOs ahora de ros conjuntos de validez,.

. se puede demostrar al estudiante interesado la manera posible

de user grificas wire determiner este conjunto de'validez.

n < 5 + 6 861 ,m61:1-1!

6 < n + 5 1 1 4

n < 5 + 6- y n + 5 >

Por lo tanto, el largo .del tercer lado es menor de 11 pulgadas

y mayor de una pulgada. ,

La dificultad, principal ;pare el estudiante en este daso
podrIaserila gráfica de 6 4 n + 5. Sin embargo, puede

observar naturalmenee, qiae esd inecuación es equivalente a

n > 1.

Reppuestas al Conjunto de problemas 4-3b; pAginas 88-89:

3 1
1. Si el ntimero es n, entonces n + n 26.
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Si Rad]. tiene y alhios de edied, entonces Guillermo

tiene,y+ .5 aAos de, edad, e y +,(y +*5) - 23..

*Si un lado del cuadrado,

mide x ,pulgadas, en-r

tonces un lado del

trigngulo mide x + 5-
pulgadas, y 4x = 3(x + 5),

'Cuadrado

*

x pulgadas'

x + 5
p.ulga.dAs

, r entu o
Equil tero

4

4. Si la velocidad de la corriente es c

hora, entonces c + 12 es la velocidad del bote

viajando a favor ;le la .corriente, y c.+ 12 .<30.

5. Si Juan puede tardar x horas en el trabajo,
entoncps x > 2 y x <4.

§. Si se dedician c minutos a anuncios comerciales,

entonces c>.3 y c -12.

El tiempo T para asuntos que no seen de publicidad

es 30 - c, Otra manera 4e expresar la dltima idea es
T.30 - y I') 30 - 12.

. Si hay t estudiantes en la clase,- entonces

3tt+26.
Si Enrique recibe d d61ares, entonces Ricardo

recibirg d + 15 d6lares, y Tomgs 2 + 15) d61ares.k

,Luego, d + (d -1(f5) + 2(d + 15) 205.

Si Enrique recibe d daares, entonc-es Ricardo

+ 15 d6lares, y Tongs 2(d + 5) d6lares.

Luego,

+ (d + 15) + 2(ed +15)225 y + (d 15)-+

\2(d + 15) 205.

4.11

129
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V. V

-*10. Si su,puntuaciOn en la ter.cera prueba es t, ntonces

15 A. 82 ,+ .

.75 .82 loo laz 85_
3 -

75 + 82 '4) ;la..
.3 3 ' 3 '

*. 11. Si hay s estudiantes en la Escuela Central y m

,estudiantes en la'EsC la Vacacional,,entqnc#s

' (a) s.,

(b) m + 4100, ;

11

,P.W.na 89. Esta lista de probttmas repasa las ideks de .
,Y

este capitulo e indirectamente muChae de las.ideu de'lQs

capitU.los anteri6res El maestro debt user su propio ,

,criterio redpecto a cuAntos.de dstos deben estudiaree y

cuAndo deben,estudiarse. Algunos de ellos deberfan ser

asignados uno o dos a la vez Junto con asignaciones poste-
.

riorei a medida que la clase.vaya.estudian4o el'pr6ximo
4-

capituTC'Examinese la lista campleta para ver'qud variedad:

de_ problemas. Conviene que la ciaseclomine.

Respuestas a los Problemas de repaeo; pdginas 89-96:k

,Segdn se presente la oportunid4d, discdtanse con los .

estudiantes las restricciones sobreel dipminio de la variable

que se imponen en algunos de los problemas por la naturaleza

Ae la situación.

. 1. (a) Si x es el ndmero de centavos en la colecta

antes de &porter mi contribuci6n,'entonces la

frase es: El ndmero total de centavos'en la

Colecta despuds desdar mis quince centavos. _Con.

este traducci6n, el dominio es el conjunto de los

ndmeros cardinales.



(b ) Si p es el ndmero de ddlares en el .preCio de

catilogo de un*libro, entonces la frase es: El

ndmeroide daares pagados:por cinco ejemplares

del mismo libre, tres comprados a preeio de

catálogo y dos comprados con una rebaja de un

dolar eri el precio de catilogo.

) Si el bote ha viajado t Aloias a diet millas por

hora, entonee's la frase es: El ndmero de millas

restantes- de un viaje en bote de 60 millas al

termino de t heras.

(d) Si r es el ndmero de barquillos de helado de

'15 centavos entonces la frase es: El ndmero

total de centavos gastados por un grupo de 9

estudiantes en ei parre de recreo, donde eada

estudiante compr6 r barquillos y gada une.

compr6.25 cent4vos de roseias.

(e) Si 13 es el*ndmero de pulgadas de largo de la

'base de un triAngulo, enlonces la Irase

El ndmero de pulgadas euadradas del area del

trtgiffpre, donde la altura es 4 pulgadas menor

4

que 3 vepes el largo de la base.
*

2. (a) 'Si n es el ndmero endinces la frase es n - 3.

(b) Si Samuel tiene ahora 'y 4hos de edad, entonces

la frase es y +*7.

(c) Si Marfa tiene ahora x efts de -edad,entonces

.1a frase es x - 10.

(d) Si t es el admero, de grados de la temperature

actual, entonces la frase es t + 20.

(e) frase es 5n,

:

131
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Alb

(Z La frase es '10x + 5y + 6.

(b) Si el ndmero es n, entonces la irase eg n + 2n.

(c) Primer tndmero ,es x. y el segundo es y)

entonces la frkse es x +

(d) LA frase es 7x4r)

(e) S. x es- la poblaciOn de Una ciudad de,kansas

entonces la'frase es 2x + '1000,000;

(f)-A La fraseeW 12x.

(a)' Si b es el ndmero.de dMares ens la asignacitin

: de' Isabel, entonces la 'frase es 2b + 1,

(b) Li frase e,s 40h

(c)1 LA frasees tL)
1000'2

(d) Si Gerardo pesa e' libras, entonces la frase

es e + 402 .

(e) Si el,rectingulo mide n pulgadas de ancho,

entonces la frase's n(n +

5. (a) La frase es 1.59x.

(b) La frase es 0.75z.

(c) La Vase es 33.2g.

(d) La frase es 29x 4-59y.

(e) La frase es 10t + u.
-

(a) Si x es el ndmero de afts. que. 41 tiene, entonces

tiene menos de $0 afts de edad.

(b) Si 41 gana y daares en un año, su sueldo anual
I.

/ es 3600 dólares'.' r

(c) Si z es el ndmero de dólares de los recursos

de in banco, entoficet los recursos montan m4s de

100 millones de daares.

(d) Si u, v, w son los, ndmeros de grados de los.

, AnguloS de un triAngulo, la sums de los 4ngulos

es 180 grados.
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) 'Si el lado =Is corto de un rectAngulo es dea z

Npalgadas, y el lado mils largo es 18 pulgadas mats'

lark° que el. Vrimero, entonces el Area dell_

rectAngulo es 360 pulgadas cuadradas.

(a) Si la heimana de Marfa tiene t aftos de edad,

eritonces

.116 + 4.,
.(b) Si. Guillermo compr6 b plAtanos, entoncps

= 54. .

(c)' Si el ndmero es n, entonces

2n + n -<,39

(d) 'Si la asignaci6n de Isabel es b d61

entonces la asignaci6n de Arturo es 2b + 1. d61ares,
Y

213 + 1 = 3b - 2.

u(e). 40t 260

300
(f) 50

0 .

(a) Si la montaña Pike tiene h pies dp altura,
$4.pntonces
.6h >14,000.

(b) 1.4,= 0..003n + 2(0.1)
(c) S, p es el radmerck. de personas en una ciudad

e Colorado, entonces 2,000,000 > 2p.

(d) x2> (x - 1)(x +

.(e) Si Sr es el ndmero de daares del valor de la

propiedad, entonces __Y_(24) w 348,
1000

(f) Si Gerardo pesa w libras, entoaces

w + 40 s_152 .

(a) el ntimero cardinal es n, entonces gu sucesor

es n + 1, y n +..(n 1) = 375.

133
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) Si el ntimero cardinal e§, entonces su*iucesor
es 1, y n + (n + 1) = 576.,
Este enunciado es falso para todo, los ntimeros
cardinales. Si Un ntimero es impar, su suces4r
es par; .sV-el raimero es par, su sucesor es impar.
?or lo tanto, la sums de ambos no puede ser par.

(c Si el primer ramero es n, entonces el segunda
raimero es n +.1, y 'n + (n + 1) = 576.
Hay un ndmero pars el cual este enunciado es
cierto, puesp jue el doutinio de la y.fir.iable no
estA restringido.a ralmeros cardinales.

(d) Si On pedazo,de la tabla mide f pies de largo,
entonCes el otri; mide 2f + I pies de largo,
y'f + (2f +,1) = 16.

(0 3x 225

10.. Si el digito de las decenas es t, y el de las,unidades
es LI, entonces el raimero es 10t + u, y

10t + u = 3(t, + u) + 7
U. 42 n

12. .(a) Si n es el ntimero, entonces 3(n + 17) = 192.

(b) Si n el ntimero, 'entonces 3(rf+ 17) 192.

13. Si el primer numero es x, entonces e1 segundo mifinero

es 5x, y x + 5x = 4x + 15.,
a

14. Si Sara tiene
K + 16 libros,

15. En una hora se
'primer tractor

se puede arar

terreno que se

K libros, entonces Susana tiene
y K+ + 16))- 28:

puede arar\. 4- del terreno eon el

. En sios horas, usando ambos tractores,
2 27 + -5- del terreno. TA parte del

2 2
qued6 sin arar es 1 -

7
-). El
5

enunciado abterto es x"+ x = 1.
f.s 7 3



* 6. Si t ese1-ndmro de lehora en que sales de

Nueva'York,.entonCbsst + h ser4 el ntimero de le,hora,,

4hora de fteve York, en que lieges a Los Angeles.

t + h - 3 es el ndmero de la bora de llegade, bora

de Loq Angeles, y t + 11:1- 3 .<12.
,

17., El peso Ala Sr. Itivera,bace m meses era 175 + 5m,
A

175 + 5m: 200.

18, (a) Si n es un ndmero cardinal, entonces n +

es su sucesor, y' n + (n + 1) = 45.

(b) Si n es un ndmero'impar, entonces n +2 es el

nottis pr6ximp ndMero impar consectivo, y'

n + (n ± 2).= 75. Vease si los e'ttudiiIntes se s'
4

clan cuenta de que esto nunca.puede ser cieito

-pare un n#mero impar cualquiere,,ptiesto'que la

suma de dos ntimeros impares es par.

, 19. Si el precio estipulado era m 'dóleres, entonces

20. Si x es el ndmero de dólares por una bora de

.itrabajo a la raz6n corriente, enton6es It es el
2 .

ndmero de dólares por una bora de trabajo e raz6n de

tiempo y medio,y..40x+ $(.2x) = 166.40.
2

21. Si el blanco estel a d pies de distancia, entonces
d.

la.bala t4rd6
17

segundos en alcanzar el blanco,
00

1100
y el sonido tard6 segundos en Fegreser, y

+ d = 2. Une.solucióni alternative que
1700 1100

tiene la ventaja de proporcionar un enunciado más

sencillo,-pero la desveptaja de que la variab1e--4

.represepte un ndmero distinto del que se pidió, es:

Si t' es el tiempo en segundos que tarda la bale en



'11:6

t 1

llegar al .blanto y 2 -'t es el tiempo en segundos

quetarda el sonido en regresar, entonce's

1100(2 - = 170'0t.

22..Si el atajo tiene x

pies de 'largo, entonbes

(200)2 + (300)2
4.

Si y es el ndmero de
4

pies de altur'a del poste,

entonces, par el teoreia

de Pitegoras,,

"11\2 y2 (50)2

. Ar
(a) 35 20t

(1); - 14e's el ndmero de perfodos ds.una hora

dispuds de la primera hare., y la frase-es

35 + 20(h - 1),

25. 7Si el radiador contenla origimalmente w cuartillas

de ague, contiene w + 2rspartil1os de'la'mezcla

despuds de añadir. el'alcohol. Comb el 20% de esta

20
mezcla es alcohol, hay.

(w +
100

2) cuartillos de

411111 .

300 pies

-alcohol en la mezcla.

26. '(a) 190x + 40y.

(b) 1 (2 xt60) + 40y

(c) _100x + 40y = 20,000

, r)ti
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'1. 7

27. (a) 20.4-

0)) , '+.'3w

(c) 20 + 2w .= 12 + 3w

,- h(a) 20 + rgtz-
-'-1:- , 4 i

,0

(b) 20 ,.thz5. . 24

29 .

-.4

2

0
5
2r .11-13

3 . .(a) x > 2
(b) x < 6
(0x> 2 ytt X 6

(a) x 2

7r7"1"--12 ,

r"lark-71
2

S.

5

2 5 3
2

t
I I -1 1

O 1 2 3 4 5 6

,

= t 6 > 5 1 4 1 1 Simitml-
O 1 2 3's4 6

(b) y X 5
1

(0) x.> 2

<

2 6 x < 5

o I 2 .3. 4 5* 6
-1-4-41041146P40.
0 1) 2 3 4 5 6'

1 2 7



11.

(d) x <'2 -r<

32. (x *y x K3) 0
33. Este problema repasa la sumas de paies de miembros

de un conjunto; no es An problema propuesto principal-
.

.mente para lograr una respuesta. El estudiante que '

trate de escriar un enunciado abierto encontrard

que estAoperdiendo su tiempo. En 1.rzAe esto'deberA

observar que el hombre tiene un conjunto de cuatro

thembiosr [1.69,.1.95;.2.65, 3.15) y que tendrA que

examinar el conjunto de todas las posibles sumas de

pares de elementos del conjunto.

+ . 1.69 1.95 12.65' 3.1

1.69 3.38 3.64 4.34 '484

,1.95, 3.64 3.90 4.60 '.5.1.0

5 802.65 ,4.34 4.60 5.30

3.15 4.84 5.10 5.86 6.30

...Este es el conjunto: 13.38, 3.64, 3.0, 4.34; 4.60;

4,84, 5.10, 5.30, 5.80,.6.314

. be asp/ vemos que: (a) La cantidad mlnima de.dinero

que le puede hAber sobrado es 5.00 -.A.84, 6 16
A.ceritavos.

(b) La cantidad mAxima de dinero 4ue puede

4hAber sobrado es 5.00 - 3.38, 6 $1.62..

(t). Hay cuatro combinaciones de dos cajas que 61 no

puede comprar: dna de $1.9' y Una,de $3.15; una

.de $2.65 y unajle $3.15; dos de $2.65;.dos de

$3.15.

4.)



*34.. Si a .es el digito de las' unidades de un ntimero.,
entonces 10 + a:es el ntimero. Si b es el digito
de las unjdadis del otro &hero, .enton.ces 10 + b es

119

.el otTo rulmero: Si p es el producto de
niimeros, entonces p ((10 + a) + tt) .1 0
Podemos 'verificar el enunciado anterior,
que p (10 + a)(1O b).

. De este modo; recordando
10 + a como.un solo ntimei.o,,

010 +'a) + 1)10 + ab
(10 + a)10 + b(10) + ab

= (10 + a)10 + 10b.+ ab

oi (10 + a)10 + (10 + a)b
7, (10 + a)<10 +

Capftulo. 4

los dos
+ab
mostrando

podemos considerar a

distributiv
,conmUtativa de la multi-
plicaciân
distributiva
distributiva

Sugerencias para extimenes

scribe una frase abieria 0 un enunciado aberto 'para cada
uno de los iiguientes:

1 El 'volumen V en pies eibicos de un salido rectan-
4gular cuyas dimensiones son x yardas, 1.4 pies, y

z pies.., ,*
Si tin muchaciio tiene 25,0 yardas de alambce de cerca
Vara tin corral dd porlos, 1,cugn largo- y cutin ancho
podx:la hacer un corral, si quisiera que gste tuviera.
25 yardas Tags de largo que.de anchp?
En tin huerto que cOntiene 2800 alboles, el ntimero
de grboles en cada'fila es 10 metiOs que dos veces

el ndmero de filas. iCuAn as fiias hay?

13,9



120

al

ve

Aro

. Pablo tiene d monedas de diez centavos y tres

veces mAs monedas de veinticinco'centavos que de

las primeras. Eqcribe una frase abierta para el

ndmero de centavos que tiene Pablo.

5. Si h es el tercero de cinco ndmeros cardinides

consecut vos, entonces

el quinto ndmero es

el segundo Admero es ,

la4ma del primero y ei quinto ndmero es

6. Jiarge es,3 anos mayor que Ana, y la suma de sus

edades es menor.de 27 atos. 1,Qu4 edad tiene Ana?

Hay-cinco paquetes grandes y tres pequefts.

Cada paquete grande pesa 4 veces mgs que cada

paliuete pequeAo; y los ocho, atados juntos, pesan

34 libras 8 onzas. ICugl 'es el peso de cada

, paqupte?

8. Jaime tiene cuatro veces mg; dinero q e Carlos.

.Si le da 39 centavos a 4ste, 16sdo ehdrgn

entonces cantidades igUales. LCu4nto tipene Carlos

ahora?

9. Un padre gana por hora'el doble de lo que gana su

hijo. Si el padre trabaja 8 horas y el hijo 5,

ganan menos de $30.00.. 1,CuAnto gana el hijo por
s.

hora?

.10. Separa438,.00 en dos partes de talmanera que.una
aa*

pArte sea $19.00 mgs que la otra. %

,

Una canasta llena de melocotones cuesta $2.10. Los
, 1

melocdtones cuelien dos_ddlares mAs que la canasta.

LCuAnto cuesta la canasta?

a

14 t.

a

a



12. El espesor de un cierto ndmero de páginas de un

.libro, si cada página tiene un espesor de de
400
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pulgada,

13. El producto de un ndmero cardinal y su sucesor es

342 . opill es el *ndmero?

14. El pesor.de Guillermo, 193 libras es por lo menos

10 libras mAs que el.de David. zcugnto pesa

David?

15. Un vendedor insiste en que debe.tener pbr io menos

$12.00 al die en stf cuenta de gastos, y su jefe

iniste.en que se le debe dar menos dé $30.00 al dla.

.

Expresa esto como un enunciado abi to.
. a

16% Complete el siguiente problema de 1ianera que

corresponda,e1 enunciado abierto dado.

yroblema: Juan,encontr6 una caja que contenta $2.4

Enunciado abierto: 5(x + 44+ 10(4x) + 25x 240

17. En'cada uno de los casos'sigaientes, traduce a una

frase abta o a un enunCiado que contenga una sole

It
variab

(a) $3 s que el sueldo semanal de Tangs;

(b) El sueldo semanal de'Tomas 'es másde $30.

(c) El sueldo semanal de Tomlis es $30 mAs que el'de

Jaime. Juntos ganan $140 por semana.

(d) El sueldo semanal de TomAs es $30 más que-el de

Jaime. Juntos ganan más de $1140 por semana.
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(e) El sueldo semanal de Tomgs es.$30.mgs que el

de Jaime. La sums. de sus sueldos semanales esti

18. Escribe cada una de las frases abierxas que resulta

de seguir las siguientes instrucciones:

(a) Escoge un ndmero y aAgdele 4 pars obtener un

segundo ndmero.

(b) Resta 3 del segundo ndmero para obtener un

t@rcer ndmero.

(c) Halla la media aritmgtica de los ndmeros segundo

y tercero.

L

3
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Capitulo 5

.

LOS NaKEROS REALM-

571. La recta de los ndmeros reales

En los Eapitulos del 1 al 4, el els xldiante ha estadkici

descubriendo y aplicando propiedades e

conjunto,de ndmeros que-llamamos los ndm
4

Este conjunto consiste en el 0 'y'en los
4gon puntos situadoS kvaa derechi del 0

opetaciones en,un
JP

eros,ge laaristinética.
ndmeros asociados

en la-recta numérica.

Su'trabajo con ndmeros familiares le'dio segurtdad en tales

concePtos como las propfedades asociativa, contutativa y

distributiva (ACD), enuaiados abiertos, conjuntos de

validez, etc,

Con esta preparación', estA ahora listo pars dar nombres

4a los.ndmeros que asignaremos a puntos situados a la

izquierda del Q. 'El conjunto total de los ndmeros correspon-
t

*dientes a' todos los puntos de la 'recta, esto es, el conjunto

de los ndmeros re les; es ahora sucampo de actfvidad.

Conviene mencionarSe que'en este cUrsO hqmos preferido

enfocar los ndmeros negativos'de una manera.diferente a la

de algunos autores. En vez de presentar un conjunt6 nuevo de

ndmeros (los ndmeroa reales) 'y entonces identificar un

subconjunt6 particular de éstos (los ridmeros.no negativos)

con el conjunto original (lbs ndmeros de la aritmetica)c.

hemos preferido el punto de'vlsta siguiente: -.Extendemos los

ndmeps de la aritmAtica al conjunto de4los ndmeros reales, .

afiadiendo los ndmeros neA4tivos a los ndmeros familiares de

la aritmAtica. Esto tiene varias ventajas: Primero, rib

necesitamos distinguir entre ndmeros "con signo" y ndmeros"sin

signo"; para nopotros los ndmeros reales no negativos jam los

ndmeros de la aritmAtica. Segundo, no es necesario dpmostrac

que las propiedades familiares son vAlidas pars los ndmeros*
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no negativos, pues es-eas propiedades se conservan intactas

al extender los ndmeros de la aritmética. De esta manera,

evitamos la confusión de establecer un "isomorfismo" entre

.nameros positivos y ''ndmerosAtin signo". Obsérvese que no'

tenemos necesidad alguna de usar'la palabra ambigua "signo".

En general, hemos tornado el punto de vEsta de que un

estudiante de noveno grado realmente tiene alguna experiencia

con ndmeros negativos. Está en condiciones de marcar los

puntos a la izquierda del 0, y al hacer 6sto, efectuar la

extensi6n a que nos referimos.

Unasreferpncia general para el maestro en relacit5n con

este capitulo_es Haag, Studies *in Mathematics, Volume III,

Structure of Elementary Algebra, CapItulo 3 '134g. 3.16,
4

pAginapr 3.23-3.26.

En este cagtulo, iamiiiarizamos al estudiante con el

conjunto total de los ndmeros reales. .Incluimos la ordenación

.y la comparacift desndmeros reales, y la operaci6n.de

determinar el opuesto de un ndmero ieal. Otra secci6n 'se

dedica a una definici6n y al-estudio del Valor absoluto

cle un ndmero real. Aquf,debe seftal'arse que se arrlica la

t6cnica espiral. Esta introducción del.concepta'del valvr

absoluto va seg4ca--eilLcada uno de-los capftulos que sigten

por usos y grados de abstracci6n, cadavez,mayores, del

eoncepto de valor absoluto. El maestro no necesita aerarr,

todolo que,se presenta aquf sobre valor absoluto, porque

el tema reaparece i.egularmente.

MAs adelante, en los Capftulos 6-y 7, de*niremos.la sum

y la m4ltiplicaci6n de ndmeros reales, teniendo cuidado de

escoger nuestras definiciones para que las propiedades
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familiares ACD de las operaciones seen válidas para todos

los nAmeros reales. En lo restaRte del-curso, las opera-

clones Conndmeros reales nos conducirán a',muchos temas

considerad9s habitualmente en los cursos Ze algebra elemental.

ngina 97. lntroducimos los ntimeros negativos de manera

parecida a la'que empleamos para identilicar los puntos del

lado'dere,ho de la recta numérica correspondientes a los

ndmeros.de la aritmética. Nuestra notacift para el cuatro

negativo, por ejemplo, y definitivamente queremos

que la raya "-"-se escriba en la_parte superior izquierda.
0

En este etapa no deseamos que el'estudiante iense que algo

se ha hecho al pdmero 4 para obtener el ndmero -4,#sino que

en verdad -4 es un nombre del ndmero asignado al punto

situado cu tro unidades a la izquierda del 0 en-l&recta'-

numérica. Con otras palabras, la raya superi,or no-es el a
4

slmbolo de una operación, sino solamente u114 marca de

identificaci6n para ndmeros a la izquierda del 0.

En la sección 5-3, el estudiante estat.4 preph;Ado pare

copsiderar a -4 como el ndmero obtenido del 4 mediante una

.operación llamada "tomar el opuesto". El opuesto de 4 que
_

alai se introduce ser4 representado pcir el simbólo 4.

Ahora la raya se ecribe un*poco ma's abajo que en el caso de

los ndmeros a la iz4uierda del 0, y-4 resultará ser un

.nombre mas conveniente para

Cada' ndmero de la aiitmética tiene muchos nombres y

asi sucede con cada ndmero negativo. .Por ejemplo, el ndmero

-7 tiene los nombres

s

.

4. 2
x etc pl
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construir gráficas de ndmeros reales, el estudiante

deberfsaber que la recta numdrica que dibuja es solamente
e

una aproximación a la verdadera situación dela recta

numerica, Consecuentemente, cualquier informacift que

dedujese de eita representacift de la recta numdrica es sólo

tan exacta coko su

Mina 98. Una vez que se han introducido los ndmeros nega-

tivos, tenemos los objetos con los cuales el esrudiante.

'estari principalmente ocupado Aurante,los pr6ximos .C.uatro

afios de sV educaci6n matematica.- Es muy inconyeniente ,tener

que referirse a "los ndmeros gue corresponaen a todos los

puntoi" en la recta numdiica" o a "los ndmeros,de l.a aritmé-

-tica_ylus-tlegativos",,y asf solemos user el nombre los

ndmeros reales. No qe debe permitir que los estudiantes den,

Importancia a la significacion de la palabra "real". Es

simplemente el nombre de este conjunto de ndmeros1.

No es conyeniente. ahora estudiar detalladamentelos (

ndmeros irracionales. La demostración de que.4/ no es

racional se dard en el Capftulo ii Mientras tanto,

simplemente deseamos que el estudiante yea un ejemplo de un

ndmero irracional tal como 4i 6 y que se le informe que

hay muchos mats.

ylgina 98-

Enteros

Enteros ' Enteros
Negativos 2 Positiyos

Ndmeros Reeles

Ndmeros Racionales Wimeros Irracionaleis

Ndmeros Racionales--r--AO atm Enteros
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f

Una equivocacii5n corrier4e es creer que talgunos ndmeros '

en la recta son reales y.otros son irracionales. Debe

estimularse al estudiante a decir, por lo menos por ahorf,,

que"-2 es un ndmero real el cual es.un ndmero racional y
3un entero negatiyo; es un ndmero.real y también un ndmero

racional; es.un ndmiro real y también, un ndmero negativo

irracional". Lo importante es que cada entero es también un

ndmero racional y un ndmero real;'cada ndmero racional es un

ndmero real;,y cada ndmero irracional es un ndmero real..

yagina 99. El m4todo de situar 472 en la recta numerica

depende de 1.94.comprensidn por.el estudiante del teorema de

PitAgoras. De nuevo, inOstimos en que no se permita

distraer la atencion de las ideas principales de la secci6n.

Si esto puede convertirse en una lección completa acerca del

teorema de PitAgoras, serla mejor amitir la construcción.

Para el eitudiante mis. capacitado, el diagrama dado en

el texO para.hacer la grAfica .1,ry puede ampliarse fAcil-

mente para obtener un método de determinar sucesivamente

4W5,476, .-44c. (El maestro'no esté obligado a seguii

esta pger6ncia.):Dado el segment° unidad, de OA 1 en la

recta numérica, sea 1 una recta pariaela a dicha recta

numérica y distante una unidad de 11 misma. Supongae.que

x .es ut namero mayor que o igual.a 1, para el cual hemos

podido 16calizar.,/ii en la recta num4rica. La perpendicular a

la re.c,ta numérica en gx corta a A en un punto B, y el cfrculo

0 47&711.
con centro en 0 y radio OB corta entonces a ia recta de los'
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ndmeros 11 la aritmética en 4;7471. Aplicando la misma

técnica a .,/x +:1, podemos localizar %ix + 2. Este proceso

se'puede continuer indefinpamente. En iarticular,,si x .., 1,

podemo4 determinar sucesiva Nr2",./-3,,,T1,475, etc.

De igual manera, el ciiculo con centro en 0 y radio

corta a./ en un. punto A, y.entonces la perpendicular a / 'en

A corta a la recta numérica aritmdtica en 4-x -,i. Si

x,k 2,"el proceso se Wede repetir pare obtener y

"

asi4sucesivamente

Comp-un elAmplo, supcingase que x 16. Puesto que

podemos situar fácilmente N13"1 =.4 en la recta'numdrica,

esquema anterior nos permite situar 475 y 477.

el mêtodo .a cada uno de 6stos, podemoq localizar

y asf sucesivamente.

el

Aplicand6

.J14 y

Página 19. El estudiante puede haber crefdo en algdn momento

que Nri es un ndmero racional, y esperamos borrar-esta idea

haciendo que calcule los cuadrados de varios' ndmeros racio-
.

nales que haya llegado a asociar c9n at. Esperamos que se

dé cuenta de que. ,,F1 es un ndmero entre.1 y 2, entre.1.4 y

y asf sucesiva-1.5, entre 1.41 y 1.42,.entre 1.414 y 1.415,

mente. En el dapItulo 111, demostraremos que

ndmero racional.

Mina 100

el caso de

sigue: Si

1
zEs lEr2 un n4mero racional?

1
ayddesele al eptudiante A razonar como

2 '

no es un

zY 3 + 42-? En

1.2,4 2 fuera Un ndmero racional, entiances.

12 x 4r2 serfa un ndmero racional;con otras palabras
2

serfa un hdmero racionaI. Pero 41:no es un ndmero racional.

1 _

Por 1C) tanto -242 no Puede ser un ndmero rational. De
. .

igual manera, debe confirmar que 3 no es un ndmero

1
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racional, puesto que si lo fuera, entonces 4-2 (3 4-.5) - 3

seria un ndmero racional. No se debe insistir en este punto,

pero aqui introducimos por primera vez la idea de demostra-
.

crdn in,4irecta (o demostraci6n por contradicci6n). . En la
secci6n 7-8, se darg un anglisis mis detallado.

Deseamos.que 'el estudiante yea que, hay muchos puntos en-

la recite 'numerica sin coordenadas racionales. Aprenderg

10011
eventualmente lalmanera de nombrar algunos'de dstos, pero no

debe preocuparse de esto por el momento. Para un anglisis de

la representación de los ndmeros racionales e irracionales

mediante expresiones decimales, consdltese Haag, Studies in

Mathematics., Vol. III, SMSG, Capftulo 4 y Apdridice A.

Respuestas Conjunto.de problemas 5-1; pgginas 100-101:

1. ( ) (o, 8, -5, -4))

(b) (-(4), -())

-5 -4 -2
I

-1
9
0

;-3 -2 -1 I

. I
1 2 3

t2 t 3

.Disde luegoolos-puntos localizados sergn salo

aproximaciones. Sin embargo, los estudiantes deben

habituarse a la idea de que hay,puntcis en la recta

correspondientes a los ndMerOi utilizados en los

ejerciciosoy que las representaciones que dibujan

en la rectal numdrica son aproximaciones razonables

'de las grgficas de los ndmeros.,

(c) (-4),

(a) .-{-(24),

(e) 1 ,r2- , , 3, '.3).

(f) 1-1, -(1 ( i))

-I -#15 -"!'s-444 -144 1 '2 3 t

10
I I

0 7 1 A 2 3^1t

4 II e

-2 -V7 0 1 12

I so
-04/1-2 0 1 (11)

(g) [-(i), (142 -44, (3 - 3))'

4- ;
2 3

I

2

-21fp ty, i 2
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;4.

2. .(a), (b), (d), (h) y (j) se deducen del .hedho

que cada ndmero positivo esti a la deredha del 0 y,

. cada.ndmero negativo-esr4 a la izquierda del 0 en la recta
/

de los ndmeros reales.

(a) '3 esti,a la derecha*de -4;
(b) 5 está a la derecha de -4.
(c) `.2 .eit.4 a la'*derecha di -4.
(d) 1 está a la derecha de
(e) est/Vela derecha di 1)

4(f) y -(19) son nombres pata el mismo ndmero y,
2 4 .

representan el mismQ punto en la recta numirica.

(g) 3 esti a la derechi del 0.

(h)

(i)

3' '12' " 3 4' `121

estil a la derecha de
)

Por la Manera de'construir los ndmeros n tivok

la recta num4rica,.el ndmero negativo (T7-2-
6 ), corres-

pondiente. al mertor.de los dos hilmerdos de 1# aritmd-
,

tical estg a la derecha de

Nrf estiAa-la derecha-de -4.

esei.a,la derecha de

(

at.

05 est4 a la derscha de
2 2

Il
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4204. ,

Puesiô que.al'"rodar el cfrcule se imarCa en la'recte,.

'nume.rica'una.longitud igual a laseircunferencia.del''

-cfrculo,Iste viene,a.deteneise en un pUntO'de, la'. .

. ..- ,
.. ,- ... .

.

'.. rect.se v. .unidadesa.la derecha del 6. 'Si el,cfrCulo se-
, ,

rueda hacia la iihuierda.una revolucidn,.440:11,
. . .

detenerse en'un punto de la r0cta numélIci cuya coorde-

.

. .

J

nada es -T.

2 es un entero un ndmero racinal, Un nilinero real.

5

(b) '(4..) es un ndmeroraCional,y.un ndmeto real.
, 1' . . .

. (c)*,-4-2 es n ndmero real,
.

A 1, 2, 3,

B (1#

C = tO, .1 2

I = [ .

N = (I :2 5)
!..

0; 1, 2 3 S.

le

A, el conjunto de los ndmeros carjeinaIes, y C, el con-
.

t
junto de los enteros no negativos, son lo mismo, puesto

'que ambos consisten en los enteros positVos y'el O.

B, el conjunto de lA entetos Iositivos, y N, el conjunto

sde los ndmeros naturales, son lo misLo,. puesto que ambos

donsisten en los ndmeros naturales 1,-,2 3,

5-2. 'Orden' en la reca de los,ndmvros, reafes

.Suponemos quil el estudiante 4sperar4 :que la relaci6n

nes menor hue" para,los ndmeros.reales tenga el Mismo.signi-
,

ficado que tuvo para lo que ahà9 llamamos los ndmeros reales

Irgativos.

.Es posible que algunos estudiaAtes se pregUnten si hay

'aiguna otra
#
definición pare hes menor que" que pudiera

#
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haberse escogido. 'Si planteen la cuesticTni el:siguientel'.

anglisis de Ana interpretación, razonatle a.p4mera vista,

puede ser dtil. 'AunqUe "es menor que" se defini0 pare los

miperos de .1a aritmética,4aomo "estg a la izquierda de". en la

,rectalnumgr<a, también podrfa clatamente-interpretarse

=MD "estg rugs ceroe del 0 que".' is entonces'plausible que

" <" para41os ndmerOs reales bien pudiera tener este dliimo
v,significadi. Por ota parte, el ejemplo del termometro no

concuerda con,esta interpretaci6n; ni.concorderfan otras

copap'fami1iares,4como la variaci6n en 41tura de las mareas

o las elevacneS.sobre y bajo el nivel del'mar.

'Hay tambign una buena razor' Matemética para reohazar esta

interpreaci6n. El matemgtico,nunca esti realmente intere7

sado en 141a, rlaci6h comp tal, Sino s bien,en las profile.

dades que tiene.. No .importa el signifiCado que se dé.a
c.

:"es menor que", s616 deseamos poder,decir, por ejemplo,'que

exactamente uho sle los enunciados "3 < -3" y "-3 < 3" es

bierto teliterpretaci6n plauSible no permite esta

comparaci6n, puesto que ningurib:de los ndmeroa -3 y 3 esté

más cerca del ti que el.otro.

Piina 102. Esperamos que el estudiante.diga que:

< significa'flesté a la izquierda de",

.gnifica "esté a la izqtiierda de o es el,mismo -ndmero

que",
II .*

signifida "esti a la lierecha de o es el mismo ndmero

que",

4,significa Mno esti a ia izquieraa

significa "no estg a la derecha de",

en la recta de los ndmeros reales. Debe tener definitive-

Rente una noci6n del significado de "<", puesto que gran'

parte del anglisis posterior del concepto de la ordenacitin
-

esti basada en "es meAbi que".
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Al.comparer ndmeros resiona1es4aegativosi los estudiantes

deben,dirse cuenta,de-que la propiedadpultiplicativadel 1

puede apiicarse a,conirertirloren ndmeros racioklales rePre-
,,-

sentados por fracciOnes con el mismo denbanado
,

comparar tenemos

).<

Puesto que 13 x 17 = 1/ x 13, por la propiedad commutative.
# 1

de-la multiplicácidn, es f4Fi1 comparar los ndmeros

.rm-Fr 7 x

Respuestas al Conjunto de problemas 5-2a; pgginas,102-104:
s

1._ (a) 3.1,es falso, puesto .que 3 está a le derecha de -1
,

en la recta numgrica,.y es, por tanto, mayor que -1.

Obsérvese una vez mgs la comparaci6n fgcil d' un

ndmero po.kitivg y un ndmero negativo.,

2-4-2 (-) es falsb,- puesto que 2 estg a la derecha de

y es, por tanto, mayor'que

(c) -4 4 3.5 es falso.,

(d) 0N ,1 -2.2 es cierto. Transformando la fraccift5'
. decimal en una fracción ordinaria, el enunciado

-Laa)puede escribirse en la form (y)a Ahora,
'10

-(24.
(t-)=

* 10
y asf-, estg a la izquierda de

12en la recta numgrica. Pot 3tanto ,
está a la5

izquierda-de -2:2.



-(2.4-(4 es 4erto, 5tuesto- que
5 5 5

son' nombres pare _el mismo ntimero, y corresponden

r-
al mismo punto en la recta numérica ero cual9uier

ndmerd real es mayor que o igual a si

La veracidad de los'enunciados (f) (j ) puede determi-,
narse del mismo modo que,(a) y (b) a eriores; en.conse-

Ifuencia, simplemente escribimos'los resultados.

(f) -4 3.5 efcierto.
\11

(g) -6 >-3 es falso.

(h) 3.5 <-4 es falso.

(i) -4 -2.8 es-cierto.

'(j), -412-2.8 es falso.

El objetivo de'este ejercicioss dirigir al estudiante

a Comparar dos,ndmeros. Cuando el estudiante complete .

el ejercicio, veri que hay solamente un,enunciado crerto

en cada uno de los grupos de tres enunciados..

(a) -3.14-4-3 es cierto.

-3.14 = -3 es falio.

-3.14 > -3 es falso.

-3114 esta a la izqtterda de 3en la recta numgrica,

y es, por lo tanto, enor que -3.

(b) 2 < -2 esqiolso.,

2 = 72 es falso.

2 > -2 es cierto.

(c) Simplificando los nombres de 1cks..60dmeros
2

y 2-x 2, tenemos el par 4 y 4.
,

S.

A
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4.,es falso, 6 5 *-±-2 -c 2 x 2 es falsol
2

-1-t- 3
gm 4-

4 es. falso, 6 1±:2 . 2 x 2 'es falso.
2

(d) Si escribimos -0.001 como fracciones ordi-

narias, tenemos el mismo ndmero dos veces eneel

par, en vez de dos ndmeros distintos. De este

modO,

7(40:< (10110) es falso,

-(10W -(iAUY es clerto.'

' 1
(1000): es falso.

(i.) y<2

(b) u 3

(c) v (r) I

(d) r -2 41 I

0

(e) x . 3 6 x < -1

(f) c<2Y c > -2

(g) a g. -3 y a -3

(h)d1 d > 2

(i) a 6' y a < -2

3

I ,!

3

5 f;
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-3: El conjunto, de' validez. en este

to vacio, 0, y, por lo tanto, nb

estudiante de4erd observer que,

guno menor que y mayor que 2.

ede servfr pare'recordarle quedeb

dadosamente si la conjunci6n,en el

enunciado es "y" u "o" e interpreter el enuriciado

de ailuerdo con %sic).

Un enuncied9 cuyo conjunto de validez es el conjunto

de todos los ndmeros reales que ao son iguales a

3 es: y(0 3. Otro ei: y .3 6. y-c 3. obsdrvese

que aungue los enunciedos anteriores son equiva-
.

..ceso es el,co

*. tieni.grAfica,

no hay ndmero a

S1 ejercicio p

4

.

lent4s metemAticemente,sus-traducciones lingiliticas
.

difieren, yes el enunciado anterior el que
, . ,

.

describe diredtemenre el conjuntorequeridos.
,

,(b) Un enuncie'do;cuyo conjunto,de validez es el

conjunto de tilidbs'los ndmeros'reales menores que o

igUales a -2 es v2 Otro es: v*-2.

(c)' Un enunaado cuyo conjunto de validez es el conr

junto de todos los ndmeros reales no menoresVae

-(4) es .-x-#-(J) Otro es: .x>.-(1). Obsdrvese
2

aqui que la forma alternative es mAs fAcil de

entender. Esto'puede sugerir al estudiante una

descripciee lingurstica mAs clare pare el conjunto

requerido.

Si p es un ndmero real positivo cualguiera, y n es tin

hdmero real negatiyo cualqulerp, entonces n estA a la

izOierda del 0, y, p estS a la derecha del 0;'asi, n

estA a la.izquierda de p. (Recudrdese que esteprincipio

se us6 pare facilitar la comparacidn de ndmeros en muchos

1
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137. .
de lop elercicioe antellores.) Se deduce-que tin< p"

y "n 4'ia son enunciados ciertos, y'que "p -qn" es falso.

El enunciado "n<p". es cierto, pu sto que significe

n<p o n p, y, aunque el segundt enunciado es falso,.*

,*

el primero es 'cierto.

6. Si p es un ndmero cualquiera del conjunto de los.

enteros; el coniunto 'de validez de

(a) -2< p p< 3 es 0, 1; 2). Expresado con

palabras, tste es el- conjunto de- todos los enteros
,

mayores que -2 y.tambidn menores que'3. En la .

recta numerica, el conjtinto se representaria-mediante

la siguiente gráfica:

-(b) pf2y -4< p -3). 'Este es el conjUnto
de todos los enteros*menores.que 4y mayores que o

iguales a -2. Su grAfica .es:

.

(c) p = 2 6 p = -5 es [-5, 2). Expregado con palabras,.

ten:mos la siguiente descripci6n directa deete
conjunto: el conjunto de los enteros iguales a
2 6 a -5. Su grAfica es:

tk
0 2

74 (a) Una e evaci6n de temperature de diez gredos a partir

de -5 significa que Ila temperature ha subido de

-5 a' 9, un aumento de cincp grados, y entontes ha

subido- cinco grados rags, haaendo.que la lecture.

final de la temperature eea 5 grados sobre--0.

Zt
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(b) 'Al Naber un 4umento en temperature.de cinco grados
,

desde la lecture inicial de:-10 gtados, el marcador

se mUeVe cinco grados.hacia'el çero, haciendo la

lecture final 5 gradoi.

(c) lin:aumento en temperature de. 15° e 35' sobie cero'

ileva consigo Uri cambio de -15 a:0,, esta es, un

aumento de quince grados, y luego otro,cambio di-
,

0 a 35 sbbre cero, un.aumento de treinta y cinco

grados. El aumento total es, entondes de-cincuenta

.grados..- .

Usese o para relacionr cada uno de los pares,

de tOnere que resulte Un enunciado cierto.

(0.
/ 5 V!-0.;

(b)

,40bsdrvese que en éste y en la mayorfa-de los

siguientes ejercicios, la propiedad multiplicative

cbll-puede emplearse pare facilitar la comparecidn.
.3 , 3

8
> (a) (t)

0.44) -(2.14
(f) -(;) <

111gini 105: Al enunciar la propiedad de comparacidn, y uiás

adelante la propiedad transitive, seguimos el convenio este-

blecido 'en el Capftulo 2 4e que cuando escribimos on dnunciado

ac ca de'ndmeros, afirmamos tAcitamente la Validez de aquel

tinunciado.

.La proptedad de compareci6n dada .aqul'Ic llama también

la propiedad de tricotomfa de la ordenac16n. Obsérvese que

4sta es una propiedad de 2-4; esto es, dados dos. ndmeros

diferentesicualesquiera, se pueden ordenar de manera.que uno

sea menor que el otro. Cuando la propiedad,es enunciada
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debemos incluir la teroera ,posibilidad de que los numerales

seen nombres de1 miro ndmero. De aqui el origen del tdrmino

"tripotomia".

Aunque "av< b" y "b> a" comprenden ordenaciones diferentes-,

esi-61-enunaidos dicen-exectakente a mismcose acerce scle los'

n eros a .x b. De este modo, podemos enunciar una propiedad

de tricotomia de, la drdenacidn que contiene a H> est:

Para un ndmero cualquierg a, y un ndmero

.cualquiera b sotemente uno de 14S

siguientes ea cierto:

a > b, a b, b >a.
4

Si, en vez de -concentrar en la relacOn de ordenaci6nt

lo hacemos en los dos ridMeros, entonces "a- b" o "a> b" es

cierto, pero 'no ambos son ciertos. Aqui fijamos Isos ndmeros

a ib, y luego decidimos sobre la relación de ordenaci6n

aplicable. Se trate de*-deidir en qu4 estam'oe interesedos:

los ndmeros o la ordenaci6n1 La propiedad de comparación

ccncierne a una ordenación.

Respuestas al Conjunto de16roblemas 5.,21); páginas 105-106:

/

1. (a) -2 <-1.6 ,

(b) 2< 0 /
Aqui los estudiantes deberAn recorder que si un

ndmero es ygativo,ser4 bituado a la izquierda del

0 en la retta-numfrica real;,s1 es positivo, a la

derecha del 0. En consecuencia, un ndmero negativo

es'siempre menor .que un ndmero positiVo 0 cero.

Utilizandp.esto resulta m4s fAcil resolver el

problema 1(c) y otros de este 4smo conjunto de

prOblemas.

I.

40.

159
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c)

(4)
(el k'12 = (5 +,.2)4X-4)

Observese el 'tso de la propiedad asociapiva al
simpli.ficar el segundb ndirvero-:

Y)
.7(.3r x 12)

7(0(12)
12

(f) -2 < 2
2. Utilfeese solamepte

(a) -3 < 2.
(b)

para hacer enunciadiSs cierbbs.

(f) PO 103 Noitece, 103 206

(5) 13 2 10 10 13
7.5* 15 15 13-

(h) -(4)
(1) 1.5 < Rnnticrdesc, gat 1. 41 <fl < 1.42.

*(i) 1.5 -12 3 <46 + 7r.
Aqur el estudiante puede escribir 1.5 + 3 1.4 +

y emplear las desiguSldades I.4<Nr2 y 3.1<

para demostrar que 1.4 + 3.1< +.T1- . Finalmente,

por Ia propiedad transitiva, 1.5 + 3 J2 + n .

\AquI se ha anticipado la propiedad Hsi a, b, c y d
son ntimeros reales pars los cuales a

t*entonces a + c <13 + d" que se estudia en el
Capftulo 8.

a

4

161)
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pi a es no ndmeio real y b es. un .inimer4C real,

entonces exaCtamente.uno de los siguientes es cierto:

a >b; b>a.

Atddactando de otro modo el ejet'cicio 1 y uti i2ando.los

pares de_ndmeros dados:

(a) En 160 o bien -2 >-1.6 6 -1.6> -2'. Puesto que

-1.6 estel a* la derecha de '2 -1.6 >-2 es el enun-

ciado cierto.

(b) 0 >,-2

- 2'x 3 x 41
5

(d) 4-16 = -(2.14

(e) 12 = (5 2)(1: x 2;)

(r) 2 > -2

14

La major enunciaci6n serfa: "Si a es tun ndmero real

y b es un ndmero real,, entopces exactamente Uno de

los siguientes es cierto : a b o a < b..

Algunos ptieden decir:"Para dos ndmeros teales cuales-

quiera a .2: b, a> b. o ab . Si a < b

entonces a =, b". El dltimo enunciado es razonfle4y

pueril en apariencia. Sorprendentfexnente reSulta ser

uno de los. criterios mAs dtiles para determinar si dos

variables tienen el mismo valor! En inuchae ocasiones en

el anAlisis matemAtico, por ejemplo, sp puede demostrar

con un argumento que ab y con .otro que ba. Asi

se puede deducir entonces que a b. Dados dos nume-

rales, es cosa trivial verificar .si reprbsentan o no el

mismo ndmero. En el' caso de dos ndmeros, desde luego,

tenemos la informaci6n completa. Es solamente cuando

nuestra informacion acerca de dos "numeiales" es

incomplete que un enunciado como, "Si b b< a

entonces a - b", puede posiblemente ser de utilidad como

un instiumento.

'1- 'IS

1 Si
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PAgina:106., Cualquier intento para dar ejemplosde la apnea-
,.

didn de 14 propiedad vtransitiva de < con ternastde-enteros,

pUede ser recibido con un "iTqud!" por parte de los estu-

diantes. Por otra parte, no sdlo'se pued dar ejemplos de

esta propiedad utiliziando fracciones, com en el texto, sino'

que el estudiante puede tambi4h apreciar su utilidad y quizas
.

se incline a decir "iY qug!" .en una voz alas imperceptible.

El'estudiante'verA en'ercurso decsu entrenamiento

matemático muchas.otras relaciones que tienen la prople'dad

transitive: "es.igual a" pare ndmeros, "es un factor.de"
4.

para enterós positivos,es congruente para varias figuras
V,

geomftricas,.etc.

/Cual es una manera hicil de decir - 3? Por la
113

propiedad multiplicativA-del 1, 3 3 x 113,. 339in Tr3 asi que

112'43. .De igual manera, 3 . 3,x .2.1 . 165, asl.que
113 agg 55 55

3 167

Respuestaa al Conjunto de problemas 5-2c, páginas 106-107:

1. (a) < <a2, r< 12

(b) r < < T, <

(b)' -1.7 < 0, 0 < 1.7, -1.7 < 1.7

(d) -(g). r(A), -(4) -(1-0, -(1 ) <

(e)
12( + 4) 124 + 124

3 3

6 + 4

10.
Entonces la ordenaci6h es

6 6 12(i. + 1)

-(3")
3

12(1 )
2 7-
3



(g)

(1)

x a)

2211 ,c; ,

+ (7 X 9) 6 + 63
b. '1"

23

(99 x 99 x (3 x 4.)
2

Puesto que 2. < .1.1 2 9 22 .( 9
g 2' 2

que

x 27 + 6 ( x 3) ---11)- _(7 x '9)
9

(2 x 3) + (7 9) x
6

2

x' (27 + ) (99
9 2

32 =k 9, 42
y (3 +, 4) 2 49, Por tantol

32 it2, 42 4)2 32 4)2

=

-(14) <

-(4)

-(-14) -(4)

< -(1") < -(i)<
1 3 61 + 7

+

(4)2

< < <

4411%2 11 + < 1 +

la

S 3

Asf

y

I.

1 2 < (1 + )2

II
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;De tres ndmeros reales a, b,..y c, it a> b

entonAs a)4c.

Ilustraciones del problems 1:

1(a) 14-, .37, 121 12 > i> 12 >

1 Ops) 32, 42, .(3 4)2: (3 4)2 > 42 42 >32,

4
Arturd'es-mils pesado-que Roberto.

*'4

Roberto es más pesado que Carlos.

Conclusidn: Arturo es más. pesado que Carlos. Sean a,

.b.y c los pesos de Arturo,,Robertd y Carlos, respectiva-

c,'

mente.'

Del primer enunciado, a>b.

Delsegundo*enunciallo, b c.

Dela propiedad-transiti,va, segdn estA expreSada en *el

problemg 2, a.>c,' esto es, Arturo es mAs pesado clue

Catlos.

,La propiedad transitive pars "=1,1 es: Para todo fos

ndmergs reales'a b c, si a = b = c, entonces

a r C.

a Arturo pesa lo mismo'que,Roberto y Roberto y Carlos

tieren el mismo peo, sabemos que Arturo y Carlos tienen

que p4sair lo mismo. $i 3 + 4 = 7 y 7 = 5 + 2,.entonpes

3 + 4 = 5 + 2.

La propiedad transitive pare > Aria: Partrtodoi los

ndmeros reales a,'bi c, si b z b> c, entonces a2:

Si It It 3.14 y 3.14 2, entonces r 2: 2,

: (a) Los ndmeros ieales no positivos.constituyen el
7

conjunt6 de ndmeros menores que o iguales a 0; con

otras palabras, el conjunto sonsistente en el 0 y

todos los ndmeros negativos.

I
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(b) Los ndmeros reales no negativos contituyen el

conjunto de ndmeros mayores que o iguales a 0;

. con otras palabras, el conjunto consistente en el

cero y todos 1ostnerpspoitivos.

7. (a) y Algunos'estUdiantes pueden observer
8 12

1
que 7(4) Y -4-52) -(2-3-1)*

Refilriéndose

a la recta niimérica, veran que
(TY) (7)

Algunos puederf razonar de la manera siguiente:
14\.1 -1.4215
) 81 \ 8.

-2 45 7(21.) >
12 12 .

4

y -2
25
12

entonces . (. 15
8

- 251
121*

(b) -(-1.70 ,,--(-173). .
,

Obs %erves que 4-) 6 -(47)' 4

( )

-(4.) 6 (-164)>-(17)

Si -.(g) y -(2) -(4) entonces

'*(145) Y
28 - 21 s*

lisando ntinceros mixtos,

7 771.1
si -(54) -5 5

45 104)entopces -(W< --(to& Y -*(-1g)

ilternatiVaratnte,

si 1::(118)

entonces
-(1/2$.t53)

a

105 - 104'-(-m): 6 5 <-

104
21

a



(d)
192\
461

14 .4 di 4

entonces -( 19'2
) (

173
)

44'

5-3. Opuestos

- 176' 6
44 (24-73)

'Los estpdiantes ban observado desdeluegoy,a, que con la

excepci6n del 0, los2ndmeros reales ocurren,en pares tales

que los.dos'ndmeros de cada par equidistan-del'0,en:la recta

numgri2ca real. Cadd ndmero de dicho par.se llama el fppuesto,
.

del otro. Para completaT el cuadro, 0 se deine.como el

opuesto de simismo. .

yggina 108, Al localizarvel opuesto de un ndmer,Q;4ado en ia
,

.recta numgrica, puede que se desee usar,un cdmpgsdwara.

destacar queel ndmero y su opuesto,equidistan del 0. ,

Pggina 109. )iablendo observado que cadA ndmero negativo.es

tambign eI opuesto de un ndmero positivo, es evidente que no

tenemos necesidad de dos simbolismcspara denotaelos ndmeros

negativds. 'Puesto que la raya escrita un p6co mgs-abajo

"-", esaplicable a tddos los numeraleSpara ndmeros.reiles,

mientras que la escrlta Altrriba s6lo tlene significado

cuando se aplica a numerales.para ndmeros pgrslcivos,-

ratenemos naturalmente la raya escrita rags obalo. 'Hay otras

razones ipenos importantes para desechar la raya escrita

arrlba en favoi'de la otra: mgs widado hay que tener al

denotar fracciones negativas con la raya escriti arriba que

con la escrita mis abajo; ademgs este dltima se usa univer-0
,

salmente, etc. De aqui en adelante,-entonces,
t

los ndmeros

Tiegativos como -5, ''(4) -4-2, y asi sucestvamente se
7

,escribiign -5,.-
'

t.4-2, etc. 'Asi, leemos "-5" como
. 7.

negativo 5" 6 el "opuesto de Obsirvese que notlene



,

t

,significad'4e4 Ri esigual al negatfvo denigativo-y

111. 1.
en.*lugar decimos -2, es igual al opuesto de negatilio

4,4
11 in

es IgUal al opuesto del opuesto de

estudiante ddbe aprender 0:deSignar el.cpuesto de un

ndmero especificado pormedio de la definici6n. No se debe

decir,ni permitir que el eftudiante diga: "Para hallar'el

.opuestp de un'ndmero, cambie su7signo". Esto es muy impreciso

(en.efecto, mince hemOs atadido un "sigrio" a los hdmeros

positivos), y conduee a un Algetkra puramente manipuladora

que-tleseamos evitar,a toda costa,
t

El opuesto-del opuesto del opuesto'de Un nimero es el

(Spuesto de eSe ndmero.- Cul es-el opuesto, del opuesto de

un numero negatfvo? .Elndmero mismo, pçr supuesto%

El'estddiante sabe bien que la'raya escrita un4poco

abajo "-" se lee'"menos" en el caso de la resta. PreferimoS

reseivar la palabra "menos" para la'opprzici6n de,resta y,no

usarla como una palabra-alternativa para'2'opudato' de"; Asf

al afiadir una raya a'una variable, tal como "-x", se leerg

"opuesto.der'. 20>

Si x es um ndmeto posittvo, entonces -x es un ndmero

negativo. El opuesto de cualquier ndmero negativo x es el

*ndmero positivo -x, y -0 0. sAsf, drestudianteqo debe

precipitarse.a la conelds16n de que cuando n es un ndmero

real, entonces -n es un ndmero.negativo; esto es cierto

solimente'cuando n' d's un hiimero positivo.
)

No nos agrada leer "-x" como "negativo x". Un ndmero

nigative We1 opuesto de i6lo un ndmero posrtivo. Leer

."-x" combAntittlivo x" implica que x es positivo,

,
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deseemos que los estudiantes consideren'a x como un ndmero

real cualquiera. -Algunos maestros leen "-x" como el nege-
,

tivo de k. En este sentido el'unegativo de x" es sindnimo

de "el opuesto de x". ftegerimos lodltimo.

aespdestas Corkitnto-rde prbblemas '5,3a; pigina 1.1.01k
,!!

4

1. (a) El opuesto *de 2.3 es -2.3.

(b) El Opilesto de -2.3 es 2'.3.

(c) 'El oPuesto de.-(2:3) es -2.3. Obsérvese aqui que,e1

'opuesto del 'opuesto de.un ndmeio es el ndmera mismo.

(d) El o4kesto de -(3:6 - 27,4) es 3.6 - 2.4, o más

sencillamente, 1.2.

(e) 'El opuesio de -(42 x 0) es (42 x

imente,O. a 4

(f) El opuesto de -(42 + 0) es (42 +0) 'o mels sencilla-
.

mente, 42.

Los ejercicios (e).y (f) ofrecen una oportunidad

pare ver si las propiedades editive.y multiplicative

del 0 estin bien afienzadas.en la mente delos

estudiantep.

2. (a) Si .x es positA.vo, entonces el opuesto de x es

neiativo.

(b) Si x es
t

negativo entonces el opuesto de x es

positivo.

(c) Si x es
i

cero, entonces el opuesto de x es cero.

(a) Si el.Opusto de x, es tin ndmero positivo' entonces

el ndmeto x es negativo.

(b) Si el opuesto de x es un ndmero negativo, entonces

el ndmero )c es positivo.

(C) Si el opuesto de x es 0, entonces el ndmero x es

.0, pues 0 es el opuesto de sf mismo.



.(a) Puesto que tOdo ndmero real tiene un opuestto, se

deduce que todb ndmero reales el opuesto de algdn

ndmero real.

(b) Sf. Véa'Se 4(a).

(a). Todo ndmero. negativo es el opuesto.de algdn ndmero'

real (posftivo); por lo tanto, erconjunto de los ,

ndmeros negatfvos es un subconjunto del conjunto

* de*.todos los opuestos.

-(d) Algunos opuestos, a saber, los opuestos de ndmeros

negatfvos, no son ndmeros negattvos. Por lo tanto,

el conjunto de los opuestips 'no es up subconjunto del

conjuntode loi ndmeros negativ6s.

( No.' Vdase 4(0).

PAgins 110. Para justfficar el estudio de propiedad de

los op:Aestos", seria conveniente cpnsiderar aqui varios oti"os

paes de atmeros; por ejemplo, un par de diferentes ndmeros

positivos, un par de dfferentes ndmeros negativos, 0 y un

ndmero positivo:, y 0 y un ndmero negattvo.

-

Respuestas al Conjunto de problemas 5-3b; pdginas-110-112:

1. Iticuérdese que un ndmero es menor qu* un segundo ndmero,

sf giti a la izquierda de dste en la recta numérica.

Además, un ndmero positivo es mayor que un ndmero nega-

tivo.

(a) 2.97 > -2.97

(b) 2 > -12

(c) -358 > -762

(0 1 > -1

(e) -121 > -370

--(r) 0-.24 > O.12.

.V

7-Th

\,
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0 -0. -0 es el opuesto dq 0 y ambos correspouden

al mismo punto en la recta numdrica.

(h) .-0.01 > -0.1.

(1) 0.1,0.o1' .

2- (a)
2 1

7 Y 17

(b) y < 7

(0) 7< Er7. < -1r

4 a

Tal vez sea necesario decir a los estudiantes que

3.1416 .con la aproximación de una diezmildsima
22

y povotra parte pueden determinar 7 ...3.1428 con

la apaoximaci6n de una diezmildsima.

(d ) 3(4 2) 3 x41.' + 3 x 2 por la prOpiedad diatribu-'
3 va .

4 + 6

10

-Z(20 + 8) ...
(IMO) + ( )8 poi la prbpiedad distri-

loutiva'

(e)

25 + 10

35'

Puesto que 10 < 35 °y

3(4 + 2): i(20 + 8) y

6) 14

-35
5(20
4

vol""\

-10,

+

7

tenemos que

< -3(4 +

Entonces, y. -2 son nombre's para'el mismo
S.

niimero 7

(f) )0= -0=,0; -(:(5+0))== -15. Puesto que -15<0,

el segundo de los dos nUmeros.dado es menor que el

priero, y por tanto, el 'opuesto del ,primero'es me-40

nor,que el opuesto del segundo.

> 3

(b) X > 73 71
1G.".11.11"..11111.4111°

-x > 3 411wilimmmimmimte-t---)----4---t'lt...3 0 .
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El estudtante puede uti.lizar un mdtodo sencillo de
m7

OP tanteo en el ejercicio anterior, o puede razonar

de un modo parecido al siguiente: El enunciado

ice "el opueto de x es mayor que 3" Por lo

tanto, "el opuesto de x" representarfa ndmeros como

-4, 6.7,110, 1000, eta. 'Si tales ndmeros son

opuestos de miembros del conjunto que buscamos,
13el conjitto en sf incluye

'

-4 -6.7, -10,
4

-1000, etc.

Serfs muy satisfactorio si los estudiAntes

observ.aran que los enunciados abiertos "-x > 3" y

"x <-3'1 4enen el mismo conjunto de validez antes

de construir las grAficas de dichos enunciados.

(d) -x > -3

4? (a) El enunciado es el siguiente: "t1 opuesto de x no

es igual a 3". Hay muchos ndmeros cuyos opuestos no

ton iguares a 3; de'hecho, solamente bay un ndmero

cuyo opuesto sf ss igual a 3, y 4ste eS, desde

luego, -3. Por,lO tanto, el conjunto requerido es

'el conjunto de todos los ndmeros rea1e0excepto -3.

(b) -x 14 3

Por el razonamiento de la parte (a), el conjunto

requerido iquf results ser el conjunto de todos los

ndmeros reales excepto 3.

(0 1. <

El conjunto de valftez pare este enunciado es el

conjmnto de todos los ndmeros reales menoresique 0,

3es decir, el conjunto de lps ndmeros negativOs.

(d)'1 -x <-0

Aqui' el conjunto requerido es el conjunto de todos

los ndmeros reales cuyos.opue4tos son menores que

.cero. Ahora, si los opuestos de todos los miembros

1 I 1
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de este conjunto son menores que cero, los miembros

del conjunto aeben sef mayores que cero; con otras

palabras, "-x< 0" .301x. 0" tienen el mismo conjUnto

de validez. Asf,el copjunto de validez. es el con-

junto de todos los ndmeros reales positivos.

(e) -x t 0

El enunciado.estipula que el opuesto d1. x es

mayor que 0 igual a cero, esto es, que el opuesto

de x debe ser o'perol'o'un ndmero positivo. Par'

lo tanto, x tiene.que ser cero o an ndmero riega-

tivo, y'el'conjunto de validez consitte en tales

,mienibros. Akecuérdese4ue una,descripcOn:abreviada',

de est conjunto ev'el'cOnjunto de los ndmeroS no.,

pos vos.

(f) 0

Aluf el razonmniento serfa paralelo al (c)anterior:

Cada miembro del conjunto de validez es cero o un

ndmero positivo. Una descripcidn abreviada de este

conjlito es el conjunto de los ndmeros no'negativos.

5. Aquies posible una vgi-iedad de respuestas.

(a) A es el conjunto de todos los ndmeros reales no

negativos.

x 0, -x< 0, x 4 0, x O.

(b) 13 es el conjuntode todos Ios ndmerOs reales que no

son iguales a -2.

Tambidn, x -2 6 x < -2.

(c) C es el conjunto de Stodos los ndmeros reales que

no son mayores que -3.

x -x 4 3.

Tambidn, x < -3 -x > 3.



-(d) 0

x 0 y xcO.
Tambie.n, -x 0, 0.

(e) E es el conjunto, de todos los ndmeros reales.
x t 0 6 x< 0.
Tambiii -x10 6 -x> O.

Hasta aqui el estudiante noha efectuado opetciones de
suma y multiplicaci6n con fos ndmeros reales, de modo que

estos enunciados no deben comprender talei operaciones;

0 por lo menos, deber4 advertitsele contra el peligro de

efectuar operaciones con las cuales no estA familiarizado.

6. (a) x< Is
(b) -2 < x y x.-.1 1.

Este enunciado abierto puede escribirse mucho mas
sugestivamente asi:

-2< x 1.

Leerfamos esto del modo siguiente: nx es mayor

que -2 menbr que o igual a 1". Esta terminologia

destaca la representación de la recta hum4rica y

sugiere enfiticamente"que x es 1 o est4 entre

-2* 1-
Nunca escribimoi, por ejemplo, "-2< x t 1" como

una forma abreviada de n-2 < x 6 x > 1". El estu-

diante se ye obligado a leer "-2,<X >1" como

x es mayor que -2 y maYor que o igual 0. 1"; icon

otras palabras, leerra "-2 x >1" could una conjun-

ci6n, cuando lo que se necesita es una disyunci6n.

(col x1-1 6 x..>.

(d) x 1.42 x < 2 6 nt brevemente, -2 < x < 2.

7. (a) 7.2 es el opueslo de -7.2. 'El mayor es-7.2.

(b) -3 es el opuestci de 3. El mayor es 3.

ANP



a

(c) -0 es el opuesto de 0. Ambos representan el mismo
4.

ndmero.

(a) es el oPyesto de 4 El mayor es Nri.

(e), -17 es el opuesto de 17. El mayor es.17.

(f) 0.01 es el opuesto de -(0.01) . El mayor es 0.01.

(g) -2 es el opuesto de -(-2). El mayor es -(-2).

/7 9 .

(h) -(1 -.14 )*" es el opuegto de (1 - 1)2. El mayor es
4

1 2
Ta)

. (1) (.- '(1) .es e ppuesto de

es (1 7 (14)

(j) - 1) es ei opuesto de -(1
2 3 2

2 3

Los opuestos de (a), (d), (f), (g) y (j) pueden darse:e9'

tArminos Ae los opuestos de los opuestos, ppr ejemplo,\

(a) El opuesto de -7.2 es -(-7.2)
/

.

.(d) El opuesto. de .,f1 es (- 4-2) , etc.

El mayor

El mayor es

*8. La relaci6n",' no tiene la propiedad de comperaci6n.

Por ejemplo, 2 y -2 son ndmeros reales diferentes, pero

ninguno estA mAs lejos del 0 que el otro; con otras

palabras, ninguno de los enunciadcls "-2 ... 2", "-2 - 2"

y."2 ?--2" es cierto.

La propiedad transitive pare ">-" dirla lo siguiente:

Si a, b, c son ndmeros reales, y si e)-b b)-c,
,entonces a >.c. Este es, en efecto, unienunciado cierto,

como se pueAe ver sustituyendO-1I'frase "estA mAs dis-

tante de 0 que" por el simbolo " >-" dondequiere que

ocurra.
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/-
Las relaclones 11.. y "7" tienen el mismo signi-

ficado para los ndmeros de la aritmgtica: "estg más

distante de 0 que" y "estg a la derecha de".significan lo

mismo en la recta numgrica aritmética.

(a) s >-10; $ es el ndmero que representa Sla

puntuaci6n de Juan.

( ) n10. n>-200;. n es el ndmero que representa

mi situacidn financiera en dólares.

(c). d - 10 >25; a es el ndmera de daares en la deuda

original de Pablo. (Algunos estudiantes pueden

observar que las variables s, n d estarlan

ordinariamente restringidas a'ser ndmeros rallionales

,representadoa por fracciones cuyos denominadores son

100.)

10. Siguiendo la sugerencia:

13 y han de ser comparados.

Propiedad multiplicative del 1

Asi, -1r-4 <

Para comparar dos ndmeroaracionales negativ s,

utilizamos la propiedad multiplicativa del 1 para

comparar sus opuestos y luego utilizamos la

propiedad de los .zpuestos: Para \ndmeros reales

a b, si a< b, entonces -b< -a. Podemos describir
-

esto brevementk.asr: Para comparar dos ridmeros

racionales negativos (o positivos), los represen-

tamos mediante fracciones que tengan un mismo

denominador y comparamos los ndmeros representados

por sus numeradores.

1 s'fr-a-to



5-4. Valor absoluto

. *El concepto del valor absoluto de un ndmero es una de les

ideas mAs dtiles en la matemAticas. .Encontraremos una

aplicaci6n inmeiliata del'valor absoluto cuando definamos la

sumaty multiplicacidn de ndmeros reales en los Capftulos

6 y 7. En el qApftulo 9 se utilize este.concepto pare

definir la distancia entre dos puntos; en el CapitUlo 11

def1nimos1R camo lx1; en el Capftulo 13 se presentarA un

buen ejemplo de una ecuación con soluciones extradas. En los

capftulos desde el lk al 16 consideraremos enuAiados abiertos

- con dos variables, que contienen valor absoluto, y en el

Capftulo 17 este concepto nos darA ejemplos interesantes de

funciones. En cursos mAs avanzados de matemAticas, en

particular, en el anAlisis matemAtico y en la.teorla de la

aproximaci6n, la idea del valor absoluto es indispensable.
4.

PAkine 112. La definicf6n.corriente def valor absoluto del

ndmero real n capsiste en que es el ndmero ml pare el cual

n, si n?A

-n, si n-c O.

TambiAn de este manera es como mAs se usa corrientemente el

concepto del valor absoluto-. Po otra parte, puesto 4ue los

estudiantes parecen tener dificu(tad con definiciones de
este tipo, iireferimos definir el veldt absoluto de un ndmero

de tal manera que puede representarse claramente en la recta

numArica. Debe evitarse a toda costa que el estudiante

considere al valor absoluto como el ndmero obtenido al

."suprimir el signo". Este manera de considerar el valor

absoluto, aunque parece dar la "respuesta" correcta cuando se

aplica a ndmeros particulares tales como -3 6 3, nos conduce

1
?Ay
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de los ndmeros.reales, podemos interpreter el valor absoluto

ligeomftricemente".

a

"un-sit-FETTE-UITIZUTUUg-dUSWID-tratmor-can-

Otros términos menos corrientes para valor etsoluto son

valor numdricomagnitud, y m6dulo.

.0bservando que el "mayor" de un ndmero y su opuesto es

juktemente'le distancia entre el ndmero y el cero en la recta.-

El siMbolo krisiempre denote el ndraero positivo cuyo

cuadrado es 2. El ndmero.negativo cuyo cuadrado es 2 se'
e ir#

escribe 4:2

ResPuestas al ,Camiunto de prablemas 5-4a pAginas 113-114:

1. (a) 7; el mayor de'-7 y 7 es 7.

(b) 3; el mayor de -(-3) y su opuesto, -3, es -(-3)

6 3.'

(c) 2; 6 - 4 es.otro nombre pare 2, y 2 es mayor que su

opuesto, -2.

(d) 0; por la propiedad multiplicative del 0,

(14 x 0) es 0, y el valor absoluto de 0 es O.

(e). 14; por la propiedad aditiva del 0, (14 + 0)' es 14,

y 14 es maYor que su'opuesto, -14.

(f) .3; el opuesto del opuesto del opuesfo de 3 es

simplemente -3, y el,opyesto de -3 es mayor que

2. (a) Si x esiun ndmero no negativo, corresponde al

punto .0 6 a un punto a la derecha del 0 en la recta

de las ndmero es. Su opuesto, pues, esti

en 0 6 a la liquierda del 0. Asf resulta que el

,mayor de x.y su opuesto -x es, en este caso, x.

Por definici6n, entonces, lxi es x, un ndmero

no negativo.

(b) Si x es un ndmero negativo, corresponde a un punto
%

a la izquierda del 0 en la recta de los ndmeros
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'dereeha del 0. Asf; plies, el mayor de ;c7r, 1 es

en-este cast), -xi con otraS,palabrA. si'x

, 1111Mero negativo, 1x1.es.-x, el opuestd de x

. cOnsiguiente, un ndmero pbsitivo.-

(c) Para'cada ndmero'real x, 1
1 es.un-pdmerb no

negativo. En.las'partes'W y (b) todoslos casos,

es un

por

x2-t, 0, x 0, x- > 0, se

ellos se encontr6 qUe

Para el ndmero negativo x,

que,..para x negativo, I xl

ban corisiderado,\ y en todos

xl es.no negativo.

1x1 es mayor que x, puesto

es'positivo en virtud de !

2(b). Toda vez que un ndmero negativo cualquiera es'

menor que un

todos los. x

El 'conjUnto

operaci6n de

ndmero pósitivo cUalqUiera )-x'-4 1 x1 para*
. negativos.

(-1, -2, 1, 2) es cerrado respect9 de la

'tomer el valor.abSoluto de sus'elementos,
, I

Tomando el Valor absoluto de cada elemento.del conjunto,

11=
2

Ill
2 2,

encontramos que 1 conjunto de loscikalóres absolutos de

los ndmpros del e njunto.original es '(1, 2). PUesto qme
14

(1; 2) es un subeonjunto de (-2, -1, 17, 2) , este dltimo

conjunto es cerrado respecto de la operación de tomar el

valor.absoluto de ma elementos.

Página 114.' Esti bien.c aro que en cada par formado por un

ndmero positivo y su oriuesto, el mayoi es precisamente el

ndmero mismo. Ademgs, 101 se define sin mgs como igual a 0:

Est9s dos enunciados pueden expresarse simb6licamente asf:

Si x >0, entonces 1 xl = x.
.



A

a

Para ntimens negativos, la representaci6n.'de la recpalc.''

num4ricra debe copencer al estudignte de citt.en cadg :uno de

1
los.pares forades per ejemplp con -5,

/.
-3 .1,--y .46'7 y su

2

opuestos 5, Y., 3.1 y 44, los mayo;es- son tespectivamentp
s *

5,..1..,3-, 3.1 y 467. Esta mismarepresentaci6n no puede menos.dc
,h 9 a

. .4,
kb

dectrles que cn cada par foroado:por cualquier ndmerp negg'-.
,. ,

$.

. tiv, opuesiv, .61,ingyor eS el opuesto del ntimero (nega-
si x < 0 entonceS i'$ xx.

Hetilo4 llegado, por tanto, a la definictsIn ooviente del
,valor absolUto. Para.todos 1os ntimeros realgs

Respuestas al Conlunto de. problemas, 5-4b;.,P4iginas*.

(a) I-7i <

06 17:21:j. 1-31 d .2'sK 3 CFerto

(a) 141.<_111*6 < 1 kialso*

;(d) 2 4 J:=31 6 2 4.3 :.PaLso

(el 1:51.4 121.6 -54'2

(f) 3 .
:(g) -2 I-3j 6..2 < 3

Cierto
Cierto

Cittrto

(h) Iji&_.I.*> I.:4 o % > 4 Falgo
v.. .

. (i) r-212 . 4 0 22 ..4 Cierto
..

(D), (e), (f), (ag.) y 4 (1) son ciertos.

EVa) 19,1!:, PI + 3 5

2 + 3 7 5

(0)
td) -472jji. 131 . -(2 3),-. -5

(e,) 1 ...-7 1 -*(.7'- 5) =
ow

(f) 7. = 7 - '3

*.
'

.

114-116:
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(g) Iv51 X 2 5 X 2 19,

(11)%-(1-51 - = -(5.-'2) = -3.
(I)*

(3) 1-21

00' -(1-1 fok 2)

(3.) 1-31)

1-31 121 = 3 2
-31 = 2 ;+3 5.

- 2) =

-(2 + 3)
(m) - 13 7 RI = 1 .. 2.-

(n) .-(1-71 -P6) . -(7. - 6)' m -1.

*(0)I 1-51 x 1-21 '5 X.2 10.
eo x 5) = -(2 x 5) . -10.

. (q) -0-51 x 1-21) 4 -(5.x.2)
/ *
P 10.

4

.%

=

(a) l xi = 1. El conjunto de validez 1%, -1).

lxi = 3 El conjunio de 'val 3-; -3).
c) + 41i , El conjunto de v lidez es (3; -3), el

4

m smo que el de six
(d) 5.7

3.

*.11r 2.-

-'
El conjunto- de validez ps (3 -3)

Algunos estudiantes pueden ver esto a simplq vista.,
Ottos puecien pensar en que 1 xi es la distancia entre el
ntimero x y el 0 en la recta numérica; asI, en .(a), por

.

ejemplo, x debe %estar 1 unidad distarkte del tero. Yor
lo tanto, ot = '1 6 x = -1. Otros tambidn pueden Tazonar

cOmo Sigue, pare (d);
4 Para hallar el conjunto

.
de vilidez de 5 xl = 2

si xl de modo ques5 x 2 6 x =
si x; 0,1 de modo que i= 2

6 x -3.
El cbnjunt'o de validez es ( 3, .r3').

liAgape que varios eetiadlantet expliqAn su rezone-
.

mi-ento, pues 4sta es uria Loportubidad raagnffica para

,

,

*
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4

comprobar si entienden el concepto de yalor absoluto.

Para algunas clases aventajadis, tai vez el tAewo
desee considerar ecuacioneS tales como las siguientes.

Olive el copjunto de valide'z es, 'evidente,,:41.a aplica*ciOn

dei tiltimomdtodo anterior es interesante..

5 + 1 x I = 2.

Si x> 0,, x, asi 5 + x = 2 6 x -3. x 0 y

x.= -3 no proporciona soluci6n alguna. Si x <0, lx

de modO que 5 x = 2 :6 x = 3, x < 0 y x =3 no propor-

ciona klucien alguna gl conjunto. de- valide? es O.

Aquf' los estui4antes pueden ener fieultaden encontrar

un punto,de parttda. Puede ser de ayuda pare ellos el

referirse, al Conjunto de problemas 5-4a, prbblemai 2 y 3.

(a) I xl>. 0 es cierto para todos los niimerbs reales x.

- Si lc>. 0, Ixl 0. véase el Conjunto de problemas

5-4a, próblem.as 2(b)'. , Ito

Si x,< 0, ix' 0. Weise' el Cimjunto de -problemas
t

5-4a, pr,oblèma 3(b).*

)c I es ciertb pare todoi Ios ritimercis reales x

'Si x 0, x= Ix! . Si x x < xi.

(c) ,-x Ix! et cierto p4ra todos los ntimeros reales x..

.4

I

at` 4

Si x > 0, -x < x1.. Si x < 0, x

(d) -1x1 < x es cierto par'a todo Iqs mimeros reales x.

Si a'x > 0, - 1xL1 x. Si x < 0', -Ix I x.

Si T es el ntimero'vde d6lares que yo tengo y j eg'el
'ndmero de d6lares que Juan tien'e, la primera,parte del

primer enunciado .problema, "Juan ti,ene Menos diner°

que "yo", puede traducirse,en j <m, y la segunda parte

del enunciado, "Yo tengp menos cte $20", en in <20.
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4

Abora tenemos a nuestra disposici6n los dos enUntiaps

m.<20. Usando la propiedad transitiva, tpnemqsm

m < 20,

j < 20;
A

con otras Palabras, Juan tiefie.menos de $20.

(a) tx11.2: --...72 iartalframmma0. --,'-'

estudiantelpUdde construir-la grafidaxequerida)

ensayando diferentes_ndmeros como-valor de x en

el enunciado.,IDn.lugar de,esto, puede razonar:de

menera anAloga-a la siguiente;.-E1 enunciado esta-
.

a
blece que-"El Valor absoluto de es menor que'r,
,

En la recta numerica, este enunciado se convierte

"x.es,menor que 2 unidades distantep del 0"

Tor 15 tanto, la grAfiCa'dt ' 2" ep la presen--

tada anteriovment*.

(b) x y 2,

3Cumo en la parte (04 en ésta el estudiante.pu4e.

eaontrar ellconjunto requerido bien por tanteo,

o recordandols-interpretadi6n de italor-ebsoluto

como una'distancii eeia'repta numdrica, igual que
4...

en el casi)

(d) x < -2

7 Las gráficas de

mismas.

Las graicas ae

mismas.

(a)anterior,

6 x >2

'

los enunciados

los enunciados

rams*
en 6(a) y 6(b) son las

en 6(c) y 6(d). son las
1



1

El estudiante debe'empezar a darse cuenta de,que los

enunciaaos (a),y (bsdicen los mismonal igual que

ksoritece con los enun4ados (c) y.(d).

8. 'Si x es negativp, el'valor absoluto de x, siendb.el

mayor del par formado por el mdmero y su,opuesto; es el

opuesto de x, esto es-.

x 1
6
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Puesto que -x 4xl son en este caso nombres para el

mismo ndmero, sus opuestos tambifin,ser4n nombres para,el-

mismo ndmero, asi que -(-x) = -Ix i. coma el opuesto del'

opuesto de x es x, podemos decir -(-x) = x, y

mente,

9. 'El conjunto de enteros tenores. que 5 eS el conjunto

. -1, 0, 1 '1 3, 4).

El "gonjunto de'enteros meneres que 5 cuyas valores

,absolutos so4 mayores que 2 es
*

,'., -5, -4, -3 3, 4).

.-5 Y -10 son S"Mipos elementos de este conjunto, pero 0

no lo es.

0 * * S *
-is 4 -3 -2 -1 D 1 2 3 4 5

10.- Tre'slidmeros:

,(a) En P.pero no en I: Todps los pdmeros positivos

con la excepci6n ae los enteros . r 5.3'
24 10' ./7

etc.

) En R pero no en P:' Todos los ndmeros reales no

positivos, -7,-r, 0,
!

'etc.y
. 3

It
1 33

II
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(c) En R pero o en P rien 1: Todos los mimeros
reales no positivos, con la excepción de lOs enteros,

1r7
*- f, -en,- etc.'

5

(d) En 17 pero no en R: Todos los ntimeros positivoi no
reales.

esto que no. hay oninguno, dste eg el conjunto vacl9,

11 El ntimero que represents los gradbs de temperatura es t.
(En este ejercicio intepretamos "no mis" pare excluir
1,4 extremos -5 y 5.) Entontes

I,

0 t I., 5 1 t <5 6 -5< t -<5.1k

-

.,12: I xl t ene' .el conjunto de validez (.0)
#

If xi tiene el conjunto vacto como su conjun
4

de validei. Los estfidiantes deben Jecordar
rencia ep:t1.6 ( 0) y 0.

,

Respuestas a lospkroblemaz de repaso; Thiginas la-119 1.
''S*1

1. Los enunciados (b) t id) , (e), (2) son ciertos,..;
2. Los enunciados (I), (d), (f) sou falsos.,

(4) 4-7.--f7---4 OL (b)0401441malmoillot. A#..

(b)
-2

(a) Ir.'s

(b) conjunto dtodos los admeros reales.
(c) El conjunto de toclos lzos Mimeros,reales baypres

que -3, y menores que 2.
(ci) El conjunto de tpdos los mimeros no positivos.

s.S

s.
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(6) 0-

(f) El tonjun p 4e todo5j1 eales.

-3

(a) Si. t es el ndmero de

jueves', entonces

3

adpsfde temperature media

4;,(5, si f es el

ndmero:de grados de temperatutalimedia,e1 viernes,

'y t gs como,anteriormente* entonces t:*4f -

puesto que f -( -10, t < (-10) - 4.

(b) Si s es el ndmero de grados de temperatura'media,
4

y si interpretamos "no mas" pais excluir los

extremos -11 y 1, entonces esto puede escribirae

*icomo un'enunClado abierto,compu?sto: s > -11 .y

< 1; 6 -II.< st< 1; 6 Is + 51- 6.

7. (a)). y (e) son enunciados ciertos.

e4c
-9 -8 -7 -6 -5 -4' -3 -2 4 0 I 2 t 4 5

5

9. Si n es el entero,ln +kl es su sucesor, y

n. + (11 + 1) n + 1
'

cuyo conjunto de valiclez es (0).

10. (aA Si s es el ndmetig de 4nVades del lado de este

cuadrado; s. es positivo i 4s es el perfmetrO del

cuadrado.

Un enunciado pare esto es s> 0.2 45 .r 10.

--740/AmmormOm.mm4m0.07--1-,L

, 0 ,1 2 3
s's

5.
.

.



(b) Si A es el ndmero de unidades del area del
cuadrado,, entonces A s2. , donde s >0 .1 44,s- 10,

vow enla parte (a) 'Puesto. clue' A es . a2, y s

et un ndmero Aelconjunto 'de ndmer.os entre 0 Yrb2.5
e,1 conjuntq de validez de A 'es el conjunto de

ndmeros entre 0 y .6 .25.

,

Capitulo 5

Suge;encias para e*gmenes

Determine cugles de los siguientes, enunciados son diertos:
/v&

i 2 2 -.(ar-s Pi
(b) 1-81 < 8

(c) 121 -1-21

(d) (:1)

(e) -( 1-51
-OA

I-71) ='12

'Pixtiendo de conjunto de todo ndmeros reales,
describe tree conjuntos A, B, C2 citda,u.nolde los culaes
sea un sithconjunto.:clelVk ige C' 4e modo que, sea Un

subconjunto deA, pero nd de B.
.

Reordena los ndmeros siguientes .en 'orden ascendente:
1

-,004,11."2,31 0, 3ji
Para cgda tino de los si.guientes Tares', ditArmina. ct
ndmero es tittmenor:

-(a) 2, -1-31
.(b) -4 -7
, a

(e) 1-51'4 2

'(F1)

Si a <.1%., escribe'un.enunciado tibierto que exprese la
ordenaci6n de ,4-a -b.

4



Si a < b, iserá posible escribir un enunciado abierto

que eprese la ordenacidn de -a jt b? Explicalo..,

1Lmci,be un enunciado abierto cuya gráfiCases':

(b)

2. 0 I 2

72 .2 3 4

Si b :es un ndmero negativo; indica si c'ada uno de lost

siguientes es positivo o negativo:

(a)

(b ) -lb 1

(e) 1-b1

(d)

Ce) (-b).

(f)'

9. -Si -17
612

= y .-17 = so puede
32 3'

*
36 19

utilizar esta informacidnIpara,decidir cu41 es el maior

611:- 324
de 3 6 - .

10. Dibuja la grAfica del Conjunto de vaiidez de cada uno

de los siguientes enunciado,s abiertos:

lx 3'

.(b) lx - 5

lx1 '40

(d) < 0

(e) x < 4

(r) -ix] <,

11. Describe el conjunto de validez de cada uno de los

Siguientes enunciados abiertos:_

(a) ix 1 > x

(1) IxI < x

1
9

(0) tx
(d) lx -x



1 . Deetribe la .variable y traduce cacti uno de'los eilunciados

linedisticos ea p.n. enunciado abierto:

(a) Petlio vive mAs_cerca de la escuela que Rafael y.est4

14

mp de3 millets de la.escuela. 6A qué distancia
2

st la escuela de la.casa de Rafael?

nota 4e Enrique es i y la nota de José es j,

y la de.Enrique.es por lo menos 10 puntos más alta
4

44
4que $le

1-
13. (a) sr x >r 'z-tn,'1,cuAl. es la relación entre

r n? usarse-aqui la propiedad transi-
.

tiva?

14.1 'tEs el valor ,absoluto de

poz qué. nb?

S. 0.

Is

x siempre iPor qué-o
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.aapitulo I

PROPIEDADES-DE LA SUMA

Uno de LA objetivos printipales de este curso es

estddiar la'escrucpura del*sistema de los ndmeros reales.

Empezamos nuestro espdio delConjunto de todos los ndmeros

reales en.el Capitulp'5. Sin embargo, un sistema de

ndmeros ionsiste en un conjunto de ndmeros y las 9peracionde
A

con estos ndmeros. Por lo tanto, no tenemos reatmente el
e

sistema de los ndmeros reales hasta'que definimos las ivera-
.

ciones de surr y multiplicaci6h para ndmeros negatl.vos.

El objeto de ste y los dos pr6ximos capftdlos es

corregi'r esta defipiencia. Nuestro punto de vista'es que

lss operaciones.definidas para los ndmeros :reales no nega:

tivos deben sersextendidas a toAos lot ndmdOs reales. De

manera que, las definiciOnes de sums y multiplicaeidn para
,

todos lossndmeros reales tendrgn qUe ser

vamente en tgrminos de los ndmeros no negativos4y las opera-

A

'.ciones con ellos (incluyendo la de,tomar el opuesto).

Ddsde luego, insistimos en conservar 1,as propiedades funda-
4'

mentales de las operaciOnes.

El presente capftulo te ocupa.de la suma. Primero

consideramos algunos ejemplos actrca de ganancias y pgrdidas

para sugerir la manerwde definir.la suma cuando intervienen

ndmeros neiativos. La recta numgrica:se usa tambign para

ilustrar esto, y finalmenti se.formula tufa definicidn pre-

cisa, Ix±Dero A3.4iiestro"idioma y luego en el Ienguaje del

,

' - El Capftu19,7 se ocupa de la multiplicación. Ei mis

diffcil ahora encontrar "situaciones de-la vida real" que
1

r
I.
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sugieran lo que.debe scr la multiplicación cuandointervienen

ndmeros negativos. NoLbstante, una vez lograda la suma, la

--misma_propiedad distributiva sugiere la manera de definir la
\

Le ordenacidn en los ndmeros reales se intrOdulty-en-e1

Capftulo 5. En el Ca'pftu145 8, volvemos a la ordenaci6h y

obtenemos sus propiedades con respecto a la suma y a la

multiplicacidn. theste capftulo hay Un cambio importante

en nuestro punto e vistaacerca de la ordenación. Ante-

riormente nos hemos inclinado'a usar la orden041.6n'coMo

manera conveniente de estudiar ciertas propiedades de los

ndmeros reales. ,En este-sentido, "-c" o ")- " fueron

apenai-otra cdsa que partes de.nuestro lenguaje. En el'

Capitulo 8, tratamos " " como una ,relaci6n de 'ordenacidn.

Un cambio'anklogo en el punto de vista tUyo que hacerse

antes en el caso de la suma, por ejemplo. En aritmitica,

el signo "+" en la expresi6n 381 no es más.que un

recordatorio o una directiv'a para Ilevar a cabo un proceso

aprendido anteriormente para obtener "63". La idea de "+"

comb una operapidrr a estudiar por sf misma es en verded una

noción"diferente,de la,suma de la aritmdtica. Asf, en el

Cai1tulo-8, la re1aci6nvde ordenacidn llega a ser un objeto

matemAtico por

.A1 final del Capfrulo 8, hay un extenSo resumen en el
1

cual reupimos las diVersas propiedades del sistema,at los

ndmeros reales obtenidas asta ahora. Aqui se hace un

intento para etipeza,con iderar el sistema de los ndmeros

reales desde el punto-de vis deductivo. Con otras

palabras,- dicho sistema es con ado como un conjunto
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indefinido de elementos dotado de una operaci6n Ae sumar,

una operacion de mul.aaicar,y una relaci6n de oHenaci6n

sujetas a ciertas proRiedades presupuestas de las cuales

pueden deducirse Idianee demostraciones tedas las dem&

propiedades.
a

El estudiante 4eber4'aprender muy rápidamente en el
_

negativos. gsto es flaf-1.10-sugiereft compytamente los

pres-ente cap.ltu19_s enconirar sumas que contilpen ndmeros

mismos ejemplos de ganancias y pérdidas. Sin embargo,

nuestro objetivo inmediato es mas'ambicioso que solamente

ensehar la aritmética de ndmeros negskivos. Deseamos

presentar el hetho Importante de.que realmente.se trata ae

una extensi6n de la operación de sumar para los ndmeros de

la aritmética (donde la operacidn,es faMIllar) a todos los

pdmeros reales, de eal manera que se conserven las pro-
- #

piedade's fundamentales de la suma. Esto significa c116

debemos dar una d finici6n de la suma.en t4rminos de sola-
.

mente ndmeros nçinegativos y las operaciones habituales con'

ellOsa re ltado en el lenguaje del algebra es una

fórmula para a + b que comprende las operaciones.familiare

de la suma la resta y la toma de opuestos, aplicadas a los

ndmeros no negativos Fal y I bi. La f6rmula completa

parece impresionante por la variedad de casos: Sin embargo,

la idea es sencilla y no es nadi més queun enunciado

general.precisamente de,lo 9ue siempre hacemos al.oblener la

suma de ndmeros negativos. ,
El problema principal es llegar hasta la definici6n

general de a + b en una forma plausible. Remos escogido

el hacer uso constant'e de'la recta numérica y especialmente.

de la interpretaci& del.:valor absolutg como una distancia

Zo

_

a
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a partir'dei cero'. Por tanto, en IA' seccion-6-17 la riueva

a +.b, segdn resultaba sugerida por las nociones de ganan-
..

cias y Ordidas, primeraTente se representa en 14 recta

.1

,

e

#

numArica. Se obiiene movidndose'una distancli I bl' bacia

la dereaha de aw-si b qs positivo, y hacia la izquierda

de a, si b es negativo. En la sección 6-2, primeraM4nte
\

se considera el caso de 4a suma ole dos ndmerqs negativos

con:algdn detalle. Luego los etros casos se "consideran

más brevemente hasta llegar a enunciar la definicidn

general, primer() en el le4uaje corriente y finalmente en

el2.enguaje del Algehx'a.
,s\

Los;comentari.2s al principio del Capftulo 5 acerc*a de

antiguos estudiantes aplican tambidn .aeste
N. 4

c41tulo. Adem4s, ob ervemos que'el material da'bctavo,-,

gradd de1L.G. le ha incluidoltsla propieaad aditiva de

la igualdad y 1 propiedad multiplicativa de la igualdad.

Estos estudiailte 'Ideberán considetar fácilegleitas ideas

'cuand9 las encuen
_

,permitir qu%como

ren en este papftulo., pero no ie debe

una consecuircia de%sto, hagan dZmasiado

mecAnicamente su trabajo con ecuaciones.

Un'Oreferencia sabre la extensi6n de la peraciones'

para los 110:1,cas de la dritmdtica a los ndmeros reales la

tenemos en'Haag, Studies in Mathematics, Vol. III,

Struippre of Elementary Algebra, CapAtulo 3, seccion

Sama ae ndmerds reales d

El punt() de vista bapado en las nociones de ganancias.y

péraidas al sumar ndmeros Vositivos y negativos pgrece

natural. Lo dnico queviede parecIr nuevo al estudiAnte es

el formularlo me0ante ndmeros positivos y negativos.

'94

1
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Agina 122. Si sumamos'

173

no resulta movithiento aiguno.

Respuestas al Conjunto de problemas 6-1; pAgin.4 123:

SI los estudiantes han aprendido a fondo la aritm4tica
. .. .. .

de Ameros negativoss es decir, si no tienen dificultad en

sumas tale-S comd

omitir e

(d)

8

(-60)+ 50

(-15)+ 10
(-15) + 30

(-6) (-3)

en#nes se pociria

=

=

=

=

2.

-10.

5.'
15.

Se ganaron 2 Yardas.

Juan tuvo una p4rdida neta de

Cinco grados bajo.0..
r

Quince grados spbre 0.

4 + 5 --L. .0. la gananciapeta

fue de 0 libras.

6
)1

-7 6 -4 -3

La suffia-es -6.

,

6

-i 0 I 2 3 4

'
. 3

'-I0 7-9 -8 -7
entonces

I 0

4

*4

- 4
4, i

3 -2 -I

5

0

-7 - 6 * 5,

La suma es

(e)

- 4 3

-6.

4

. -2

4.

suma.A 2.

2
r

0

.4
4 5

3 4
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A

6

2

La suma es a.

(e)

2

entonces-

V

4.

La suma es (L--

cll.

-7 4e *-5 -4 -3

La suma es -5.5.

(g')

o

2

,
. .

La suma es .

0 1

3

- 4 2

La surtia es 5..

1.

5 6

A

a.
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.0

3. (a) Navase desde- el 0 hakta el 7 en la recta

numerica, ?..uego mudvase unidades hacia la

derecha. I.

(b) Mavase desde el 0 hasta el -7 en la recta

numérita,4 luego mudvase 10 unidades hatia la

izquierda.

) Muevase desde el 0 hasta.el 10 en la recta

numdrica, lugo mudvase 7 unidadesihacia la

izquierd.

(d) Mudvase desde- el 0 haste el.-10 .eri la recta

numdrica, luego mudvase 7 unidades hacia la
11.

izquierda.

(e) Mavast desde el 0 hasta el 10 en li recta

numdrica, luego mavgse 7 unidades hacia la
4derecha.

(f) Mavase desde el 0 haste el -7 en la recta

numdrtca, luego mavase 10 unidades hacia I

izquierda.

. (g) Mavase desde e1 0 ,hasta el -7 en la ,rpcta

numérica..s luegc Mudvase 10 unidadei tacia

derecha.'

(h) Mudvase desde el 0 haste el -10 en la recta

nUindrica, luego mudvase 7 dnidadles ha4a 1,a

derecha.

(i) Mavise desde el 0 haste- el 0 'en a recta

numdrica, luego lavvise 0 un dad

(j) Mudvase desde el 0 hasta el 0 en. la recta
/

numdrida, luego thug-vase 7 unides bacia la
t

derecha.

:
175

4. En (a), (e), y (j).
A

5. 'Cuando ambos ndmeros 'son negativos, la suma es.

ne'gativa, y es el cipueso de la sums obtenida cuando

ambos nOmpros son positivos,

4

Ira

r--
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1.76.

8 A

'Respuesta al Ctiniunto de problemas 6-2a; páginas 125-126:

4 4

1- (a) (-7) an (I-21 + 1-71)

+ 7)

-9'

Una pdrdidh de $2 seguida de Uha pdrdida de $7

as una pdrdida neta de $9.

(b) 1-I.61)

. -(4.6 4. 1.6)

Mudvas4 desde el 0 haAa el -4.6 en la recta
r

numérica, luego mudvase 1.6 unidades hacia la

izquierda. Se llegarg a -6.2.

(c) (-4) (4)

(d)

(e)

1-241)
1 2

-07+ 21')
-6

Mudvase desde hasta el -3- en la recta
3

2
numdrica, lueko mudvase 25 unidad6 hacia la

izquierda. Se llegarg p -6.

(-25) -1-1 (-73) .--()-251 + 1-731)

. -(25 73)

= -98 ,

Una pdrdida de $25 sguida.de una pdrdida

de $73 es unP pArdida neta de $98.

5- + 2- = 8
2 2

Aquf tenemos un problema en el que intervien

sao la suma de ndmeros positivos, asf esq e

no puede.utilizarse la.definicidn de la sump,.

de ndmeros negativos.

r

1 96



." 2.
(a) t(7.6) 4t..(-7)* -13 (f) I

(b) (-7) + (-§) -i3 2 .
...

- (c)*-(1-71 4. 1-61)cm-(7 + 6 ) (a) 0 :F. 3)....3' *.

. -13 qh),-(1-31 :101) A.-(3 - 0)

(d) 6 + (14) = 2

..

,.

(.1) (..4.) + '6 = 2 (1) 3 + ((-2)+ 2)..A.3 +*0'

. 3
-

177..

3.(a) [-3)

(b) f..3)
(c)* C:3)
(d). f 3)

Si se utilize la definici6n de*la suma de slos

ndmeros negativos, los ccinjuntbs delvalidez de
4

enunciados se gbtienen fAcilmente,

La distancia a'pertit der0 es (el Ve),or absolutg

de) la dif4renc,ie entre los valores absolutos de

.los Tdmeros%

5. Desde el punto de lista de la tecta bumérica: Si

V.

le.distancia que nog movemos bacie la dereche%es

mayor que la distencia que nos mpvemos hacip Ia .

izquierda, la sume esopositiva; st la disháncia wet .-.;)

nos movemcs hecia la izquierda es mayor, la suma es: .

.negativa.

En .tdrminos de valor absoluto: Si el ndmero;nega-a.'

tivo tiene el mayor valor absoluto, la suma es
4

negative; si el ndmero positivo tiene el mayo

valor absoluto, la suma es positive.

El enunciado es cierto pare todos los velores 2

no negativos de x,.puisto que:

Si x es positivo, -x es negativo, y.

nuestra definici6n se *splice.
. *

Si x es 0, tenemos: (-1) + 0= -( 11+ 0)'

1

'ay

1

V.
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,t?

Sfel dominio Ae x ic extende al conjunto.de

stodos 'los ndmeros reales el enunciado no es cierto;
a

po4que pi x 'es negictiv6; -x es posi4vo, y

nueltra flfinici6n'para la suma.de dos ndmeros ndga-

tivos no se aplica

ILeapestis.al Conjunto de'problemas 6-13;1A:ginas 127-129.

1. la) (15) + 3 = -(151 6131)

-(5 i)

= -2

(3) -11; + (-5.) -_((1-11:+154). 1:51)

=

(e) (4) + 0 =

cl)

8

(a)

V.

(e) 18 + (-14)

121 - 1-21

2 - 2

. - 1-141

= 18 - 14

4

(r) 12 + 7.4 . 19.4

(g) (4) + 5 = 151 1-41

.5 -
15 2

13.
(ft? (-35) 65) - (1-35i + 1-651). -(35 65)

= -100

a

1_5

41.

4
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#

2. Fuesto.que la suma de dos ndmeros reales es, un
4.

ndmero real, el -conjunto de todos los ndmeros

reales es cerrada respect() de la suria:,

Puesto que la suia de doi ndMeros reales negativos
%

es un ndmera real negativo, el conjunto.de todos

los ndmeros r-eales negativos es cerrado respecto

de la suma.

Las temperaturas medias diaries fueron:

71 t+ (-7), 6 64 71 +.9, 6 ,8o

71 + 2, 6 73 + 12, '6 83

(-3), 6, 68 ) 71 + (-6),6 65

o 6 71

La suma de las variaciphes es

(-7) + 2 + t-3) + 0 + 9 Li- 12 + 6

'5. (a) . Si x es 5, entonces el enunciado

5 + 2 7 e'S cierto.

y es -10, entonces el enunciado

3 + (-10) . -7 es cierto;

(c) Si a es -5, entonces el .ifunciadO

(-5)-+l5 0 es cierto.2

(d) Si b es 10, entonces el enunciado

10 +(-7) = 3.es cierto.

(e) Si x es 0, entonces el eilunciados

f I 5VT)) "r u cierto.

(f) Si c es -4, entonces- ei enuriciado

(-4) + (-3) . -7 epr cvferto..

(g) Si y es entonces el eamciado

9 2 5() = es cferto.
6 3 6

(h) Si x es 20, entonces el enunciado

1
--(20) + (-4) . 6 es cierto.
2

-

I.

9

\

179.

a *
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(I) 8i y es

(3 +(-2))

(j) Si x es.

(3 + (-1))

Falso.

Cierto

Cierto

Cierto

Falso

Si x es

3,.enton4es el enunciado

+ 3es cierto.

(-1), entonces el enunciado

+ (-3) -1 es cierto.

(f) Falso

i4(g) Falso

Cierto

(i) Cierto

la.distancia desde el puntoile

partida (con el norte tomado =MO la

direcci6n positiva), entonces

n es

x - 40 +

el tercer ndmero, entonces

(-9) + 28* n = (-52).

(c) Si c gs la variacitin de temperature entre

las 4 P.M. '3(\1as 8 P.M., entonces

-2 4-415 + 6 -1-1c

(d) Si g es el ndmero de libras atmentadas en

la tercera semana, entbnces

I

200 +. (-4) + (-6) 4 g= 195.-
,4

(e) Si s. es el ndmero de puntos que varió en 0

las listas d94,va1ores de las acciones,

83 + (-5) + s = 44,

6-3. Propiedades de la suma

Memos visto en4a secci6n 6-1 ve la definicidn de la
-

sUma de adme reales satisface a dos de los tres requi-

,

sitos que exigimos. Incluxe como un caso.especial la suma

familiar de,ndmeros de la aritmAica, y coincide con nuestro

sentido intuipivo de este operación, como se muestra al:tra-

tar con ganancias y 134.didas y con la recta nUmérica. El

I.
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tercer requisitoeg que la suda de ndmeros reales ttenga les,

mismas propiedadts fundamentales que vimos-tiene 14 guma.

de.indmeros de la aritméticat. Sea embarazoso, por ejemplo,

sum'a de ndmeros de la aritmdtica sea conmutativa y

la sum de ndmeros reales no lo sea:

Nótese clue, aunque no las llamábamos asf al habtir a

los estudiantes, las propiedadesconmutativa y asOciative

fueron, pare todoslos propeSsitos, consideradas como

axiomas pare el sistema de los ndmeros de la aritmgtica, y

la operaci6n de suma fue considerada esencialmente como una
4

operaci6n indefinida. Para,los ndmeros reales, no o bstente,

herr dado una definicidn de la suma en tgrminos <le con-

celltos anteriores. Si nuestra definici6n ha,pido adecuada-
.

mente escogida, debemos encontrar que las propiedades se

pueden demostrai como teorenas. Aunque muchos de los

estudiantes no comprenderAn esto' del todo, deberá tenerse

en cuenta como referencia.

Remos tratado de dar a los estudiantes u4 sentido

intuittvo -de la demostrabilidad de estas propiedadesirpero

muy pocos de ellos estargn en condiciones de seguir- los

detalles. Si embargo, para elestudiante que sea hgbil y

esté interesa hemos dejado abierto el camino para que

se C'onvenza gor sf mismo completamente de que las piopie-
.

dades se conservan en todos loss casos, no solamente en

algunos casos particulares que 61 podria tratar.

Pggina 129. Quizgs se desee recordar a.los estudiantes

algo acerca de la ,propiedad de clausura: Para dos ndmeros

reales cualesquiera a b, a.±tb 4s un ndmero real Alnico.

Este propiedad se incluye en el resumen al final Ael

Capitulo 8.



Se

Adepás

) tilos,

(1)

-
han ilusti4do tres'casos di suma di ndmeros reale's .

del caso'.1amiliar, de la suma de dts ndmeros posi1

wedan.dos casos por ilustrar. Son:

Si a k <

a + b =,-(11:41 laps si Ibr> tat

por ejemplo, .5 + . (-8) + 5

(2), si b >_0* y a < 0,

a + b -(tat Ibi), si lal > Ibl

for ejemplo,( -8) + 5 = 5'+ 1-8)

PAgina 129-130. probablemente no es buena idea tratar

de dgmostrar la conmutatividad en clase, y ciertamente na

a deberfa intentarse demostrar la aqociatividad. Hay que

considerar muchos casos y es diffcil hacerla si,stemaitica-
,

mente.. No obstante, a algunos buenos estudiantes les gust&

dste tipo de cuestiones y puede que disfrutp talexperien-
.

cia. El estudiante dispuesto-queN(Wsee redactett una demos-
%

.traci6n general de la propiedad conmtuftiva dela suma de

ndmeros reales para todos los casos, poaria hacerlo del

modo siguiente:

.Se trata dedemostrar quea+b=b+apara todos los .

ndmeros reales a b.

Si y bt.0,a+b-b+a porque son ndmeros de

Ia aritmética.

Si .a<O y t.13-.13, a +.13 + 10),

b + a - +

( Pet'o tat y 1134 son ndmeros de la aritm4tica,

asf que )a1 + 1b1 11)1 + 14.

Por lo tgnto, a + b b

I

Si a b < 0, a + b = (Ia) 1bl)

. b + a = ()ad 'Ibl)

a + b - lal)

b + a .-(11:11

2 0 0

si la) Ibi

si tbi k. tat
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En 'cualquilra de
Aue los opuestos

a <0 *y bk 0,

4 'r

"it

1:83

rit

los dos casos, a + b = b -1- a puesto

de niirnerosguales son igua,les.

b + a . -(1a1 - Ibll .
(ibl - 11 si ibl k 1411

V + a . (1b1 - la])

En cualquiera de los dos cAos, a + b = b.+ a .1. . .

a b = -081 1b1 si tat Ib1

th 1. examen. cuidacloso comprobard Niue hemos corisideradd

todos los casos posibles, y siempre hems encontrado que

..a+b=b+a.,

.Pof lo tantp, -esto es cierto para todos los ntimero§, reales

a' b.
S.

P,.igina 130 (linea 11). 'Cada par de numerales es el nombre

del mismo ntimero.

En el caso de le propiedad asociativa de .1.a suma, es

improbable que atin.unbuen estudiante deba tfatar de

--cleraostrar todos 19s, casos-.----ta-demntrac1 5 e's-uha tareas-

tedioia a causa del ntimero de casos a consi
,

calcular (a + b) c, por ejemplo, hay que

dieciocho,.ds'os:

(1) a 0, b 0, c 0-

b(2)- < 0, b < 0, < #

(3)' a k 0, b 0, a < .0, a + b

.(4) a k 0, b 0, < 0, a + b < lel

(5) < 0, b < 0, c k 0, Ja + b*Ik c

(6) a <. 0, b < 0, c k 0, bl<

) a k 0, b < 0, c k 0, a klb1
') ja k 0, b < 0, k 0, A. <Ibi

a 0, b < 0, c 0, a <Ibl
< 0, b 0, a 0, lalkb

(n) a < 0, b 0, a k 0,10a) b

(.12) a < 0, b k: op p k op tat < b

a k 0, b < 0, c < 0,

a k 0, b < 0,

a k 0, b < 0, c < 0,

a

a Ibi
'a < Ibl

r. Pafa

aminar

+ b1 c
\la+ bl <
la + bl c

Ia + b1 < a

a + b 19I

a + b < II

41. j

1
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(16) a-< Os t t Os, < 00

(17) a < 0,

,c

b 2; 0, c < 0,

(18) a < 0, b 0, c < 0,

b,

Ia.{ < b b 11> I

1E4 < b a + b <

idemas dei .(1) 'y el (2) anteriords, hay diecisé4 cases mfis

paxa.a + (b

Si el estuaiante ellpersistente, indilzcasele a hacer una

lista de 1O4s casos para (a + b) + c4 como la clue acabamos ae

presentar. Til examen de posibilidades s4ria tan valioso
.

spmo una -demosttaci6n; si Pudiera exponer todos los casos

anteriores, podria ciettamente entender la suma de los nlimeros

reales.

114ina 131. La propiedad aditiva.de.los opuestos dice que
-

la suma de a y (-a) -es cero. -No dice clue si la suma de a4041
, . .. - ..

.
. . ,

. .

y otro amero es ceto, el otro amero es (7a). Esto se demuestra
\ ,4 -

alas tarde. .

Respuestas al Ccmiuntowde problemas 6-3; páginas )131:132:

It .(a) El mimerail 'de la izquierda es_

3 1- ((-3) + 4)- (3 (--,))fr 4

+ 4

El numeral de liklerecha es

'0 + 4.
. .

(b) El numeral. de la derecha e's .1.

. (73) + 5) + 7 ='(5 + (-:3)).+ 7 - Propiedad cohmu-
.

tat*va de la sumi'l

Tropiedad 4socia-

ilvfi.de la-suma

liropiedad aditiva'

de 1os opuesios

11,

El numeral de la izquierda es,

(5 + (-3)4 + 7,

0 ""\.
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-0

,(c), El numeral (:1" Lasizquierda

,

(e
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1

PropieAa aditiva.de
'los opuestos t

.?"Propiedad aditiva (11.
0

sEl nptherfil*de la*dereqha es 6',
)- El nuMera.1 de la. izquierda es

I-3I'+ (-3) .1.+ 3 + (-3) -5 Thetinia.6n 4e
.valor absoluto

= 1 + ( 'i)ropiedad assoig,
ciativa, d6 la
suma

= 1 + 0 * Propiedad adi-

tiva de los
opuestos'

Propieilad adi-

-lima del 0

El' numeral de la derecha. es 1.

El nuth'eral de la derecha ses . , .

,(72)-+.2) + 6.4) = (-2) '+'(3 +. -4j) Propiedad a4-

clativa de la

,suma

El numeral, de la izquierda es \*

(f) El nuniers'al de .1d izquierces

(-1-51) = (z5) + 6 Définición de
dlt

valor absoluto-

=-6 + (-5)

El, numeral de A. a derecha es
*

6 + (-5).

2 it-

Propieaad

.conmutatiV1 de

la suin&

*
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2. (a) 28 + ( + (- 'A)) +.28
28

(b) ..27 + (718).+ 3 + .73 122 (.* 270+ *73) + 0"18) + 3

14,
(c) 5) + 32 + 3 + (-8 ) = (-5) + (3 4- 32

= (1) + (75) + 32
(-1Q) .+ 32
22

4
(d) I 7), + 7 + (-2)'+

+ 4))
= (-2) + 0 +41

,
= 5

le) (-3)'+ 6 +

= + (.2)) +

+ (-2)) + 3
0 + 3 i

3

(f) 253 + (-67) + (-8.2) + (-133)
= 253 + ((-67) + (-133) +'-'(-82)
= 2534 ((-200) +. (-82) -

= 253 + ( ,F32)

-2g.,

(g) 1- 41 (-7) + 1-

(h) (x + 2 ) +(x) + (-3)

(C4 +.i)'4 + (-"()

8 - 7
1-

= .(x (-2c))' -I: +

+ (-1.)

(1),- w (w 4-2) + {-w) + .1* +. (-3)
= w + + (-4) + (.(2 -II +

= w + 0 +
W

*b.

'*

.



7,14

-1 .

(a) x ( ) 3
x + 3

x'= 3
(b) m +' 7 4-m) Mit

m + (-m) + 7 =

1

\
o
o

0
= 1

= b +
*5. Si a > 0, entonces

a.
entonces
-(1 a

)

)

a

Definici6n de 1.a suma
Propiedad conmutativa
de la .suma para nd-

.
meros de la aritm4-
tica
Definicidn dé l.a suma

Definicidn de la suma

Definicidn d1a suma.
Resta Coin& en 1.a
aritmética 4

Definicidn de valor
absoluto para uh nd-.
mero gegativo
Para todo a, el
opuesto del ,cpuesto
de a es a: ,



*6. Si a = 0,

= 0

Si a# 0,-

a 4s negativb.

o bien a e9 positivo o

I

,Si a , es,positi'vo,

-a es tiegativo.

Si a es negativo.,

a . es postitiv.o.

al = 1-tal

Por 1o tanto, a +
iPI

El opuesto de -6 es 0. 7--

Propiedad actitiva del 0

Propiedad de -compara-
clan 4

*befinipi0A de 'los
opuestos

Definici6n de ,calor

absoluto

= 0. Definici6n de- la suma

6-4.' La propiedad aditIva de la: igualdad

Se puede reconocer la "prolPidad adit'iva de la igualaad"

en el enunciado tradicional, "Si ndmeros iguales se suman

a ndmeros- igualps, -stinits sonriguafes". .Aunque ten-

-dremos ocasiong frecuentes de utilizar esta idea,

preferimos no tratarla como una propiedad de los odmeros

reales, porque en realidad es sao una consecuencia de. &is

'Itombres para el mismo ndmero. El nombre "propiedad adi-

tiva*de la igual.dad" sera' una-panera conveniente de Aefe-
,

rirse a esta ideal.cuando necesitemos usarla.

Desde otro punto de vista, la propiedad aditiva de la

igualdad se puede considerar como una manera de decir que

la operaci6n de la suma es unlvoll, esto es, el resultado'

de sumar dos 41dmeros dados es un solo ntimero4 Con otras

4palabras, siempre que sumamos dos ndmeros dadds, obtenemos
A.

el, mismo resultado. Por lo tartto, si a, bey c son ndmeros

reales, siendo a = b 'entonces puede considerarse que el
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.enunciado "a`71-2c = b + c" nos dice que el resultado de
.10

sumer los dos-ndmeros dados es el mismo cuando tienen los

.nombres "a" y "c" que cuando tienen los nombres "b" y "c".

Plgina 133: Apnque indtcamos la suma'por la derecha, la

misma propiedad.ser4 válid#,-de de luego, pare la suma

indicada por la izquierda:

Si' a= b, entoncs c+a=c+ b.

.'Estaiemoi4en lil?ertad de utililar este propiedad de la suma
. r A

por°10.derecha 40 per la izguierda. . i .

*s . h .

PAgina 134 M s tarde, :ti los CApituIbs 7. y,13-nos ocupa-
, . .

remos de las Ycuacionesequivalentes y las operaciones
,

admisibles'q e mantienen equivalentes las ecuaciones. Poi

el moment° in embargo,.obsdrvese que todo lo que reclet,

mamas al 4 icar la propie4ad aditiva de la igualdad es que

si un mime o hace cierta la ecuaci6n orimlsginal,' hard

también c erta la nueva ecuaci6n. Tenemos entonces la

oportuni d de comprbbar si cada ndmero del.conjqnto de

valide e la nueva ecuaci6n hace cierta la ecuacift

origirja . Es necesario hacer este verificaci6n en todos

los c,s.as, hasta que estudiemos el razonamiento mis

comp o presentado en el 04.1tulo 7. -Recomendamos la

for ostrada dn el ejemplo 2. Cuando el estudiante estd

,
mas miliarizado la propiedad aditiva de la'igualdad,

pu ser. estimulado a pensar en la suma de.1 a ambos

mile

2

os yno escribir ese peso. Se debe inSistir, no

obs ante, en que la frase., "Si la ecuaci6n es'cierta.para!

al un ndmero x, entonces," sea escrita en todos Los casos,

di.tcando de esa manera el signifi'cado real del° que

h cemos, Nelmmos algunos problemas donde:no hay ningdn
.0

Mero x Tie haga cierto el enunciado, y esto justifica la

ecesidad de tener cuidado.

2'19

aa,

Va.
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Respuestas Conjunto de problem4A 6-4; pggina 135:
% *

401 'estudiante debe estar en condicionis :de dar una

razón para cada.pgso .4 resolver una ecuacrn. Quizgs se

desee qUe las dé por escripo; si es asi, probabletaen e

convendrg sugerir abreviaturas para hateriesto.

1. Si x,+ 5 = 13 es cierto ptra algdn

entonces x +' 5 + (-5) ir 13 + (-$) 'es cferto para el.

mismo x,

-

8

es cierto p'gra el

mismo x,

-es cierto para el

Mismo x.

Si. x =

el miembro de la izquierda es 8 + 5 13,

y el biembro, de .1a. derectia es 13.

Por lo twit°, ei conjunto de validez esi 4

la dni4a soltici6n gs 8.
.

entonces 8 + (-6) + 7 = _8 + (-8)

cierto Tiara algdn x,

+ x es cierto para .

el mismo x,

es'cierto para
el mismo x,

ciert6 para,

.el mlsmo x.

-

'el miembro de la .izquierda és (-6) + '7 = .1,

y el mi,embro de la derecha es (-8), + 9 = 1.

Por. Do tanto, el conjunto de validez es 0).

",

14.



4.+ x + (65

entonceS x
7

+1,

(-2) + L =ar,,+ (-1) +

191

(7.000/
0

44 11

es cierto para

%ignx,.
'et cierto ?ara

el mismo xi

es cierto para

el misur

es cie?to'para

el mismo x.

Si

el miembro de la izquierds ea (-1) + 2 + ,c-3).(74,
4

r 4

y el miembro de la derecha es 4 + (-1)+i-5) = (-2).

La so1uci6n e4-1.

Si (x +-2) + x = (-3) x es cierto Para algdn x,

entonces -2x + 2 = (-3) +*x ef.1 cierto para el mismo

x,

2x + 2 + (-x) + (-2)

= (-3) + x + (-x) + (.:2) es cierto para el

mismo x,

es cierto pare el

mismo x.

Si x = -5,

el miembrd` de la izquie.da es

s((r5) + + (-5) = (-3) + (-5')

'y el mitmbro de la dercha es (-3), +

Por lo tanto, el conjiinto de validez es

5. Si (-2) +4x + (-3) = x + (-4) es cierto para

algdn x,
5

enionces .
(-5) = x +

2
es. cierto para el

mismo x,

(-4 + x + (-5)

= (-wx ),+ x + (4)
2

-5

es cierto para el'

mismo x,

es cierto para el

.mismo x.
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Pero 5 = 5
, 2

suposici.6n de

algtin x.

ePor.lo tanto 3

si 14 + (-3)

entonces- 1 x (-3)

Ix

.Si x

el miembro de

= -10

es falso lo qua contiadice la

que la ecuaci6n era cierta .para

el conjunto de, Validez es O.

-= 1-21 + 5 es cierto fare

algiln x,

+.3 = 2 +, 5 es. \cierato.para el

iismo4x,

. es cierto pare

i.usnox ;

es cierto pare el= 10 6, x =

\

el

mismo x.,

a izquierda es\1101 4 (-3)

10 +i

y el miembro de la derecha es 1-21 + 5 = 2 + 5

Si x = -10,
el miembro de la izquierda,e

y el miembro de la derecha es

Las soluciones son 10, :10.

Si (- 2) + '1x1 = (-2) + :(-1) es cierto. paia

Me.
= 7...

I -101 + (-3) =

10 + f-3)
1 -21 + 5 = 2 + 5 =

. 8 4

entonces 3 + t+ 1 xl = 3
T3 8

a a

, algtin x,
+ (-2)+(-1) es cierto pare

4

I xj,=-1

1l
4;

el
mismo x,

es cierto pare el

mismo x,

es cierto pare el

Mismo x.

<

"."



1.

Pero lit. es no negativo para todo x, lo que
scontradice la suBosici6n deque la ecuaci6n era

cierta para a1glin x.
No, hay solucidn.

'
t 4

SI. k + (-3) 1-4 + (-3) es ciertg para
algtin x,

__
entones x ( + 3*=,4 + (-3) + 3 es cierto part el

4
)

,mismo,es cierto ara el
mismo x.

el Taiembro de laNizquierda es 4 + (-3) =
y el miembro' de la derecha es 1-41 + (-3)-=

4 + (-3) = 1.
Por lo tanto, el conjunto de validez.ee (4)

9 _Si 4;1
2

)+(x x + 1,(x+.1) es cierto para
x,

en'tonce; x+(-/) +- = 2x +
s ses cierto para.

el mismo k,
= 2x+ (-x)+(-2) + -1Pes cierio pars

6 6 el mismo x.,
0k-2) +

6 '6

4 a= x
3

4Si x = -5,

el miembro de la izquierda es
4-0.4. 1-)

3 3 2

y el'Emiembfo de ta derecha es
4 4 1 8 8 3

+h+ -7 +

=

4La solucion es

atal.

6

6 -
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Pdgi.nes 135-139, Esta es probablemente'la prImete experiencia

(fel estudiante:a:Oh algo que se asemeja a una.demostracidn

formal: Su principal dificUttad iquf:ts ver lanecesidadPole

tal demostracidn. Pedimoi al estudiadte extraei de su expe-

riencia,ei,hecho.de que paia cada v1mero.114y otro ndmerd-tal
. 77-

que la sums de ambos es cero., Als!!smo tiempo, puede muy

bien obtener de su expe.ljencia el que hay'solemente UN tal

ndmero. Por qud, entonces, aceptamo la primera nee a base

de, la experiencia, pero 4emostramos la segunda? La razdn es

lue nodemos aemostrar la'segunda.''Las dos ideas difieren en

qtle una debe ser extialda de la ?xperiengia, mientra la otra

no. La existencia.del inverso aditivo es en'eSte sentido una

'idea IRAs fundamental que la-idegtsde que hay solanente un tal

ndmero. Expresado mds fprmaldente, la e stencia del .

inverso aditiyo es una suposici6n; la wdi5dad del inlierso
,

sjeditivo es un'teoreme. Refi4raseta Haag, Studies in

Mathematics, Vol. III% Structuretof Elementary 'Algehia, -

itapitulo 3, sección 2,-pdgineg3.2-3.7 par4 lecture complemen-

tarid.
,

Por. el momento, bacemos les demostracione de mantra,

informal y tratamos de conducir al estudiante este tipo de

pensamiento gradual y buidadosamente, En est curso, el .

pilnto de vista acerca de la demitistracidn no con i

demostrar rigurosamente.todo).o que decimo s a estes

alturas no podemos, sino que tratamoi de dir al estludiente

una iniciacidn, dentro de su capacidad, en el tipo de pensa-

s miento que llamamos "demostracie5n". No debemos impresiorfar
...

al estudlante desfavorablem6nt da4lo demasiada importancia

I
. . 1

a.esta cuestión, y no hay que esanimarse si algunos no dan

en el clavo'inkediatamente. AnalIcense las demostraciones..s,.
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ante ellos, tan clara y sencillemente como sea posible.

Esperamos que al final del aho tendrán ya alguna inclinación

hacia el razonamiento deductivo y con ello una mejor idea de

-la naturaleza de la matemAtica, y quizAs,un. teres'mayor en

'el Algebra, Oebido a lasimportancia de las aemostraciones en
,

la'estructura. Para le.ctura fundamentaf acerca de la demos-
%

'tracidn,'referimos al maestro a Haag, Studies intMathematics,

. Vol. III, Striature ofiElementary Algebre, Capitulq

secciân 3.

-pAgina 135. (-3) sum-Ado a 3 da 0.

4 sumado a -4 da 0.

PAgine 136.. Sumamos (-3) a fin de que pueda utilizarse la

propiedad aditiva de los opuestos para escribii el miembro.de

la izquierda del enunciado de una manera mAs sencilla.

3, 5, -6.3 ce6 uno tiene un solo inverso aditivo. -Puesto

que elgconjunto de los ndmeros reales- es infinito, no podemos

emplear la verificación individual para confirmar que el
<-

inverso adltivo de cada ndmeio.real es Alnico.

4.14

4

Mina 137. Ramos utilizado la propiedad aditiva,de#1a

igualdad y la propieclad aditiva del cero. Las otras dos

razones son la propiedad aditiva-de los opuestos y la propie-
,

4grad aditiva del cero,.

Respuestas al Coniunto de problemaê 15-5a; página 138:

1.* En caaa.una 4e las parte's'de este,problema,e1
evk

ndmero para el cual el enunciad6. es cierto se

determina casi inmediatamente por la unicidad del

-" inverso aditivo, esto es, 'si x 4. 2 '-47 0, entonces
4

X.



-

(a)

(b)

(r)

(g)

2

7

(0) (h) , 3

(d) 3

V (e) -3
.00 0.0

porque por el teorpna 6-5a sdlo hay un valor
posible pima la variable, eropuesto del mlmero

cual se §unitt la variable para obtefiev-...00.
t-139.. Demostraci6n del .t.eoremit 6-5b.

(a + b) ) = a +ID+ (- a) *(-b) Propiestad asb-
ciativa de la

-suma
IC; + (-a) +(*(-b) propie,lades corium-

"tativa y asocia-
tiva de la suma

= 0 + 0 Propiectad adi-
tiva de los
opuestos

= 0 Propiedad adi-
tiva del cero

Asi, -(a + b) = (- ) + (-b). (a + b) tiene
s lo Un inverso
saditimo.

Resprretä l Conjunto de problemas 6-51); pgginas 139-140;

1. (a) -(k y) (-x) + (-y) Cierto; se demostró en la'

secciân 6-5.
Puesto que 7(-x) = x, esto es 'falso

-para todos los ndmeros reales x

4'

excepto cero.
(c) -(-,x) = x Ciërto para todos los ndmeros

reales x,

(-2) = (-x) -I- 2 Cierto; un caso 6special

de (aa), donde y = -2, -y 2.
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( e )- + (-b) b eterto; un caso especial
de (a), donde x= a
y (-x)
(-y) =,b.

(f) Para a = 2,,b = 4, el enunciado se convierts en
(2 + -I- (-2) =

6
lo cuid. es falso. El enunciado no es cierto
para -todos los ntimeros* eales

-iunque esta, demostraCi6n medinc,e un
ejemplo contradictprio es suficiente, se puede
razonar. también /de l siguiente manera:

,et

Mediante aplicaciki de las 'propiedades._ asociativa
y conmutativa de la suma, la prOpiedad aditiva
de los opuestos; y la 15ropiedad aditiva del cero,
obtenemos -b b; con. otras palabrgs,' si

"(a + (-1?)) + (-a) b" tertQ para todos los
ntitneros reales .a b, entonces "-b = b" es cierto
para tiSdos los inimeros reales a, b. Pero
"-b b" es cierto solemente para b =/ O. Por lo

tanto, el enunciado "(a + '(-b)) + (-a) = b" no es

cierto para toclos los ntimeros reales a 2 b.

(g) (-x)) x + (-x). CiertOi'un caso spe-

cial de (A), donde x = x , y = x.

t-x) +(y-+ =

E(x

2 1

Propiedad conmuta-
.

Viva de la suma
Propiedad asocia-
tiva de I:a suma
.-(a+b)=(-sa)+(-b)

Propiedad conmu-

tativa de 11 suma

S.

1

A.



411.

3. -(3 t- 6 (-4) 4.- 5) (-3)..+"(-6) + 4 + -5) es
cierto. -

. .El opuesto de la sumii de cualquier- mimero de ritimero,s
4.

, es .la. siuna sus -opuestos.. e

*-6. (a). Ciert

'*

,

(b).. Fat*?

Ciertà

(a). MO
Var a. demostar. que -Y +.b 17.c -b) +'
necesitabos demoSItiet-; que

( a + b.+ ic) +((- ) i+ (-33) + (-4= .0,
pue un ntimero es el. opuesto .de otro, Si la ,suma.
de ellos es cero.
'Demostraci6n:

,

(a+(-a)) +(b+(-b)+(c+(-4Propie,aades :

asociativa y
tativa, de,la pma

= o + O.+ '0 Propiedad aditiva
dg4los opuestos

= 0 Propiedad aditive
, del cero

por lo tanto, -(a+b+c)
Esto podria 'rEizonarse de manera anAloga para:
cualquier ntirnero de ntiraeros.
Para cualquier ndmero real "4611gry cualquier mlmero
real b, y cualquier. mimero real c,*

si a+c=b4Zc
entonces (a '+ c) + (- ) = (b + c) + (-c). iropiedad

aditivawde la
igualdad.



'AS

A

a +.0. b + 0

b

iropiedad asocla-
*

tiva de lg sumb,,

Propiedad aditiva

de los opuestos

Propiedad aditiva

del cero
"

Respuestfis a.los Probiemas*.de repasot páginas 142-144:

1. (.8.) 3 -(8 + it. 3(2) (d)

(b). = -3+6

(o)'s2x 7+ (-110 15 114 (-lit) (0, 6 (14. I-41) 64+ 40
..0 6(5)

30

(e) 1.-61 11

(a) Cierto

(b) .Cierto

.(c) 'Fa Ipo

.,(d) . Cierto

(p) Cierto

(f) 'Cleric;

(g) 6tto

(a) El nUr;Vral de la izquierda es

(7 (- ) 4 +

4))+ 7

Propledad conmut,-

. tiva.de la ,sumq

Pr9pitdad as'ociaiiva
de la suia

0 + 7

El numeral de la derecha es 7.

Propiedad aditiya de

los opuestos

Propiedad aditiva del

cero

vPor lo.tanto, el*enunoiado es cierto.

Ner,

2 9
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)

(b) El numeral de

l'-51 (-.36).+

la izquierda es ft,

.361 = 54(-.36) + Fropiedad aso-

ciativa' de la

suma

5+( .36) +6365)Definición de
val;r ab'soluto

Fropiedad

los

opuestos *'

r=-5-
Propieaad adi-

tiva del cero

aerecha es 10+(2 10-14-5j

= 5.

El`numeril de la
,t

= 5 + 0

Por lo tanto, el enunciado
. , 5

(a) Si 9 + 32 = x+1

entonces -§-.+ 32 + (T) *9-J

9

+ 32 = x.

32 = x

es'cierto.

es cierto para alen x,

es cierto para mismo -x,

ek cierto phra el mismo x,

es cierto pars el mismo' x,

es cierto para el mismo x.
e,

Si x..= 32, ..

el miembro d la izquierda es + 32 = 322,
.9 9

5' 5
y eliniembro de la dereclia es 32 -17, =it 32g. .

For lAtanto, el conjunto de validez es [32).

(b) Si x + 5 + (-x) 12 + (-x)s+ (-3) es eferto pari

algdn x,

+ 5 +(- ). + x = 9 + (-x) + x -os cierto para

AU i 60 X

ts cirto pp1/4st el

mismo x,

x + 5 + (-5)'= 9 + (-5) es cierto para el

entonces x

x + 5 = 9

x = 4

2,20

mismo x,
es cierto para el
mismo x.



x 4),
el .miembro de la izquierda es 4 + 5 + (-4) 5, '

y el ,miembro .de la derecha es 12 + (-A) +-(-3)
Por lo tanto, conjunto de validez es (414

(c) Si 3x
2

s
x 'in. 10 + 3x + (r2)

15 s

entonces 3x + x + (-3x)

a

201

.es cierio pare,
alOn x,

103x+ + (,-3x) es cierto para
el mismo

1. + x - 10 4. (i) es cierto para
2 el mismo x2

.1.5. es cierto para
2) el misrao

.es ciert9 para
el miamo x,,
es ciert9 para
el mismo x. 44'

Si x = -1,
el miembro de la. ixquierda es

5
2 ,

(.3)

y el miembro de la derecha *e

710 + 3(7-1) + -r) ) 1 0 + (-3) +

Por lo tanto., el conjunto de validez
(d) Si Ix1+3 =-5+.1x1

entpnces lxi + 3 +(-1 xj ) = 5 +1x1 +

3 = 5

es

es cierto para
alein x,

es cierto para
el mismo x,

es cierto pa4a
el mismo x.



Pero 3 5 es .falso, lo qual crtradice la supOti-

ci6n de que la ecuaciAn ert; cierta para algOn x.

Por lo tanto, el conjupLeo de vitlidez es 0.
(a) *r31 I- la I

(b) 131 + 1

(0 Pi ial

6. (a) 0 ambos. son

es positivo

negativo tiene-el mayor valor absoluto.
4

Uno es el opuesto del otrto:-

ambos son positivo; 0 uno'es positivo y

es hegativo 6 0, y. en este tiltimo caso,.el

positivo tiene el mayor valoi absoluto.

x es ei niimero' de d6lares de las yentas cle

-'31 es. cierto pare el. conjunto de t .os

los ndmercii excepto 'el 0;

1-31 es .ciereo para [ 0).

1-31 'es cierto pare' 0.
negativos o uno "es negativo y el. otro

6 0, y 'en. este tiltimo caso, el Irimero

semana,

80 + .03,x = 116..

(a) Si x ei la longitud del ctiarto

,x> 0 y xc23.
'(b)

9. (a) 291 + ate

(b) gab -1-28.0
(c) *3(as+b)

(4) 5x(14- 2a)

10. (a)

( )

0 s' 10 20 23

el act)

ntimero

'la

(e) Nr(i +

(f)'.2ab(3a+11) .

(g) ,aAc,+

(h): 3a2 + 6ibr + '9ac

SI, el conjunto es cerrado, 'respeto de la operaci6n
de "tomar ,elopuesto"'.

SI el #cohjuntO es cerrado respecto de la bperación

t *

de "tomar el valor absoluto".

(c) SI, si U1 conjunto es cerrado respecto de la

operaci6n de "tomar el opuesto"., tambien es cerrado

4

4



respeto. de laoperación de "tamer el.valor abso-.

puesto que el ndmeroo su opuesto es el
4

valor absoluto del'indm6ro..

(a) Si, el conjunto es cerrado respecto de la operacidn

Oe."tOmar el valor absoluto".

(b) No, el conjuntoteo- es cerrado respepto de la

operacicin de "tomer el opuesto"

( ) No, si un conjAnto es cerrado respecto de la

operacidn de "tomar.el valor gbsoluto", no es nece-

sariamente cefrado respecto de la operacitn de

"tomer el opuesto"; pues aunque, el valor' absoluto

de.un ndmero estg en el conjunto, el oRuesto del

ndmero puede no estarlo.

12. Puesto que en cada hpra el autoM6vi1 mgs rgpido recorre

10 millas mgs que el otrp lestarin a m millas uno del

'otro en al- bores.
10 4.

Capitulc

Sugerencias parev-eximenes

1. Busca un nombre corriente'para cada uno de los siguientes:

(a)- (-7) + (-17) (41) (-3)+ i(-3) + (-5) 1

(b) (-13) .+ 49 + (-24)' (e) (-47)+ 18(0)
(0) (-3) + i(-3)1 + l(-5)1 (f) n*+ (-n)

2.' Nombre un numeral corriente pare cada uno de Ios

siguienteg ndmerOs, sin,usar papel pära ha6er 2os
40,

cgiculos. En cada caso, ihdica las propiedades que uti-
.

lizpste ppra facilitar tu tribajo.

'(a) (287) + /-287)

.(b) (-17) + 30 + (-83)

219
+ 954 +

,

2 9 9

I Po



*t.

Lds siguien;ps enunciados son..ciertos para todo a, toda

b, y todo c:

A. a+b=b+a
B. . (-a) =, 0

C. (a + b) + c = a + (b + c

si a

..(a+1.1.) ='
F. 4.-a) = a,

G. a..+0i-- a

entonces a 4. c b c.

(-a) -I.:C-1))
f

Determina cugl de los enunbiadös

a if
(a). la propiedad 'conmutativa de la multiplicaci

(b) la propiedad aditiva del cero

(c) la propfidad aditiVa tie la igualdad

e)cpresa:

4,

(d) el hechd de que el opusto de la suma.de dos

ndmeros et la sumafie,los opuestos.

Si m n son ntmerot negativds, idugles de los

siguientes son enunciados ciertos?

fa), m + n fruj +

(b) hnl Inj

(e) n < 0

(d) Imi + ink> 0.

(e) (-m)+ (-n)e 0

in D

Detenaina el conjunto-dp validez de cada uno de los

siguiente's enunciados,abiertos:

(a)' x 2:= 7
(b) 0 7 + n
(a) + (-6)
(d) (-6) + 7 = (-8) + a
(e) lxj + (-2) i

(r) (-3) '11 = (4) + (-3)
(g) Jx + 31.0. 7 4- 4



.Se da el conjunto

(a) 4Es el conjunto K ckrrado respecto de la opera-
,

4

oidn de tomar el opuesto de tada elemento?

EsCribe el conjunto S. detodas-las sumas 4 pares

.de elementos del,conjunto K.

(c) Es. el conjunto S. un subconiunto del conjiinto

K- cerrado respecto.de la'suma de'pareaSde
,

elementos?

. Cuando un ndmero determinado se suma'a 99 el resultado

'es,287. ,

4
S.

.(a) .iscribe Un enunciado abierto para determinar el

ndmero.
.

(b) lietermina el ndmero buscando el conjunto de validez

del enunciado.

8. Una madre es 28 afts mayor'que su hijo. La edad de la

mtdre es igual a' la edad del hijo sumada a 10 afios mAi

que la edad del bijo.

(a) Escribe un enunciado abierto para hallar la edad

del hijo. (Sugerencia: Bu.sca dos frases para la

edad de la madre- zSon dichas frases nambres4del

mismo ndmero?)

(b) Determina el conjunto de validez,de es e'enuneiado.

9. Jaime dijo: "Cuando dompre tres docenas rags de bolitas,

tendrd tres mis que trece docenas".

(a) Escribe un enunciado abierto mediante el cual

puedat hallar cuintas bolitas tenia Jaime.

(b)' Determina el conjunto de validQz de este enunciado.

c) Demuesti.a la manera en que el uso de la propiedad

ZO5

distributive ayuda a hacer mgs ficii la.determinación

dg este ionjunto de validez. (Sugerencia: 'Escribe

el enunciado abierto dejando los ndmeros de docenas

como productos indicados.)

2,
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4.

PR0PIEDADES DE LA MULTIPLICIACION,

Este es el segundo de tres capftulos en los cualeg las

.operaciones con los ndmeros4de la aritmdtica se extienden a

los ndmeros reales y en ros que se hace hincapid en-las pro-

pidades de estas operaciones. Tal vez, se desee repasar
a

oti.a-vez l principio del camentario del Capftulo 6 Oonde'se

hace une exp,osicion mAs detallada ae estos tres capftulos.

Lectures más a fondo sobre-lamaterditiea de este capf-

tulo ge logran en StuAies in Matbematics, Volume.III, Capf-

tulo 2, secci6n*3 y Capftulo 1, sección 4.

,7-1. Multiplicaci6n de ndmeros reales

Hay varies maneras de lograr que la multiplicación %de

ndmeros reales parezca plausible. Al papecer, io mejor es

dejar que la definicicin de la multiplicación.a elegir sea
]

consecuencia de un deseo de conserver la propiedad distribu-.

tiva pare los ndmeros reales.

Mina 145. 'Las propiedades presentadas son las propiepdades

conmutativa y asociativa ae la multiplicaci6n, las propiedadis

multiplicativas del-1 y del 0, y la piopiedad distributive.

Se dan ejemplos de todos los casos posiblp de muliipli-*

#

cación de pares de ndmeros positivo's'y negativos y cero.

Página 146. Se debe aclarar bien-a los estudiantes que aquf

no se hace una demostricion. Nada podriamos demostrar acerca

de algo que no ha sido7definido. Sin,embargo, guiarnos

. en la eleccidn de la definici6n, preguntamos: "Si tuviéramos

una de4nici6n del productO ab pare ndmeros negativos
4

20

to



Lc6mo se comportariansldt ndmeros respecto.de(.1ripropiedad

diltributiva? Encbntramos,que §e c6mportayfan de un modo

tlqu
.0 = 6 + (2)(-3)

tendrfa que ser cierto. iero si se ha de mantener la uni-

-cidad del inverso aditivo, (2)(-3) tendrfa entonces que ser

el opuesto de 6.

l'AgirAa 146; 131121 = 6 y 1-21 = 6. Estos rePresentan'
,

.el mismo ndmero que'(3)(2)-y.(-2)(73). (-3)(4):es el mismci

ndmero-que -(1-31140; (..5)(3) = 1-51 1-31; y (0)(-,2) es

1°1 1-21'6

Mina 147. Al igual que en el caso de la suma, se asume el

punto de vista deextender la operact6n de multiplicaciân de

los ndmeros de la aribadtica a todos los ndmeros,reales'para
, ,

conservar asf las propiedades fundamentales. Esto nos ,oblig'a

a defil.nir la multiplicacidn en la forma ya,Wecha. Con otras

palabras, easo no.sehubiera podido hacer en ninguna'9tra

forma sin que algunai de las propiadades.dejarsin de ser

vAlidas.

La 4efinición general de la multiplicacidn de ndmeros

reales se expresa en t4rminos de valores absolutos, porque

y 1bl son.ndmeros Ae la aritm4t1ca, y ya sabemos la

manera 4e multiplicar ndmeros de la aritmetica. La dnica

dificultad en el caso de cis ndmeros reales es determinar si

el prochicto es positivo o negativo.

Hay diversos artificios disponibles pare ayudar al

maestro'que siente la necesidaa de hacer la definicidn de

la'multiplicaci6n Olausible a sus estudiantes A continuacidn

se exponen dos formas de un plan de este tipo, plan que, lleva

al estudiante a ioS mismos.resultadJs que la definicion de la

muliip1icaci6n, y le pide darse cuenta de un cierto modelo en
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la sticesi6n de los productos. Sin'imbargo, al usar cualquier

forma de este plan,'el maestro debe tenet presente que"gste
l

es un enfoque Md4bil que el del\texto, porque mientras la'

definicioh del.text9 se basa en' corisideraciones referentes a
.. .

14 estructura matemitica, los.artifiN cios allididos requieren
\

solamente una extensiOn implfcita de la simetrla de una tabla

de_multfplfcar.
/

- (En cualqufera de las formas siguientes e estildiante'
'

suplirg ?.os productos que faltan.) A

-(1) (3)(2) . 6 (3)(-2) . -6

'(2)(2) go 4 (2)(-2) = -.4

(I)(2) xi 2 .(1)(-2) -2
(0)(2) 0 (0)(-2) = 0'
(-1)(2) =

(-2)(2) vz (-2) (-2) = '

(2)'
2 1 0

9' 6 3 0

6 4

1 3 .2

0 0 0

-1

2
3

.2

1

0

a0.
0

0

..s

Respuestas al Conjunto de problemas 7-1; pgginas 147- 50:

(a) (-7)(-8) 1771 1-81 - 56

-(141 17129 - (4)02)) - -8

1



(c) 1,(-3)(2)1 (-2 ) 1-(1--.?.1 121)

1-el (-2)

-(161 1-21)

-12

(d) (-3;9(4) -(1-181 41)

4
(e) (4)(1-i= 1-4- .14 l =40,.

1-21 ((-3) + ..4,2((-3) +

= 2(0) . 0

(a.) (4)(-1) = 2

(b) ((-4)(2)) '(-5) = (-1)(-5)

(0) (-.32.)((2)(-9) = (-1)(-),0)

(d) (-3) (-4) + (7-3)(7)'. 12" + =

(e) (-3) + 7) = (-3)(3) =

(f) (-3)(-4) +? = 12 + 7 =

(g) 1-31(-11) 4- 7 = 3() + 7 = (t=.12) + 7 =

'(fl) 1-31 1-21 + (.:6) (3)(2) + (-6)... 6 +

(1) (-a) 1-21 + (-6) = (-.3)(2) + (-6) = + (-6) =

(i) (-a) (1-21 (-6). (*-3)(2 (-6)) . (4)(-4) =\.4. 12

(k) (-0.5)(1-1.51 (-1i..2)) (-0.5)(-2.7) . 1.35

3. (a) 2(-2)t+ 7(3) = (-4) + 21 . 17
(b) 3(_(-2)) + + = 6 + ((-12) + 28)

=6+16=22



(e) (-R ) 2 (.2) (.10) 4.1(.4)a . 4 2(8) 3:6-

(d.) .((2)*1.. (-6)2'.,36

(e) (-2)2 + ,(3.1-41 +(.:4)(.0.q (12.+ t7.7.14../J4

#(1) 1(-2) + 21 + (-5)i(-3) + (-4)1 = 9 .4. (-5)(7), =,
(a). 2(.710) + 8 . 12 Falso

s(b) 2 (_(,-10) + 8.'28
.
Cierto

(c) '(-3)((,2)(_2))+ 201

(.3)(-4), 4- Falso

(-5)'((-2)(-) 30), <' 0
(-5). + 30) <'0 "Cferto

211

5. (a) Si + ,c-3)(-4) = 8 es cierto para

algdn x,

entonces x + '12 = 8 es'cierto para el

mismo x,

lc + 12* (-12) = 8 + (-12) e cierto iara el

mismo x,

a

el miembro de la izquierda es

(-4) 4-(-3)(-4) = (-4 ) + (12)

8

es cierto pars el

mismo x.

El miembro de la derecha es 8.

Por consiguiente, el 5Injunto de validez es 8).

4;3 -2 -I 0 I 2 3 4 5 6. 7 8 9 10 11 12 13

t.
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La forma sugerida aqui* deherg usause mientras sea dtil a
los estudiantes, pero no por rags tiempo. Cuando, a juicio del

maestro, escribir "es 0..erto para algdn x" y "es cierto para
el mismo x"' ha cumplido su prop6sito, no debe utilizarse más.

Lo importante es estkar segura 'de que los estudiante's no

Tierdan de vista las ideas empleadas aqui. De vez en cuando

deben huscarse nuevz;s oportunidades para ayudar a los- estu-.
diantes a recordar por qugsun ndmero quethaoe cierto el

pritper enunciaclo hang necesariamehte ciertofel dlpimo enun-

ciado.

Almondis maestro,is se extraaar4n de que verifiquemos la

'solu.ci6n "sustituyende x por -4 en el eiLrnciado. En
realidad, no hemos usado la palabra "sustituir" en este

contetto pOr la raz6n siguiente: La viriable x es un

simbolo que representa un ndmero no esi4cificado de tin 'con-
junto dado. Decimos que el "valor de x es 3", quando
especificamos que x representa( a 3 .1 Si dijgramos
tituye x por 3", el ettudiante pod?' tenet la impresi6n de

que el simbolo X Se ha borrado en ,alguna forma y ha sido

reemplazado por el .sfmbolo 3. Deseamos que ei estudiante
comprenda qtte- en tal caso, x es -3, np que es reemplazado

por 3.

LQS conjuntos de validez y las grg ficas pare laa ciemgs

partes del problema son:
;

01

(b) ( .2) 1 f i si t i t I t 1.1 I
.

(t) [123 i
-3

(d) (-36)

(e) (36) ,

0

0 2

I 1 1. 1 .t I I 1 t I t i I I 40 I
-2 -1 0 t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

4, 1 I 4 1

-40 \-30 /-20 ;10 0
-36

.r 1 1- 4 1. i 1. 1 t 1-1
IQ 20 30 \40. 50 60

6

.231
;'



(f) -Thdos los ndMeros mayores que

(g)

I r r ,

-3 -2 -1 0 . 1 2 3 4 5 6 7

F.
-1

.
I

.3 3

(-12, -8, -2, 1, 4, 6, 9 , 16 CGnstruir, una

tabla de productos puede facilitar el trabajo del estu-
,

diante en este probiems.

Q es el conjunto de todos los ndmeros*reales. El con-

junto de los ndmeroe-reales es cerra4 resbecto de la

multiplicaci6n.
4

8. T. es el, conjunto' de' todos los ndmeros reales Tositivos.

El ponjunto de los ndmeros reales negativos no es

cerrado respecto de ls,Multiplicaci6n.

9. RefiridAdonps al problems 6, vemos .que l subconjunto-de

P consistente en los ndmeros positivos 'de P,ps

Kros (1, 41 6, 9,-16).
- .,

-.

*10. Si -a = 0 6 ,6'= 0, entonces ab = 0, lab I ... y i aj 0 6,
.

l bl = 0,
Y.,--

.

213

por 'tanto, labt=

Si a It 0 y b 0, .exactamente uno de

cierto:

los siguientes es

ab al dbl Dèfilici6n del producto dp dos nd...
I

meros reales

6 ,ab (tal. 11:1) -

06tese que lOs dos vafores posibles de ab son opuestos.)

Entonces I abl es I al .1 bl 6. - a I . lb 0, el qi.le sea Mayor.

Definici6n de -valor absolutoI I%)

iero lel -I b I es positivo, Pef 1 *6n del-productp de dos
n eros reales

Y -(1 al'Ib I) es negativo. Definieie deopuestos

,por lo 'tanto, 111:1 = lal . I b j. Un ndmer ,posktivo espayor

,que un ndmero negativo,4

? I)
*. -to
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A. (a) Ambos, son positivos.o ambos son ativos.

ting, es.positivo y uno negativo.
(t) b. es positiVo.
(d) b es negativo.
(e$ b.' s negatiyo.
(i) b

142.. 1. Proiiiedad 4. comparación
2. Propiedad multiplicativa del 0

3. Defini4Con de ).a multiplicaci6n
. ,

4. Definici6n de c;iiie.stos si aunssnisinie

'au opuesto es negativO.,
Este es un ejemplo de una demostraoidn pot contraaiccan.

A pesar de esto, la demostración es inmediata, y puede
seguirse sin una discusi6 de la demostracidn forial pot
contradiepi6n, lo mai se trat:In la secci6n 7-8 de:este
capfttilo::

4
.

Propiedadee'de la multiplicacidri
.Jina vtz laás debemos inststir en que .1a exigencia de 'qua

3

las 6propiedades cakocidas deberán curiplirse, nos ,sufciri6 lo

que debe ser '1.a definici6n de la mui.b.plioaci6n1 -Pot Otra
...- 3

parte, pudimos haber dado definicr6n de It multipliOaciân
al principio sin justifitaci6n alguna: AsX, l.a aefinicion en

misma no contiene en reilidarl suposición alguna sae& las
iropiedades. Es hasta coricebible que, a pesar ae estar,m4s

mews forzados a definir la multiplicaciOn de este .modo
-podrtamos encontrar gue- las propiedades no- oontindan ya siendo

v.ilidas. De aqui que todavia sea necesario demostrir que ls
multiplicacidn asi defintda tiene efeceivamente'las propie-
dad9s. Al laacer esta,no hemos cardo en la trampa
argumentar en.ncirculo vicioso..
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a

Minas 150-152. En este punto, quizis el maestro desee,

mencionar la propi.edad de clausura de la mu1tiplicaci6n.

La propiedad del 1, erpressadA en la forma a I = a,

de agual manera podia haber sido enunci.sida en la forma

1 a = a. A algunas personas, les gusta combinar estas dos
.14formas en et enunciado.a 1 = 1 a = a. No hay objecidn a
Rue el maestro haga esto.

'as razones para la propiedad raultiplicativa del ',son

las siguientes:

Si a -c 0, a 3°1( lal Definiciân de multiplicacián
de ntiMeros rèaTh .-

at Propiedad multiplicativa,del 1
para a> 0

Definici0 de, valor .absoluto,
y opuesto del,opuesto -de un

ntimero es el wimeromismo

Una Idemostraci6n de la propiedad mulikpliCatiya del 0 es

la siguienten
Para cualquier nilmero real a,

az: 0, a 0 =la I. 101 1efinici'6n sde
de mimeros -.reales

a y 101, Definici6n de va or

a. absoluto

Pero si 0,

De este Modo, a 0 es el producto de dos nAlmerossde la

aritmética,

y a 0 = 0.
Si a a 0 = (la 0 Deftnición _de multipli-.

cacidn ntimeros reales

-(0) Producto de dos rrtimero

.de la aritmdtica

El opuesto de 0 es O.
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RespUestasj.L..1 Conitinto ae problemas 7-2a;,piiina 152:

((4(-4)) 4(-17) 7 (1)(3.7.) -17

(b) (-8)(5 4, (-6)(4)) - (-8)(5 +: (-4)) = (-8)'11) = -8

(0)..(-4.) .04(k)4 (-4)(-5)) = (-4) (I-6) + = (-4.).(0) e.

(d) (1)(-6)A- (-8)(..3)) (-14). ((-24)+ (216) 4.49(4) 0

0

2. (a): Hecho en .el texto.
(b) 43)(-5) =, 4131 I-51) -15

-(1-51 131) ri -15

(-4)(0) iz -(1-41 101) 0

-(101 14).. 0

(d) (3)(-4) =, 1-31 1-41 12

(-4)(-3) as 1-41 1-31 in '-'12

(e) (-7)(4) -r(1-71 141)
*

(4)(-7) 7(141 1-71) -5

Efiginas 153-54. (ab) c I I abi .rci. Se ha dicho en el
texto y demostrado en el pro,blem'a *10 del Conjunto de pro-
blemas 7-1 que labl = I al ib I. N6tete que esta propiedad
justifica tambidn el Ir6ximo

4 Syuno de los 11 b, c es 0, entonced (a11.)c = 0 y

"a(bc) s= 0, p9r la propie4d multipslicativa $1e,1 0.
m prueba de la asociatividad es probab;emente muy

diffcii para que pueda.exigirse a todos los estudiantes. Sin

embargo, la relativg dificultid-de la idea podria gustarle a
los mejores estudiantes.

#



Respuestas al ponlunto de problemas 71---2b; piigina 154:

aS

i a es I

b es
.

y a ip

+

.+
+

-

+ -+

.

.

,
.

-

enconces
. ab es

ba es

(ab)e Qs

es

+

+

.
''''

_

1

- +1
,.'-....,.,.

+

+

- ,

.

..

-

+

+

. ,
Hemos visto en el texto pie par& todos los ntitneros

reales ,a, b

1(ab)c I ta(bc)
que si uno de los-a, b, c es 0, la propiedad asociativa

de la mUltiplicaci6n es vAlida.
Si

o bien
(ab)ci

(ab)c = a(bc)

(ab)c -a(bc)
es ;cierto, esto es, ol_ds numerales deben representar el

1

.

misme nxiMero, o4"tosndmeros son opuestos. Puesto que la
table revels que pa.ra- todaS laS# cottibinaciones.posibles-de
valores positivos y *negativos de a, bI c,.-(ab)c j a(bc). son
ambos positives o, ambos negativos, es claro que (ab)c a(bc)
no son opuestos, y que (.ab)c a(bc)
2.

(a) ((3)(4 (-4) s.,(6)(-4)
(-(2)(.4)- . (3)(4) = L24

(b) (3),(-2)) '(-4) (-6)(-4) . 24
t3) ((-2)(-4)) (3)(8) = 24,

..( ) ((3)(:2)).(4) . (-6)(4) . -24
(3)1(-2)(4)).'(3)(-8) = -24 .

41



(d) ((73)(2)) (-6)(-4) 7 24

(.3) ((2)i-4)) = (-3)(-8) 7424

((-3)(-2)) (6)(-4) .7 -A
(-3) ((.:2)(74)) . (-3)(8) 7 -24

(1) ((-3)(-2)) (0) 7_(-6)(0) =

-(3) ((-2)(0)) (3)(0)*-

3. (a) (17) (-20) (3)%.1" ( -20) )

(100)(51)

.2 5100

(:ID) (4)(i)(-11)

(-4)(;)

(17)(3))

(0) (4)(;)(-21) (()
- (-7)(3)

42
-It

(a) (-§)(4)( )(-4) - (449 ((i)(-4))

= 1

4111r. 4)(-19)(-3)(o)

(r) (77 (-25)(3)(..4

((i)(5)) ((-19)(..3))
a

((-7)(3)) ((-25)(-4))
(-21) (100)

.2100

237

-16
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Pgina 155.-

(5) + y (5)(2)+.s(9) gop iiumera`les,para
(5) (-3)) y (5)(2) + (5)(-3) sOn numerales para
(-5) ,@;2) (-.2) :17 sbn numerales para25;

Ladiseusitin siguien,te ju.stifica la raz6n de no sugerir
.que se estimule estudiante, win al más interesado, a tratar
de demostrar la propiedad distributiva,

Unáveriflcaci6n completa de la ley'distributiva requiere
un eximen de doce casos para a(b+ c):

b > 0, c0,
b < 0, < 0;

h 2 0, < 0; b ,4 lei;
b > < b.

b < 0, c Os ib

b < 0, c 0, ibi <
b 0, 0

b < o, c < o;

(3.) 1-a 2 0,
(2) a < 0,
(3) a 2' 0,
(4) a .2 0,

k (5) a 2 0,
(6) a 0,

(7) < 0,

(8) .a.2 0,
ft,

(9) a < 0, b > 0,
(10) < os b 0,

(3.1) a < 0, b < 0,

c<01 .b >

< 0$ <

c > 0, b

(12) < Op b < 0, c ibl < C.

Ray oclio casos \más a considerar para ab' + ac.

'Debe disuadirse al. estudiante de tratar de probar. esta
propiedad distributivg7 Como en 1a'verificaci6n de la ley
as6ciativa para sum, el.ntimero de casos posibles es un
obstiteulo. Aquf, sin embargo, hay una dificultad adicional:
La .demostracian requiere que el estudiante, distribuya
mu1ttiplicaci6n con respecto a la'resta, para nilmerog de la
aritmdtica.t En el caso (3), 'por ejemplo, a(b + c) es, pctr
definici6n;a(b ci 37,necesifamoS Sahei; 'clue

a(b I) ab ardl

238
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ailtes de ieguir. EAa igualdad es.vgliaa a causd de la

propiedad distributtvg mencionada. En esta proPiedad estg

implicito que ab)-al ci. 'Las definitciones de suma y'multi-

. pliâaciân nos permiten rrtonce's escribir

"
a4b -11c1) ab ale]

ab + ( a[ci)
.4

= ab + ac.

Hirmos apenas mencionado la resta para los ndmeros de la

aritmética, de modo que dif/dilmente podemos esperar que el

estudiante sa percate proviamentede la propiedad distribu-.

tiva de la multiplicacidn respecto de la regta para tales

ndmeroi.

Resplestgs al ponjunto de problemas 7-2c; pggind 155:

+ (-9)(-8). .9 ((-92) + (-8)) = -9 (-100) 900

(,.63) (6) + (41.63) (6) .( .63 + (.4.63)) 6 (-1)(6) -6

1.

42) .

+'(77)(4) = -7, + (.))
(

( 1) ((-93)'4. + (-7)) -4 (-100) = 75

(7-7)(.4) ,(-5)(7) = ((-7) + (-5)) .4 . -8

Pggina 155. Las razones para los pasos indicados en la

demostracion de que (-1)a = -a sons

4

229
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a + (-1),a 1(04 (-1

(1 '+ (-1))a

Propiedad multiplicativi del 1

Propiedad astributiva

Propiedad aditiva los

opuestos

='0 Propiedad mUltiplicativa del 0

Respuestas al Conjunto dd,problemas 7-2d; página 156:

1. Teorema: Para dosndmeros reales cualesqiiiera a 2

(-a)(b) = -(ab).

( a)(b) = ((-1)(a))(b)

(-1)(ab) Propiedad asociativil de la
multiplicación

(0) (-1)x = -x

Teorema: Para cualquier par de ndmeros reales al b

=

((-1).a) ((-1)..b) (-1)x

(0) Propieda4ps'aso4ati-
va y covmutativa ae
la multipliqaciZn':

= ,(1),ab Definici6n de la multipli-.

caci8n

= ab ,Propiedad multiplicativa

.41 1

(a) -5ab

(b) (-20(...50) 3.0ae

(c) (3x)(-7Y) -212tY

(d) (-50)(5d) . -3ed

(e)..(tbe)(-6a)....-4abe

(f) (-0.511)(1..e) -0.6od

ww.

7-3 y 7-4. Uso de las propiedades multiplicación

Estas secciones introducen algunas de las tdcnicas nece-

sarias del dlgebra. Deseamos proporcionar prictica suficiente

con estas tdcnicas, pero queremos timbidn mantejlerlas eatrecha-

mente asociadas con las ideas de las cueles dependen. Tenemos

2411
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a

A

que seguir un angosto sendero manteniendo el equilibrio entre

dos peligros: por g,na parte, resultar enteramente mecánico,

perdiendo de vista las ideas, o par otramantenernos en

estas hasta tal punto que el estudiante se vuelva lento y

torpe'en los aleulos algebraicos. 1.111"buen lema de trabajo

a seguir evil es que la manipulaci6n debe.biisarse

comprensi6n. El es'tudiante debe ganarse el derecho de

empujar slmbo176-0 (omitiendo pesos, calculindo siedar

rezones, etc.) consiguiendo primero dominar las ideas que hay

deptAs de la manipulaci6n de los sfmbolos y dando significado

a dicha maniPulaci8n

Eespuestas al Conjunto de '.problem.is 7!-3a; paginas 156-).57:

(a) a + 15 (f) (--3) +.

(b) (-ak) (g) ,1133T tY

.(e) 2a + 2i + 20
S.

324+ 8m
At

(d) (-9a) + (-9b) (i) (-gr)

(e)' 3p + (-3q)
4

2. (e), (f), '(1), (f)

3 (a) 5(a + b)

(b) (-9)(b + c)

, 'f*

0 (2 + 3) or § (5)

3(x + y + z)

k(m:+, p)

19t

(b) -6a

(0) 9y.

(d). 13z

e) (-11m)

(f1) -2a

(-5)

-g + gt

(f). (a + b)(x + v)

(g) (7 + 0(') 4 lo (1)

1)
(.6) (a2 b2)

(i) c(a + b + 1)

(3) :2(a + (-0)

(g) 4,0b

Bx

3a + TY

16p

0

2a + 19b
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PAgina 158. Al reducir tdrminos, deseamos que la aplicaci6n
4

directa de la prop4dad distributiva sea la, dea principal.

No se debe dar la impresi6n de que!reducir tdrminos es
t.J an

proceso nuevo. Tratamos de evitar las frases "tdrminos,

igualde' y "tdrminos ienejantes",sporque son innecesarias y

tienden a estimular la manipulaci6n sin comprensidn.

Respuestas al Ctoiunto de problemas 7-3b; pigina 158:

1. (a) 13x (h) 2a

(b) -13a (3) 17p

(c) 9k (j)
A

(d) .3b (k) 12a + s3e + 3c2

(e) n ch 6a + 4 + o
(f) 9x (m) 6p + ng
(g) (n) 3x2 + (-x) +

2, En ,las partes (0 y (g), la propiedad mgltiplicativa del .

uno.
1

(En la garte (k), la propiedad asociativa de la su7 :
.

En laeparte (n), las propicdadesk"conmAtativa y aso ia-

tiva de la suma.

Puesto que no hemos introducido todavfa la propiedad

multiplicativa de la igualdad, el alumnb-tendrA qua

volver atrAs "conjeturando" el coujunto de validez,'

despuds de redugir tdrminos y usar la propiedad aditiva

de la igualdad, cuando sea posible.

- 1El conjunto de todos ...oS

(f) nlimeros reales.

-,

(a) (2)

(b) (-4)

(c) 1
(d) (-9)

le) 0

(g) (74

(h) (i1)
, (i) (1)

(.1) (27



Pigin 159% Las razones para los pasos de/ ejemplo son:.
(.3x2y) (7ax) := 3 -x -x sy -7 . a -x Propiedad asociatiya de

la multiplicacidn
= Propiedad xonmutativa de L

la rflultiplicacion
(37)it(x-xx).y Propiedad asociativa de

la matiplicaci6n
,=.21ax3y Multiplicación

'Respuest.ai al conjunto_ de problems 7-4a;. página 159:

3. -.72b

5. 18be

6

7. 42ay3

8.

9.

10.

11.

3 2-gab 2d

48P2?'

200b3e2d

(pb)(9a2)

12 ip 28abc

7.9...b.9ada

(49)(a4a'at

3a3b

Respuestas a

1. -(-3q) + (-3d)
2. 16 +.(.60 + 14b2
3. 18x7 + '6?Ez

4. (4-12b3e2) +

5x2 + 30x'

6 20b3 + 70b2 + (-4.01?)

Conjunto. de problemas 7-41?; página 160:

i2e3)

7. (-1).) 4. (-9.)

8. (.21a)'+ 35b

9. 12x2y. 418x2y42: 24xy2

*10. (-a) + (-2ab) + (.-b2)
U. (-8ae) + 20be. + ke2

12. (=x2) + x



Respuestas' al. Coniunto de problemas 7-4c; piigina 161:
Estimule' estudiante a hacer cada Anko de estos proble-
mas de 'la rnanerl indicada en

(a) (x + 8)(x +.2 + ,8)x + + 8)2

= x + Bx + 2x + 16
x2 4-.10x + 16

.(.b) y2 + (-8y) + 15
(c) 6a2 + (.17a) +10
(d) a2 + Ita + 4i

2. Para ndmeros reales a, b; c, d,
(a + b)(c + d) (a +-b)c + (a +.b)d

- (e) (..39

(r) Y2 + (-95'

ac + bcc+- act + bd

ac + (be + lad) + bd
.1

1.

Cuando el aIunuto descubra que esto le d.a una f6rmula
para multiplicar expresiones de la forma (a + b)(c -1; d), tal
vez quiera usaria cn vez de la foRma más larga indicada erk el
problem l. *Tebe estimularse a ,que lo haga as/ tan pronto
como est4 'preparado para usarla con comprensi6n y con
exactiiucl.

3. (a) a2 + 4a + 3
(b)

(a)

6oc + 3.7x + 12-

ab + cb + ad + ed

(a) 3a2 -+ 5a + 2.

(b) 4x2 4. 23x + 15

(e) 8 4.- 13n + 5n2

(d) 7 .4 (-6Y2) + 91 + (-4)
(e) m2 + 6m + 9

(r) + 9z + z
(d) 6p242 + (.10pq) + (.56)
(e) 16 + (.141) + 12 + y3

(r) 1512 + (-11xy) (2x2)
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7-5. El inverso multiplicativo (pAgina 161)

Un ndmero real dalo permanece inalterado cuando se le

'suma 0, en virtud de.la propiedad aditiva.del cero. Un

ndmero real dad9 permanece inalterado cuanflo se multiplica

por 1, en virtud de la propiedad.multiplicativa del ung.

Si d .es un.inverso multiplicativo de c, entonces

cd = 1. Por la propiedad conmutativa de la multiplicaci6n,

dc 1,y, por tanto, c es un inverso multiplicativo (19 d.

PAginas 162-163. Para comprobar si dos ndmeros son realmente

inversos multiplicativos, se pueden multiplicar, y si el

producto es uno, son inversos multiplicativos.

Cuando se aparean ndmeros sobre la recta numgrica para foxmar

pares de inversos; se ve que 0 nbLpuede ser *apareado cpn

ningdn ndmero. A medidi que el estudiante vaya escogiendo

nameros positivos cada vez mis prdximos al 0, encuentra que

los inversos multiplicativos son cada vez.m4s grandes; en

cambio, cuando elige ndmeros negativos mayores

encuentra que los inversos m4ltiplicativos se alejan cada

vez m4s a la izquierda sobre la recta numérica. Por consi-
0
guiente, no hay inditaci6n alguna de un posible inverso

multiplicativo para 0 sabre la recta numérica. Además, la

propiedad multiplicativa del 0 buestra Tie no hay ningdn

ndmero b tal que 0 < b 1. El estudiante puede llegar

asf a la conclusi6n de que no hay inverso multiplicativo del

0. Una demostraciân formal de esto se vera en la pr6xima

secci6n.

.

II



Respuestas Coniunto ;de ro lemas 7-5 palgina 164:

litimero

3

1L

3

3
14'

7

Inverso
Multiplicative

2

3.

-2-

6.

Inyerscr
Ndmero Multipltsativo..

A

3-rpr.
r

-7
10

100

-100

00

i lit I 1 I I 1

-8. 7 6 5 -4 3 -2 -I # 07 I .2

. 3 .1 I 3
4 3 3 7

1 1 ,

T

eikproblema 3, cede doble flecha une puntos a lades
opuestos del 0-, mientras que en el problema 2, los puntos
unidos or u.na doble flecha estin )imbos aL mismo ladp del 0.
.4. Si a >1, entOnces b esti entre 0 y 1.

4 esti entre 0 y 1, entonces b>
. 1 es un inverso multiplicativo de 1..

a



Si a=1 entonces . b-- est erltre.A. y
- -.

'Si a 4 0 2, a')- -1, entonceg V-4. -.1.
,,

T1 es un inverso ti cativO de -

Si a es pcigitivo, el .velso b'

Si a es neptivo, eIeso b es negativo.

7-6, La prppiedad 'multfplicativa, de .1a igua1a0 '

Wage el 'comentario gdbie la)propiedad aditiva de ,la
N.

ig4a1dad en el Capffulo 6 , p4ginas 133 y 134.

ResPuestaska.1 Conjunto de problemas 7-6; ,p.sl.iginas 165-166;

1. (-5)(-'3) y 15 4son:nombies digtintos .paka el mism6 mitnero.

1Cuando'multiplicamos () por este mlmero, obcenemos

-5)(,4 611-

4e un nu.evb ntimerot

(a.) Cierto (c) .Falso

(b) Cierto (d) Cierto

3. (a) *i 12.it T= 6 es cierto para *algtin x,

entorkces (12x
)(.i)

es ciert ara _el Limo x,..

itt

"(13)(3)
N

camOnombres discintos'

(e) )Ciero

a

1
(12- --)x = I1-)

k =

/'sf x

el miembro d la izguierda es 1 (i) = 6

el miembro de la derecha es 6,

y, por lo tantp, el conjunto de validez es

es cierto pare el.mismo x,
-

es cierto para el mismo x.

(h ) (1)

ti) )
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La.forma utilizetda en el prpbletna 3ipuede usarse Awl
trnibin
(a) (5),.- 4,

(35) .

(0) t4)
.4

.(d) (-3)..
5. (a) Si V .es 84 )r h :es 7,

1=

i 84 = 11(7) ciertO pare alguna B,3

.(e) '(15)

cf.)

(8)

.(h) bfol

entonees V = 1th es
3

1.entOncvs 84 a B(7)(13

84.i B
3

:843=
:7- 7

36,

-

,es cierto .para la misma

es 4erc9 parit l.a misma B

es. cierto par& la Misma B;

es eierto para la mj.srna B;.,37
-Ur= B-1 es cierto pitra la misma B,

B 3es cierto pare la mime B.
Si B es

f. el mieinbro de la izquierda es 84;
. .

.. el miembro de la derecha es.. -5 (36)(7) u 84.
.. .

El conjuntp de validez es [36) . .
, . i ,i, . .(b) La forma de la parte '(a) dbbe u.sarse a'quI-. El.con-

, - ' junto de vatidez.es 113).

7-. Soluciones'.de ecuaciones

yiginas 16-119. Este es la piimer a. vez que empleamos el
y solamente si presentamos Rorque la awe-, it .

ción se evidencia filcilmente en términos de corijuntos de
4
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valide. Aunque laidea no es diffcil, "si y solamen5e si"
'A

a menu& da lugar a confusi6n.-.,La forma es siempre "A si y

solamenteiki B", donde ,A y B saasenunciados. Teatemos en

realidad.con el enunciado compuesto "A sit y A solamente

sL,B". El enunciado "A si BP es'una.forma abreviada de ,

scribir "Si B, entonces y "A solamente si B" RS'Una

manyera.de escribir "Si ALI entonces Estos enunciados

condicionalps ayeas pe escriben "B Implica A" y "A ?

implica"B". La confusi6n con "si y solamente si" prtocede de

tratar--de recordarqu4 enunciado es.el enunciado "si" y
V.

cuAl es el enunciado "solamente pule cual tiene este
P

dificulted, pero afortunadamente no,es-un asunto importante;

Lo'que es importante es que el enunciaao campuestp "A si y

solamente gi B" significa "Si A0 entonces B si B, entonces

A".

los enunciadosequivaietes se estudiaráncon m4s detalle

en el Cepitulo.13. Puede queelimaestrósdesee referirse aji

ixplicaci6n ulterior.antes de introducirla en este momento.

La idea se introduce aqui pare ecuaciones lineales, porque

el estudiante debe seguramente tener conocimiento de . elle, y

se gentir4 impaciente por la rutina de comprobar. No es

nuestra intención eliminar del todo la comprobacidn

caso de estas, ecuaciones, sino Ms biensitueila en su propia

perspective como medio de detecci6n de.errores en'la aritmé-

tics a

Es importante que el maestro observe,'y ayude al alumno

a darte cuenta de que en el procesd-de resolver ecpaciones, no

todos los pesos empleados'implican directamente la equivalen-

cia de dos ecuaciones. ..A14ellos pesos en loi males se usan

1

*

2 4 {
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la prppiedad aditirva y la propiedad multiplicative de la

igualdad, A4en plantear la =esti& de Ia equivlenca, pero

por otro lado; puede baber pesos utilizados corfel dnico

'prop6sito de simAificar un miembril a ambos miembros.de una

ecilacidn.

AsI al pEksar de

a (3x + 7) +4-x) :+ (x. 4415) -)0 (74
la equivalencia es un asunp a considerar porque, por'ejemplo,

la free.!_f4 la lzquierda expreea un ndmero distintodel expre-

sado por el miembro de la4zquierda de la ecuacidn original,

debido a que se utilizó la propiedad aditiyeAe la'igualdad.

Pero al pasar de

(3x + 7)1+ (i + ( (x + 15)

a ix am 8,

el asunto-de la equivalepcia no entrh en juego, porque todo-

lo que hacemos e expresar cada miembro de_ la ecuacidn en

forma m4s sencilla. Ambos tipos de pesos. son iMportantes,

desdequego, y los estudiantes deben saber expliéarlos.

Una prolongada discusidn en el texto, de la diferencia

entre estos paps, podra distraer de la idea principal, y

asI la tafea de destacar la distinción es propia principal--

mente del maestro, Esto es tal:yezladecuado, ptrqu,e muchas

oportunidade apropiadas pare seftlarlo se presentarin en

la discusidn d la clase a lo largo del curso.

En conexi6nii trabajo relecionaft con ecuaciones

equivalentes, algunos nag4tros informan que las clases han

encontrado buena práctica y, gusto en el prpceso.de construir

ecuaciones complicadas, tomando coma base ecuaciones simples,

mediante el ueo de ecuaciones equivalentes. for ejemplo,

4.

Itt

1



.....y

it

232

4111, **

int 3

x+lr
2(x + = 8

'2x * 2

2x 4- 2 + 7 = 8 + 74
2x + 9 15

*
)

Respuestas Con4unto de 'problemas 7-7; -p.igin.as 169-171:

1. Si x es una soluci6n de x + (-3) .= 5,,

&itontes x es 'tna soluci& de

4A

s(-3) + 3 5 + 3 Propiedad aditiva de la

igualdad

Si x es una soluci6n.de x

entonces x es una ,soluci6n. de ,

8 +- (-3)

Y x + (-3) 5.

4
tk.

.Propiedad aditiva de los

opuestos y propiedad

aditiva del 0

Propiedad aditiva de la

igualdad

Suma

Por lo tanto, las ecuaciones ',san 'equivalentes, porque los

pasos utiliiAdos al plisar de una ecuación a otra Ar.n.

invettibles.

De,uha manera -peacida, pueden efecfuarse las partes.

1(b) haste 1(b), .(c), (d),, (f)i (g), (h), 'don pares

de ecuaciones, equivalentes. 1(c) no lo es, porque la

raultip1ioaci6n por cero no es una operaci& invertible,

ya qtie ciro no tien Inverso multiplicativo. En 1(i)

tampoco son equival.entes las ec'Uacionesi porque el tomer

el valor absoluto de cada miemtro de una ecuación no es

una operacift invertible.'
2. El ejemplo dado en el texto al comienzo de .este problema

indica la forma que debe usarse pcitese que "es equiva-

lente a" se dice entre ecuaciones una de las cuales se

251
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ha obtenido de la otri utilizendo la propiedad ad4iva
*

o la propiedad multiplipativa di la igualdad. Nada se

dice entre ecuaciorits para-las quales'ilayamos escritol

un numeral-más sencillo en uno o amips.miembos de las

ecuaciones. Se podrfan exponer razones pare ambas

clases de procesos, y esperamos que el estudiante estar4

pensando en justificaciones adecuadas para todos los paso&

Aquf, sin embargo, el interds estei in la equivalendia y

las propiedades que producen'enipciados equivalentas.

Higase que el estudiante use este forma solamente

mientras el maestro lo crea becesario. Despuds que deje4

de escribir "este enunci#do essequivalente a", el

maestro deberá comprobar de vez 'en cuando 6on algunas

preguntas, part estor segiiro de que el estudiante est4

pensando claramente acerca de lo que est4 hact-endo. Si

no 10 hace asf,.se,deba-procuray que vuelva tamporalmente

a amplear la forma c6mpltd.

(a) 2a + 5 17

Este enunciado es equivalente a t-
.

+, + (-5) (-5)

.6 =, 12,

y este enunciado es equivalente a

6

1(2a)(12)
2 ,

6:

Por consiguiente, el ccinjunto de validez es (6).

(b) El conjunto deyalidez es el conjunto de.todos los

ndmeros reales.

lt

,



.(h) El,conjunto de todos los nAlmeros reales.

a) Si x es el,ndMerd :de Rulgadai de ,loniitUd del

tercer lado 2
entonces '2x + 3 es el nAiMero de pulgadas de lon-

gitud del segundo lado,

y c + 5 es el olmero de pulgadas de longitud del

. primer lado.

+ 5) + (2x + 3)+ x,= 44
El conjUnto .de validez es [9) , y las longitudes de

-10

los lados son 14, 21 v'y 9 pUlgadas:
-

(b) Si m es el entero,

m + 1 es el sucesor.

m+ (m + 1) = 2m + 1

El Conjunto 'de validezeel conjunto de todos los

nilmeros reales.

(c) Si x es el primer entero impar,

entonces x + 2 es el segundo entero impar,

y x + 2)7 11. Siendo el dominio de x los

enteros impares, el conjuntq,de validez es 0, y, por
k

tanto, no hay dos enteros impares consecutivos cuya

suma sea 11.

(d) Si el alapbre cuesta c centavos por pie, entonces

el seRor\CO16n pag6 (30c + 55c) centavos, y su

vecino pag6 25c ceneavos.

30c + 55c = 25c 4. 420

El conjunto' de validez es (7).

El cdsto del alambre es 7centavos por pie.

2 3
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(g)

Si el entero es
el sucesor .es + 1.

4n .2(v + 1) + 10
El conjunto de validez es (6), y 'el.entero es 6.
Si cada hombre estaba-Iruiando a razón de r millas
por hora, entonces: .

5r es el ndmero de minas que el primer hombre,
recorr4,
5r + 120 es ek-ndmero de minas de longitud del
recorrido total
3r es el ruimero de millas que -el segundo hombre
recorria,
.3r +1 250 es el. ndmero de millas de longitud del
recorrido' tOtal.

5r + 120 3r.+ 250
El conjunio de'.validez es (65), y :pada hombre c.on-
ducta a razdn de 65 millas por Jiora
Si x es el ndmero de semana& a partir de hoy,
entonces:

2x es, el ndmero de pulgadas de crecimiento de
la planta A,

20 + 2x es el ndmero de pulgadas de altura de
la planta x semanas a partir de hay.
3x es el ndmero de pulgadas de crecimiento d,e
la .planta p,

12 + 3x es el Tulmero de pulgadas.de altura de
la planta B, x semanas a partir de hoy.
20 + 2x 12 + 3x

[8)
A las ocho semanas las dos plantas tendriin la misma
altura.
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,(11). Si x es el ngmero,

3(x +-17) 192.

. -(47)

El n#mero es 47.,,

(i) Si h esel ntimero menor,,

entonces 5h,:es el mayor;',

h + 5h 4h + l5

4
El ndmeib menor es

2*

'(j) Si x es el'ndmero de cuirtillos de agua,

entonces x + i es el ndmerO-ae cuartillos de la'

mezcla,
t.

y 0.20(g + 2) es el ndmero de cuartillos de alcohol

en el radiador.

2 .... 0.20(x + 2)

181

Hay 8 cuartillos de agua en el radiador.

Ide

.110c/procos

Usamos ahorael slmbolo 1111-11

a

a. Antes de esto, hemos usado el mismo sltbolo cpmo una

fraccidn que Indica un cociente. Para nuestro propdsito

para representar el recfproco

actual,. sen co 4iente tener un sfmbolo que significara

sdlo "recfproco no pusiera de manifiesto ulteriores propie-

dades del recfRr Consideramos el uso temporal dft' a 1

(0

a* o a-1 'o a1g3 simbolo parecido, correspondiente a nuestro

uso del "negativo superior" a principtosdel Capftulo 5, pena

decidimo4 que esto seria mis confuso qdtprovechoso. Ademis,

255
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creemos que el estudiante.debe acostumbrarse a slm4olos y

palabras con mils de un significado. El significasio paiticular

atribuido a tal sf.mbolo debe determinarse por eI c6ntexto.

Resppestas al Conjunto de problemas 7-8a; p4 tna 172;
1 , 1

(e)

(b)..

(c)
3

--r-
,

(d)

(a) 45, (e)

(b)

(;) 5 (g)

(d) -6

En (a) el nombre corriente para el inveiso multiplicativo

--era el mismosque el recfproco expresado en el problema 1.

Para cada ndmero real a, distinto de cero, hay sap un
inverso multiplicativo de a.

Demostracidn1 Supón que b x son 'ambos inVersos multi-

plicativos de a. Entonces,

ab = z ax = 1. Definicidn del inverso

multiplicittvo,

Si ax = 1 para'algdn x,

ax(b) = 1(b) para el mismo x. Propiedad

multiplicativa de la.'

igualdad
(ab)x = b PropiedadeS conmutativa y aso-

,

ciativa de la multiplicaciân
1(x) = b Definici6n del reciproco
x = b Propiedad multiplicativa del 1

1

25 a
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°."

el.,

A

1

Pggina 175. - y a sop ambos recfprocos de,- porque..,
a .as

cuando cutilquiera de ellOs se multiplica por 1 el TedUltado
a

es 1.

Respuedtas al Conjunto de problemas 7 8b; pgginas 175-1761:

El recfproco de 4-es A.' de 0.3 es-12 de -0.3 es 1°
* 4 " 3: . 3 .

'de0133 es
1
---- (ie -0.33.

7

11 d ' -1 es -1,00 00

332 , - 33 e
1
es

1 d
2 e

1.
4e 42 es de

1 es x2 + 4, sle y2 +-1 es

x + 4 y + 1

2. At-h (-1) no tl,ene recfproco si a = 1 puesto4que.

a + = 0 tuando a = 1,7 OmAiene fprodo.

.4

V

a+ I no tiene recfproco cuando a = -1.'

a2:+ (-1) no tiene recfproco cuando a 1 6 a = -1.

Puesto\ que'a2 + (-1) = (a + 1) (a.1- 4-1) a2 - 1 = 0 st

y sdlo si a + 1 = 0\ 6 1" a + (-1) = 0, esto es, si y' sae'

si4 a = -1 6 a = 1.

a(a + 1) no tiene recfproco para. a = 0 6 a = -1.

a
LI no tiene recfproco para a = 0; no es un ndmero si

+ 1

a = -I.

a2 + 1 tendrg un recfproco para cualquier ndmero real a

puesto que a
2 + 1211 para todos los ndmeros reales a.

tendrá un recfproco para cualquier ndmero real a.

1

,34 a + (-3)) + i)) G + (-3)) (a, +1(-3))

Propiedad multipIicativa de la igualdad

(a + 1), a + (-3)) 4.1(-)) + ( 3))
1

a (-3)

Propiedades asociativa y conmutativa de la multiplicacift

S.
Out
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*4

(a + 1)-1 = 1 Definicidn de recfproco

a + 1 1 Propiedad multipli?ativa dell

.Si a 3, entonces 3 + 1 = 1 y esto es falso.

239

No debemos esperar que el enunciado. a + 1 = 1 tenga

el mismo conjunfo de validez que el ehynciado original,
1puesta que nuestra"multiplicadorg

,a + (-3)
no es un

ndmero cuando a = 3,. y usamos la propiedadmatiplicativa

de la igualiad hoi el primer paso. ,A1 manejar frasea,

como "en este ejemplc:c, tenemos'qu'e estar constantemente en

guardia.para no ser dominados poor él "manejo o Juno de

simbolos" hasta el punto de olvidarnos de la estructura:

4

4

, algebraica. Mientras recordemos que 1vaquf se
a + (-3)

supone que reixesenta un ndmero, estaMbs seguros al usar
..propiedades algebraicas. tuando consideramos a et.f1

. .
.

como un sAmbelo.solamente y aplicamos nuestras propii-
.

dad;s algebraicas, cualesquipra resultados,Otenidos,serdn

. s(Slo simb6licos; para poder interpretarlos como resultados.
,

acerca,de hdmeros, tpnemos que verificar que usAbamos

realmente ndmeroi (simbólicos) en cada paso del proceso

seguido.

El tebrema 7-8b dic: "El recfproco de un ndmero positivo

es positivo,: y el recfproco de un ndmero negativo es

kegativo"

Puesto que el recfproco de un ndmero reil es el inverso

multiplicativo de ese ndmero y el itererso iwitivo de un

ndmero es su opuesto, el enunciado correspondiente,para

opuestos serfa: "El opuesto de un ndmero positivo es un
-

ndmero negativo, y el opuesto de un ndmero negativo es un

ndmero positivo".

teorema 7-1c dice: "El recfprco del recfproCo de

un ndmero real a, distinto dei cero, es a" *Ea opuesto

2

r
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'7

del opuesto d5e. un 'intrnero rgal a el ndmero a.
Puesto que 0 no iiene reciproão, el' teorema: 7-4

no es apliFable 'al caso a = 0, El opuesto.de 0 es 0,
*y el opuesto del, opuesto de 0 es.tambign 0. Por -tanto,

la restricción a ndmeros reales distintos'de cero no

necesaria

Si a == 2,

Si a 4;

en el enunciado concerniente a los
1 1 1 1b = 3, entonces -rg 2.3

b'= entonces ."4

opuestoi.

1
(-5)

I \3. 1 3.

Si -4, b = -7 entoncei Ir
-21T-= 4)(-7) 4

1 1Asi, el enunciado a ab es c e to en los tres casos
1 1IES en Jos tres casos;9
a b

1 3.(a) 7 >1' es cierto,
3 2

'6
1(b) es cierto. ,Ono es positivo, uno iegativo.
4 -5

(C) eS falso, puesto que

6 7 testi a_la izquterda -72

recta numérica.

en la



Si a >bl. siendo b posijivos, entonces

es Un enunciado cierto.
,

Si a 5, b 2; a > b)
3.entonces > > .1)

Si a >b, siendo a b riegativos, entonce4'
a.

Este

es un enunciado cierto. Un.ejemplo:

ejemplo:

gid

1
> --. Este,.'

a

Si

1 1entonces _4
-1

en la recta nuagrica.
4

-4, b -8,* (a > b)

.-por lo tanto, 1
estg a la derecha de

Si ;,a. es positiyo y b es negative,, a -b; y,entonces
puestieue el recfproco de un ndmero,positivo es

a b

un ndmero positivo, y el recfproco de un ndmero negativo
es un ndmero negiativo. A continuaci6n aparece tine ilus-
traci6n para el caso a = 3, b

-1

-2 0 -I 2

*10. ,Sabemos que a-- = 1 y ahora suponemos que a es negativo.a
-.1 A6

Entonces, por la propiedat de comParnci6n,' exactamente'
una de tres posibilidades debe ser cierta:

...)*

I. 1 *1 1-c 0) = 0 0 'C'''''.a, a ' a
1 1

Si
'a

es positivo, entonces a-a .es negativo, por la
...it

definici6n de multiplicaci6n de ndmeros reales. Esto
contradice el hecho de que a.-r es pcis-;.tivo. Si 1 es. 1

a a
cuando a es negativo, entonces 4-171 0,, por la p`ro-
piedad multiplicatiVa' del cero. Esto de nuevo contradipe

II



el hecho de que aa es positivo. De aqui que la dnica
a

posibilidad restante es 0.

PAgi

1

a

"estructura", la intlucci6n juega.un papel importante, porque

nos ayuda deecubrir propiedades que podrfan, ser ciertas en
-

general. Nuestra confianza'en la certeza'de lft propiedad

sugerida depende del hechQ de que estamos tratando cod un sis-
,

,

tema. La demostraci6n de una propiedad sugerida por inducciem

se efectda deducidndola de otras propieaades que se sabe o se'

supone sem ciercas. Descubrimos muchas de las pfopiedades

kindamenfalet de los ndmeros reales 'pow inducción. Al prin-
.

ciplo tuvimos que suponer que pn general las propiedades eran

ciertas. Luego pudimos-demostrar que algunas de nuestras

vit't

propiedades descubiertas eran consecuencia de propiedades que

ya habfaMoi demostrado claramente o babiamos supuesto ciertas,

*Asi,todo nuestro trabajo descansa en la suposición
4

ciev.4s propiedades de los ndmeros reales en general son

ciers La realizaci6d de este hechopuede ser desconcer-
.

tante al Principto', pero reelmente toda la matemAtiaa se
,

desarrOla en esta forma. Cuando las propiedades supuestas

-,soti enunciedas expliCitamente es suele llamar axiomas o
. ,

postulados.
'.. .

.

'ifeliez en 'Wanda seftilamos info Imente la diierencia
. .,

...

1
.

enqe razonanto InduAiVo y razona iento leuctivo. En
, 1 \

algunas ,claseb puede 'valor la pena u4 estudiorns amplio de

''.es,toa,

Una aiicusi6n.del razonamiento ded*tctivo,y referencias

bibliggrAfieas correspondientes ptleden verse en las pdginas

I12-113 'de los Apêndices'al "Repoix of the Commission on

.Mathematice. En los Prdttemas de repaso del Capftulo 14 se

'2
incluye la expnesidn a - a + 41, que es prima para todos los

4

6



valores eateros de- a desde 1 basta 40, pero'no pare a = 41.

Esto propordiona und buena.oportunidaepara tratar'de nuevo

4fin-T45-6 estudianzes
,

Respuestas al ,Conjunto de problemas 7-8

1.
1

(a) r .

2. 0

3, N

4. n

1(d) -71-%

porque 8.17 as 136

es,0,.

5. p puede ser-cualquier ndme o real.
4

6; p' es 0' 6 q ei-9.

7. 9. es 0.

P4ginas 178-179.

que el enunciado a = 0 6 b = permite' la posibilidad

,p4ginas 17'7 728:

6m3z?
(e)

*(r)

pot 44-tanioi '8-17 no es iL

al

Incllquese uni vaf más en aos estudiantes

de'ltue ambos'_a .2 1) aetax11).

Cuando 'a = 0, el requisito de'que a..D 6 b

sariOace,.pfirque un enunciadd Compuesto'cuyaasclAusulag

estAn conectada Por "o", esta'as, untdisyunci6n, es cierto
6 I q

si por lo menos una c14usu1a es cl*ta.

Las razones en
1

(--)(ab) =
a

1 -

La) b =
a .!

=

b =

lademostraci66del teorema 7-8e. son:
1

Propiedad muThiplicativa de la
a

igualdad

'Propiedad multiplicaqva-del

Propiedad asocfativa de la multipl
cacidn

Definicidn del reciproco

P-Propiedad pultipl.icalpa del 0
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Itespuestas ConjunAt de problemas 7-8d; piginas 179-1801

t*

x-+

Por el teorema 7-6. Pero 7 po puede ser igual a .0, ?cirque'

son nombres de distintos ndmeros.;

Asf, pues Si + (75) O.

2. Si- 9 x h x 17 ><3 *. 0, 'entonces por el teorema 7-8e,

9 =-0 6 II ,0 6 17 = 0 6 3 = 0.. Puesto que

9 # 0, 17 0; 3,14,t' 0, debemop Jener h = 0:

No.. Par elemp16, -2 estfi entre -3 y I, t:er.o nO

.estal entre - y 1.

Sin embargo, si a, p, q sontodos ndmeros positivos

o.todosnegativos 'y a est4:entre p A, entonces

est4 entré y .1.
a , p q-

4. (a) Si (x + -(-20)) + (-100)) = 0 es cierto pars

algdn x, entorkees x + (-20) =0 . 6 x + (-100)
es cierto pare el mismo x.

x =.20 6 x = 100

Si lc's=20, (20 + 00 + (-1.00) = 0 (t) + (-10+0.

si x 7'100, 0.00 +(-24(100 +.(-100?).= (.00 + (-240=0.-
° Por tanto, el conjunto de validez es (20, 161) .
(b.) [-6, (e) (1, 2, 3) (h) (6)

(c) (0, 4) (r) 4:40 (i) (2),

(.:d). 4, 1) (g) (4, -4..1

5. ,Teorema:. Si a, b.,- c, son niimer.os reales, y si. ac = be

y' e '# 0; ent'on'ces a = b.
Puesto.que ac be y # 0,
entonces ac() =,bc(1) Propiedad multiplicative de lac ca igualdad

..1(c(1)) b(c(2..)) Propiedad asociativa de la mul-c tiplicaci6n

0

a-1 = b1 Definici6n del recipro*Fo

a = b Propiedad multiplicative del 1
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. 1

.a b a+ b.

SI se multipiican ambos miembros de' esta ecpacidn pox:

ab(a + b), se-obtiene

b(a +.b) + a(a + b) = ab

ab.+ b2 + a
2
+ ab .,ab

2 2.a .+ ab'+ b O.

f
?odemqs ahora "completar el cuadzadd'pap:orbtener

+ ab + Itb + 41)2 0!

x2 = x..x2t9 para todos los ndmeros realesesto flue

.ycomo la suma de dos ddmeros no negativos es no negativa,.
.

debemos tener a + b =10, y,b = 0. Pero b A 0; y asi tenemos
2 1

.
-t,

una contradicción. Por tanto, no puede,haber titimeros reales

A

a ), para. los cualès 1 + Ik 1 .

# ' d b a'

Menostración del Problema 6
1 1

Ec(-1) rr s.

40
Definición del reciproco:

"El opuesto.

opuestos" y "el

,(71)('-4),!,...

)4' PropieAad.conmutativa de la
multiplicaciom

a (-3.)x -x

de la suma de dos ndmeros es la suma de sus

reciproco del producio de dos ndmeros es el

.producto de sus recfprocos" son enunciados estrechamente para-

lelos.

#
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,4*

IRespuestas a los Problemas de rep'aso; pAginas 181-183:(

1. Resume:
4,6

Hemos definido el product° de dos ndmeros reales a z b

como sigue:

Si az b son alibi5s negativds o ambos no negativos,

entonces ab =lallbt,

Si uno'de los iiiimerosa.z-b es polpitivo o-cero,

y el otr° es negativo, entonces ab = -(lalib)).

De.esta definiciOn y de,las propiedades de las opera-

,ciones con los ndmeros de la Aritm4tica, se pueden:demostrar.

.las;siguientes propiedades' de dichas opeticiones:

1. Propiedad multiplicattva del Para todo ndmero.

,4real a,

(a)(0),= 0.
1 .

2. Propitdad multiplicativa del 1 Para todo ndmero
,

real a,
.

s

(a)(1) = A.

I 4

4

Propiedad conmutativa de la maltiplicaci6n: Para dos

ndmeros reales cualerquiera a b,

ab = ba.

4. Propiedad asoaativa de la mul 1 c ci6n: Para -tres

ndmeros reales cualesquiera a, b,

(ab)c = a(bc).

Propiedad distributiva: -4ara tres ndmeros reales

cualesquiera a, b, c,

4 a(14+ c) ab + ac%

Hemos definido un inverso multiplicativo como sigue:

Si cz d son ndmeros reales tales qpe 4

pd = 1,

entonces d es un inverso multiplicativo de c.
*
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A
HAmos convenido en user el nombre recfproco pare el in-

.

versgmultiplicatimo, y en representar el recfproco de

Hemos demostrado los siguientes teoremas:

I. El -ndmero 0 no tiene recf.proco,

2. Para cada ndMero real a; Aistitto de cero, existe

solamente-un inverso multiplicativo de a.

3. El recfproco de un ndmero-positivo es positivqy el

recfproco de un ndmero negativo es negativo.

4. El recfproco del recfproco de un ndmero real g,

-distinto de'cero, es a.

Pare dos ndmeros reales cualesquiera a 1 b, distiritos

de cero,

241%

1 1

a b ab A

,

Para dos-ndmeros r les rca b, ab = 0 si y solamente'

si,a 0' 6 b = O.,

Hemos expresado la propiedad multiplicative de la

igualdad asf: Para tres ndmeros reales cualesquiera a,

.c, si A = b, entonces ac = bc

2. (a) 3a (-6a) () m2 + (-3.00 4. 25

(b) x2.4. 7x 4-6

3.

(e)*% 2x2 + (-5x) 4. (-12) -

*4.(a) 2a(x y) (d) 5 (2x2,+ (-3x) +

(b) c + (-b) t 1) (e) 3x (3x2 + 2x + (-1))

(e) (a + b)(alt + y) #

(a) (2) (d) (0)

(7) (e) (-I)

a

c) El conjunto de todos los ndmeros reales.

(a) ia + 3b (e) (-6a) 4. 11.6

.(b) ix + (-2b) (d) lxi .+ I-xl
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.

- ; :isoomm!........7,...---........, ....___,.

\ 2 0 ..?
0 0 0 , 0 0 o 0 o 0 0 -

-4 2 0 4 28 4 ' 0

4.
..

.2. 6 - 3 -
,. -5 , 1 0 1 3
0 -4 -3 -2 .. 1 0 4

-2 0 6

(a) Si yo pago x d6lares, entonCe4'
kAaime paga x + 2 d6lares.

x + (x +
1(4)
2

Jaime paga $6.50.

(b) 'Si el priMer entero immar es x, el próximo entero
impar es X + 2.

x + (x + 2) 41

0, puesto que el dominio de x es.los

enteros impares. No hay dos enteros impares conse-

cutivos cuya sun% sea 41.

(c ) Si el ntimero de yardas del ancho del rectagulo'es
-w, entonces el nOnlero de yardas del largo del

rectinglilo es w + 27.

2w +1?2(w + 27) 398-

(86)
-

ET rectAngu10 tiene 113 yardas de 1atgo y 86 yardas
1de inchb.

,



.# 4

4:1) Si itt, nota lue obtuvo Jaime es x, entonces
nr4a que:pobtuvo Maria es x + 14.
;-. (x+1,;4) =.170

(78).*.'
La'nilta 'de-Jaime era 78, y la de Marip. era 02.,
.St el jor,ial. del padre era x d6lares por Oa;
*entonces.el_alorn1 del hijo era (1)x d6lares por

5
dra.

2El hijo gan6 2()x d6lares.. 5

Ei padre, gang.4x d6lares.
41e+.2()k 96

1 5

20 ) .

1,

El padre ganaba ,20 d6lares por dist y el bijo ganaba
8 d6lars por dia.

(f) S x es el wimero de cerdos,
4x es el ntimero de pata§ de cerdos,

x + 16 es el ndraero de pollp

2,(x + '16) ,ss elt, ndmero de patas de pollos.
4x + 2(x + 16)'= 74

(7)
Habia 7 cerdop y 23 pollos.

(g) Si x es el nt1mero de aciertos,
x + 10 es el thimero de fallos.
10x)+ (-5)(x + 10) -25

5 )

Tuvo 5 aciertos.

269
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Sugerencfas para:eximenes,

. Determitia el. varor de cad.a 1.1no de los siguientes cuando
1

x es -3,07 es 2, a es -4, yi b es I:

(a) 2ax + 3by

(b) 2ab (( x). + 7)

Multiplica los siguientes:

(d) 2x + (-a) +

(a)'

(b)

(c)

(d)

.(-7)(3x 1- 41)
S

3"Y (Y2. + (-22tY) + x2)

(x + 6)(x + 7)

+'(-)) (3x + 7)

(e) (x + (-4))(x

(r)---

(g) (k)(-17-)
5a b

+ 5x ..*

Expresa pada uno de'los siguientes como un Producto

indicado:

(a) 7a +.7b

(b) 3m + 15n

(c) 4p + (-7px)

(d) xy + (.xy)+ (..x)

(e) (.4)a2 +1'(.4)x2

4. Reduce términos en las siguientes frases:

(a) z + 3z

(b) (-15a) + a

lbc + (-6y) + 6x + 12y

.(d) + 3y + 7x + (.2y) +

4para qué valores de -b no tiene repfproco cada una de

siguientes'expresiones.?

20,9

fd) b

+ 1

f, 28.-+ b`! XV +1)



Los siguientes enunciados son ciertos para

todo t:

A. ab ba

B. (ab..),c a (bo)

C. a(1)..ti -
P. a(0)* 0

E. (-a)(-b) ab

todo todo b,

Si a b, entonces ac bc.

G.

lCuAl de los enunciados expresa:

(a) la propiedad asociativa de la multi'plicaci6n9
(b) la propiedad distributiva?

(c) la propiedad multiplicativa de la ordenación?

(d) la propiedad multiplicativa del uno?
Determina un ndmero real
ciado abiertof

(a).: ix 4: (.8) 4 (d) lx +, (.1)1 . 4(.3) + (-2)(-8)

(b) 1-51 *; 7 + (-5) + 2x70 (e) .2x + 3x . 8 -3x

(0) ((-5)x + 7) 5x + (-7)

(a) Si a b son ndmeros reales,. indica la propiedad

utilizada en cads paso del desarrollo siguiente;

x que haga cierto\ ciada enun-

'\

(a + b) (a +' (-b)) (a + b)a + (a + b)(-b)
;

a2 + ab + a(-b) + (-b2)
2a +. Iab + a(-3.)b + (-b2).;,

a2 + + (-1)) ab + (-b2)
.*a.2 + (D)ab (-b2)

a2 + (-b2)
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(b) Redacta en palabras la propiedad acerca de los

ndmeros\reales a y b expresada en el enunciado

(a + b)(a + (-b)) a2 (-b2)

9.. Determine conjuntos de validez pare los siguientes

enunciados abiertos y dibuja is gráficls:

(a) 7r + 4 + 3r (-4r) +

(b) 4(y + 2) + (46)(y + 3) + (-y) -.4

(c) 41x1 18 + (-21x1)

(d) 3 + (-4)Xx + (-1)) 0

(e) x(x + 2) 1-

10. Escribe un enunciado abierto pare cada uno Ide _kos
4*

problemas siguientes. Determine lbs conjuntos de

validez y contesta las preguntas.

(a) Dos automdviles distantes a 360 milla entre si,

salen el. uno hacia el otro e la misma hora y se

encuentran seis hores despugs. Si la velocidad.del
priter carro es dos*Veces la del segun o, zcugl es
laiivelocided de cada uno?

(b) El cugdruplo de cierto'entemo es dos m s que el
triple de su sucesor. 1,Cuil es el entero?

(c) La longitud del perimetro de,lp trigngulo es 40

pulgadas. El segundo lado iiene 3 ptlgadas más que
el primer°, y el tercer lad° tiene una pulgada lugs

que dos veces el primero. Calcula la longitud de

cede lado. N,



Capitulo 8

PROP1EDADES DE LA ORDENACION

,

---'' . Una fuente de informaci6n general de este caPiiulo la en-
. .

.

contrarAn los maestros en ,Studies in Mathematics, Volume III,

Capitulo 3, sicciOn 3. ;

8-1 4 IAL relaci6n de ordenación para los n6meros reales

Conviene recordar que el punto sobresaliente, en este'

capituld es la relación de ordenación. (V. las observaCiones

-preliminares'sobre 91 CapituIo 6 de este Comentario.) Al

hablar de un par de n6meros dado, podsmos cambiar/ y con fre-
cuencia asi lo hacemos, de "menor que" a "mayor que" y-vice-

versa sin dificultad. Sin enbargo, esto tiende a oacurecer

la idea de la relaci6n de ordenaci6n y'no es admisible cuando

estudiamos la relaci6n de ordenación " < " en si misma.

Hacemos hincapie en esta cuesti6n, po r que es em-matAticamente
11importante para el estudiante empezar pensar en'la relaci6n

de ordenaci6n y no en la ordenaciOn solamente. Por otra parte,

no debe profundizarse la cuesti6n con los estudiantes. No es

esencial'que estén capacitados para exaicarlo. Si.se piensa

.
sobre la relacion de orTgriaci6n y se tiene el cuidado de pre-
sentarla correctamen'te, entonces el estudiante aprenderA auto-

mAticvnente a pensar sobre una relaciOn de ordenación como un
objeto matemAtico, mAs bien que como un Modo conveniente de

'cons erar un par de n6meros reales.

RespVestas al Contunto de problemas 8- pAginas 186-187:

1. (a) - (
3

(b) - F-71 = -1 7

-

(c) No puede decirse; si c es un n6mero real, entonces

exactamente uno de los siguientes es cierto:

c 1, c = 1, 1 . c.

2. Si c > 4 y 4 > 1, entonces c > 1; propiedad transi-

tiva..

(a) Cierto

(b) Cierto

(c) Cierto

(d) Cierto pare cualquier n6mero
real a.



(a) Cierto

..(b) l'also

(a) ialso

(b) ralso

,:51141p404,e

(c) talso.

(d) El conjUnto de validez'Consiste
en todos los niimerod positivos.

(c) Cierto

(d). Cierto

Tres posibles descripciones del conjunto de-validez son:

Zi conjunto de lnimeros x, tales que 0 <
44dos los nixneros mayores que O., ,

oonjunto de todos los nilneros positivos.

(b) 3 4. x < 3
x <

El conjunto de todos losnmeros negativos.

'(a)

i5)

(c)

(d) (ir + (-42)).

8. (a) El conjunto de todos los n-Cimeros menores

(b) El conjiinto de,todos los' nfimeros mayores que

menorps que 3.

(c) Todos los nfimeros reales.

(d) El conjunto de todOs los ntimeros mayores que

8-2. proniedad aditiva de la ordenaci6n

esti naturalpente relacionada con la ordenacieon

por e Cho de que x + y se obtiene en la recta numirica

mediant traslaci6n hacia la derecha desde x, si y es posi-

y hacia la izquierda, si y es negativ2. Sin embargo,

ista no es la propiedad que deseamos destacar. La

considerada comp fundamental es la nroniedad aditivAde 1

ordenaciem. Es filial demostrar que la primera propiedad antes

mencilpnada se deduce de .1a fundamental. Por ejemplo, si

0, entpnces la condición a < b dice que b es positivo.

La propiedad aditiva nos Oa c -c b lo cual dice que,

si b es positivo, entonces b IPNc- esta a la derecha de c,

etc.
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1PAgina 188. (-3) + (-3) .4 (- + (-3) es un enunciado cierto.

1Si c tiene sucesivamente los valores -7, el enunciado

es cierto en cada caso. Una exposici6n de 1 propiedad aditiva#

de la ordenación en palabras 4s: "Si nOmero es menor que

otro, y a cada.uno de ellos se le &lade el mismo aimero, la orde-

nación se mantiene inalterada". La propiedad correspondiente de

la igualdad es la propiedad aditiva de la igualdad.

Respuestas al Coniunto-de problernas. 8-2a; páginas 188-190:

1.. Cierto

(b) Cierto'

Si a $ b $ c,son numeros reitles, y si a b, ehtdpces

a + c b + c,

Si a; b c, son ntimeros reles, y.si 'a > b, entonc es

(c)' Ciertea.

(d) Cidrto

Si a, b, c, son nr5meros reales, y si a . b, entonces

a + c > b tc.
,

Si a -4 b, entonces a + c < b + c. Propiedad aditiva de la
ordenación

+ d. Propiedad aditiva de la
ordenacOn

Si c entonces b + c

1 .

Por*lo tanto,,a + c
< + d. Propiedad transittva

4. En el ejemplo 1guie4te, 11gmese la atención de los edtudian-
tes hacia el hecho dehlie no podriamos verificar el conjunto

de validezApstituyendo nilmeren el enunciado original, si-
no.queen liigar de csto, tlpemoeque verificar el.conjuntwde
,validez invirtiendo los pas'd§ que_dimos para obtenerlo. Los
estudiantes han visto antes esta inverst6n, en el Capitulb.7.,
secci6n 7%17, en Telación con las ecuaciones. Entonces apren-
dimos a récongcer que ciertas ecuacior!es son equivalentes,

porque sabemodikue los pesos dados para obtener una de otra

son invertible. Pronto (entla pAgina 198)- aplicaremos a

inecuaciones este mismo procedimiento de.

J
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reconocer enunciaidos equivirrenteS. por el hecho de que Io peip.f;,
intermedto boninvertibl-es-.

.
Si 3 + x es' cierto para klgain
entonces x (-4) + .i.erto par et: iiismb .x,

xi.< -7 ; es cierto_para':el!mismo *x4:.

.lo.or 6anSiguiente, si *x es un Timer6'.que lace -ciertb''
el enunciado' original,- entonces
,Si x - ps 5ierto para algcan' .x;.entonoes

.3. + x (-7) + 3 ea clerto pare el -mismo .x,

St

-y' 3 x (-4) es cierto pare er MisT110 x.

Por lo tantd, el conjunto de validez es el ,conjunto
de todos lOs nfimerosa,realpa menores 'que -7

s

!Los ettudiantes deben, sekuir el método indicado4 en (a)
para Aetertoinar los eon 'untos dé validez en este problema.. Los
conjuntos ,deavaiidez son los siiUientes:

(b) El conjunb de t9clos los Sineros maYorea que -1.

.(6) El conjuao de todos'lOS x tales que x < -5.

40 iEl.cOnjunto de

cbnjaluto -de

'(f) El con:juno de

(g) El ':cotijunto

(h)' El conjurito

(i) El conjunto

toclos los nfmterps mayores que`4..

74,
tbdos )1p.S. tesles que x

tbdos los niimeros mayores que, 4.

de* todos los
. a

de todos los

de todos'`las

a

x tales que, -7

nalieros mayor% que -4.

." tales que. x c -1.

5. (a) .ipiiimmumnicr
. -10 -9.-8 -7.-6 -5 -4*-3 -2 -1 0

4.

(o).
-10 -9 -8 -7 -6 ;5 -44.-4 -2 -1 0

.474:13
-54 -4 -3 =2.-1 0' 1 2 3 '4-

Vs.

A



6. Teorema:
Ilegostraci6n
entonces

.

*.

Eta +

Si a A b: entonces -b a.
.- *SI a 13,-; Suposici6n

'a +('-a) + (a) -}; -Propiedad
aditiya
sla cirdena- .

,ción

Propteda-
des cori4
tativa°
astciatj_irai
de la suma

0 + (-b) -4 0 + (-a) Propiedad aditiva 'de los

-13 4 -a
opuestos
-Propiedad aditiva del
Caro

,

Teorema: Si 0.-4. y , ent aim es x < x + y.
Demostraci6n:: Para todo a, b, c -si a <

-entiances a + c c. Propiedad aditiva
- de la ordenaci64

4.

Sea a 0, b y, c x.
Si 0 < 3r, entonces 9 + x y + x.
Si 0 <, y, -entoncea x < y + x. Peopiedad a4i.1

. tiva del. cero,
Si. 0 -4 y, entonces x x + y. ,Propiedad con;

mutativa de la
suma

,Pfi.gina 19.0. Podemos esciibir la propi.edad aditiva de la iirdena-
ci6ri asf.: "Si. b; entonces c + <c + b

por la pkopiedad conmutativa de la sum.

PAina 191. El enunciado A a (72) + 6 puede traducirse 4_ este
qr.* enunciado que 1iplica ordeilac1.6-p: (1). 4..

E.1 ninero y tal que 7 = 5 + y.: es 2, determinekdo por la
propiedad aditiva- de laiigualdad. misma manera, se encuen-
ira que el Zonjunto de Nalidez de -8 = -6 +-y consiste en el 3,
Jotra vez un niimero-positivo.

t

Página..1.4.2_. Las razonet para el treoremzi 6-4 son las siguientes:
si fla't + .frsent onces x + y x + (z +'(-x)) Propiedad.aditiva de la

igualdad
(x + 4-x)) +.z., Propiedadea as ociativa y

.. conmutativi de la. sum&. .. ,. ,
. -

V 5
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En el siguiente ptirrato, y esInegativo, y es 0, 6 y -es
positivo. Exactamente uno de estos s cierto, por 1.a propiedad
4e'comparaci6n.,

Respuestas po.niunto de problems 8-2b; págillas 193-195:

1.

1 8

A

"24 < "15 p "24

;4 4+

33. < ,

< _254 ; -'345

g) -0.21 4. 1.47 p .0.21

(h) (4)(4)< (4)G)

ITO

4- 9 -15
' 68 63

2+ s,
0 4

91 1=;* 11.254*

+.45,

zfx.661,47,
Ea) +06i

4 ,

b Lig 91 4.

-1 -
b'

b 1.68'

.-(772564)/

Debemos aem yostr que jai un nfimero b tal que c = a + b, y
luego demestrar`que b es negativo.
Si b es c
entoncés b c +

a-+ b =ea + c + (-a))

*

= )0 +

Propiedad aditiva de la igualdadt
Propiedades tonMutativa .y asocia-
time de' la' suma
Propiedad aditiva de 4. o s opues-
tos
Propiedad aditiva del cero

b tal que c ==. a + b.por lo tanto, ,hay un ninnero
Diactamente 'uno.tde los' siguientes es cierto:
0 < b = 0, 6 -4 O.

Si 0 b,
pntonces a -st + 1.

Luego a- < c 3 puesto
Pero -a c c < a

Propiedad aditiva de la orde-
, nacion

que
es una contradicci6n.

tt,
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entonces a +'1:%.* a. , Propiedad aditiva' del cero
Luego, c a, puesto due a + b.
-Pero e ... a / c < a es una Contradicci6n.
Per lo tanto, .b 'O.'

3. (a) .Cierto

(b) Pals°

(c) derto
(a) 5< 13 a.

'CiertO

(e) Ziertp.

(f) Cierto

.< 13 (tambifin 5 .< 8)

(b) (-3) (-1), .(71) < 2,. (-3):c 2

(c) 5 + 2.= 7 .5 = 7 1-, (-2)'
a

Sitfld a. Puestd que 1:;4 0), nos mdvemos lb I unicip.des a- la
izquierda para situar a + b. c cs otro nombre para

. a+ b. c.estA a la izquifirdi.de a,'asi due c < a,

6." (a)' Palso (13). Cierto

'7: 003 1" 41' 1' 1 71 =- 7
131

(b)

(c)

71P

De modo que,
1 3 1- 41 i3I '+-1 4
enuneiado cierto.

(-3) + 41 = 1 1
+ 141 ,= 3-F 4 = De modo qte,'

-3 ;I:
enunciado cierto.

(t) (-3)* + (-4)1,m! 1-7

1-3 I 4- .1-41 3 + 4

(a) Para dos Omeros

7 a

7 De modo.que,
1(-3)..-k (-4)1
un enunciado ci

reales cualesquiera a /

-4

Un

'p

a

;
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8 -Para dosnftmero's reales cualesqurtera a I b,

4.

44

Ia*bi = lal

(g)-- Si x es el niknero,
entonces x + 5 2x.

Si x +'5 - 2x es cierto para al4.11n* x, ,

entonces 5 x 'es cierto -pare el misrao x.
Por consiguiente; si 'x es un nfrmero que hace cierto

el.cenunciado entonces -5 -4 x.
Si 5 -c x,..
entonces x + 5 - 2k es cierto para el mismo x.

Por lo tanto, el conjunto de validez es el conjunto de '
todos los nfiraeros mayores que 5.

(b) Si x es el niimero de d6lares que Manuel pagarfa,
entopces c + 130 es el nilmero de d6lares que pagarla
Jose, y x +:x + 130 -4 380.-

El canjunto de validez es el conjunto de todos los
nfuneros menores que a iguales a 125.
Asi, pagarla Manuel no mAs de$125.'

(c) Si n es -*el rAmero,
entonces 6n + 3 ) 7 + 5n.

El conjubto de validez ea el conjunto de todos los
nftmerop mayores-que 4.'.
El nirmero es' cualquier niimero mayor que 4.

- (13) Si y es el mimero de esttidiantes en la c las e
entonces 2y > y + 26.
El conjunto de validtz es el conjunto de todos los
nikaeros mayores que o iguales a 26.
El niimero de estudantes en la claie es, 26 por lo
merlos).

*(e ) Si s 'es la nottr que el estudiante debe obtener
en el "tercer examen, entonces

IL+ 91 -+ s- 90,
3

Y
82 + 91 + s >4` 3 (90),

*El'conjuntt. de validez es el conjunto de todos los
nilmeros smayores que o ivales a 97.
El estudi.ante debe obtener una note de par lo.menos
97 en el -tercee exameh.

p. is

*
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En este problema puede p1antarae una cuestión sobre

el, dominio de -Algunos ,estudiantes alegarAn ,que2 se trate
de un dominio tal como 0 6<s < 104 otros-pueden asegurar

.Puede ser un nmexo cualquiera, y algunos pueden
pregunfer: "Iqu'i hay ,sobre:30r ?",- etc. 'Se prsesenta una

-6buena oportunidad aqui pare llamar la atenci6ii,.sobre la-
importancia de pensar acerea del aiAniniiS, de la .veriable.

*(f) n es el, nilmero de afios de eded qua, tient Ra15,1; enton-
ees n + 5 es el niimero de afios de edad "pie tiene Luis,
y\ n + 5 4. n - 23. .
-El conjunto. de.varidez es el conjunto de todos ios amieros

. .
ilmenores que 9. ...'

Rae tiene menos de 9 arias de eda1,34:
IP

873. -.111.225,&iad multiplictitive dela oFdeneei6n

%".La propieded fundamental sAlkda en el, teorema 8-3a.. La 'Oa--
cubrimee .por inducción, Pero ,putde deinostrarse. Esto'indica. que
la propilidad mu1tip1icative6 de la 'ordenatión no es independiente
de las otras 'propid,dades pues pue4e ser dedueide de, ellaa. Pro.-

de% la,--propiedid,aditive de la orcleneei6n -por conducto de la
.propiedad:distributiVa, la cual. unI la mutt y. la multiplicaelt,n.

Págine 196, Fuesto-que

4; \

1
4 7

.AnAlogamente,,,puesto que

a *)

5 10

6-17

e b
147.)(. 3

)

1.1t(5)
7

a
E.

Si a6e.b y >--

ae .6( be.

<

be -<

14
$1 '18

5De.nuevo, puesto que -
3 4

,

Si., a b c
bo ae,

280
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21.4. La justificaci6n de -los Pesos efit6tiados en- la de-,

xicetracion del priper casos del teorema 8-3a es la siguiente:
,

1. Si x z son dos neimeros reales :tales que x z, ,

.entonces existe un namero posicido y'tal'que z y.

'2. 'Propieded multiplicative de-la igualdad
3. Propieded distributive
4.- El producto dd dos, mimeros positiv&a es pos tivo.
5. Si z x siendwy un.nfimero positivb, entonces

"wa Z

Los estudiantes weden .bbpervai que 6ste es un ejemplo de une
demoktracion heehe,.totduciendo aliernadamente de enunciadoe ecerz2
ea:,de ordenaci6n a enunciados Acerce de la igualdad.'

'Plgines197-198. La preopieded multiplicative Ae le,6rdenacian',
gonsiderada desdii el-Punto.,de vista de ios'n6meros sits bien que-
,de la refeei6nde la ordenaei6n,'iodria,expresaree asi: Si tin
nfimero es lienor que otro, y ambos. semultipliben pOr ,un'niimero
positivo la ordenaciOn' permineci inelterada ; si un n6mero es
menor que otro ndmer9., rarnbos'41e multiplican,por un nimero nevi -6..

iivo la ordenación se in.Niierte.'.

La justificaci6n''de los pesos efectuados en 1a demostraci4
el teorema 8-3b es como sive:

0
66-.*O-( Propiedad6multiplicativa de la ordena--

. (Sit a -4 b, entonces ac -4 be c'
P9sitivo.)

ei6n

-.(x)(x) ),-;(0)41%).

-

Propieded.multiplicativa -de la ordene-
ci6n
(5i a-c "fa, entOnces-bc.!4
Ilegativo.)

si X O, x2; >20.6

aPor lo :taxa° 'DAre241644--los'.roimeros realles
.4?

, A

A .

0

es

. ,

4



198. &los miembros de -8x -8 debemos afiadir 5x' + 2
para obtener.el enunciado original (-3x) 1- 2 - 5x+(-6).

-14u*p14cando los milimbrps de 1,4?. desi,gualdad 1-4 x
obienemos el enunciado -8.

Respuestas al ,Coniunto de problemas 8-3 paginas 1S8-200:

1. (a) 'El con:junto de todos los nfimeros mayores que'4.

(b) conjunto, de todos los nikneros- menores que 1.
.;

de tros
de todos

de todos

(c) El gonjlInto

(d) El c-on to

( El conjunto
'7c

(f) tliconjunto

(g) Ii copjunto

=(h) El coj4mto

i)

(a)

(b)

El conjunto

los x tales que x
4

los ni11'neros mayves que 3.

los naneros negativds..

de tOdos los

de todos .los

de todos

,cie.tei4Os

-2 -1 *0 V2 3 4' 5

-3 -2.-1 '0 1 -2 3, .

x . tales que x .

roimeros senores que 12-
,

los niimeros maYoies que
5

los nOperos mayores que 2.

3. (a)Si Sara tin b libros, entonces. Susana t.iene b + 16.
: libros, 3i + 16 + 'b

1.
s

cOnjimto cle44validez .coliaia-te en todos los nOmeros
*.mayores que 6, asi que Sara tiene por lo mehos 6 libros.: A

* '(b) Si se'siembro x bulbos, entonces

lx.
.8 , 8

El conjunto de ialidez cpnsiste en todoS' los
entre 24 y 40,

enterbs



a

J1.

Si a.< entonces a b

Entonces, si c ac

o sea

Si c

*5. Si
Si

ac

9, entonces
bc

c < 0, entonces
a < b, entonces a*

Si a < b
entonces

e, -donde

a.'

e.< 0. or. 'el Conjunto
de problemas
8-2b.,problema v

(b. 4. e)c, l;ropiedad multiplicatimt
de la ordenacion

bc 'ec. Rropiedad distributiva

ee es:positivo,
aC.

.(-c), y (-c) es
(-c) < b (-c) ,
Cac5 -(bc)

Si z xf y,, siendo
y positivo, .entonces
x < z.

fmsitivo

, -be a < 1), entonces

a

1
4,

'w
7. .Si a < b, donde a < 0 y

entonces I I
) es pcIsitivC

<bt

(a.4--,)(4) <-04()4-
,

<

e1aci6n se mantiene cuando ambos, a

t

2 Q3

-a,

1) son negativoa.
ts,



\

a%

Si a .4 b, a 01 b 0, entonces it - 0 y > 0, por lo

1
tanto, r, por la propiedad transitiva.

La relaci6n 1 < I no se mantiene si a < 0
b a

> O.

, Esto puede ser tambie'nrefutado inediante un contraejem-

.265'

plo":

1 .1Si a z. -2 y b2, entonces

Puesto que 1 1 la relación es falsa.'

1

La propiedad aditiva de la ordenaci6n: Si a, b', c son

rnimeros reales, y si a > b, entonces a + c > b.+ c.
Propiedad multiplicative de la ordenaci6n: Si a, b Itton
nrimeros re:ales, y. si a > b, entonces

ac > bc, -si c -Nes positivp;

bc > ac, si c es. negativo.

10. Si a > 0, b > 0 x a < b, entonces pot- la prppiedad multiPli-

cativa de la ordenac.i6n, tenemos

a.a-ca.b a.b<bb.
Si a2 < ab y ab < b2,

,ent.onces a2< b2, por la propiedad transiti de la ordenacietn.

8-4. Las propiedades fundatnentales .de los niimeros reales

Esta secci6p contiene algunas de las ideas matemfiticas mas

Importanees de ,..todo el curso. }Lista ahora hemos dado por supues--
to que los niftmeros reales son objetos ton 10 cuales estamos fami-

liarizado;.`y -nos Ihemos ocupado de "descubrir" (y a veces
trar) propiedades acerca de ellos. En esta secci6n tr tamos de

desviar la manera de pensar de los estudiantes acert e los nil-
meros eales de un-punto de vista primariamente inductivo a uno

deductivo. El prto de vista deductivo ha sido, por supueito,
predominante en nuestra mente desde el principio y ha tenido una

gran inflnencia en nuestro estudio de los rrameros reales. De este,
modo hembs trabajado consistentemento hasta lograi las quince pro-
piedades .fundamentales mencionadas aqui. Ahora que la lista est4

completa (al menos para nuestros.fines), podemos revelar al estu-, diante el "secreto". La idea que, debe ponerse de manifiesto aqui
al estudiante es4que pudimos habtt empezado con estas propiedad
considerndolas, no coma unaitlescripci6n, sino como una defini 6n
del sistema de los niimeros reales. Asi "niimero real" "suma"
"multiplicaci6n" y "relación de ordenaci6n" se con ierten en

,2
''

I.
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tfirminos indefinidos, las propiedades fundamentales se convierten

en axiomas (de un cuerpo or,denado) y todas las demis ptopiedades,

como.consecuencias de los axiomas, se convierten en teoremas.

Este es al punt& de vista axiomático que ya habitual en la

matemAtica mAsiavanzada.

.' A pesar de la considerable preparaciem que ha: precedido al
cambio'en el punto de vista indicado aqui, es obvio que la mayo-

riA di los estudiantes no podrtin todavia apreciar por completo
su sign4gicado. iqo teuemos, sin embargo; la intención de demos-

tra:rlo todo de aqui en, adelante, pero seguiremos, como hatta aho-

ra,-"descubriendo" piopiedades y dando ocasionalmente una demos-

tración sencilla. El cambio principal contiste en nuestra aeti-

tud hacia las propiedades descubiertas, a saber, que podrian de-
mostrarse,si tuvifiramos'el tiempo y la experiencia para hacerlo.

Los estudiantesmis apravechadoq eaptarin la Aeik fkcilmeate

esperamos que la mayoria de los alumnos, al terminar el curso,

padrin pensar deAuctivament,e en el sistema de los uilmeros reales.

El curso de geometria tradicional, tanto como el curso de geome- .

tria del SMSG;*requiere un enfoque deductivo de la geometria. El'

eurso de geometria del SMSG supone tambi6n Rue los nfimeros reales

han'de darse axiomaticamente. Por lo tanto, el punto de vista

.deductivo es importante, no sólo para la matemátjca avanzada, si-
, no también.para.cursos. posileriores de la escuela secundaria.

PAgina 202. La propiedad fundamental que falta, y que nos permi.:.

tiria obtener todo ld necesario acerca de los nUmeros reales,se

llama el axiopla de completitud. Puede enunciarse de varios modos7.7

y uno de los mAs convenientes es el que se basa en gl eoncepto de'

extréMo superior" o "cots: superior minima". Antes de'expresatlo,

definamos primero lo que se entiende por una "cota superior" de

un tonjunto:

Sea S vn conjunto de-ninneros reales, y b un almerb real',

tal que .s b pare todo s pewteneciente a S. Entonces b

se.11ama una "cota superior" de 4. Si no existe una cota supe-

rior de S ve sea manor que b, entonces b se llama una cota

superior minima o extremo puperior de S.

Podemos ahora enunciar e3

Axiom& Ae completitud. Si es cualquier conjunto de nAme-

ros reales para el cual hay una cota',superior, enionces exis-

rte un extremo superior;de S.

4
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El.axioma de pompletitud se necesita, por ejemplo, para de-
mostrar la existieia de T. Con otras palabras, no' se puede *
demostrar$ usando 1610- las quince ,propiedades enunciadas .anterior-

me0e, que existe ur. n6mero Teal_ a para el cual a2 2. , De

hecho$ el axioma dé \completitud se necesita:para demostrar la

existencia de cualqUier nfimero irraci'onal. Para una discusifin

más detallada de estas ideas, v6ase Studies in Mathematics,

Volume III, Capitulo 5;

Respuestas a los problemas de repaso, phinas 205.r.208t

1. (a) -100 'Z'.99
(b) 0.2 > 0.1

(0 i>
(e) 3.4

(c) 31 < 1-71 .(r) x2 - i > 0

(a) Cierto (d) PalSo

(b) Falso'. (e) Palso

.(c) (i) Cierto

(a) No equivalent es (d) Equivalent es

(b) Equivalentes (e) No equivalent es

(c) tquivalent es (f), No equivalentes

(a) Positl.vo ,(d) sNegativc;

(b) Positivo (e) Positiv(131

(c) Negativo
4

(f) Positivo

.(), 1 conjunto de todos los nAmeros Mepores que

de todos los nfimeros mayores que (-1).

de todos los n6meros mayores que (-6)

(b) .E1 conjunto

(c) .E1 conjunto

(d) El conluntbde,Rtodos *los n6meros menores .que (-3) ,

(e) El conjunto de.todos los n6meros menores qUe o iguales

a 91.

(f) El conjunto



I(a) El conjunto de todos los numeros mayoges que 2.

(b) [2.)

(c) 1J. onjunto de todos
* .

,
(d El conjunto de*todos

.(e) E16conjunto, de
gut' 90;

(f)

(a) (2)

(b) (-1

(c). t-2)

todosx

0

los nikleroa. reales negativos.

los nfineros reales, eicepto el cero.

los niimeeros no negativos menores

(e) El conjunt,o de 'los enteros menores
Ague

,

(E) El' conjunto de los enteros- mayores
que: -1.

(a) (6)
(e) El conjunto de'los
(f) (41

<-46pumeros reales.

. es 'el nilmero de unidades'cua,dradas del Area,
24-.1 A < .28. \

1. Si A es el ni'imero de unidades cuadradas del' area,
, 24<A<35. 4t.

NO. 1

s*12. Si
Plaa...

*

es el ni-miero -de unidades cuadradas del Area;
25.5225 26.5625.' ' 1

13. (a) Si p es el namero de plantas al comienzo del egundo
ano,

es decir,.

3p > 27(240) x p.< -g.(240);

180 < p 200.

r

\b,



Si n es el niktero semisilas al final. del (egunaoafio,

Xl (180)(240) n (200)(240);

es decir , 43 200 n 44,000,

(b) Si s 'es el ninnero"de sernillas, al final del segundo ano,
> 440) (210) s -< (200)(250) -

Jes dear, 41,400 < s 50000. \

,
14.. (a) Si el lado de un cuadrado tiene x. pulga0as de largo,

entonces el lado del triAngulo tiene x + 3.-5.pulgadas
de largo'," y 441E:10 3(x + 3.5).

La longitud ddl lado del cuadrado es 10.5 pulgadas.

(b)* Si la velociddd,de la corriente es x inillas or heira,
entonces l.a velocidad .del bote da favor de.:.la orriente
es x + 10 millas .por hora, y

,x 10 <

La ve1oàcdad de la corriente es menor que o igual a 15
millas po 'hora.

(c) Stx es
ento ces

el niimero de* horas que empl4a en' e.g." trabajo,-
*3 x.< 5.

*lapueae esperar que el trabaj o
ras

ocupe de 3 a 5 ho-

(d) Si x es 'el ininnero de horas que Jaime debe trabajar,
4es..

1.5 x

'Jaime debe t4 rabajar por 40 menos 50 horas.

,

4
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*

Capitulo.8

Sugerencias paia examenes-.

..
1. Determina los cOnjuntos de validea dé los slguientes kri.

dos abiertos y dibuja ius* grificas:

(a) (-x) + 5 5 (78) 1,-81

(b) 4.X + (-3) > X -11- (44)
4

(0) (4) +) (.4). < (

(d). 37 + (-6r) + 7 > gr + (-7r) + 8 -2r)
(e) 5n "t ("3) > 2n'+ 9
(r) 41x4 (-3)) > 12-

4

w

2. p, q, t son lnimeros reales, y p q, L'cuales de los
siguientes enunciados son eiertos?
(a) p +.t q si t 0

.;

(b)p+t>.q+t,Si t
pt qt, si t> 0

(d) pt qt, si*, t .4 0

(0 1 1.

Si n es un.niimero no negativo y ¶3b un niimero no positi:-
vo, cuales de los siguientes enunciados son ciertos?

-(4.0 x.O.r<

(b.) n t
n:sk

(a) x s n
(e) x 0
(r) n >

4. Sabemos que el enunciado "4 < 7" es cierto. 1,Qu4 enunciados
ciertos resultan cuandearnbos niimeros son idectados comO
signe.?
4a) aumentados en 5

(b) disminuidoNgn 5

(c) multiplicados por 5 ,

41*

(d.) multiplieadoi par '(-5)

(e) multiplicados -por 0

I
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5. Escribe un enunciado abierto pare cada uno de los siguieneea

problemas. Expresa ids conjuntos de validez y contesta las

preluntas.
A

(a) ToinAs tiene $1.5 más que Guillermo. Deipnes queTomAs

giste $3 en comidas, los dos n'uchachos juntos teildrin

por lo menos $60, *IdUAntb dinero tiene Guillermo?

(b) Si se aftade 13 a un niimero y la suma se multiplica por 2

el prbdupto es nAs de 76. iCuAl es el niimerol

(e) Tomas trabaja a'iazón de p dólares por dfa. Despufis,de 1.

trabajar '5 dlas recoge u paga y gasta $6.de ellg. Si 1.g

quedan entone6 nAs de $20, lculnto ganaba por dia.?

.
(d) Uri agricultor deScubri6 que por lo menos el 70% de una

dierta clase de seMilla se desarrollaba en nuevas:plan-'
tas, Si ;tiene 245 plantas, LcuAntils semillas sembr62

6. 4CuAles de los siguientes enunciados son cierios para todo 'a

y todo b?

(a) Si a + 2 ... b, entoAces b a.

(b) -Si a + 12. b; entonceS b a.

--(c) Si(a + 5) + (-2) b + 5, eptOnces b

(d). Si a - 4 '4 > b, entonces a

(e) Si a + 2 < 7' b + 2 ..7 entonees a
A *

Dadosl' 1 y n. En dada parte de este problema, hganse

tantos enuneladqs cono se puedan acerca de n y los niimeros

dados, usando el simbolo ", si se sabe

(41) n < 7 (b) 'n a (e) n
3 /4

Un hombre tiene 3 muestras de mineral, cada una de ellas con"

el.mismo volunen. La muestra de plomo tiene nAs peso que la

de'hierro,' muestri de oro tiene mAq peso que la de.plomo.

1,CuAl ei lamuestra de mineral mAs pesadg, fa de oro, o la de

hierroT zQu6 propiedad de los almeros reales se Ilustra en
este caso?

290



Capitulo 90

LA RE'siA Y LA DIVISION DE NUM4ROS,ENTEROS,,-

El final del Cap1tulo*8 fve la culminaci6n de nuestro estu-

dio de los atmeros Allf describimesel sistema de loi

nUmeros reles como un cOnjunto de.dlementoS (ntimeros reales)

pana los cuales se dan'idos operaciones binarias quO se supone

satisfacen una listd:fde propiedades fundamentales (axiomas).

Las dos operaciones sOn la adidiein o suma, y la multiplicació.n.

Asf, toda el Algebra podrfa desarrollayse sin siquiera mencionA

la resta (0 sustracci6n) y la divisi6n. .Sin embargo, es conve-.'

* niente disponer de aichas opeiapiones, aun cuando no sea más (the

por camodidad en la escritpra. Evident'eulente, estas operaciones

deben aefiniise dirictamente en cermfnos de las operaciones itn-s

/damentales de suma y multiplicaci6n.
##

4

#Hay Aos maneras equivalentes de definir la resta, y cualu

quiera de ellas poaria utilizarse aqui. .Son:

(1) a b = a, + (-b)

(2) a --b es la soluci6n de la ecuación a = b + x.

Los autores deeste libro estogieron la primera'de 6stas,Aque
se adapta mas rApidamente al punto de vista &e que la vestapes

una especie de.op# eraci6n inversa de la suma ya conocida part los

nilmeros.de latar#rnetica, y que.odebe extenderse a 'todos los ni-

meros,re4les. ese modo, stilo tenemos que identificar 1rei-

ta de la ailtmAtica con a + (-b) para'justifica4,1a definioi6n

pare todos los nUmeros reales. -Esta definici6n tambign se apoya

en el txabajo hecho previamente con elinverso aditivo, quê es

importapte por sf mismo, y encaja muy bien con la'represdi'r4aci6n

de li:suma y la resta en la re,cta numérica. .ligase el teirema

9-1 en,elicUal se aemuestra que las dos aefinicionesod qquiva-
A

lentes

'Hay también dos maneras 411e definir la.división:

(4) la soluci6n de la ecuacietn a = bx, b.
b

En este caso también4se escogiotel primer método por su,semejan-

za con la definic16n,escogida de la resta,y porque destaca el

inverso 'Deberfa tambié, mencionarse que en es-
.

.tas definicione's las diversas propiedades de la resta y de la

divisi6n surgen fácilmente de las primeras propiedades de la

suma y la puttiplicaci6n.
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El segundo mAtodo.de definir la restatx ladivisi6n se*basa
en la "solucis5n.de ecuaciones". Esto:tiene algunai'ventala cuan-
do el objetivo eb justifrcar extensipnes del sistema numfirico al

a

exigir que ciertas ecuaciones.sirbples tengan siempre soluciones.

Por ejeNplo, la ecuaciOnilp = b + x no siempre tiene lana solucion
lea enteros positivos (alp cmando a b sean 'enteros positi-

vos), ?ero'siempre tipne una soluciee ciaapdo el-siatema sp ex-
. tiande ?aka incluir lo& enteros'negativos. De igual manera,- la
ecuacion a = -bx (1? 0) no siempre tiene Una so1uci69, en ente-
ros (aun cuando a b sean -enteros), pero time siempre una.
soluci6n cUando 1 sistina se, Attiellde para,incluir los niimeros
racionales. En cursos'posterioxes, la-introducción de los n6me-
ros complejos estA motivada por la nPcesidad de que x2 + a = 0
(pn particular, x +4 = 0) tenga una soluci:6n para todO'

Una Vez que se ha demostrado 14 equivalencia de estas dos
maneras=ae definir la resta y la divisi6n (V. los teoremas 9-1,
9-4), quedamos en libertad.de usar la mAs-aprOpiada para el pro- )
blema que se estfi Considerando. Se notarA que nos hemos aprove-,v
chado de esta libertad'en muChos sitios,

Esto se le justifica al- estudiante proponiéndole que descri-
. ba la re.pta de niimeros de la aritmética en t6rminos de lo que
*debe aftadirse al mAs pequefio para obtendir el maYor. Cuatdo se
establéce-que,debemos afladir el opueso del menor, inmediatamen-

.

te tomamos esto como_la definicitm de la resta paratodos los
nilmerosveales. Una mbtivaciem parecida nos llevaa la defini-P

.

ción de 4a divisit5n.

Se encontrarAn referencfas A la-reata.y a'la dtvisión en
Studies in Mathematics, Volume-IIr, pAgi.nas 3,11 - 3.14.

a

9-1. DefiniciOn deAa resta

Suponemos %clue el estudlante estA familiarizado an aritmeti-
N ca con el restar b de 'a averiguando cuAnto.debe agrtgarse a

b para obtenei/a. De esto, nuestro conocimielto sobr4 ecuacio-
ries equiyafentes rApidamente nos lleva a sumar el opuesto de b

a,

' E6peramos que-la exposiciOn presentada ayudgrA al estudIAA-

te que ha estado restando por el sistema de "guitar" en 4a:tran-
s.icionia un punto de vista aditiv;.

pAgina . (-5) + (-2) = -7

5 = (-2) . 5 + 2 7

(-2) (-2) 5

(75) - (-2) mt.(-5) + 2 . -3

4

4),)

a
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Laemos "5,-,(-2)" como "cinco menos el opuesto de 2". El

er "-" indica resta el segando "." significa "el opuesto

(Desde luego, en este segunao pudo tambien leerse

legatiVo 2". Sin embargo, si linterviehe una variable; el "..1'
,

eberA leerse "el...apuesto de".

. QUeremos que
rar la diferenbia
a y (-b). Esto

k

nuestros estudianteepuedan prpppo al conside-
a b pensarla.komo una suma;t1a.suma de
se justifica por nuestra definición de la

"
xesta. .

Sin duda se habrA liotado que.nausamos la palabra "signo"

pare 1ó simbolos "-" o .Llegamps a laeondlusi6n de que
Vdalmente no necesitamos la palabra, y puesto que su Mal uso en "

el pasadoha prqducido considerable incomprensOn (en casos ta-
les coma "al tomar el valor absoluto de un nglae.ro quitAndole su

signo"),spreferimos no usar "signo" como una palabra.

En elaci6n.con estol debemos mencionar clue no escribimos'

+5-para representar el niimero cinco. Los niimeros positivos son

los.nilmeros de la aritmAtica. Por lo tantd, no necpsiiamos un

simbolo nuevo p4ra eflos, pe modo*que escribimos 57 no. 45, y
di simbolo "+" lo usamos solamerite para ipdicar suma.

pAgina 210. El teorema 9-1 demulstra.que nuestra definici6n de
la resta esconistente con el punto de vista deque h.-13 es

el nmaro qua sumap a b nos,da a. De ahora en adelante po-

os adoptar,cualquiera de estos puntos *de vista.

Respuestki al Coniu nto de problemas 9-1, p4ginas 211-212:

I. ..-3000

3"

4. -142

5. 01

6. 5 a

T. 160.

8. -2

.1.1(11

9. 15 - (-8) . 23

16. - (-4) .

11. (-9) -.6 . -15

12. (:12) - (-17) 5

13.*8 - (-5) . 13.

03



a

14. S ek un subconjunto'd
conjUnr ae_ pitnerps

E 'conjunto 'de Ios
do'respeto de la 'resta

aritatetica y sirie,como

R y es, :en ,r.alidad,, igual a R. El

rea1es, es cerradoiirespgcto de la res7

niirnerds *de la ,aritmetica no es* ceri'a-
El .nximero 3-5 no ds un 'n6nero de' la

e

n contra-ejamplo.
IA.', El miembro de IA izqUie a .

4
Sa. a por a, dpfinicif6n de la, rOta

.

0 ...- por a propiedad aaitiva'ade*.los, opueSto's.

16 <a> El estudiante, puede aplicar el te?rema.9-1;

puesto *clue Y 5 =, 25 . * .
. . -. antonces y "T" 725 -I-, 25

.;-. .. . .
Puede tambien aplica la propiedad aditiva de la igual-
dad daspues de haber uado la defiiiici6n de lawesta:

y = 750.

(
que e

725 = 25
25)-:V5:4
equiVai.ante a'

N
'

25 :I: 725
'.-?;750

Ei- conjUn o de v.alipz es (750)-.

Si no se*ha: hecho ya,

permitir a los estudiantes

.te 4.. Sin einbargO, debem
los estu,diantps siguen '13

.%(1) efectuar en ambb

operacionas que
enunciado equiv

(2) cambiar meramen

enunciado.

(b) (u.g)
(c) ('-12)
(d) (14)

4a,

,
a podr d. aprovechar este momenta pare

que omitan escribir "que- es equivalen-
-.

s derclorarnos, d vez an cuando, qua
ando con clarnat aderca' de: Mr

miembros bde un enunciido.'s6lp aquellas

sten segiaros' de que Ilan de producir un.enta, o
e el nombre,de uno u otrpmiembro del

17. -3 - 10 = -13; La

*18. 7.23 - 15;50 = -8,2
. de 0.27.

19. (-80) - (-50) =
, *

,

(e). (-3.6,)0

-(f)

,
qva terqperatwà es bajo cero,

la cuenta, de ells. muestra \an debito

5
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20. 14,495, - (-282) = lk,777; la cumbre der Vlonte Whitney está
a 14,777 pies sobte la parte Mils baja del Valle de la.Mtier-6-

,te: b:

9-2. Propiedades de la resta

Mina 212. La resta no es ni conmutativa ni asociativa

Mina 213. La decisiem dqrque a b c significar4
*ISt (-b) +(-4) es arbitritriii. Al mismo tiempo, vemos que es

, Una decisi6n eem.venizente, En virtud de ella, podemos considerar
14 gxpresi6n 6a - 2x + b - 3y como la sma de 6a, -2x, b 1. -3y

Esperamos que los estudiantes estarán Muir, pronto listos para pen-
sar en esta forma..

ykina. 214. ..,:gi emplo 3. fas '14-es-puestas a lod'stres porqu'es son:
. ) .

. (1)% Definici6n de la resta .'

.1:,2') L(10) = (-a)b Y 'N ... (-a)t= a

(3) Prppiedades asociativa y ctmmutativa de a suina y la

propiedad distributiva
4

Página 215. .La justificación de cada unede los pesos dadds en
la resta

(6a 8b + c) - (4a - 7c)'

se iridica a continpaciónt

(1) Definici6n de la resta
(2) y + z) (-x) + (-y) + (-z), para todos los niimd

yoe reales x, y, z

(3) -(-x) = x para btodos los niimet'os reales x

(4) Propiedades asociativa. y coninutativa! dt la suma 7

.
(5)- -xy = (-x)y = y x = .pera todos los anneros

reales x, y

.(6) Propiedad distributiva
(7) S.uma de niimeros reales-

(8) *(-x) (y) 7 -xy para dps.,nfmieros reales cualfiquiera

e y

(9) Convenio.de flue a - b c significa a + (-b) + (-c)

Rpuestas, al Conjunto de problemas '9-2a ; págines 215-216:

. (a) -x (c)

-,(b) -8a (a) .-,5xz



(a)

v ,6.' $1

2. ,(377- + 9)- (5w

-3x '+ 4y
5a + 3y

4

13. a - llb

(c)

(c1) -2a2 -; 6a

. (e) 2a -

(d)'

4x2 + x + 15
15. -2a + 5b -

16. 11x2 10x - 8
ah

3x2 + 4x + a

-xy + 3yz 4xz

lg. 10n + 13p - 13a

in 3 4: ( r + (9 + 9)
(-5)!)+.(9 + 9)

(-2) Tr + 18

-27r + 18

Definición de la
esta

El opueoto de una
sums- es la suma- de
1os opuestos.
Propiedades asocia-
tiva y .coolautetitiva
de la suma
-ab = (-a)b
Propiedad distri-
butiva
Suma de nOmeros
reales-. :s

(-a) b

S.



ft

-

20. 5x - 3y) - (2 + 5x) +\(3y 7 2)
= (5x + (-3)4 +(2.+

=c5x (-,y) 42) + (-54+q3y+ (-2)

jc5x+'(-6x).1- f3y)+3y)+'(-2)+ (r2)

= 0 + 9 + +

4

(11a.+ 13b 7c) - (8a 51) - 3a + 1813 -
(rai+ 12) (-AV + 5x - 3x2 + 19

23. (.98 3u) - (38 - kt +711) its -128 - .1Ctu + irt

'24._ Si a > b, entonces

%-

25-5, Si (a -
Si. (a
Si (a -

.

'Si a,
a c

Si

a + (1713) > b.+,(-b)
a

t
b > b + (-b)

a - b > O. -

279 .

Definici6n de la.
rsta *,

El 'opuesto de una
suma es la suma
dg los opuestos.
Erppiedades. aso-
ciativa y conmutA-

. tiva .de la suma
Propiedat aditiva
de los opuestos

Suma de nixneros
reales

4.

PropiedadAditiVa de la
Definici6n de la resta
Propiedad aditiva de/ los opue'stos

ordenaci6n

b) es un niintero s positivo, entonCes ,a > b.
b). es un niimero negativo, entonces a <,.b.
b) es 'cero, entonces a = b.

b, y c , son ntrae'ros
'tb Cho a 6

a > b,-
a + (-c).> b+ (-c) Propibdad aditiva de

reales y a > b, entonces

la ordenaci6n
a - c > b c. Definici6n de la reste

Respuestas al coniunto_ de-prgblemas 9-21); pAginas

1. (a) -8
(13) 2a r 8
(0) -27
(d)
(e) itx - 12.

A,

(f) 15 - 10k1
(g) -6x - 6

'(h) -6x - 6

(i)

(j) iY + 4Y

4.

217-218:



*

,

(a) 3a - 6b' 4.30
(b)
(0) a 2b

tiu2 +

(e) x2 -

41t- 9

'(f) 22 ab b2
(g)-: a - 2b i 50
(I;) ..-6x2 xy ,

(i) \-3ab ao

a2 + 2ab 6a + b2 + 9

(a). Ya los estudiarktes prbbablemente escribirán s61o' lo
,,siguiente:

if

conjunto

(b) (1)

(c) (2)

x - 4
3x

5

9

= 34.

e.validei es (3) .

(d) Todoss los y tales que
(e), Todgs lbs u 'tales que

,

(f) (.r
1.6

(g) Todos los x .

(h)' Todos los a .

(i) Todois los pales que

(a)' Si el. rectingulo,tien&
de largo, ontonces ti.ene
gadas de ancho,.Y

2x + 2(x - 5) = 38
\4x - 10 38.

x = 12
La longitud es 12 pulgadas.

c > 3.
io

x pulgadas

(b) El mirnero es 51.

- 5 pul-,

(c) El maestro tiene menos de 23 estudiantes.

11

'

4.

20 90
AM

C.
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'plicina 217. (-3)s(2x - 5)..$ (-3) (2x+ (-5)) Deiinici6n de la resta
I" (-3) (2x) .4- (-3) (-5) Propiedad'distributl,-t

va
$4-3)(2D x 1-15 Propiedad asociativa y_11

definici6n de la multi-
plicacion

(-6)x + 15 Difinición dE\ la multi-,
.pricaci6i1.$

= -6x +,15 (-a)(b) = -( b)
En forma.- .1Arevitcle

(-3).(2v.- 5) = -6X,+ 15
pued 4. parecer que suponemos una propieda`d distributiva, de la mul-*
tiplicaci6n *respectode la sustracci6n. Realmen,te,al pensar en
2x -, 5 comoaa suma de 2x y(1), .usamos todavia la propiedad dis-
tributive.de 3ra muktiplicacifin respecto de ia`adici6n, Y no nece-
sitamos extenderla a la sustracei6ni

..9-3. La resta en tArminos de distanciA
Introduckmos aqui la relaci6n entre la diferencia de-dos

a

nil-

merosy la distancia entre los puntos asociados en la rect nume-
rica para de nuevo utilizar la recta nunferica como ayuda ra
aclarar miestras ideast.

#.Sin embargo, debemos darnos puenta 1e que (a b) como una
distancia dirigida yla-bi como una distancia, son conceptos
muy Utiles al tratar de la pendiente y la distancia en geometria
analitica.

VIA

R spuestas Al conlunto de,. problemas

(1) *(8.) 4-11)
(h) (44 8
(a) 6
(a) -2 - 61 (1. 8
($i) - 5 .$ .74

(a) s(a) 5 x '(d)
(b) 15 -4x.1 (e). -x + 1
(0) Ic + 2 (ri + xl

(t) Ile- 51
(s) -2 -(-8) 6
(h) 1-2 4-8)1
(1) 0*-- 7 =
(i) 10 - 71 7

IX 21 x x
(h) oi

páginas 219-222:

a or.

xi

a

SI

a



a

a

or.

-
Li,' Del ej ercicio aAterior,, esperamos que el

que pare dos niimeros males cualesquiera

4

1 b1 lal Ibl

fa - bl 1131 - lal
ja bl lal Iblj

4.

estudiante Interird

a* b,

En .caso..de que algunos de los estudiantes inks sprprechados
.,

est& intpresadOs en NA. }Ina demostración de estop enunciados,
A ( , 4

.. presentamos la . 44 . \ .. .
1

El. enunciado Ix -1-"y1 4 I X1 + 1 yl para dos niimeros realeis cUa-

lesquier'a x e y puede usarse pare demostrar los tres entun-
, .

ciados ant9riores...(V. el problem 7 Conjunto di problemas

8-2b).: t 'A

Con x a- b y=b tenemos

la) 7-1(a - + + Ibl

Por la yropiedad adiiiva de ia ordenaci6n,

lal + ( Ibl) 18.1- ;b1

18.1 Ibl .K Ia bl
la - bl lal Ibi

De igual maner.a, x=b-a y =. a nbs da el enunciado

lb - al Ibl lal .

Puesto que lb--

a

a

t

al I-(b - ...r1.14a.

la-bl Ibi - tat .

V.

resulta

s



Para demostr r el' tercer enunciajdo, neotese.que
_ 1.131 1 al (1 al - I bl ), de modo qu abora tentmos

la '-'1D1%. la] ibi
la '14

Con otras bras si jai. # lb) entonces f a es ma-
yor qve o gual al mayor'de 'tal optesto
-(ial ? 115 ).; y esto. significa re '

.14-Ibl' t.": Ilak Arbl. .
..

Si 1 at = Ild , entonces II ai - . lbq, . Jo" ., 6, desaapera_ique
la illtima -desigualdad es:tantagn cierta dn tste cftso.

, * . N. :4., :-.La distan*cia-enre a y, b .restilta ser por lo utenos tan.
grande domo la n!distancialiktre" lail :17., lb I ., porque a f b -

k
s .pueden estar a distintp 1.0.do_.--de 0 mien,tras que la -2, jb-I de.;

ben estardel mismo la.do. * *

11 . ,.-. 4'Los dos niimeros x* tares ve If.distancia. e .ntre x y 4 es
1,son los. nflmer6s 'corresponaentes iv los doi puntot que dis-

.. .
..

tan. 1 unidad de 4: 1

P

3 4 5.

,

, . .
j, - . .

Aunque fiste 'es ..4 modo 'sugserido- de enfocar este problema, .

stiguno's estudiantes pueden.hacerlo utilizando la defini.citn,de Valor absoluto.
Si '.x - 4 ) 0, 'entonces 1= Jx 41,.= x - 4, y asi, x = 5;
s - 4 -* , entonces I = I xn- 41 = x - 4) =, -x 114, de
lo cual obtenemos x.= 3

E conjunto de validez del
jlIttO 3 -<.x.ic 5 as

enunciado x es el* con-

0 1 2 3 *4 5

3 01 0 )
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En vez de us-ar métodos fortales Vara la vol.uci6n de la ine-

cuaci6n, el estudiante se guiará por la pregunta: gduAl es

el conjullosde'nmeros x tales que la distancia entre ,

x y 4 sea menor que,1?. Como en .el caso det ejercicio

spreceaerite:el estudiante.puedestratar el Ooblema partiendo*
directainerite de la definición de valor absoluto en vez de
seguir el enloque sugerido.

Ppr ejemplo, si x - 4 0, entonces Ix = x

x - 4

x 5.'

Si x .<'01 enApnces - 41 = + 4, iT

-x -i- 4 < 1

-.3

> 3.

8.- Todos los x tales que x < 3 6 x 5.

9 'La gráfica de x ). 3 x< 5 es:

a

'Este conjuntó es id'intieo al conjunto de validez de Ix 7 414..

10. (a) Puesto que lx 61
repfesenta la tancia entre

6 y x, el enunciado ix - 61 = 8 nos dice que eI

punto con coordenada 'x clbe estgr'separado,8 unidades

' de 6. Asi, x debe ser 6-+ 8 6* 6 - 8. El conjunto

" de validez es 14).

'GráfIc8,
0 2 4 6 8 10 2 14

(b) Conjunto 4 4alidez: 4

CrAfica:
0 1 2: 3 4 5 6 7. 8

(c) Conjunto de validez: (8, 12

1 ÷
-4. -3 -1 0 1 i 3 .4 5 4 1 13 9 10 11 12

3/1



(d) Conjtrnto de validez:,

Grfificat

Los nalmeros,reares

285'
-

x *tales que

(e) Conjunto de validez: ,Todos los niimeros reales.

Grafica: La recta de los ntimeros 1:ea1es.

.
(f) IY1 1

(g)

Conjunto de v,alidezi

Grifica: .; 1 01I-110;41111

Coil unto de validet: Los xrdnieros reales y tales que "
4 - y -1 12.

.-

GrAfica: 14-4H-4--;--00007PmemNI11606memmb/*
12

, 0 A

(h) 4 1z -6
Conjunto die validez: conjunto vacio

(1)
4

0
4

Conjunto de validez: (-22, -.16)

Gr4fica:
I I I 1.1 4 I 1 I I I

16 0

Y+51= IY*-(-5) -= 9

°Conjunto de validez: (-14, 4)

GrAfica:

0 1 1 1 1

14

71.

303

11,4 01
0 4 <



.1

a

1 coma la 'distapc a-,'en 1411

.';';
ot,

. ,

3,

3) .144-ngun°
3,, s,

at: tile

eicta nuinerica en-
.

3
3

ot

x -
3s .Iiinguno

x 3
,3

t 3

2. ..644.1gamos ci4e: 14 distancia, 44 h4cia
maxca correspolide;a.amteros !asitiioe;

.0

11

1?o8icieak de jtla
en la reota
rarici

4
neicidn de AMU en La
la recta nurnirica difeighncia

el eate de la
4,,

1DistanciA'entre
ellos' en :millas .

to

(2)

(2)

(3) ) .14

to

(14)(.10) . .15
(41(.10)

-36

.72.8

*(..3.2)

-6 + T(12)
-6 + 36 - 30

-6 + (4)421
,6 1.F 18 12

3

130;(-3.6) 66

115-( -18)1-

12.41.4_42.)1 .y.

135 - 301 5

120 -:121

.(-2)1

+41

115-(-15)1 30

33

22

5

8

63

30'

13

12

9

3



207

...
. 9-4. la divisi6n

. .. it .
.

.

Véense 1as notes' al, comiefzo de este capitulo sobre 1.a defi-
act& elegida para la divisi6n. -

A

p4ina. 222. Se notarl que somos cada vez iás tolerantes acerca
deLuso de las palabrae. , Nos permitiremos la' libertad user.

-"numerador" indistintamente pare el 'numra2. supaiior. 'frac-.
ci6n .o para el inimpro que ese numeral' r presente. Csta ea la
man;ra de user las 'palab;ras, comUnmente por-
t'anto,' debemos empezar a tamiliard.zarnds con ello En lamayoria:,
de los" ces os no hay capfusi6n. Cuando sea necesario','. po4emos

a

volyer al significado brigirtal precilso., y debido a .esito, diebembs
tener el cuidado de establecer el. significado preciso antps de
que empecemos a haper concesiones, y además recorder ese signift-
pado de vez en cuando.

AunqUe se encuentre que algunos estudiantes lian aprendido
*antes 'puntos de vista de 14 divisi6n distintos de "Lqu6 nmer
multiplicado*port 2 da 10?", no deber4 s er dificil con-vencerlos
con ejemplos de )1.up nuestra definici6n pare los niimeros reales
est4 en armonla con su experiencia en aritteetica.

Respuestas al Conjunto de problemas 9-4a; página 223:

1. 15'

2. 3.

3. 2500

6

5. 6

6. 6

Pkina 223., Puede ser iltil recorder esta relaciOn entre la divi-
si6n y la multiplicaci6n seceda de la experiencia anterior de los
estudiantes, si se les pregunta lo,que han aprendido pare compro-
bar la división.. Este es un ejemplo del uso de la parte 'Nola-

.mente si" del teorema 9-4; 'esto es, para 13 0, si a = cb,
entonces = c.

b

St

395
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'E.p este te ema el que muestrl la equivalenci

efiy4a16p de la divisi6n cg. . ;la (-titre d inici6n

t.4ra es c que a = gb).
. 41

Pggin'a 224. Hemos tratado dp ha.cer una indicaci6n sobre la.mane-

raAe saber por dem04 sd empieza una demostraci6n de este clase.
'Se:debe tratar de aprovech:ar oportunidades para hacer esas indi-j

ciciones a los.dstudiantds siempre que sea posible. (No hay, por

/supuesto, una pauta simple pare todes lea demostTaciones, y no

esperamos Eacer xpertos demostrepres a estudiantes de noveno.
grado. Pero,-sin embargo, s6lo mediante el trato coh muchos
diversos tipos de demostraciones es como puede desarrollar esa

comprensiem y habilidad.

entre,nuestra

'74

4 Ils rezones pare los pesos que se den en la demostraci6n del

teorema 9-4 son las siguientes: .

* .

Primera parte: (1) Definiciem de la divisi6n.

(2) Propiedad multiplIcativa de la igualdad

(3) Propiedad asociativa de la multipl1caci6p

(4) /Propiedad multip1icativa dt los r.eciprocos

irf

li(5) ,Pr ledad multipcative del 1

ar

*.

Segunda pte F: (1) ropiedad multiplicative de la iguaidad

(2) Propiedad asoqtativa de la multiplicaci6n

(a) Propiedad multiplicative de ,I.os regprocos

r (4) Prop±edadvmultiplicativa del 1

(5). Definición de la divisicin

Respuestas al Coniunto de problemas 9-4b; phinas 225-228:

a
Demostrar':

Demostración: 41a(1) Propiedad matiPlicative del 1

Teoyema 9-4'con, c = a, b = 1
1 n .

,
'

- A

Se notará que la demostraci6n anterior empieza con un enun-

ciado cierto y qiie un-tnunciado Agiaivalent.e se ha obtenido
. 11 'aplicando un teorema del tipo si y solamente si...1

.
4 .

i



JD.

bemestrar:
. A

sVeMostración:
*

AE. 1
a

289

a m *1) Propiedad.multiplicativa del 1

a m(l)a Propiedad conmutativa de le multi-
p1icaci6n

a m 1 -Teorema 9-4 con c 1, .b a

a

(a) (..1260).(.2) 442500

(b) . -9, (-9)(5) -115!:

(c) k, f9(-50)
(d) 175, 1.1-5-).(3)

.(e)

(f)
(8) ("*. t) (3)

ihl

(5)(17P) .k 35P

3irsi (3r)'(3). 9ir

36, (36) (4)

) 4, i(- i)
?

) is (1)(-976) = 4976
(lc) 0, ( ) (118 )

(1) 73310-, (+)(27r) 360

(m)* -5a, (-5a)(-3) .u15a
(n) -140

-m; (-81)(,-93) =

7$ (7)(2,
:12) .017

1
41-2-

I *
f

Si suponemos que la definici6n de la ,diviSi6n es válida cuan-,.,
do, b m 0, 'entonces 28 = 28I Pero el cero no tiene reci-

. 0 0.
28proce. Podemos

, tambilin considerar a --0- desde el punto de. .

vista del teorema 9-4, toponiendo clue el teorema es vAlido

'c-+Jando b = Si 11 C, entonces 28 '= cO. 'Pero cO
0

'es cpro y no puede ser un nombre pare 28.

397 .
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5 * nilakviS positivo dividido por uno negatiNio es negativo.
Podeimos, ver estWrefiri'endcno.s_ a la, definiciOn de la division

V

paia a - 0 y b O.

401 a(1)
b b ;

#
re- 1Si b < 0, entorices 4

dice:/"El reciprocb de
1a() es el producto de

por tanto, -es rkativo.

0, pox' un
un mimero
un ntimero

r

teorema del Capital?, 7 que
'negativo es negativo". As

pos*eivo y .tmo negativo, y,i;

Con vazonamiento parecido podemos decir: ,U,n nrimero, negAivo
idividAp.por uno poaitivo es negatiivo, y.uri nOmero negativo
di idro por un n15mero negatiyo.es positivo..

6. (a Se debe Ayudar a los estudiantes a 'vet que los conjuntos
desvalidez de 'est6s enunciados pueden hallarse de varios
Modos.
(1) Pueden vlicar el tebrema *9-4.

42Si 6y 442, entones y
6.

Pueden obtener tli'enunciado equivalente utilizando
la Propiedad multiplicative de la igualdats

\ 6y ='42
1y =

,

Y 7

El conjunto de validez es ( 7 ).

(k) (0)

(-31_
0-1



(a) 5a - 8 7.53 6:11-1.5)
5a r -45

(r)
a r .79,

'(0) (18)

conbxnto de valiciez es (-9).

(b) (3.6)

-8. Si .n es el nflnero entonces

611 - '5 ..' -37

6n = -32 ,

n =
,
Poi lo tanto, el ni.imerO' es

3.

Si. s ,es el. ntimero, etronces;

.2
32, + 38

2113 6

8, alk 6-4 6

Por,lo-tanto, el niimero es 9.

70

291

10* libras, de az4car se necesitan pa4a 35 bizcochos.
1%

11. El rectángulo tiene 0 pulgadat de :limbo.

Ricardo tiene 7 afts y Juan tiene
4

13. 22, 24

.

14. La surda,de.dos ntImeros conSecutivos .cua1esqn4ra del conjun

to ,de los enterbs imparês Antre el . 0 'y a .42 satisface

a las condiciones del problema.

3 99
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'

-15. Si'el precio era p d6lares antes de la-veAta,

)

p .20p 5. 30
.8op 30

P. IS 30 .1g. 6 37.50.,

Po'r lo tante), el protio original gra
s

J.
.hor'as

* . 4

17. 1 nimidio es 9.

44.

el nAmaro de-sellos de.411, Comprados. Si se le
carg6e,la cantidad correcta, entonces s ddbi ser uu enter()
no negativo, y'

.

03) 1..04s m 1.80

.45 + .04s . 1.80 ,

.0413 m 1.35 s

.- 135

8 in

yuesto que 34 no es un enter°, qe le carg6 una cantidad

err6nea.

19; Tiene 12 centavos, 16 monedassle lez ceptavos, 22 monedas
---

lle cinco centavos. Tietii-$2.82'.

20. 3uan tiene $25.

21. 20 milias por hora

22. 35, 36 y 37

Se notarA que en este caso se pueden representar los tres

'enteros por .1, i + 1, i + 2. Otra man'era un poco más sen-

cilia, Sin embargit, es i 1 i + 1.



293

.23. Si "n es el primer enterO)positivo, entonces
n + 1 et el entero qup le sigue,.)y
n + (n + 1) < 25 A

2n + 1 < 25
21-1

n 12.
Por lo.tanto, los. enteros 'son (1, 2), (2, 3), (11, 12).

*A. Si x es el mimero de galones de jarate de meple,,eptorices
160 - x es el n&eto ,de galones de jarabe de mal-r, y

8x11-j.4 (160, x) 608.\ *La mezcla consiste en 40'galons de j.itrabe de meple y 120,
galones de jarabe de malz.

25. Si ,f)". > 0 y b 0 4), enthnces ab > 0..

Demostraci6n; 0 7 b 0 0 es cierto por hip6tesis.
q. .

p donde p > 0. Sea p el nombre del
mismo namero que b.

a = Pei, . Teorema 9-4
ab = pb' Propiedad multiplicativa de

la igualdad .
b2 > 0 . Teorema e3b 4) p

pb2> 0 El producto de dos aimeros
* positivos es positivo...

ab > 0 ab y pb2 -son nomfores pa-
ra un mismo Jniraero.

aSi. T; < 0 y b 0, ent6nees ab
aIkernostraci6n: T3' 0 y 11) 0,0 es cierto por hip6tesis.a
a n da4de ti < 0. Sea n el noMbre del

bn
ab = b2n

b2 >. 0
b2n< 0

p ab

mismo n6mero que
13 4

Teorema 9-4
Propiedad multiplicativa de
la igualdad
Teorema
El producto de un nOmero po-
sitivo y un niimero,.negativo
es negativo .
ab b2n son nombres para

mismo niimero.
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9-5. Nombres'corrientes
4

En esta sección y la pr6xima nog Aieresan cuAtro convenios.'

comfinmente'aceptados aceraa del numeral mAs sencillo para un n6-

mero:

que

(1) No deben quedar operadiones indicadas que puedan efec-
.

tuatse.'

(2) &I. bay. luta divsi6n indicada, los niimeros cuya diyisi6n

est4.indicada no diben tener-factor;comdp.

(3) Pieferimos escribir' -41'ai -a 6 !L.

b 'b -b

(4) Siempre es posible evitar mAs de una avisión indicada.

De este ulodo, para iluserar el primer' apnvenia'podemos decfr
"20"

4

llo camo

"2 + 3" ..* i

no es tan sencillo como "5"' . ---- no.es tan sena-
. . .41 '6

11511 u3,5p

6 7
no'es tan sencillo comb 7 ; pero

x + 3 . . ,.
'no se puede simplificar mis; De la misma manera, para el,

Y
"14" , "2" "2 4"

;24:gsegundo convenio, 21 no es tan sencillo como

no es tan sencillo como a *
S'implificaciones'de estaclase de-'

penden del teorema 9-5 del tearema 11 ,. 1
a

paxa a 0 0, y/de la
&

1
propiedad del 1:

PA 228. Las razones que justifican los pasos en la demostra-

ci del teorema 9-5 son:

(l) Definici6n de la dimisi6n

(2) Propiedades asociattva y conmutativa de ia umitiplica-
-

(3)
(4)

ci6n
Ab

Teorema 7-8d

Definici6n de la divisi6n

.t.
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Itespueitas al. Conjunto,tle ,i.ob/lemas 9-5; piginas .230-231:
..

,- -v -
Al SI a .x...b son -nfirneros rtiales,k # 0 entonees

.
.

temdsi:Nei6ri:

Tambign,

es ,_cj.erto, Vor
,

a = ai
L--# 0

b D.'

(-a) (I-1) Teerema
(b) (-1) b

-a
b

= -a.
-

a'

a)) es eierto por 1 dqinicOn de la
divisi6n.

1) (-a)(b) = -(ab)

Definici6n de la divisi6n

(19 (b) (o) - I (d)4

(a) n (3) .(0)

-4. (a) .i" (b) f (O.- i (d) - a ( )3

5.. (a) y (b) Y (c) x + 1 (d) - 1

6.. (a) 2 .(b) -2 , (c) -2 (c1.) 2
. ,

7... (a) j- (b) r; : 3 (0) gp (d) x + 2

8. (a) 2 .--a (b,) a - 2 (c)... -, (d) -3.

9- Ca) t-1---- (b) rili-71." -( ) t 2-i*.
i

10. (a) 6ab (b)'2a2 (o) 4 (d) -.itb -

3.1. -(a) x - 1 (b) (0) i(x 1) (d

12. (a) /to* - 3x -
2 147 2 - 6x

313
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49-6, Fracciones
g

. , ,..

pl puntó-principaldé esta secci6n es deqaribllaria-habili-
'

dad en simplificar .una expresi6u aonvirtifindola en otra que con-
'. .

tenga' a lo mAs una diiiisi4rndi, :ieto agnifica psencial-
.

%

melte que estamogaprendiendo .a mu tiplicar., dividir y &mar

tracci -./ . , * i ,

%Faiinall232. Ilma:vez mái estaill4s aminoraildqnuAsbro rigor en el -'
-.-

..p
. 4 .4

--umb de las palabras. Nos permitimos mar "fracci6n" indistinta-
-

ks

mente para el simbolo o.el ndmero, aun cuando hablando correcta-
-

.rnente, significa el simbtlo., 41 en el pákrafo precedente un

enuncia4o4reciso hubiera dfcho "multiplicar dividir y.sumar nd-.

merot representados por. fracciones".

Ahora clue hemos empezado a aninorar;nuestra'precisi6n en el

lenguaje, sin más comentarto nos consideraremos en libertad de

usar el lenguaje conveniente.aun. cuando se viole,la+pt.eci§i6n 41

lenguaje sobre numeros y.numerales, mientras'estemos seguros de

que el signifitado rtguroso sera entendidO.

---"\MendionamosA.a palabra'"raz6p" como parte-del lenguaje en

ciertas aplicacione8. Hay unos pocos problemas que usan-"raz6n"
2

T1 las siguientes páginag. Se podrá mencionar a los estudiantes

que'una ecuac3.6n.tal como
1197

=
19 ,que 1.1.4111a dos razo-

4

nes, 4 menudo se llama una "proporci6n". Parece'indeseable ahora

divagar extensamente-acerca de las palabras "propor-

ci6n", puesto que précisamente.es g610 una mere cuesti6t*de nom-
.

bres especiales para conceptos familiares.

1
a

311

p.

4.



.Respuestas al Conjuato de.problemas 9-6a; pAginis'233-434t

(0 A-
6

'(c) 34,

.0
(c)

-(c)

(c)

(c) a

'1d. (a) (b)

-

taeroxacionalt puede estar rep\esentado por una frac-
No toda fracci6ri representa AM ntimero racional.

3

k4

2) (.) i(t + 2)

(b) I ) 2

Cada n

es- una fracci6n, pero no

12., Si hay f profesores,

2

3.9

326

Hay 126 profisores.
13. Si el otro fbndo recibi6

2

es un_nximeró racional.

d61ares

2.3873
258 -

El otro fondo, recibi6 $258.

,



11,4ginin4. El Inimaro de pasos que ef6ctuard el estddiante al

escribir su trabajo sobre Sum de fracciones variard de estudian-

te a estudiante y de ma vez otra par# el mismo estudiante. A'

Dentro ae'poco, la mayor parte de .los estudiantes podrinrescribir

. A

x ±
3 5 5 3 15

..

Deban eitimularse a los estudiantes a que continfien presentando
,

....

,., .
.

/ 5 3
la multiplicación por 1. en la forma

5
etc. '

. .,,.

it"

ResPuestas al Coniunto de problems 9-61); pdginas 235-237:

1. -(a) (b)

2.A- (a)' (b)

(a.) (b) Ika
2a,

''..4a) Arx

6. l(a) .30;

(b) (c).,71. (0- fr.

(6 201i a (0) 20a6'; 1-

(b

7. Si a, b, c son amerps reales, c 13,'en,ponces

a b.a-1- b
c c

El mieMbro de la izquierda ei-

atbi
C C C

= (a +

a 4

111

Definicion de la división

Propiedad,distribut va

Definiciem de la lollviSión

3 1 0
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8. Si a, h, c ,son nAmeros reales, C 0 0 .2..--d 0 0, entoArei

a + b ad + bc.
cd

El miembiro 416 la izsuierdaes

1 =1.112 -r -
d c r 4b1. = a

a

adh+ bc
cd de

ad + be .Propiedad conmueativa de' la
cd multiplicaciOn y eJ. problema 7

a c ac
b d bd.

Seria indeseable para,e1 e'studiante memorizar.este resultado .

y usarlo.como una f6rmula. ;e 'presenta aqui en un problema

gomo algo interesante para. demostrar. Al simplificar sumas,

de fracciones, los estUdiantes debenl!continuarusando la

propiedad del 1 pars hacer iguales los denominadores.

Sugerimos aqui m.ediante A114 eiemplo el'procedim1ento de

"despejar fracciones" al empezar a resolver una ecuaci6n que

contenga fracciones. Aunque no insiitimos en .qUe el estudian-

te emplee este m4todon e4p,eramos que con la ayuda del maestro

se &sr& cuenta'de la.eficliencia de "despejar fracciones", y

apraindera a utilizar efectivamente este mAtodo.

(a) (12)
(b)
(c) ( 2)
(d) (181
(,) (20)

(f) -(f)
(g), C5, -.5)

(h) 1 < x < 5.

.-

10; Si um; de-los'OMeros es n, pi otro nAm.ero es In,
5

3n + 3n 2110

+ 3n 4. 1200
.8n se 1200

n a. 150

= 90-

3 #-

II

4



tambitn;
si un nAmero es n, el aro nimerpes: 240-11, y

s

tn (240 -r?'3

5n .,7204n.

:8n'm 720
4

10

240,n . 150

Los nfimeros son 150 y 90.
.

11 El numerador se aument& en 5.
12. El rial4r es 12.
13. José tiene 12 a y su padre 36.
14. Los dos ,ntimeros on 5 y La suma de sus retiprocos es 7.

10
La diferencia de sus reciprocos es 3

10

I.

1
15. lp razin es

16: (a) Jose pin
7

1 1de la casa en n dia. Pintar4
7

de la casa en d 'dias.
(b) Roberto pintar.1 28--. de la casa en un ga y en '4:1 gas.

1 1(c) Roberto y José pintarlin- 7 + de la 'casa en un dia
y 4- ,S1 en d dias.

7 8

(d) La paAe de la casa que pint6 'José más la parte de la
Casa que pint6 Roberto equil:ralen a la casa completa.
zeprdsenta el niimero de dias que emplearon josé'y Roberto
juntos para pintat la casa y es igual a a 6

5
dias.

15 1

(e) Jose y Roberto juntos pintarán
7

+ m-1 6 15- de la casa'
is 5,0

en 1 dia.
*17. Si x es el n6mero de juegos que el iquipo'sde beisbol debe

ganar, entonces
48 x

154
0 6

.
> 44.4

a



Puesto.que x debebsei un entero, el,eqUipo 1abe -g4nar por

lo menos 45 de los 54 juegos restantes para erminar con

pna puntuación de por lp menos

la punituaci6n mAs alta que puede,obtener es

48 +.54 . .662.
154'

La puntuaci6n nuts baja que puedi@ obtener es

Qe= .312
154

Ilgina 238. Se dan_tres\gtodos para.simplificar'fra'cciones'.

.Cada método tiene ius ventajas para.ciettos tipos de problemai.

,Debe estimularse, al estudiante a usar su propio critem.iopara

elegir.el mitodo apropiado. Por gienplo, cuando hay,una fracci6n

sencilla-en el nunerador y en el denqminador, el método 3 es°gensa-

ralmente muy simple. Cuando hay una suma de fr!icciones en aMbos,

numerador y denominador, el meteldo 1 es'el mejor. De estemodo,

en el Conjuntd de problpmas 9-6c podria suceder que el estudiante

utilizara el ingtodo 1 en los problemas 4, 5, 6, 71 8, 12; el me:-

tod8 2 6 4'3 en los problemas 1, 2,.3, 9, 11.

Respuestas al Contunto de problemas 9-6c; pAgina 239:

1.
,0

3

2. 2a

3.
'83

3r)
4. ,1

1 46
5. -3-

U.

7.1 7,
8 a + 1

2(a -

9. -:2

_fa b.)2

11. cx + 84x + 2)

12.

319
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.itesnuestas a los Problems de repaso
°3
s8

Sm.

(b) 'Este no es un nfimero, puesto que no 'es Ain ntimero...

(c) 0

(d) Este no es un Tramero; si lo fy.era, podriamos expresaç el
1ntimero por 0*,-z .perp - no es nn nimero.

4, 0v
(e) 0

:(f) C.Este no es un niimero, puesto que 5 + 0 significa
y .10 '7no es -un nfimero.

1(g) Est,e no es 'un asaero, puepto que ..15. no es un ntmero:..

.(h) 736

(1) 3

3..; (a),

(b)

(c)

(d) (2)21...4(1654)(0),. 4

. (e) (0) - 4(5)(-5).= 100

(5 -4 5)'.7 (d) (7,- 6) -2,1= .11
5 - (5.7) m -30 (e) 342 - 21,5 0
7 . (6 - 2) = 3 (f) (.3+2 7 2)*5 t,:; 20

(-1)2 - 4121(5) . -39

(6)2 - 4(5)(-3) . 96.

(-3)2 - 4(1)(-2) = 17

(f) 4)2 - 14(- .31;1

puesto que si x es
2 2x - 7 72(2) 7 0
7 3x + -5

+, 5 3(i) + 5



.6X 3

a2b2 - ab3

3 2
+ 111

(2x - 3y)(x + ky

(h) 3b)(2a 3b

8.

(e) 5a2,+ 3.0ab
(r) 71E3 21x2

5ao

2x(x + ity) 3y(X + kr)
22x + 8xy 3xy - 12y

2x + 5xy 12y2

2a(2a 314 3b(2a 3b)
4a2 6ab 6ab + 9b24.

lta2 r 19b2

'(a) Para todos- los 'a tales qtte sa

(b) (-4)

-(c) Para todos los m tales que m > 45
2

s(d) Para todos los x tales 4.te x 9.
1,

(e) (12)

(f) Para todos los x,tales que x 2 6s

Si el ntimero es n, entonces

25,

2n + n < 8n - 2000
200 < 5n 1.
40 < n

Por tanta, el niimero es mayor que 40.

ft, a

x x x ) (7c)

1

321
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41.
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..3 '27 y 7 .4
.20 3 60 15 4 60

.60 . 60
por tanto 9 - 7 es cierto..

20 15

3 7 .Entonces, por la propiedad transitiva, --
. 8 15

. .
..

*10. Si- 191, prilpera camisa asst6 x d61aresx ,entonces

.2.5x 3.75,

x = 5.
k

Por lo tanto,' la primera camisa cost6 $5.00. Puesto que la
vendi6 por $3.75, perdi6 $1.25.

V .1a segunda camisa 'cose6 *y. 651ares, entoncee

V.

"se

es cierto.

y + .25y =

1,25y = 3,75,

y = 3.

Por lo tanto, la segunda camisa cost6 3.00. Como levendi6
por $3.75, gan6 $0.75.

Ahora bien, (-1.25) + .75 =

De este modo, perdi6 $0.50 en las dos v4ntas.

1x = 71.(y b)

12. El. Costa del afto.pasado fue d 461ares por docena.

El costO de este apt) es d d6lars + c Centavos por doce-
. na.

1 docena costarg d d6lares c centavos
2

1,00t1
centavos.



1 ). (x - 1)(x + 2) =
es equivarente,a
x = 0 6 x'-}- 2 us

que es equivalente a--
,x

El conjunto

dig, 2)

2)

0
'5

= -2.*

de AraIidez es

I (a) Para nikteros reales. a,

305 .

(1 -2

c, d, .donde b 0, d f 0

d(bd), Propitid multiplicativa de la .-
1.

1 1(a.E)(bd) (c.z)(bd) Definiei6n de la divisi6n

(ad)(b.1) (bc)(d.1) Propiedades isociativa y-conmu-
e.

(ad) yl = (bc)

ad .-
.1.., A

(b) Para niimfizos reales
c 11 0,
si a c

entonces

tatiya de la multiplicaci6n
4N*

Ptopiedad multiplicativa de
los reelprocos

be Propiedad multiplicativa del 1

a, b, c d,Idonde b 0 0, d f 0,

a.b = c.b

ab cb
bc de
ab = be
cb de

.Propiedad multiplicativa de la
igualdad

Teorema .9-5

Propiedad conmutattvaf- de la
multiplicación

,



a b c
c b d c

b.
c ci

Teorema 9-5

(c) Para n6meros' reales
c # 0, d 0.0

a.

a

si x 0
I*

Propiedad multiplicativa del 1.

'd, donde a # 0 b #,O;

a.bdentonces Propiedad multiplicativa, de laac ac
. igualdad

,o(bd) Teorema 9-5
b(ac) .d(ae)

d(ab) :13(cd), Propiedades apociativa y con-
c(ab) a(cd) mutativa de la multiplicaci6n
*Cab Teorema

ab a cd
d'a x # 0a x

Propiedad multiplicativa del 1.

Si x y ,eutonces-

(d) Para nilmeros reales-,. a, .c 4:1, donde b 0, (1
si a . c

S.

entonces- +'1 + 1.tri2piedad aditiva de la igdal-

a b si x00
13 +

+ bs c.-3a 4- d:41 Definici6n -Cie la divisi6n

(a + b)-1-13- (c + Propkeittad distributiva

a+b.c+d Definici6n de,la divisi6n
b d

al

4



ac a e
Bec

b
a
b s

307

Teorema 9-5

Própiedad multiplicativs: del 1
a b16. .1)ara demostrar que el reciproco de b es To

probar que II... 1
b a f

Ab Teorema 9-5
b a ,ba

.01

necesitamos

ab Fropiedad conmut4iva ,de la
ab-, multiplicaci6n

. . . r .. x 1
I.

-For lo tanto, .11 es el reciproco de '11- 6 It-ba

*17. (a) Si, porque el producto de dos' miembros cualesquiera del
conjunto es un miembro del conjunto.

(b) (4)xj

Jx(-j).-

-1)x(-j) =

jx(-1) Por lo tanto,
(-4x.i jx(r1)-

(-))xj = 1.* For ìç tanto,'-
ix(-jr
For lo Zanto,(-j)x(-1)

(c) q-1) x x(-j) = (-J) x (-J)
(-1) x j x (_j "(-1) x 1 = -1

Por-lo'tanto, q11) x )-( x ( .1)) .

x (-1?) = (-1) x j

Por 10 tanto, (3. A (-3.)) X j 1 X X j)
(d). 1 x 1 = 1.

(-3.)'x = -1.
x 1 = j.

(-j) x 1 = -j

3, 5.

4.*



(f)

1 x 1 = I. Por lo tanto, .1.es el reciproc.o de 1.
(.1) x (4) 1. Por lowtanto, -1 .es el reciproco de -3..

X ( ) 1. Por lo tantp, -j es el reciproco çle j
(J) x j Tor lo tanto, s'j .es el reciproco de tj.

jXXial
, x Ci x x) (-j) x

((rJ) x ,1) x x d (-j) x 1
x x -j

x

El conjunto de validez es

(g), De igual manera, el conjunto de validez es (-1). Multi
plica pcir j, puesto que j es el reciprocd de j

(h) El conjunto 'de validez es (1). Puesto que j2 = -1
se mUltiplica ppr (-1), el reciproco fie (-1)...

(i)t. El conjunto -de validez es (-j).1 Puesto que j3 = j 2>j
(-1) x j = se multiplica par j, el .:recfprocp de (-j),\

Capitulb 9
Sugerencias, para, exttmenes

(a) 7

(b) 9 - 6 - 1
(c) la.

6

(d),

,(e)

(f)

17

2m

2
3

41- 2.
3

2
3

3

115

(g) 3 (X 4" 1) 1
" 1 9(k + 1)

(h) 1.2L.
a' 731-



) (it - 1) - t
k -.1

x + 2
(n) 3

x
2

(o) 3y 7 yx 7i. 5 2x y -.x
,2x2y.6i2

z -7xy(p)

,(q) X7x24,- 3x 71- 2 - (3x2 x + I)

(r)
237.1- 6x

7-77 4

(u)
2
3 +

1

1),

2
3

1
3

m.n
n m

1

Resueive:

determina:

(c) I

(c1) 1 x2
11

( 1
x 7

1 2 1
(.e) 3Y+



Determine los conjunitosn de va1ide de los..siguientes:-

(b) 17 +

(c)

-c'- ImI + 12..

), .10

aPara,quil rtilmeros es 'cierto cada.vno de los siguientes?
(a) 0sx = 0 (d)P.0

rc

(b) O3x
(c) = 3

(e)-

Si a b decide, ea.so de,ser posible
positivos o negativos:

(a) a- b

(b) *.(f)l?' - a

(c) (a - b)2 (g)
.(d) Jb - a 1, (h)

0

ai loS siguientes sqn

a y b, si a10.-c

y b,. si < 0

ab

zAlutit niirnero débe aftadirse a 3a - 2b + c ,para.obtiner
6b - 3c?

8. tPor qu6 primero debe multiplicarse bc
9. z12 es 30% de, qufi niliero?

10. Si al numerador de 1all.fraca6n
posittvo, la diferencia da los

Determina el valor de xi.

para obtener 17a?*

5Tz se le afiade siendo
valores 'de las fracciones es

11 La proporci6n entre anticongelidor y agua en el...radiador del
axitom6vil de Jaime-es .147; -Si:hay 12 litros de la mezcla 2

Iculiaos itcros 'de antleongelador *hay en ella?

.12. Roberto tiene 4 &los mits que David. th sumebde ins edacles 'es
menor que 24. De aqui a dos abos, la suma de sus edades Serf
mayor que 20. .1.4u6 edad tiene cada uno de elloS?


