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- ' ‘La creoiente contribucién Q¢ las matematicas a la cultura del
mundo modernd, y su lmpertancia cpmo parte 'vital ‘de la educacidn
‘clentifica y humanistica, han hegho necesario ‘que las matemiaticas
del programa escolar se selecclonen julclosamente y-que se ensefien,
bien en nuestras escuelds. R L - )
Tomando esto en consideracidn, las organizaciones de mate-
métichs en los Estados Unldos cooperaron en la formacidn del
Grupo de Estudio de la Matemdtica Escolar (SMSG). Este grupo lo
- constituyen matematicos de coleglos y universidades, maestros de
. matemiticas de todos los niveles, expertos en educacidn y -repre-
. sentantes £e .la clencia.y Ia tecnologia. -El'propdsito general S
del SMSG es el mejoramliento We la ensefianza de las matematicas ’
en las escuelas 4% los Estados Unidos. La Fundacidn Naclonal de ‘
Clenclas ha provisto fondos sustanciales para el financlamiento
+ deesta lador. : o T ~

-

-Unp de los prerrequisltos para e] mejoramlento de la, ensefianza
de las matemdticas‘en nuestras escuelas es un mejor programa de )
estud#os, un programa que tome.en conslderacidn el uso creciente
de Ias matemdtlcas en la ciencia, la tecnologia y ®tros c os del
conocimiento y ‘que; a la vez, refleje los avances reclentes de las
matemiticas mismas. Uno de los primeros proyectos del SMSG fué
raclutar un grupo de matemdtlicos y maestros de matemdtlcas dls-" _

. tinguidos para preparar una serle de libros de texto llustratlvos
de un programa de estudlos como el ya menclonado. | ‘ -

-

— — . e e o e+ e < e \ e et
' Los matemdticos profesionales en el SMSG creen que el con-

tenido matemdtico presentado en este texto es valioso para todos-

\ los cdudadanosg cultos de nuestra sobiedad, y.que su aprendizaje

s es importante para los estudiantes que van a Iingresar en unlver-

sldades, gomo preparacidn para estudlos avanzados en este campo.

Al mismo ‘tlempo, los maestros en el ,SMSG creen que la forma en

que aqul se presenta el materlal de estudilo facilita al estudlante

a/{ .su asipilacidn. SR - : . . .

' S Er la mayorla de los casos el material parecera familiar, pero .
su presentacidn y punto de vista serdn diferentes. -Algih materlal ’
serd completamente nuevo en relacidn con Jlos programas de estudios
tradlcilonales. Asl debe ser, porque las matemdticas constituyen
una disciplina viva y en constante crecimliento y no un progucto \
inertd y rigldo de la antigliedad. Esta fusidp saludable entrg lo ®
antiguo.y.lq nuevo debe gular a los estudiantes hacla una mejor
oomprensidn de los conceptos basicos y de la estructura de las

.matemdticas y ofvecer una base sélida para la comprensicn y el uso

de las matematlcas en.una socledad clentifica.

+

manera definitiva de presentar correctamerrteNlas matemdtlcas a los
.estudlantes en este nivel. En camblo debe consXderarse como una
muestra de la clase de. programa de estudibs que necesitamos y como
. una fuente de sugerencias para los autores de textos comerclales. *
* Esperamos Ssinceramente que estos textos sefialen el camlno hacla
* una enseflanza mas ingpirada y significativa de las matemdtlicas,
disciplina que es la reilna‘y slerva de las clencias. ot

. ‘ v . ‘ N

No‘nfétendemos que egte libro se consiQSiiicomo‘la dnica
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Este“libro se escribio para t1, para que 10

} P ‘ leas. No es una mgra 1ista de problemas.
. a . . N o v

»
»

\ ‘Tu crecimiento matematico Yy, en consecuencia,
lafsatisfaccién vy el piacer que derives del estudio\
del dlgebra dependeran.grandemente de la lectura
culdadosa del texto. “Por eso veras la importancia
del desarrollo de hibltos eficaces en "la . lectura de\

.

en”’ ‘las matemdticas. .  _ \ Ay o

Leer sobre matémética no es lo mismo que 1een\
una novela. En ocasiones comprenderas solo una pe-
"quefia parte del material en la priméra lectura, un”
pocd més la segunda vez, y solamente tras una:ter-
cera lectura‘te sentirds seguro de ti mismo. Con.
frecuencia serd necesarlo usar lipiz y papel para-~

\hacer ejepplos o) aclarar detaIles.

Y

-
-

v ) Ante t1 hay dhora una nueva y fecunda experien-

cia. * .Apnovéchala lo mejor gpe puedas' ';Empieza.




T A Capitulo 1 Y ‘ o .
| ' CONJUN’I‘OS Y LA RECTA NUMERICA -
1-1. Conjuntos z.subconiuntos ‘ ‘ o
'y Podrias ofrener una descripcidn de 103 sigulentes:
. Alabama, Arkansas, Alaska, ‘Arizona?®
\ 5C6mo describirias éatos: . : .
S . 1unes, martes, miércdles, Jueves, viernes°

Cmmade . . ‘
- - " R T sébadp y domingo : ‘ ' . |
> al grupo anterior y luego describe los siete. Describe la colec-
ciépﬁde‘hﬁmeros{ A | @ ‘ \ o
T T 1,2, 3, 4 5

la coleocidn de mimeros: \ . .
. T 2,"3, 5, T, 8 - |
,  N Te preguntarés si has entrado a la’clase cogrecta. ,Qué re-

\ 1ac16n hay entre estas preguntas y 1la .matemdtica? Cada una de las
colecciones anteriores es un ejemplo de un conjunto. Tﬁs’respuesé
tad a las preguntas deberian haberte sugerido que cada conjunto exra

\ una coleccidn particular de miembros o elementos con_alguna carac- R
teristica en comin, Esta c&racteristica pudlera ser solamente que
gpardzcan todos Juntos en una lkgta.

El concepto de conjunto serd uno de los més sencillos entre
los que aprenderés en matemitica. Un conjunto es meramenté una
coleccidn de elementos (en este curso casl siempre seran nﬁmeros)

Necesitamos ‘ahora algunos simbolos para Indicar que estamos
construyendo 0 describ%gndo conjuntos. Sl1 es posible hacer una
1ista de los miembros de un cbnjunto, podriamos encerrarlos entre -
1llaves, asf el conjunto de los primeros cinco nﬁmeros impares se

* ypepresenta por: - Lo
(1, 3, 5, 7, 9); -
el conjunto de todos los mimeros pares entre 1 'y 9 ‘por:
A ) {2: ll‘u 6 8): R
. y el conjunto de los estados cuyos nombres emplezan con la letra .
C por: . \
{California, Colorado, Connecticut].
L ! : ’
a‘ N e *
“ b L ) ) )

e

Ta » \ ) :
) o " . . 10 ) - ‘ .
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aPodriés hacer una lista de.todos los elemertos dél conjunto
de los numeros impares ¥ otra de los nombres de todes los ciuda~ |
danos de los Estados Unidos de-América® Verss- -gque en estos casqs
prefeririamos, o mds blen nos verfamos forzados a describir el
conjunto sin tratar de hacer una llsta 'de todos sus elementos.
‘ Es conveniente usar letras mayﬁsculas para nombrar conjuntos,
| asd . L S
L A= (1,3, 57 | o S
o también - ' L " | |
A es el conjunto .de todos los nﬁmer0§limpares entre.
0O y 8. * -t \
~ .= Cuando un nifio aprende a contar, reciﬁa‘alhunbs de los ‘ RS
Primeros elementos del coftjunto N que nosotros 1lamamos el \ "@“'
conjunto de los numeros naturales: o \ >
CN= (1,2, 3, 4 ...]. \

»>

Escribimos primero suflcientes elementos del conJunto para
l1lustrar la ley que obedecen y luego usamos tres puntos que quieren

decir,. y asi sucesivanente » Cuando al conjunto N 1le aﬁad%pos
el mimero O, obtenemos un Ruevo conjunto W al que 11amaremos er ‘
conjunto de 1os numeros cardinales: R

W= {0, 1, 2, 3, b, L)

- \Surge ahora una pregunta interesante. 6C6mo podriamos des-
cribir un conjunto tal como el de todds los numeros cardinales
pares mayores que 8 y a la vez menores que 10°? 6Contiene este
conjunto algun elemento? Tal vez no te inclinarias a llamar a
esto un conjunto, debldo a que no hay manera de hacer una lista
de sus elementos. En matemiticas 1lamamos conjunto vacio o nulo
al que no contiene elementos. Usaremos el simbolo # para de-

L4

notar el cghjunto vacfo, - ‘ ’
dverE’yhia. El conJuntb (O} no estd vacfo; contiene el .
eleme 0. Por otra parte, nunca escribimos: entre llaves el ‘

8Ihbol® - & d&l: conjunto vacio.
+ Tal vez puedas pensar en mis ejemplos de conjunto vacio, como
el conjunto de todos los numeros cardinales entre 4 Sy %
Observa que cuando hablamos en térmihQs de conjuntos, noé

referimos mds a colecciones de elementos que a 108 elementos _
. . . ‘ ~ \J‘

.11




N D | N . N

. : -l
: ’ . * 2 MM* N LN N
- . N . . N\
R . . . N : . . ST . N ) . s
o - : . . L . N ~
. N . N > R N N N A v n

. ) -3- ~ .
- N N far

) Low
»

11ﬁd1viduales ‘en s, " Clertos conjun,l/os pueden contener elementos
que también pertenecen a o’cros conjunj:os. Por e,jemplo, considere~
‘ _mos los *con;]untos

: | \ : R=[0: 1, 2, 3: ‘l) Yy 5:'—*[0 2, 1& 6] "‘f.
' 7‘;.. Forma. el con;)unto T _de todos los nﬁmeros que pertemcen a mﬁbos
"R y S. Por temto. : . e
{o 2 ny, ‘ ’

_Vemos que todos Tos elementos de 'I‘ lo som también de R~ Decimos
~ que T es un. subconjunto de, R. .
T S1 todo elemento del con:}unto A pertenece al
" conjunto. ‘B, entonees A es un subcon,junto de B. '_~,a~. .
;,Es T un su‘bconjun‘co de S? . "
Consecuencla de lo anterior es que todp con.junto es un sup*
conjunto de s{ mismo. Gomprue'ba por ti mismo que- (0,° f, 3, 4]

. )
es un subconjunto de si mismo. Convendramos también que el con--

. Junto nulo, 7, eB un subcon;]un’co df,-/todo &pnjun'co. /
. ¥
4 o Con,jun‘é de probl-emaa 1-1a .« o

1. Haz una llsta de los elementos del con;]unto de % o
‘ (a) Todos los nimeros cardinales 1mpares del 1 al 12, in- -

.-

cxusive. . - ‘ B .
7 (b) Todos los mimero,s del O al 50, incluslve, que ?.eé.n los
\ cuadrados de nimeros cardlnales. . |
*(e) Todos los nimeros cardixiges de dos cifras, en-cada uno
; de los cuales la cifra d¥ las mgidade‘s es el gzﬁe de la
‘¢ifra de las decenas. ° | * \ e
N - 7 {d) . Todos los mimeros cardinales del O -al 10, inclusive,(
\ ‘ que. sean rafces cuadradas’ de nimeros cardinales. \
(e) Todes la.s cludades en 1os Estados Unidos de América cuya .
paplacidén exceda de cinco mlllones. !
+ (f) Todog los nimeros mengres que 10 que sean los 'euadrados
n " de aneros cardinales. . N !

\(\g) Los cuadrados de. todos aquellos n eros que Sean ‘menores

que ) 10. ) " ) . a\
‘,' (n) Todos los:nﬁmeros cardinales men’or que 5 vy al mismo
N . ‘tiempo mayores que , 10. .

a \; - . L IS . . -
~ Al N -
-
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Dados los siguientes conduntos' o ‘ _ 3.
P, el conjunxo de nﬁmeros cardinales mayorea que 0 y*menores 4
. . - . A N :
que 7; A R

Q, el conjunto de nﬁmeros naturales menores que 2. . S
Ry e1? cQQJunto de nﬁmeros representades por los szgiolos en

‘ . Tesoaras de.un ‘dado; , ., v o,
S{ el conjunto [1 2,3, 4, 5, 6).7° \ N .
,~ii(é) Haz upa 1ista de-los %lﬁmentos de cada uno ‘de los con-“
R juntos <P, Q, R, - U UE -
(P)* Desowibe el conjunto 5, A o S )

“(c) ‘Usando como base -1as contestaciones de (a) y (b), ‘ge- ;‘ .

3

A

? :
clde cudntas descripciohes de un conJunto!se pueden hacer.

W
\Halla U el conjunto de todos los numeros cardinales del. |

.al '%Ebinclusive.\ Luego halla T, el conjunto de los cuadrados
fde to

s los elemeptos de;{p * Ahora halla V%, el conJunto de

todos lps nﬁmeros que perteneacan a*ambos conjuntos, U y T,

v
L

A
®

*5,

NN
4

(gIncluistq al 2° en ‘el, cnnjunto V%. Pero ;

2 -no es un ele-
‘mentb de T, de manera que no puede pertene{%; a ambos, U vy
~ T,) . zPertenece a U todo elemento de. V? .

"_cthun&o ‘de U? 6Es \'A un subconjunto de T? 6Es U unt
‘syﬂbonjunto de T?- g S \
\Vblvambs al- problema 3, sea K. el conjunto de todos 103 nﬁ-

V un - suh- \

]

meros que pertenecen bien a U, a T, o a los ‘dos, U.. y T.

7(61ncluiste al 2 en el’conaunto K? Has hecho lo correcto,

porque el 2 pertenece a U, por 10 tanto, pertenece a uno
de los dés qpnjuntos, U o T, Los mimeros 1 y U per—

.tenecen a ambos conJuntos, U 'y ‘T, pero los 1nc1u¥mos 3610
una vez en fK.) ¢Es K un- subconjunto de U? 4 Es U un
. subconjunto de K? ¢(Es T un subconjunto de K? ;Es .U’ N
- subconjundo de U? .~ - !E o

Considera los uatro conjuntos: E o .
N . o o A= _[0} ‘ \ >
| ‘ f L B=1{0, 1}
.. n.‘ ; . C = [0 1" 2};
aCuéntos subconjuntos diferentes se pueden construlr de los
elementos de cada*und'de estos cuatro conJuntos° 6Podrias

~

v
‘6
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decir, sin necesidad de escribirloa,-fuéntos subconJuntos hay

. - -

.

D_to, 1y 2 307

Un conjunto puede contener cualquier nﬁmero de elemgntos.
fbcuéntos elementos hay en el conjunto de todos:* 1os\ﬁumeros um-
pares entre Oy 100? j;Podrlas contar el numero de estos elemantos‘
\ :’6Necesitas cgntarlos para determinar cuantos hay° \
B "\T ‘.aapantos elementoé‘hay en el conjunto de los numeros qar- f
~ tdinales que son multiplos' de 5? (Un miltiplo ge . 2es un mimero

. }cardinal multiplicado por 5e ) ;Puedes- cqntar‘el nimero exagto de -
. *elementd? en este conJunto9 \ B \ o ’
" 'Considera un conJunto cuyos elementos se puedan cont. » aun

cuando el hacerlo requiera una gran ‘cantidad de tiempo y esfuerzo.,

. Un conJunto como éste es el conjunto de todos los seres vivientes o
1\en un instante dado. Por otra parte, hay conJuntos cuyos ele-
\'mentos no se pueden contar, porque su mimero no tiene fin. - - l.

\ ot Diremos que un conjunto es finlto sl se puede contar e ‘

t‘ﬁ; nnmero exacto’ de-sus'elementos, p si dicho sonjunto es el ¢ n—

“Junto nulo. De otro modo, lo 11amaremos un conJjunto infinito.

*\Decimos que un conjunto infinito contiene un nimero 1nf1n1to de

/#'
A

elementos. ’ ‘ \ . . . ‘
;g \ Algunas veces un conjunto finito puede contener tantos ele-

mentos que es preferible abreviar la lista que se haga de ellos.,

Por ejemplo, se puede escribir el conjunto ‘E de todos los mimeros’
: _pares entre 2 'y .50 como S oy

-

Ea[468...,#8]; o v

R o .\\ = Conjunto de problemas 1- 1

1. 6Cuéntos elementos hay en cade uno de los siguientes conauntoa?
éa) El conjunto de todos los. nimeros cardinales del 10 ' al

\ 21, 1nc1usive.‘ - ‘ :
(b){ El conjunto de todos 108 ndmeros lmpares entre O y 50.
(c) E1 conjJunto de todos log' miltiplos de 3. .
(d) El1 conjunto de 'todos los mﬁltiplos de 3 entre O v 99,

* incluslve. -
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(e) El ccnjunto de todos los £E$§§910§‘de J0° enﬁre 10 ¥y

- "1, 000, rnciusive. ) 3 ~

' 2, .Clasifica, eomo finito o 1nf1n1tudlcada~uno de los siguientes
cOnJuntos~ \~‘° . " < o . o,
H(a) ‘Todos los mimeros naturales. \ ‘ ‘ oo
(b) "Todos los cuadrados de los mimeros naturales.“ 7

\~(c) Todos los ciudadanos de los" Estados Unidos de América.~,‘ -
(@) Todos los. nimeros. naturalés menores que un,billén. -
(8) Todos los- ‘nimeros naturales mayores, qye un billon.' e
\\3;\ Dados Jos conJuntos S = [0, 5,.7, 9} y M= {O 2, 4, 6 \
S t8, 0} et S -
(a) Halla X, el conjunto de toQos lqs numeros que pertene»
 cen a ambos™ S y T, faEq X un Bubcanjunto de Sf .
‘:De T? tSon S, T,y K finitos? « - : .
(b) :Halla ‘M, el conJunto de “todos aquellos mimeros que perteng-
_cenblena S, a T, oa los dos. (Un mismo ‘mimero no
'se incluye ‘més de una vez en un conjunto.) (Es*M un
\ subconjJunto de S? ¢Es T un subconjunto de M°\"Es
M finito? . S .
(c) Halla R, el subconjunto de M que contenga todos los E
numergs Impares gque hay en M GDe cuéles otros de “\
nuestros conjuntos es éste un subconJunto° ' .
(d) Halla A, el subconjunto de R, que. contenga todos 1os
. mlembros de M que sean mdltiplos de 11, ¢(Has encon-
trado que™ A no tiene elementos9 Como llamamos a este
. conjunto° R # ' o
(e), :Son los conjuntos ‘A y K el mismo conjunto? Si no,
" ;en qué difieren? -~ ¥ : \ \
(rf) Basdndote en tus experiencias con los problemas anteriores,
v 5podrias llegar a la conclusidn de due ;os subconjuntos
de conjuntos finitos son tamblén finitos? " LT
4, Usando como referencia la ‘definicidn de miltiplo de - 5 que -
dimos anterionnente, defline un numero cardinal par en términos .
© de mu}tiplos. gEs 0 un nimero parv ]

Q\
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1.2 ,La recta rumérica L . .
. Al estudiar la aritmetica, empezaste a usar los nﬁmeros para R
‘ contar, mas . tarde 1os consideraste como simbole, aparte de Su uso
i ’'para cgptar. Trabajaste también con puntos en escalas o 1ineas,
como por ejemplo eﬂ una regla o en yn termometro. Supopte que
ahora asociemos numeros con' puntos en una recta. vt
‘ Prdmero, trazamos una recta considerandola “como un conjunto .
de puntos. .6Cuantos puntos° C;ertamente, hay un’ nimero infinito
de ellos, Vamos a asociar algunos-de estos puntos con numeros, en
la sighiente forma: .. . o . N
Escoge dos puntos distintos en una linea y marca el punto de ;

la izquierda con el simbolo o 'y el de 1a derecha con 1.

[ .
2 A
L2 R L
. © 1
- N °

" Usando el,interyalo entre estos dos puntos como unidad de

v ‘ . .

) medida, y empezando én el punto que asoclaste con el 1,\1ocaliza o
puntos en la recta, a intervalos iguales ¥y hacia la derecha. Sabe-
mos que este proceso no tlene fin, aun cuando no podemos continuarlo
més allsd- del margen derecho de esta pagina.

» ‘ \ 0' R ‘ R . w -

v . : i

Marca ahora estos.puntcs, de izquierda a derechd, asignandole ~
. a cada nuevo punto el nﬁmero cardinal que sigue al del punto ‘
antenior. Ie-linea se vera asi:

. , : : e \ o *~.‘
- . & . & 3

“

0 Observa que cada nﬁmero cardinal va seguldo a su derecha poxr
su sucesor. ¢Cudl es el ‘sucesor de 1052 ;De 1000000059 Selec-
ciona un numaro natural tan grande como puedas imaginarte. ;Tendrd
N este nimero un sucesor9 Formula una regla para hallar el sucesor
de un numero natural. s Qué implicaci&nes conlleva esto? Una es
) ‘Qque, como todo numero ‘natural tiene un sucesor, no puedé haber uno
que sea el mayor de todos ellos; pdr lo tanto, ‘el conjunto de los
i

1)
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mimeros naturales’ as, infinito. -t

. Cerciorémonos de que entendemos que todo nﬁmﬁro eardinal esté

-
1
(2]

-

\ ahora asoclado con' un punto de-la recta ilimitada y qQue todo punto
R f‘\ hasta ahora‘localizado en: esa recta’ esté asoclado con un numero
cardinal. Esta correspondencia entre conjuntos de mimeros y con»
y Juntos de puntos en una recta @8 ‘una idea que usaremos muchas
Ty *veces durante el curso. - . . ‘
En.la recta donde Jrarcamos. puntqs con numeros cardinales

» . »

'podemos segulr marcando otros puntos dividiendo los intervalos

‘en mitades, -tercios, cuartos, etc., para %btener . e te
* . * . . } . 1.$ ‘\‘\ .
. ~A \ o '\ - ‘\‘l o ‘ . . . N
i - ] f N 1 etc.
R d O . 1 2 » 3
\( \ .
. "l ) : . N
o 4 t — | f i —etc.
" 0 1 2 IR
] ‘ & 2 -8 Zz
N 2 3 3 7 2 2 2 2 \\ .
. BN * ' oo ’ ‘ )
b———————+—+——t——etc]
’ o i - 2 3 :
‘ 3 4 s 7 B 0
v § 3 § 3 3 % 3 3 3 3%
S \ \ |
"+t t——t+—t—etc
0o ' i 2 3
3 4 5 6 7 B 9 10 1.2 13 )4
%‘ ry % A7 % 4 4 4 4 & & ®F 4% Q%T N
" ete. . C
o : : [

4

dondé“se‘puede ver unkconjunto'interminable de rectas divididas
en intervalos, a su vez subdivididos sucesivamente en mas y mis
parted, s R

< A i
Coloquemos todas estas subdivisiones en una misma recta.

RS

.. Los puntos asi determinados corresponden a algunos de los ele—
mentos del conJunto de nimeros que llamamos numeros racionales.

Fa)
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A una recta en la cual marcamos, como acahamos de _hacer, puntos
con numeros, la llamaremos Trecta numérica. numero asociado con.
‘up pungo le 11amaremos la- coorderiada del punto. S

© Vamos a ‘repasdr ahora 1o que entenderios por una "fraccidn"
e Observemos Que la: coordenada del punto que corresponde al 2, en
. 1a recta numérica, tlene nombres diferentes

y 6 S S :

[N . 2-’ ‘3’ ‘E’ etc. : N - \ .:“.i
‘Cada und ‘de estoé siﬁbol es una fraccién y cada Uho es un nom- ‘
bre dlstinto para el mysmo mimero 2. El ndmero que llamamos .
“2%” puede ser repres ntado -también por medio de fracclones:

AN

1r,~%? ‘ete., También podemos representaf el numero que S
‘llamamos ", e" por medio de; g; f%& %%P‘etc. En general enten- T
~’derembs por una fraccién un simbolc que indica el cociente ‘de dos .

nimeros.

-

. o Coe Ad 3 N
Llamamos numero racional a un kﬁmero que se pued% representar

 por medio de una fraccién que 1ndique el cociente de dos. numeros
» o

cardinales, excluyéhdo la’ division por O. Asi 2, 2§3 .6, %3 I%%l |

. son. ejemplos de numeros raeionales. Mas ‘tarde estudiaremos mi-
meros racionales que corresponden a puntos a la izquierda del 0O
. en la recta numérica. Veremos también que no todas las rracciones .
representan numeros racionales, pero, por definicién, todo nﬁmero \
" raclonal €. puede representar por una fraccién. Representa los
\sigﬂienhes numeros racionales por medio de rracciones. 33, 7,
D 5: O' ' ) ~ >

> > AN
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™ Los deta.;tles importantes que debes recordar son los iguientes. . )
N (1) Un ndmero racional se puede- repreaentar )

- {;Debe estar siempre representads por una raccién‘?)
* (2) El conjunto de los nimeros. cardinales es un. subcon,junto o
del conjunto "de los nﬁmeros racionaies ; esto es, todos
los numeros cérdinales son numeros"racionales. (z,Son ‘
numeros card;lnales todos los nﬁmero'& racionales?) -
. (3) Hay muchos nombres ‘posibles ‘para ¥n mismo nimero.
(,11) ‘Tenemos un procedimiento para Jocalizar ‘en 14 recta
L numérica el puntq %orrespondiente ‘a cualquier numero g
LT racional dado, esto es," a cada elemehto del conjunto de
. . ndmeros racionales le correspon&e un punto en 1a :z'ecta

-

numér’tlca. < - .

- Pensards que en el proceso de asignar ’émeros a bu:ritos, se

- agotardn los puntos. GEsta,remos Seguros ‘que entre dos puntos
‘cualesquiera, sea cual fuere su proximidad hay otro\nunto" L
L Podemos contestar esta pregunta para puntos que correSpondqn a

fnumeros racional&é’, de la siguiente forma: Escoge Gcis de estos >

puntos, Por. eJemplo, los puntos cuyas coordenadas sean % vV %-.

,Sabemos que % tiene los nombres. %, g, 'BE" 3-_;81;-, etc., Yy %— tiene

los nombres: IP 3;, 8’ -1%, XYL ﬂ, etc_. Entonces un nimero entre

% y% es un mimero entre s ¥ %%-; Se puede escoger como uno .
' - - 3 ¥ . ) . \,‘
de estos mimeros a 2%—,‘ ‘%%,\ u %}F

:&gf"c
. T N - )" ~ N
D‘ -~ % . N
2 lo _u . % o
. 24 24/ 2 ® g S
' . i N \
— { it - + ¢ .
. . Lo \ ;
s 0 T, | 2
3 | -
N LA 1}
TR
) T -
24 24
etc.

L I

-

Asl, los puntos cuyas coordenadas son 2%— V1Y) %}F esta.n entre.

. los puntos con coordenadas L y -%-

; 4
s~ Este ‘procedimiento de localizar un punto en re dos puntos ’,\_

haI\lando un numero entre dos numeros se puede llevar a c¢abo con
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"‘f‘ ‘dos puntos cualesquiera no importando su proximidad.. _Esto nos
.mmestra, no solamente que hay un gran numero-de'puntos entre _dos
.+ puntos cualesquiera, slno que el nimero de ellos es infinith' .
B Ahora estamos seguros de que todo numero racioﬁal corresponde
\ a un punto en-la recta numérica. ’ iCrees que cada punto en la recta
numérica (a 1a derecha el cero) ¢orresponde a un ‘nmimero raciona1°

En otras palabras, 6crees que podemos marcar cada punto a 1a dere-~

\ cha del O con un numero raciona1¢ N . )
. L scontestacidén a esta pregunta, aunque 'té asombre, es "No“
(,:s‘Mas tarde demosfraremos esta aseveracion, ¥ pronto asociareﬁbs

meros con puntos ‘a Ta izquierda del O. Miepxras tanto, vamos-a -
Kponer que todo punto a la deredha del O tienq una coordenada )
.numérica, aun cuando algunos de estos numerosxno -gean racionales&\~
. Resu nd las aseveraciones anteriores.’ Existe un ‘mimero
.;<~*,infinito~m% puntos’ en la recta numérica., Hay también un, riiimero
~» » Infinito Qe puntos cuyas coordenhﬁas son numeros raclonales. Por
clerto, hay un nnmero 1nf1nxt8 de puntos entre cada, par de puntos
en-la recta nuriérica. Aungue:* sélo hayamos visto esto para puntos
con coordéhadas racionales, ello es cierto tambien para todos 108
puntos.i \ ' ”,
En los capitulos 1 al 4 nos_ocuparemos del conjunto de pﬁ—.-
meros que consiste en‘ 0} & todos los nimeros qorrespondientes\a
- puntos a la derecha del 0, Cuando en estos‘éapitulos hablamos de
“numeros" de la aritmética nos referiremos a numeros de*diqh!‘son-
junto. v \, : R . \\"‘1i
T, ) \ Conjunto de problemas 1»23> | .
1. ¢Cuédntos nﬁmeros hay entre 2 v 39‘ ﬁEntre 566 y —%53

~

Escribe dos nimeros que se encuentren entre 2y 3% entre

Ty‘g"“ S
. 2. En la recta numérica, indica por medilo de marcas obscuraa.
N
aquellos puntos cuyas coordenadas son:

(~a.)‘w%, 3“‘%‘\%% 1‘! 13. o \ | ;*.

(b)( Numeros raclonales representados por fracclones con 5
como denominador, empezando con i hasta llegar a 20,

) 5°

\ S, T . i )

~

N N
LRI N

L 4 ) »

N . . .
~\ Al . N Al
D . 20 :

.
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‘f~(c)oo.5;~\o7,1115,18227,35,& 41. I
~ (d) ;Cufles de .los simbolos que aparecen en {(a) ¥ (¢) no
\ son fracciones? ;Cudles de: los sfmbolos en (a)\\y, () .
,representan nimeros racionales? \ o .
3, En el problema E(b) 1a’ coordenada del punto asociado con %? B
. podria tener otro nombre, & saber, .el nombre habitual de un 2
numero natural. 4Cudl serfa &bte? gPuedes escribir otros ‘Q
cuatro nombres del,nﬁmero que sirvan como coordenada de eate
) ’punto* : S a o ‘ .
o \Escribe sels nombres para 1a~coordenada del p&nto asociado
Be mega que en la recta numerica algunos puntos estan a la
o ‘derecha de otroﬁ, algunos a la Jdzqulerda de otros, V- algunos
* entre-otros., ;Dénde estﬁ localizado el punto cuya coordenada
es 3.5 en relacidn al. punto cuya éoordenada es 2% ;Cudl )
"~ es 8l mayor de 3.5 y 2?. ;Dénde estd localizado el punto
*  cuya coordenada es 1,5 con relacidn al punto cuya’ coordenada
 es 29 60uél is el mayor de 1.5 yy 2% o
6. bEntre qué do numeros cardinales consecutivos se halla '7r

v

aEs ~1r mayor que S 19\ ¢Esté el punto cuya coordenada es ~%£

AN}

1ocalizado a la 1zquierda del punto cuya coorddhada es 3.2?
\ ;Entre qué dos nﬁmeros, expresados en décimas, estd ’%?

- *7, bQue puedes decir acerca de un conjunto S ' de ndmeros car-

* dinales que tenga las slgulentes dos carécteristicas°
()2 es-un elemento de 'S ) o o

(2) el sucesor de cualguler numqro que pertenezca a S tam-

.+ . Dblén pertenece a S,

LN

-

X LY B - ~

~ Volvamos .a la idea de un conJunto de nimeros y. representemos
un conJjunto en la?recta numérica, Por ejemplo, cada elemento &el»
conjunto 8 i

- 3
*

A= {1,’% 3: 5} ~ . . ' \' Aa

es un nimero asociado con un punto en la reg&a numérica. A este 3
l‘conjunto de puntos "asociados le 1llamamos la gréﬂica del conjunto A.

-

n *




Indicamos los puntos de la gféfica con marcas\bieﬁ 6bscuras:;
RN ‘ » . R o
L .

2 " 4 & 6 c

o

Aai 1& gréfica de un conjunto de numeros es el conjunto de. puntos
en 1a recta,numériea cuyas coordenédas corrqugpdqn ‘a los nimeros
del conjunto, y sélo es0s puntos. h : .

: Observemos de paso que las gréficas del conjuntol N de 1os-

.nﬁmeros naturalea y -del conjunto W de los numeros cardinales son:

- * : “ L ": L \
- N o p——p——4— 8 1C.
. Lo 2 3 4 5 6" 7 )
\ w + R e & $ + + #**dﬁgt
N i 2 -3 4 + 8 8 -7

. . Bw
- N ~ » ~ ~

En estos dihgrhmas venios inmediatamente que N es un subconjunto

de W. ‘ ‘ B -

o ‘A continuacidn aparece la gréfica del conjunto de los numeros
a cardinales pares asi como la del cohjunto de los numeros cardinales

Impares: - \

¢

A

,,qsﬂ'*’

v PARES

+ ¥ “lf b + 4 Q‘.'ﬁ *
o I 2 3 4 5 6 1
IMPARES 4 ptc
- \ 0o 1 2 3 4 3 & 1 X
. ConJunto de problemgs 1-2b .
1. Dados los conjuntos S = (0, 3, 4, 73 'y T = (o, 2, 4, 6, 8, 10}.
. (a) Halla K, el conjunto$de‘todos los nﬁmeros»pertenecientes'. .

a ambos S y' T; y M, el. conjunto de todos aquellos
mimeros que pertenezcan a S, a T, o a los dos.
‘ (b) Traza tuatro rectas numéricas idénticas, una éebajo de la
¥ ' otra. En rectas consecutivas indica las gréficaa de’ 103 )
\ conjuntos S, T, K y ‘M. \ ‘ -

»
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c(e) &Ves algun procedimiento gue te permita obtener las
R gréficas de K y M de las gréficas de S ¥ ‘T \
2. Considera los_conjuntos = 10,5 7,9 v B= (1, %3 8, 10}.
- (&) Traza dos recﬂas\numéricas idénticas, una debajo de la

otra, e indica en ellag las gréficas‘de. A y B

(b) SiI ¢ es el conjunto de los nimeros que pérﬁénecen a
ambos A vy B; s;qué 1nf1eres sobre el cohjunto C, al
éstudial las gréficas de A Y "B demo se llama este
conjunto° - : : - N

2 -

w3, Todo conjunto finitd tiene la propigdad de poder ser apareado

en forma biunivoca con- un conjunto finito de numeros naturales,

. Por ejempio, el . conjunto de todas las letras del alf&bet%
inglés puede ser apareado ‘en forma blunivoca con el conjunto
* de los primerps 26 . nimeros naturales.’ :

1" : ) 2’ .3) ' ’ 2"" t;t, '26

IR R S

> ' a, :“M“b’ C, ‘d, ;o t.’ 2

» -

Un conjunto infinito, sin embargo, no pyede ser apareado en \:
forma biunivoca con un conjunto finito, aPero si tiene la

‘ sorprendente propiedad de poder ser apareado en forma¢b1-~
univoca con los elementos de algun subconjunto propie de si
mismo. (Un subconJunxo proplo - de un conJunto €8 'uno ‘que no
contiene todos los eleméntos del conjunto.) ;Cémo se puede

\ ap&rear, en forma biukivéca, el conjunto de los nimetos. car-

-+ ‘dinales (que es 1nf1nrho)\con el conjunto de todos los milti- -

plos de 3 qéque \es unxSubqonJunto propio del primero)?

-
1-3. Sume ¥ mult;msacion en la recta numérica
‘Hemos ‘visto cdmo se pueden representar conJuntos de numeros
en uha recta numérica.. Vamos ahora a usar la recta ﬁumérica para
»w.representar la suma y la multiplicacidédn de numeros.
"Recordemos primero‘que . - . R . :
s 5+ 3

i




N et Comne o w0 N B ) : R N N .
. [ \ N * s ~ R g 3 '
N K . ) )

L T

-

-

es un simbolo para un numero que se obtlene sumgndole 3 a 8. - .
. | - Esto se puede interpretar como moverse en. la recta nnmérica desde
"+ 0 hasta 5 Yy desde este punto moverse tres untdades hagla la

derecha, 1ocalizando asi el punto cuya coordenada. es 5 + 3 -

S 't . ~ o L R

T e A T B N
C T o 15 5 4 s e 1 8 s -
‘ Tqmemds Qtro sjenplo:  vamos a hallar ¥\ : . N L

: o 3 + 5 S
‘en la recta numérica. Nos movemos desde O -hasta 3 y luego 5
unidades més hacla la derecha, localizando asi el punto cuya coor—\ a
denada es. 3 +.5. ‘ L \ i o -

345

s .

-0 l 2 3 - 4 5 6 L4 8 9 ‘O

~ Como podemos ver en los diagramas, estos "dos procedimientos para -
Sumar son diferentes, aun cuando terminaq en el mismo punto. ‘Esto

s, "5 + 3“ "3 4 5" son sfbolos distintos para el mismo nﬁmero \
8. \ T \ » =\ .
. Tal vez.nos8 preguntemos si la suma es. siempre posible en 1a
" recta numérica. ¢Sera 1a suma de dos numeros racionales! uales - .
quiera en la recta fiumérica un ndmero racional?. Te sugefgmqs que .
pienses sobre esto cuidadosamente. ‘ e %\ .

« El1 procedimiento para multiplicar dos nﬁmeros naturales en
1aﬂrecta ‘numérica es parecldo al que usamosS para sumar si.recor-
damos,qué, por ejemplo, - ; S f -

. . 3)(2\ . : s

L]

a

~ es un sfmbolo para representar el nmero que se obtiene al tomar
K el 2 tres veces.como _sumando. En la recta numérica se interpreta

esto tomando el segmento entre 0 y. 2 como unldad de medlda ¥y i
movléndose hacla la derecha del O -una distancla 1gua1 a tres veces
dicho‘segmento,‘ Asi localizamos el punto cuya coordenada es 3 X 2.

A N
13
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» L O l 2 3‘ ‘5 ,5 7 - T
- \ . ‘\ : o Te ¥ - \
: RS s ) 7 ‘ e o
. Consideremos otro eJemplo. ‘ s , R \ B -
. 2x 3 o

. ~ ’ . l
‘ L)
\\<§§ un simbolo para el nimero que ge obtlene al tomar 3 dos veces

“Como sumandc. En la recta numérica tomamos el segmento’ entre O

; ¥y .3 como unldad de medlda ¥ nos movemos hacla la derecha del 0

una distancia 1gua1 8 doB veces dicho segmento. El punto terminal
tiene la coordenada 2 X3 R S

Como podemos~vér‘en‘ios‘d;agramas, estas dos multiplicaciones en
‘la re6$a mimérica son diétintaa, pero en ambos casos se termina
 en el mismo punto. : ‘

-

-

.

\ ‘Conjunto de ae. prqblemas 1_3
1;' Efectﬁa 1as siguientes operacionea en la recta numérica.

»

(a) +6 .. (a) 5 x 2
i . A N . C e 4 1 . o
) X b a N
ERC I A A 2
(¢c) 0+ 0.8 N ¢ TR 2 2 TN .

€. Describe un procedimiento para restar nimeros en la recta
" numérica. Aplica dicho procedimiento a
(a) 6.-2 . ) 7-3 - o) wB-d°

 f4§;\ demos representar la mnltiplicacién de nﬁmeros racionales

en la recta numérica de la siguiente manera: Considera

"%- x #"', que es un simbolo que representa dos tercios de %f

Y
En la recta numérica se‘divide el segmeq?o entre 0 ¥y %- en

N . . . 1
. .

-
»

3
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tres partes iguales y se’ 1ocaliza el punto que correSponde al

3 \ C o S
~

\ extremo derecho de la~segunda parte. S - .. cl
: .- .. : . N ‘ L
e N o T N
‘ ——er —v—t e : SEEme—— R

\-\ \‘ N o * 0 . i‘: ) e ‘\ ‘ vt\‘ ) Y tade 2

L ‘)'"o

-
5
‘:
“6.
»: *7.’

. - » N
- . * Lo o R -‘ .
- RN \

.  JORN . N
Efectua 1as?siguientes operaciones en la recta numérica'

- . -
] ) )

(F) -E-Xll» R . (b) J_r 3& oL .“’h -
@Q) ;Sera. impar lavsuma de’ dos nﬁmeros impares Qualgaquierao‘ §~;
. Da un eJemplo.\\\. e L \ - SR \\;w;
(®)

¢Sera‘impar el producto de dps numefbs impares cuales- R
» - Quiera? - ‘Da. un e:jemplo.~ N B . :
Considepa el conjﬁ%to T = {1, 2, 3, 4] Si seleccionamosQ - -
cualﬁuier elemento de~este tonjunto y 1e sumamos cualquier~ B

""»'1 s "

3o ¢ elemento del conjunto (incluyendo el sumarlo consigh§b$»n‘_

W\

mismo), ;cudl es el conjunto S -de todas las poaibles gumas” :
¢Es S un subconjunto de’ T? o - o o
Considera el conjunto Q = (O, 1), Elige cualquier elemento
de Q ¥y mnltiplicalo por cualquier elemento de ' Q, 1ncluyendo‘
a &1 mismo. 6Cué1 es el Qonjunto P de todoa.los posibles .
productos° ¢Es P un subcenjunxo de Q . .
Considera el conjunto = {1, 3, 5.7, 9, +esls Como en el
-‘casgo. del problema 6, haz una lista de todos los productos que
se obtlenen al'multiplicar cualquier elemento de Q. por cual-
qpier elemento de- Q. .Obtendrds en esta forma el conjunto
= (1, 3, 5, 7, 9, +..}, €1 cual es un-sSubconjunto de’ Q..
Esﬁa .propledad de los ndmeros impares: se describe dIciendo que
.el conjunto Q es "cerrado respecto de 1éhﬂiatiplicacidn
En general sl se efectda clerta Operacién con todos los pa%zé/ .
" de elementos de un conjunto dado K v, obtenemos comp resulfado “
un;conjunto P que sea un suhconjunto de K, ‘entonces decimos -
que ¥ es cerrado respecto de dicha operacldn.

N
*

“(a) :Es el conjunto Q cerrado ‘respecto; de*la suma? | w
{v) iEs el conjunto deKIOS‘nﬁmeros pares cerrado respecto de
‘o ) N . »
. N ‘b . \ .‘ - ,; ' “ ~\ »
) ! N
j . 1 ) _ .
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T ‘X ) »
, la suma? - aY respecto de 1a operacion de hallar 1a media
. aritmética? , - o ) N
(c) 4Es el conjunto--de, los nimeros - cardinales *cerrado res- : (I
- - ' .
. pecto de la sume? &¥ respecto de 1a mnltiplicacidn° :
(a). 4Es el conJunto de-los numeros racionales cerrado res-
- 7. pecto de la.sumd® .Y respecto de la multiplicacién°
: *8, ‘(5)‘\Describe un conjunto que sea cerrado respecto de la
’ \operacién, "dos veces el producto’, - o ‘ .
Tt (v) Describe un conjunto que sea cerrado respecto de 1a o
\ o operacidn "dos veces el producto mds uno".- : . ‘Dﬂ
9. Resume 1as ldeas importantes de este capitulo. \ . T
' T \'\\ \l ’ ' ) ) . ‘
\‘ ~ ‘, .‘\ ' . ~
> . ¥ ’ . N " . .
i\ . v \ = R
-
l) 4 R o,
v ~‘ N R - 2 N .‘

- f » ) * . ) ‘ v

- » ;” ) » . Y *
o *
= °* > \
. , W
L k J ’ i an
) - \\ . N - - N
1 .
N3 ‘ v
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& . . . . . .
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. Capitulo 2

NUMERALES {VARTABLES .
2-1 Numerales y.frases numéricas *
© Gran parte de tu vida la has pasado leyendo, escriblendo,
hablando de, ¥y trabajando con ndmeros. Has usado también muchos
nomhres distintos para un mismo numero. Algunos nmimeros tienen “
une o més nombres corrientes que son usados con més frecuencia al
referirnos a ellos. Asi, el nombre corriente.para el numero cinco
es "5" y el de una gruesa es "144". ' Los nombres corrientes del,
nﬁmero racional un medio, son nln

" corriente para un’ numero que esté expresado de alguna otﬁp forma.‘

-

- Por ejemplo, en la aritmética encontramos que 17 por 23 es-el
"nimexro 391,\ .

- Los nombres de los nﬁmeros, en contraste con los nﬁmeros .mis-
mns, se 1laman numerales. Por ejemplo, dos numerales que repre-
sentan el mismo nimero son: la suma "indicada, "4 + 2" y el pro-
ducto indicado, "2 X 3, ' El mimero representaéo en cada caso es
6 -y decimps que "el nnmeru 4 4+ 2 es 6", "el nimero 2 x 3 es
6", ¥ que "el nimero . 4 + 2 es el mismo que :el mimero\ 2 x 3".
Estas aseveracioneabpueden abreviarse asf: "} +2 = 6", X 3=
BY, ¥ “4 +2=2x 3" "E1 uso que aqui damos ai“signq de‘i 8-
dad ilustra su uso general con numerales. Un signo de }gualdad
entre dos numerales indica que tales numerales representan el

'ﬁ mismo nﬁmero‘

« otro numeral para el mismo nimero. Asi, "(4 + 2)" es otro numeral,

Algunas veces, necesitaremos encerrar un numeral entre parén-

tésls para- hacer claro que-se trata realmente de un numeral. Por
consiguiente, conviene conslderar el - -simbolo obtenldo al encerrar
_entre paréntesls el numeral gue representa un nimero dado como

para 6 v podriamos escribir "{(4 + 2) = 6". Para abreviar, fre-
cuentemente se sustituye el sfmbolo "X" de Ia multiplicacidn por

y "0.5". Un problema de arit- s
o mética puede considerarse qpmo el problema.de hallar un nombre ‘

un punto‘" "¢ Por 10 tanto, Y2 x 3" se puede eBcribir como "2 . 3",

Para abreviar también, acordamos que al colocar dos numerales, uno
al lado del otro, indicamos un producto. Por ejemplo, "2(7 - 4)"

-
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; ﬁor lo tanto

* + tomando a.“5 k 2" como un producto indicado, de modo que

2-1 . \\ . B N -20- ’ A
- N o . .’ . : ot ) v

»
* T

se interpreta lo mismo que "2 X (7 - 8", Observa, sin embargo,
‘g e "23" es el nombre corriente ya establecido para el mimero
veintitrés y no puede entenderse como el producto\%ndicado "2 x 3",
Otra excgpeldn, seria “2%3 que quiere decir "2 +~%” ¥y no "2 x~%

Sin embargo, podemos escribir “2(3)“ “(2)(3)", en vez de "2, X 3“\

‘ Igualmente podemos sustituir "2 X por "2 %“ é "2(E)"

Considera la expresidén "2 x 3 + ™. 4Es ésta un numeral ?
al vez estés de acuerdo con que li)ES, puesto que 2 X 3= 6 vy ‘
. - V-
‘ ‘ 2X3+T7T=6+T7=13 o
Por otro 1ad9, otra persona podria pensar que,.como 347 = 10;‘
: ' ) 2Xx3+7T=2x% 10 = 20, S .
Vamos a examinar esta ‘expresidn con més culdado. ibdmo‘lé le2mos?

aQué numerales comprende? Obviamente, "e", "3" y "7" son nume-
‘rales pero, iqué podemos decir de "2 x oy "3y 7"? ‘Es clerto
que "2 X 3", como un producto indicado, y "3 + 7", como una suma

Indicada, son numerales.\ Sin embargo, en la expresidn "2 x 3 + 7“
gl "2 x 3" e un producto indlcpado, entonces "3 + 7" no puede ser
una suma indicada, o, 81 "3 + 7" es una suma. 1ndicada, entonces ‘
"2 x 3" no puede ser un ,producto indicado. Por lo tanto, a falta
de informacidn adlclonal para decidlr entre estas alternativas,
decimos que la expresién "2 x 3+ T np es realmente un numersal,
_¥a que no representa un némero definido. Otra expresidn en la

" que surge el mlsmo problema es '"M10 - 5 X 2".' Para evltar con-
fusién en expreslones de esta clase, convendremos en que cuando
no se Indique otra cosa, se efectia primero la ogeracidn de mul-
tip;icacién N 1uegp las de suma z_resta. En otras palabras,

"2 x 3 + 7" se leerd tomando a "2 x 3" como un producto indicado,
de manera que. 2 X 3 + 7 = 13. Igualmente, "10 - 5 X 2" se leerd

X

10 -5%2-= S £
Los paréntesis también pueden utilizarse para indicar cSmo’
deseamos que se lea una expresidn. Tendremos solamente que en-
cerrar en paréntesis aquellas partes de la expresidn que deben
‘tomarse como un numeral. Asi, en el caso.de "2 X 3 + 7“, pode -
.mos escribir "(2 x 3) + 7" sl queremos que "2 % 3" sea un numeral ‘
'y "2 x (3 + 7)" sl queremos que "3 4 Zﬁ‘sea un numeral, En otras

. NN NN
~ ® ’
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palabras, se efectﬁan primero las operaciones indicadas dentro . f
L del paréntesis. Déberés hacer uso de parén;esis cuantas veces = Sl
‘sea necesario, para evitar toda duda en cuanto a cémo se debe leer ‘
. una-expresidn. ' ‘ N
‘ -EX siguiente eJemplo ilustra otro caso en el cual es nece-
sario l;egar a un acuerdo sobre cdémo se’ debe 1eer una expresidn'

3

Se sobrentiende que 1as expresiones colocadas sobre y debajo de  ‘\\f
. la raya de la f;éﬁcion deben tomarse como numerales.v Por 10 tanto, ‘ ‘

la expresidn es un cociéhte indicado de 1o~ Qumeros 5(6 - 2) vy, )
.‘~ 13 - 3: \ T S \’; ' Co B . N ‘ : i
LT g T Conjunto de Q?oblemas 2-1a x'” v o S
““511.‘fEscribe otros seis numerales para el numero 8. gCuéntos

‘ numerales hay para-el mimero 8% '

2.‘ Comprueba si. 1os numerhles representan el mismo numero;en

) ‘cada’ uno de los slgulentes: \

U (a) 2+4><5 vy 22 o (e) 4’+3*§<2'y ‘(u‘+3)x‘2 ) .
. () (2+¥) x5 §y.30 - (£) (3+2)+5‘y3+(2+5)
g (¢) 3x3-1y 6 () 14-4x3y2 ‘

(@) 2x5+1 ¥y (2 x 5) + 1 (h) (4 +e3) + 3- y.oo4ho+ (—- 3)
3, Escribe un nombre corriente para cada numeral .

{a) 2x5+7 " . ‘(S)\‘g(5+7x3) ’
.- () 2(5+7) S ) us) +3
@ Geees) o fg=Eh
@ z+3+) - (pn =B Y ,
S Ba3Ess (0 gie "‘
. . \. . i ) N A 1 -
(£) 4+ 15(2) +5 o) 1tz
- o B 1 - 1
¢ Z

.o

Eipresiones tales como "4 + 2", "2 x 3", “2(3 + 7)“
| "1 - f)(16 +.4) - 5" son'ejemplos de frases numéricas. Cada una
de ellas es un numeral formado por numerales mis simples. Una

W

I
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:\frase numérica es un numeral dado mediante una expresién :que com-
‘prende otros numerales, asi como también signos de operaciones.
~Es necesario recalcar: que une. fraae numéricastiene que represen~

]
5

Sar un-nﬁmero, es. decir, tlene que ser un numeral. Por lo tanto,

'una expresidn carente de senjldo “como 10 es "(3 +) %, (2 +)~", no

. es una frase. numérica. Avn 1 expresién "2 X3+ 7" no es una
frase numérica si no tomamos en consideracién el acuerdo de hacer
la multiplicaeién antes que la suma. . ‘

Las frases nnméricas se pueden combinar para formar enun-

clados numéricos; esto es, enunciados con afirmaciQnes sobre
‘mdimeros. FPor ejemplo, * . . L e
e . 2(3 + T)y= (2 + 3}(4‘+ 0) .
“:es un enunciado que afirma que el mimero representado por
"2(3 + 7" es el 'misto que el representado por "(2 + 3)(4 + o)y".
'Se lee, “2(3 + 7) es 1gua1 a (2 + 3)(4 +.0)", y fdcllmente
puedes verificar que. éste es un enunciado cierto.
Consldera el enunclado, v )

(B3+1)(5-2) = 10, .

 Este afirma que el némero (3 + 1)(5 -2) es 10, ;Te preocupa-.

. esto? .Tal vez te preguntes cémo puede ser posible que el autor
haya cometido tal error de aritmética, porque cualgulera puede~
“ver que (3 # 1)(5 - 2) res 12y no 10, Sin embargo,
“(3 + 1)(5 - 2) = 10" sigue ‘s1endo un enunciado a pesar de ser
o falso.~ . ‘ . )
' El dato Iimportante acerca de un enunclado con numerales es
\que sea clerto o falso, pero no ambas cosas., Gran parte del tra-
bajo. en dlgebra conslste en decldir sl son o no ‘clertos algunos
enunclados que contlenen numeraleg. . .

»
-

[}

\ ‘ ConJunto de problemas 2-1b : ‘
BTN . Determina cudles de los slgulentes enunclados son clertos y
cudles son falsos:

(a) G+ME=3+T70) (o) Z_;_L»,;g

b ]

BF M)+ HE®) = k03 (0 Baer-3-Eaos)
(o) 2(s+3) =2(5) +2lz) (a) 5(7 +3) = 10(";0 +1)
. (&) 23 -5(2) =36 ) sy <)

31
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f"(n ﬁ8+ﬂ~%x5*“~‘&F3¥7@fzf¥647ﬂ9¥ﬂ ‘
Y e (B x3)=02(9) 0 0 - - T
L2, Escribe un nombre eorriente para cada nnmeral- h
(a) 8 + 3(5 - 2) - (9 - 5) () 22 18

) 3 '72(5) Tl o () 511__421 |
(c) ('5)‘2)+26-3) _ (g) 06 3)+4)3)_12

3. Suponte que -estds explicando el uso de paréntesis a un amigo
‘ due no sabe nada acerca de ellos. Coloca paréntesls en cada
Jana de las siguientes expresrones de manera qne la expresidn

v

R siga siendo un numeral para el mismo nﬁmero ‘ o : ¢\I=e
Lo (8) ?X6+3 - (e). 2x3+4x3 | . ~
S~ (b) 2. 5+6+2. .. (& 3x8-k

y, Coloca paréntesis en cada una de las. siguientes expresiones de
manera. que obtengas enunciados ciertos' N )

(&) 10-7T-3=6 " () 3x5-2xk=7
(®) 3+5+7=36 . . (k) 3x5-2x4=52 ‘
: ~*~ ' L 401 e . e
(e) 3ese7=2z 0 Q) 2xgixg.s
ey = . . ox : S :
. -~ (d)35—4=3; N (m) 12)('2'—3')(9::3
T (e) 35 k= - (n) 12X1-%X9=18
L (E) 3x5+2xh= (o) BN 6+1=09
{g) 3x5+2x4= 84 . (p) 3+ 4. 6‘+ 1= 3 .
(h) 3x5+2x 4 =68 (@) 3+4- 6+1=2143 ‘

\ (1) 3>§5-2><4=36 (r) 3+4% 6+ 1 =28 /\1

?
N

A d

2-2, Algunas propledades de la suma y de la multiplicacién

e Al final del capitulo 1, te acordaste de la suma ¥ su repre-
sentacidn en la. recta numérica. Vamos a considerar ahora algunas
‘de las propledades* de la suma. Primero, la‘sumé es una Operacidn

¥Propiedad, en el sentido famlllar de la palabra, es algo que se

' posee, Una propledad de 1la suma es algo que tlene la Suma; es
declir, una caracteristica de la suma. Otro ejemplo .del uso de este
vocablo es, Ma Gulzura es una propledad del azﬁcar
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binaria, en el sentido de que siempre se efectﬁa con dos nﬁmeros.
. Esto ng parecerd muy razonable de primera 1ntenc16n ya que fre-,
\cuentemente has Bumado columnas largas de num@ros. Como un ex-
perimento, trata de sumar 7, B ¥y 3 simulﬁaneamente.t No im-
5\porta cdmo 1ntentes hacerlo, te verds obligado a escoger dos de
los numeros, sumarlos, ¥ luego afiadir el tercero a esa suma. \Asi,
_eyando escribimos 7 + 8 ¥+ 3, queremos decir reaImente (7 + 8) + 3
é¢ T+ (8 + 3). Usamos el paréntesls aqul, como en casos ante-
\riores, para seﬁalar clertos grupos de numeros con los cuales se .
. ha de trabajar primero. Asf, (7:+ 8)-+ 3 implica que~primero \
: sumamos T y 8 y luego afladimos 3 a esta suma, de manera\quéi
\ ,pensamos en "15 + 3", ‘De igual modo, 7.+ (8 +63) . implica gue
.. vamos a afiadirle a - T ila.sﬁma de 8 y 3, dbteﬁiendo‘asi‘ T+ 11,
~;0bse?§emos shora que 15'+3 = 18 y que 7 +7 11 = 18 Hemos en-
contfado;‘puesi que o AN
(7T +8)+3= 7*(8+3) o . S
. es un enunclado cferto. - \ \
Comprueba si el sigulente enunciado, R e

-);

L N

‘ . (5t§)*§=5+(g+y)h ; L,
es o no clerto. ~ ) - : S ot
¢ ‘Haz 1o mismo con ) ‘
\ (1.2 + 1.8) + 2 6= 1.2+ (1 8 + 2.6),

~"ye‘on . .

e (5 + §)+§'=l &+ §)

B Es evidente que estos enunciados siguen ‘una ley comin y que
‘todes resultan ser clertos. Llegamog a la conclusién de que todo‘
~enunclado que sigue esta ley es clerto, Esta es, una propiedad

de la suma de numeros, esperamos que trates de formularla td
‘mismo. Compara tu formulacidén con Io siguiente' Si1- afiades un
‘Begundo nﬂmero a un primer nimero, y a esta suma’ le aﬁades un
tercer numerq, el resultado serd el mismo que si afiades el ~
segunao nimero al tercero y luego aﬂades esta suma al primer )

.

numero. co . ~ . .

, Esta propledad de 1a suma se llama la propledad asociativa .
‘de la suma. Es ésta una de las propledades fundamentales del

slstema numérico y una de cual depende toda la ma’cemé'cica.~ Inci-

o
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*dentalmente, con frecuencia sirve para economizar trabajo al sumar.~

~Esto 1o vemos: en’ el segundo ejemplo anterior- “%-+ %ﬂ es otro

nombre para ‘2, de manera que;"5 + (2 §$P resulta ser una suma é

. mas sencilla .que "(5 +'E) + ?" . En el tercer ejemplo, tenemosammd——

1.2 + 1 8 = 3, partiendo de esto, 6cué1 de 1as expresiones,

"(1 2 * 1.8) + 2. 6" "1,2 + (1.8 + 2.6)", haria mds fdcil la- suma

final” h* ~ ‘ o e T R
\Examinemos el cuarto ejempio.‘ Ninguna de las expreslones

2" "3-+ (E' 3)“~contiene una primera suma tan facil

" de efectuar que. nos “Blmplifique el trabajo de la segunda suma. S1  ’

pudiéramos primero sumar % y ; la suma seria 1, y es facil
~afiadir E' a 1. ‘Lo que nos agradaria, entonces, es tomar la

TR .
primera suma indicada en la expresidn’ Cﬂ §) + g", Y. escribirla

como J}%- )" para que ";" quede inme&iatamente antes que "%”
\ Para ello, necesitamos sabér que :
N A ©
e 1 L I
B \ tp=gt 3\
es un enunciado cierto. T ; \ ‘ \ . .

»

Aunque esto lo podemos comprobar muy bien por aritmética,

V;gps’é considerar otros eJemplos mas senclllos. 4Es el sigulente
‘enunciado cierto°~'; \ . o

' s - 3 + 5= 5 + 3 ‘
Tal vez Sienses' "S1 yo me gano $3 hoy y mafiana $5, tendré 1o
mismo Que ganéndome $5 hoy ¥y $3 matiana". Tal vez Juan plense: s

“Caminando 3 millas antes del almuerzo y 5 millas después del

\\almuerzo se recorre la misma distancia que caminando S5-millas - .

antes del‘aﬂnmerzo v 3 millas ‘después del almuerzo .

‘ Hécuerda ‘ahora 1a ‘recta numérica. LQué hallamos en el
.capitulp 1 acerca de moverse desde O hasta 5 ¥ 1uego moverse
tres‘unidades més hacla la derecha, y como se comparaba esto con
mbverse\desde 0 hasta 3y luego moverse 5 unidades mas hacia
1a derecha° 6Que nos dice-esto acerca de 5 + 3 m 3 + 5?2 Usa
~ este mismo procedimlento para decidir sl los siguientes enunciados

© * son elértes: ~ _ * . ‘ - s
- L 0 +6=206+0, '
' e * o o al 1
" * e
. . . -
- R | ° \

N

.o ) N if | 34
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Probablemente conoces bien esta propiedad de 1a suma., Se

llama la propiedad cofimutativa de la suma. Trata de formularla ~

s mismo.y compara 1o que obtéhgas con 1@ siguiente- La suma de
- 'dos nﬁmeros es 1la misma no importa en qué orden se sumen. ‘

'La propledad asociativa de la Buma nos' dice que, segin sea y

’ nuestro deseo podemos 0 no usar. pgréntesis como simbolos de’
agrupacidn en una suma’ 1ndicada.
vez, nos dice que las sumas, qne lo son siempre de dos nimeros av
“un tiempo, pueden hacerse en cualquier orden.~ ‘Por eJemplo, 81

: consideramoa

Vagia. Podemos, sl nos place, sumar

\‘ RN
Ty,
N Y

~

-La propiedad conmutativa, a su .

-

A Y

. ‘ 32 + 16 + 18 + 4 .

la propiedad asociativa nos dice que no es neceaario el uso de
paréntesis para agrupar los sumandos en “esta suma indicada, por-
~.que no 1mporta 1a forma en que los agrupemcs, el resultado no

16y 32, después aﬁadir‘

18 ‘a esa suma 'y finalmente aﬁadirré 4 a esta ¥ltima suma. Ta

propigdad conmutativa nos dlce que podemoa escoge,

cualquier otro

. -orden. Cuando efectuamés la operacion m@ntalmente €8s mas fécil
escoger pares ‘de sumandos cuyas sumas sean mﬁltiplos de 10 y °
Podemos pénsar en "32 + 16 + 18 + 4" como

considerarlogyprimero.

”Biufuena "(32 + 18) + (16 + )", en -donde las sumhs indicadas pos
-. dicen que primero sumamos 32 ¥
C“luego 16 y 4, y finalmente las dos sumas parciales, 50 y 20.
Primero hieimos uso mentalmante de la propledad conmutativa para
- alterar el crden de los sumandos

priginal._

Conjunto de. problemas 2~2a

18 (que da una suma. facil 50),

16 .y 18 en la suma indlcada

"1~i Consldera varias maneras de efectuar mentalmente los siguientes
cdmputos y halla (sl la hay) 1a que parezca mis sencilla. Des-
\pués efectua de¥Ta minera més sencilla laa sumas 1ndicadas.

°@)6+(8+m

2 2

(o) &+6+1Q

7

} w)g+%

+ 1 4 = +

7

3

8 .
5

35

.ie).

(£)

(8)

()

T R
2= + 33 + 6 + 75 .
6
(23—‘1'1)4-*5-

B+7) +4%+ (3 +6)

(1.8 5 2.1) + (1.6-+ m+1z\

<
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fz.\ Dé%de la punta déﬁ hocico de un ratdn hasta la parte posterior »f
+7 de su ‘cabeza hay 32 milfmetros; desde la parte posterior de su
‘cabeza hasta el arranque-de su cola hay " 71»m11imetros, desde
el arranqgue de su cola hasta el extremo de ésta hay 76 milf-
‘fmetros. 3Cudl - es el largo del raton desde la punta de su
hocico hastapel extremo de su cola°~'¢Tendra el mismo largo.
. desde el extremo de su cola hasta la punta de su ﬁ\biGOV s Por

\ R
‘\qué crees que hemos 1nc1uido aqﬁi este eJercicio° o 4

A

RS N >
N

Examlnayemos ahora las propiedades correspondientes de la N
" multiplicacién. Considera este enunciado, y
s (7x6)%—=7x(6x_) R

¥ >

Comprueba sl es o, no un enunciado cierto, asegurate de que efectuas\"‘

las multiplicaciones como .se indica. En forma similar, comprueba
N la veracidad .de los enunciados . . ~

\ . (4x15)x3=4x.(15><3)
:‘:V \ o ‘ ; ‘\Qn‘
. \ (Exﬂxuugx(vxm\\ | -
ﬁUna vez mas encontramos que estos enunciados son clertos, ¥ qne se
‘ajustan a una misma ley. Llegamos 2 la conclusidn de que todos los
enunciados que siguen esa ley son clertos, y llamamos a esta pro-
piedad de la multiplicacion, la propledad asocliativa de la multl-
‘glicacion. Recuerda tu esfuerzo para expresar en palabrag la pJ:'o-‘3
pledad asociativa de 1a suma y, de manera semejante, enuncla’ ahora
la prgpiedad asociativa de la multiplicacién. \ o
En los ejemplos anteriores no todas las multiplicaclones 1n-
dicadas eran de igual dificultad. En el primerd, "(7 X 6) X 1”, que
Jos da "2 x ;",‘resulta ser mas tfabajoso que "7 x (6 X )" que
sencillamente sg convierte en "7 x 2". *  CuBl de las frases en el
segundo enunciado es mas fécil de manejar° Vemos, pues, que la
propiedad asociativa de 1a multiplicacidn, al igual gue la pro-
pledad asocTativa de la suma, puede usarsg para simp11f¢car 1as
operaciones aritméticas gue se efectuag mentalmente. :
En el tercer enunciado, ninguna de las formas facillta la |

segunda multiplicadcidén. Lo mejor que se puede hacer es multiplicarz

1

-

.

\ N
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“primero V%-x 4, aun cuandb no aparecen seguidos en ninguna de las .
dos frases, ¥ luego multiplicar el’ resultado por T. Es estd w’;?
\ ‘\permisible° Podriamos estar seguros ‘de -que 1o es si si&iéramos S
k?\i\\;‘#\‘que \ - ‘ A - . A o . o \
o e %x7“7xr | |
i v\ea un enunciado clerto. Este posilble intercambio es uno gue nos gﬁ\f
\gustaria hacer antes- de aplicar la propiedad asociativa. (6Cué1 S
‘ ~seria otro?) S . : /
R Como en la, seccion anterior, construye algunos problemas \
* ~sencillos acerca de caminar o de ganar dinero que comprueben la .
s Veracidad de un enunciadg.como S ‘
: - \ 2x5:5x2.\f“
En el capitulo 1, \tuviste también la GXperiencia de usar la recta
' numerica.para ver - que . R o0y
. \ | 2 X 3= 3><2\  . oL
2 ¥ es un enunciado cierto.‘ De tu arttmética, también sabes qne la
multiplicacion larga Se puede hacer en cualquier orden, y pro-‘
bablemente ‘has usado esa 1nfbrmacidn para- comprobar tu trabaJo~

B S R Lo
S . 72% o ‘.;\ - \:\\ \ggg\ | \ \ -
e 1236 R T /
X q : \ - - 26 \
o S 96128 - N
Todos estos" son ejemplos 11ustrativos de 1a propiedad con~--
mutativa de la multiplicacidn: E1 producto de dos ‘nimeros es el
‘mismo no. importa en qué orden se multipliquen. - .
o Como en el caso de la suma, las propiedades asociativ! ¥y con-
mutativa de.la multiplicacion nos dicen. que en. un productc\ig
cado podemos agrupar los factores\a nuestra conveniencia, el al-
mente podemos alterar el orden de 1os factores en el prodﬁcto.
--Asf,~al multiplicar 9~x 2 X 3 X 50 ‘es conveniente*tomar 2 x‘50‘ “"f
primero ¥ luego multiplicar 9 X 3, o sea 27, por 100.

R}

s
v

»
!

AY

- Conjunto de Qroblemaslﬁ -2b . .
1. Considera varlos modos de. efectuar mentalmente 103 siguientes
ﬂcémpntos, ¥y halla (si 1o hay) el que parezca mis sencillo.
Luego efectda las operaciones indicadas en la forma mas sen-
cilla. . ‘ * .

37
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(@) kxTxes . (®) px ¢ § 2
(o) gx(26x5) -7 (e) 6xBxzs v
{c) 3+62+27 . " (n) (1. 25) X 5. 5x 8 . RS
) GxBk(Txz) . @) (2x5)x 197 0 T
oL ®) ex e () gx6x3xl
N 2. ,,Es més :t‘é.cil computar ; | - ) ) m )
i ot 95T s 222 v . R \
: \ X 222 \ x 957 - . T :
- ".¢Y en el‘ca.ao de . R ) ] . T
~ ~ o \3.8’9‘\ R T X | 9
: ooxm - Y. x 3.8 0
' 2-3. ‘La propiedad distributiva - . ‘ S | o
J‘ua;l recogié dinero en su saldén hogar. ' El martes » 7 personas
- le entregaron 15;! cada ung, y el miércoles, 3 personas le entre-
garon’ 15;! ca’ﬂa una.. ‘ z,Qaé cantldad de dinero recogié"’ El hizo B
B "este~ca1culo. . " LT L
15(7) + 15(3) = = e DTN,
Lo s w s T e
De hanera que recogid $1.50. ‘ S .
\ Pero, vamos 'a pedirle ahora que lleve cuentas diferentes. Como
\ todos le dieron 13. mlsma cantidad de dinero, es -posi‘ble también
B 1levar una cuenta 8810 del mimereo de peraonas que pag*aron, y luego
multipllcar el total por 15. Ahora su calculo apareceria eomo
sigue: " ‘ C
- . ) 15.(7 +3) =
. e o15(100) =
S - s, \
\ \El re.sultado es el mismo no mporta cual de los dos métodos se use
- para llevar'cuentas; por lo tanto, ;
o | 15(7) + 15(3) = 15(7 +3) [ .
. es un. enunciado’ clerto. Como este enunciado cier!to nos dice que
‘ 15(7) + 15(3F v 15(T7 + 3) son nombres para el ‘mismo nﬁmero,
‘ también podiamos haber escrito & (f ' \,
. ‘ . ! :
4 )



oy
»

oo 15(7 4 3) = is() + B, .
Da mitad dgl. dinero que’ Juan recogio se va a gastar en un

. rega]b ¥.una tercera parte en otrd’ regalo. .»,Cuénto se gas‘ba en

total?  De nuevo, los cdmputos pueden efectuarse de dos ‘maneras:

150(5) +7150(3) = , 150(2» + ~—) = L
s T3ws0= | ‘50(5' 59 =
I - L ‘50(39 =
) o L 125, . \“

N

.- ciudad, .de 150 ples de fondo y 162 5 ples de frente, Adyacente
: \Ma su solar, separado. de éste por una verJa, hay otro solar que \

R Y

. Como an‘bes, hgmos encon;brado un enunclado cierto, *
o RS 150('2-) + 150(—) 150('2' 3‘)

.Otra manera de. escribir el mismo enunciado seria

S s D) =150 + 150(3).

Gonsideremqs.~ ptro ejemplo., El1 Sp. Jones posee un solar en 1 ‘

.

mide 1o mismo de fondo pero cuyo- frente es de 5610 37.5 pies.
¢Cué1 es e1 drea, en ples cuadrados , Ge cada uno de “los solares,
\y cud)l es la suma de las dos areas° El Sr. Jones compra el se- "’
. gundo solar y quita la verJa. ¢,Cua1 es el érea del solar ahora‘?
El mimero de ples cuadrados en el nuevo solar es

150(162.5 + 37.5) =

. 150(200) T \mz§' 37.5’
| 30000,
. E1 4rea total de los dos solares <
separados -es ‘ 180’ o ::-z)‘
150(162.5) + 150(37.5) = . - L S R B
24375 + 5625 = \
. - ' 30000.
Por tanto, )

: 150(162.5 + 37.5) =\150(162-5) + 150(37.5)
es un enunciado cilerto. . i
' * .Examinemos més detalladmnente dos de nuestros enunciados .

-

e e ciertos. Escribimos \ .
Vo T = 15t3) = 15(.7 )
S . o : C e 3\
N A N - N 39’ \ N A . N
> e "’\ ‘!:\“ .”\Q‘ ‘ . . . .
":.~ . h \ \ ) N > ‘
! A - v LN ~ N “
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‘\15(7) representa un nﬁmero que hemos deci@ido escribir como un

producto indicado, lo mismo ‘sucede con. 35(3) Ast, 15(7) + 15(3)

. es unawsuma indicada\de .dos nﬁmeros.\ Poy otra parte, 7T+ 3 repre-

senta, un mimero, que decidimos escribir ?omo una’ sume. indigada, ‘de
modo .que. 15(7 + 3) es un producto in 1cado. Por tanto, el

T

enunclado,

15(7) + 15(3) = 1/3(7 + 3) . N
afirma que la suma indicada y el proﬂucto 1ndicado son nombres del

mismo nnmero. , f {
N .

N
Fy

;El ernunclado clerto, . v g o | ‘~\‘

c o solg 4 3) = 150(;:) + 150(—) e

» es»una afirmacién semejante. \ o ' \ o

ConJunto de problemas’ 2-3a \\ ) ’
1. Examina 1& veracidad de los siguientes enuncilados: .
(a) 2+ 4 +5-4=T7 0k . - \ B

- K

(o) 15 2=T7+2+8"2 o L S
() 25(k0 + 3) = 25(%0) + 25(3) o s T
©o@ sy v EY=96) e | o
e (o) 130197+ 1) = 13(19) +3(1) I B
| (f)\a(f 1-)=2-f+21; | T .
(g)!jz(»}; +' ) = 12(3-) + 12(%) . - . \;

(n) 3(2.5) + 3(1. 5'?’ (2 5+ 1.5)

Parece que hemos encontrado una 1ey para construir enunciados
ciertos. *Trata de verbalizar esta ley de. varias maneras. Después

'compara lo que has hecho con lo siguiente" El producto de un nimero

" por 1a suma de otros dos (ndmeros) es igual al producto del prdmero

Sy e1 segundo mas—el producto del primero.y el tercero. . Esta pro-

piedad se 1lama la propiedad distributiva de la multiplicacidn con .
resgecto ‘a la suma, o) comO*di@emasbfrecuentemente, la propiedad

\“distributiva.‘. o, ~ N

Esta propiedad al 1gua1 que otras gue hemos estudiado, tiene

~estrecha relacior con la aritmética, tanto en lo relativo a los

| artificios de los computos mentales como en 10 “que concierne a los

a3

n ~ N )
. »

40 "~
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fundamentos _de’ 1a materia. -En- nuestro primer'ejemplo, si compara»

mos las dos expresiones "15(7) + 15(3)" ~"15(7 + 3)", vemog ‘que N
"¢ es més sencillo %alcular el‘resultado usandd‘ia Jegunda, expresidn, |
" va que T+, 3, Que es’ " 10, hace fécil la multiplicacidn. En el Y

proximo ejemplo, gln embargo, s cqmparamos las expresiones : ;ﬁ
*‘ “150( ) + 150(39" ‘"150(§-+ 3)", vemos. que es preferible hacer ‘

. \ 50 que sumar las fracciones §- v 3? Qué forma es mas sencilla
- en el tercer. eJemplo? OY\en los enunciadps del ConJunto,de
‘problemas 2~3a? \ N ‘ \
~ Més importante que su papel de facilitar los cdmputos mentales B
. es’ el que tiene. 1a propiedad distributiva en gran parte de nuestra
técnica aritmética, como por eJemplo en la multiplicacidn 1arga.

gCémo efectuaﬁ&s la siguiente ‘operacién: ; e v
" v R . : 62 ) B X .
o x 23
. Eseribimos - T - o 3 o o
S T, ke % 5 e e -
o gz IR

. Esto significa realmente .que- tomamos 62(20 + 3). como - 62(20) + -
62(3), o sea, 1240 + 186. (E1 "0" al final de "1240" no sparece
- pero .se sobrentiende en la multiplicacidn larga-de arfiba.) _Vemos,
Shes, Que la propiedad distributiva es la basa de esta fécnica

corrieqpe. \ - ‘~ ~ R >,_ )f““\:‘\;
Supongamos que. deseambs considerar variaa maneras de computar o
N ’el producto 1ndicado, ‘ \ \*

Esta frase no se ajusta a la ley de la propiedad distributiva en h
" la forma en que la hemos considerado hasta ahora. Tal vez podrds ' )
,mwﬁdivin&& baaandcte en tus experieneias antariorea, e

’ - (:_,J E)12=(“3‘)’2+(‘E)12 S

es uh enﬁhciado clerto, Sin embargo, vamos a ver cémo las pro- ‘5
piedades, segun. las hemos descubierto haata ahora, nos permiten
establecer la veracidad deneste enunciado. \

Al -»
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N ‘::. ™ \‘ i . “\ . ” ‘\
) Sabemps primero que. - - - .. R <

:.. @ N ) 9 . : (.3. T|.')12 = 12(3 E) | |
\ es un enunciado cierto. (yQué propiedad de la mnltiplicacién

usamos aqui?) Luego podémos aplicar la propiedad distributiva
*segﬁn la conocemos para escribir - _ .

\ ‘ 12('3* 'Ir) = 12(3—) + 12(1;-) \
f ~y aplicando lg propiedad conmutativa dos. Veces més, podemos escribir

: . I 12(-) + 12(-1;) (3)12 + (1)12

‘,‘\ Y N .
El Jdltimo paso, que seria innecesario si sélo quisiéramos computar o

i

”(3-+;%)12“‘en forma sencilla,\nosslleva\finalmente"al enunciado \;f;f

re&uer{d&:
., (3 1;)12 = (—-)12 + (E)'xz.

\»Una vez mas, gste enunciado parece tener una forma sencilla, ¥y de\
"hecho, sugiere una forma alternatlva para la propiadad diatr;bu-
» . %iva, la cual puede obtenerse de’ nuestra ley anterior aplicando
\ \suceaivamente la propledad conmntativa de la multiplicacion. Ex-
presa en tus proplas palabras esta forma alternat}va. Ei siguiente ;

enunclado,

. NN TN . . N A 1

(%)’2*(11?)12\ (-- ,I)*az

suglere una ley, ;Cudl es? : ~ \ _ R Q

-

‘ Conjunto de problemas 2-3b o
.1s Sigulendo. una forma adecuada de la propledad distributiva, com- ‘,
' pleta los sigulentes enunciados haciéndolos clertos: ’
- (a) 12(3 +4) = 12( )"+ 12() ) - S
) )+ (D =3(6+T7) -

(c¢) - (2.5 + 4.5) (2.5)4 + (4.5)4
ERRN O Tiaged |
(e): 70 ) +6() =-13() | S e - SR

() (3 + 11)2 = - ‘ oo o
2. Considera los siulentes ejemplos de dos maneras Qiferentes y
" declde en cada caso cuil de las dos (81 alguna) hace més sen-
clllos los cdmputoa.‘ Luego_efectﬁaﬁlas operaciones en la
forma més ‘sencilla. ; .
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@ @G e (@3 ke 4 |
~~\'\_~(\P~).‘(%);12@1:\(};)12‘ ) (£) 6(%-:-%) : )
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(d) 12(5 +5) o (iu) 3(2:1-'74.5._,._::\

-

La siguiente figura muestra un. elerto nﬁmero de - triénguloa.

D
LQué relacidn existe entre el érea del triéngulo ACD v 1aa
“4reas de los tridngulos EFT y FGH? Usa la fdrmula del
- érea de up triéngulo en términos del 1argo defla baae y de\
laa.ltura. BN S : . T -
Eacribe un. nombre corr:!.ente pa.ra o ‘ e ‘

.§ ‘\\

(‘2 + 3)11 + ('2- + 3)7.

'(Sugerencia.\ Coneidera §-+ %f como un numeral, ¥ no empieges

a trabaJar hasta que no hayas pensado en una manera po co tra-\’k_

- bajosa de hacer este eJercicio.)

- B, Escribeﬂlos nombres corrientes parar’ .
(a) 8<2+3)+(3+2)7 L -
(v) - 7<§-+-+§>+5<g o ..

- *(e) 5(2""3‘ *)*7(§'+‘3) ‘\ : ‘

« 6. Escribe nombres corrientes para~‘4“ 3 R

(M\ax(w+4)x3 - ®¥3W)+ﬂﬂ
. (g)?f—ljiﬂ S0 3 + 6
HETHIFEI0 . o (&) .7(4) wuz
c @ sty s+ 2

3~
- \ M b
~ N N Y
N - >
a
~ s R
N
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‘mentalmente~

(1) B(Qf) 4~12i\\1\‘: o ( k) (10°+ 2) b x %-b | | :
‘\f(;J)‘ 6\\:(:19) \#\\\1‘9... : \\ (1) (10 +‘2) le _ o \i

.‘\_

2.l Variables B I : lyw,w;mf”\ﬂ ;$;_‘\

Consiagﬁa por un momento un ejercicio sencillo para trabadarlo

;\‘i;

“Toma 6, simale ,2 multiplica por 7 y 1uego*divide por 4"

I‘\ih\31 slgues estas instrucciones, se te habra ocurrido 1ndudablemente

‘ 1a sucesldn de nﬁmeroa

a

SV "6, 8, 56,

oy que la contestacidn a este. ejercicio es 14, Imaginate ghora ¢
" que tu mejor amigo est4 ausente de la clase ¥ qne le has prometido T

un informe detallado sobre el trabajo del dfa. Por esta razén, -
escribes las 1nstrucciones para cada paso del ejerclclo de la =

é—¢m-«siguienteumanera.'

. ’ * i 6 + 2‘ . o . n‘ .\\
T(6 + 2) - '

. ) N . N . ’ o
) R ’ N ¥ ’ . . ~ N ) N .-
N KR . R R NI o . ‘ N ) AN R . N ‘
N N »
- N -~ . . > . .

N \

© 3O0frece este método ae’ describir el eJercicio mée informacién o

\menos informacidn que el anterior° Claramente tiene la ventaja
de mostrar exactamente las openaciones 1mplicadas en cada’ paso, -
pero tiene 1a\desventa3a,de~que no“llega hasﬁ“&a’contestacién _
‘él‘ejercicio. Por otra parte, la frase 6 + 2 es un numeral
para el resultado, 14, - Esto se comprueba £écllmente llevando a
cabo las operiaclones indicadas. \

‘Esta es una situaclén 1maginaria en la cual anotaate, para '

" tu amigo, no la contestacién al eJercicio, sino la forma del mismo.
~ Asf se llustra un punto de-vista ‘fundamental de” la»matemética~ En .

muchas ocaslones durante este curso, daremos primordial lmportancla ’

a la estructura.o ‘forma de un problema antes. que a la contestacidn

al ‘mismo. De hecho, muy pocas veces nos interesamos solamente en- -
la contestaciéh a un problema,
Trata shora de segulr estas lnstrucclones:

> . : .
.
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' Toma 7, multiplicalo por 3, afiade "3 al = -
producto, mdltiplica por 2 ¥y divid@ por 12",
' $0udl es la frase que nos presenta todas estas operaciones° 3E3‘\
~dlcha frase un numeral para el mismo nﬁmero qpe obtuvlste: mental-
R mente9 ‘
N : nagamDS“ahora uno de gstos eJereicios aﬂadiéndole la condicidn

de que se te, permite escoger, al comienzo, cualquiera de los ni-

o meros: ael conjunto. " : . .
| ' S=1(1, 2, 3, +1+4 1000} |
Esta vez las 1nstrucciones son: \ . - .
Ce "Toma cualquier mimero del conJunto S, multi- .
s :\ : plicalo por 3, sumale 12, divide_por 3 y \
Testa . 4", . R N *

. Se puede advertir que ‘eate ejercicio consiste. realmente en
1000 diferentes-ejercicios de aritmética, uno por cada eleccion ¥
de un nimero de partida entre los del conjumto S. Consldera el
ejercicio que se obtlene al partir del mimero 17. . El método
aritmético ¥ el metodo de la estructura correspondiente conducen

— a los’ siguientes pasos: ‘ . S, .
Aritmético -~ 'Estructural )
. AT o . - 7 o
~- 51 - 16 ) 0 N
» 63 . 3(17) + 12
~ Co 3(‘17) + 12
) 17 - ‘ 3(17) w 12 oy
‘Observa que, W la propiedad distributiva de los numeros, Y ya
- que J12 = 3(4), :
‘ 3(17) +12.= 3(17) + 3(4) 3017 + 4), !
de manera gue - . ‘
o (17)3+ 12 _ (17‘ + 1;) 17 + b, |
Por 10 tanto, ‘ . ~ - "\

- \-\3_Ll)3_,_" +~‘2-4-17+u-4‘17

" En“otras palabras, la frase final que se obtlene haciendo ‘us0 de
" la "estructura" es un numeral para 17. Elige otros numeros del

»

¢ . D ) ) A
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conJunto s para hacer el eJercicio. 60btendrés siempre al final
“-el ndmero que espogiste al p:v:L:m:;l.p:!.o‘7 Una manera de contestar
" esta pregunt& serfa haciendo los +1000 diferentea ejercicios, _Télx
vez hayas scspechado, después de seguir el procedimiento en varlos
-.cas08, gue pudlera np ser necesarlo hacer todos 103 1000 ejer~
ciclos para contestar la pregunta. ) o
“‘ Vamos a . examinar dicho procedimiento més detenldamente. Obl‘
serva primero que el procedimlento no depende realmente del numero :
que se escog;d del conjunto S. De hecho, sl usamos la palabra
“nﬁmerov;péra referirnos al nimero seleccionado, los pasos del
ejercicio’son: - \ \ B
’ N . | mimero
~ : . 3(mémero)
L _ ; ‘ 3(nﬁﬁerq) + 12 ’ |
L B : © 3(ndmero) + 12 - - .

T " 3(ndmero) + 12.

- _ 3 T .
Pars ahorrar espaclo, indiquemos con la letra "n" el nimero .
. selecclonado, Entohces~los'pasos‘aﬁteriqred’vienen‘a ser:

n e
T .
3n - : . g,‘
¢ 3n + 12 ‘

o : 3n + 12 ;f _ ‘

LT Obaerva que aqui usamos “n"\como un numeral para‘'el numero
selecclonado y qQue la frase en cada una de las otras etapas es
.. también un numera (Asi, si n fuera 17, entonces el producto

. indicado “3n" seria un numeral park 51.) En particular, la frase

R -23;%—13 h ‘es un numeral para ¢
N )

-

‘"resultado" del ejercicio.

Ademés, por la propiedad distri tiva para los nimeros, T
3n + 12.= 3n 3(&) 3(n + ) - )
y de aqui que . T l‘
. o © 3n+ 12 3(n_3;4) o4 4 b ;
L2 > G

Por conslgulente,
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Como puede representar cualguier nﬁmero del conjunto S,

A W

o 11egamqs a la conclusiqn de que el resultado final de este ejer—\ |
‘ciclo es, en verdad. siempre, el mismo ndmero selec“;_naﬂg_ﬁl [
‘\\comenzar, - 3 SN \ ‘
‘ La dlscusidn anterior 1lustra 1o poderosos que son 1os méto-
« dos basados en la estructura o forma, en’vez de los directamente
fundados en aritmética. ol método, ‘en clerto sentido, nos per-
: 1000 distintos problemas aritméticos por un solo f -
‘ ‘ aHabria algﬁn cambio significativo en 1a discusién del ejer- . -
7‘.cicio si. en ez de n hubiéram 8 decidido usar alguna otra 1etra,‘
f_coma m o x, para indicar ‘al ﬁmero selecbiqnado -de  S?
\.eﬁaamaremos una variable a una 1etra que, ‘como la "n" del
elJerciclo anterior, sé usa‘para 1qdicar uno cualquiera de los
nimeros de un conjunto dado. Eq’un célculo cualquiera en el que o
interviene una variable, ésta es un numeral que’ representa un '
. nﬁmero definido,-pero no especificado de un conJunto. dade de
~nﬁmeros admisibles. Los mimeros admisibles para la variable
e "' en el eJercicio anterior son los nimeros cardinales del 1
+ al |, 1000, Todo nﬁmero que una variable dada puede representar
-1 11ama un valor de la variable, Algunas veces llamamos dominlo
'o campo .de varlabllidad ‘de una variable al conjunto de valores de
la misma. EL dominio de la variable "n" en el ejercicio ‘anterior
- gs el conjunto S=1{1, 2, 3, «vey 1000}, A menoé due‘no se es- ‘ i
‘\pecifique cudl es. el dominio de una varlable, supondremos que a
- éste es el conJunto de todos los ndmeros. Por ahora* sélo esta-w
mos considerando los mimeros de la aritmética.

e

ConJunto de problemas 2-4

1. S1 doblamos la suma de clerto nﬁmnro t y 3, gcual de las
sigulentes serfa una\forma correcta, '

‘ 2t+362(t+3) ?

2. .S1 sumamos 5 al duplo de clerto mimero n ¥y 1uego dividimos

la sumg por 3, jscudl serfa la forma correcta de expresarlo, \ -

nis g _§.1_1+5 2




¥

9% A R
Si sumamos un cuarto de cierto ndmero x “a un tercio de c:.uatro'\jg
veces el mismo nﬁmero, acuél seria 1a forma correcta de ex- ‘

\;".~’ .
\

presarlo
?(Axu W»g(x) gl e

S1 representamos por lﬁ letra ¥y el numera de’ galones de 1eche

' comprados, bcual seria 1a rorma correcta para el nimero de

botellas de\un_cuartillo en que pudiera echarse. la leche, - oo

\
4

-

‘Si a representa el 1argo de cierto recténgulo en pies y ‘b
representa el ancho, también en pies, apodriamos representar

‘ el perimetro de dicho recténgulo por alguna de las siguientes

. formas: " .. \ \ : o X w\f
B ~a'+b,‘ab~?“ .
Si“ a es 2, b es 3 ¢ es % -m--es 1,~y--m—es--03-hallae- e
. el valor de (es decir; el mimero que representa) cada una de
~‘1as sigulentes expresiones~ ‘ o . .
(a)~16b + ac- a ; (£) n(c + ac) e
@\(b) (a+p)(a + m) | (&) EET%_QE . v
"~ (e) 6(» + ac) . R {n) m(p - be) . : o : f%
- 2b + ¢ . - ‘ 3a + 4b) - - B °
(@ === oW %Ta_TF)')' o
(e) nc + ac - (3) a+2(b+m e
Halla nompres corrientes para: B
- (a)- 20 +732, cuando C "es 85 -
‘(b) M cuando h es: 4, a ~¢§s 3, y b es 5
: (c) P(1 + rt), cuando P es 500,\r es 0.04; t es 3‘ *
(a) l'.‘.';:_?;, cuando a es ll-,\r es 2, z es;- 48 ¢
(\e)\ i, cuariﬁO’T"‘zf““e'S“‘_TS W es 10;}‘1 &8 \6.
S1 a es 3, b es 2,y ¢ es A4, halla el valor de:
)( a) (13—!-&11) - 2c N (c) (%§+%t_>) _gg e ‘
. ) :2 ° s
(p) - (6a - hg) + 54A ' (d) (1.58 + 3.78) - 2.1¢ AN




9. Besume las 1deas nuevas, 1nc1uyendo léafﬂ§rihic1§nés,~qné\ﬁan3,

sido 1ntrodncidaa en este capitulo.
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 :00sas. Este enunciado en particular s falso.

1ejemplo, el sfmbolo " %’" significaré "o es" o "no'-es \{gual a".

 Cepftulo 3 |
‘ "ENUNQIADQS\ Y Jgnma:za:m&‘IDEsf\ DE LAS OPERAGIONES

 ..3~ ‘Enunciados, clertos z.falsos . FEEEE o L

Cuando hacemos afirmaciones acerca de nﬁmeros, escribimos
enunciados tales como. o

.- (3+1)(5+2)_10.
Recuerda que un enunciado puede ser cierto 0 falso, pero no ambas ‘

Algunos- enunciados, como el anterigr, comprenden el simbolo '

U o " que duiere decir "es" ) Nes igual a". Ademds de ésta, hay

otras formas verbales que usaremos en enunciados matematinos. Por

Entonces " . o " - _
- . ‘ T B4 L2802 \
es un enanclado clertoy - | T e :

8 %4 ,{3211 T s

es un enunclado falso. S L \ -

Conjunto de problemas 3-1 -\
sCudles de los siguientes enunciados son ciertos y cuéles son

falsos? \ - o

A, 4 +8=10+5 " 9. 7(6x3)=(7x6)x3ﬁ~

2. B+3=10+1 10, “8(F - ) = 8(3) - 8(3)

S 4 + 8\= é + 4 - 11, 65 x 1 = 65
sy, 5+7;!6+6 f~12.‘“13x0 13

5. gtg=atg.. . -(7);!2('36)

6. ~—127!‘85 ~. TS u(‘§)=.§_‘

7 .13+o,!15+o .15, \'8%);% _ T
8 12(5)7!5(12) ) e . _ | o .
\:3?23 Enunclados ablert ot

N Y

+ "No eé;dificil decig r s1'un enlinclaqo nunérico es clerto o no,

»
»

S5 5 A o
. *, «
N\ '

J . B
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B porque esta clase de enunciados comprende nﬁmeros particulares.
O Conﬁidera el enunciadd,. f )

aEs cierto este enunciado° Diras qne no sabea qué ndmero “x" -

. representa ¥ sin esa informacidn no puedes llegar a una decisidn, -
Lo mismo sucede con el enunciado, "Fl es un doctor"; no puedea
* deeldir si es ‘clerto, o no hasta que sepas qpién es "é1". En este
sentido, la varlable "x" se usa maa o menos en la miama forma en
que usamos un pronombre en el lenguaje corriente. ‘

. Considera el enunciado,

‘ ' . 30+ 12 = 3(n + 4),

. con el que trabajamos en la seccién 2-4 - cuando pbr primern vez. se
introdujo la 1dea de ‘una variable. Tampoco en este caso podemos
“decldir a base del enuncia¥o solamente, 81 es clerto o ne; pero
ahora se trata de una situacidn diferente, Como 0 en los casos
.anteriores, podriamos decidir, si supiéramos el mimero que "n"

* representa. Sin embargo en este caso es posible tomar una deci-

. 81én adn sin saber el valor de n. Podemos recordar una proﬂ!edad

‘generdl Qe los numeros para demostrar que este enunclado es clerto

. independientemente del mimero que "n" represente. ' $Qué nombre se

le dlo a esa propledad? \ . . »
« " . . Decimos que enunciados tales como B .
) . » . x+3=
N . . .
y : o
» . . » & N

o 3n + 12 = 3(n + 4),
que coqﬁienen variables, son enwnciados ablertos, El hecho de que
‘ain més 1nformacidn no podem03 decidir 81 estos enunclados son

- clertos o no, ‘suglere el uso de la palabra "ablerto". Un enunciado

ablerto es un enunciado qQue comprende una o mis variables, ¥ la

.+ declsidn sobre sl es clerso o falso gueda pendiente hasta tanto
.mwntgngamos suficiente informacidén adicional. De la misma- manery;, -
' 11amamoa frases abiertas a las frases que comprenden una o més

! variables.

-
L N * A

Conjunto de problemas 3—2a
‘ - Determina s+ los -sigulentes enunciados ablertos son ciertoa
' para los valores de las variables que se proponen.

| @
5 -

*
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) N N ) RIS h ; ‘\‘“‘ N
T T+ x=12; sea’>x lgual a

5
T 20 T+ X £125 sea x iguel’a 5 :
s Re Y 4»£;y!~¥4¥~sea\-y@4§gaal3a 66—~
4% t+9=11; sea . % . igual gx'6

421‘5- ~2—+r1-r’3; sea. x :Lgual a” 3, sea x igual a l&

a 3, vy igual a 4 Lo Lo .-
T 2a -5 # (2a + 4) - b' sea a lgual a 9 y b igual.a 9,
, sea a igual a 3 vy b 1gual a 9
8. \5m + X = (2m + 3) + x, sea x igual a - h \ \
> Fs . . . . . S e

- .

S1 se nos da un ennnciado abierto, v se especifica el dominio‘

%

6;‘ 2y + 5x = 23, sea x igual a 4, y 1gua1 a 3; sea X 1gua1 o :E

w& ~*de la variable, 466mo podemos determinar los valores 8e la variable,

- 81 los hay, para los cuales el enunhiado sea clerto? Ensayando,.
podemos tratar varlos mimeros hasta ‘dar con un numero "correcto“

pero seria mejor, después del primer intento, pensar un poco con \ r%

‘el fin de que nos sirva de gula en los slgulentes ensayos.
Experidentemos con el enunclado ablerto "2x - = 6", De
“‘~\ primera intencidn, trata un nﬁmero X, lo suficientemente grande
de manera que 2x seg \mavor que, 11,wtomemos X = 9. ‘Entonces
: . Coex -1t =2(9) - 11 I
N “'\‘ ) ’7. . . N

Por tanto, el *umeral deiii‘izquieraa representa a T, que es dife- .
k)

rente qe 6. Parece que era un nﬁmero muy grande; por lo tanto
vemos a tomar x = 8. Entonces - e

2x - 11 = 2(8) - 11 .
| AT . =5 -
En éata\ocasién, el numeral de la iéquierda‘mepresenta a. 5, que
también es dlferente de 6. Como 8 resultd ser muy pequeiio,

LN v

n

»

F 2N

Entonces

;r:.‘uamna\a»nemar»un_numero_qpensﬁiémenxre 8 .y 9, digamos ‘8%& =
2x - 1 2‘("8%)"— 1 ¥

"6 = 6" esrun enunclado clerto; de manera, que hemos encontrado que

" el enunciado abierto "2x - 11 = 6" es clerto 81 x es igual a 8%.

N

. U
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gCrees que . haya otros valores de ' pana los cuales este enun-
clado es cierto? ‘3Crees que para todo enunciado abierto existe

~»~-4u»4wanr~de la~war&ab&e~queﬁlo haga cierto?, 5y uno que lo haga
o falso°

LD S

. ‘ : r
Y . )
N

N g Conjnnto de problemas é}?b
Determina 108 nﬁmeros, sl los hay, qpe hacen clertos los

@

-~ . slgulentes enunclados abiertos- ~ \ ’ ’
st 12+y=8 o -6, 4x -\Bi = .14 v
L 2 dy 5= 15 \ . T B+ 3=38+2°
3. 3x-2=10. . - 8 t+2EFeT+3t
R 4, 33—2::»15“ . ‘ ‘ 9.~t+3=‘=3\-{;t ‘\i *
L5 Mt+Zxak 10, (x#1)2f 2%+ 2

S1 una variable aparece en un enunclado ablerto en la forma,

"a +.a", que significa "a imltiplicado por a", es convenlente

egerlibir "g o a" como~“a2", lo cual leemos "a al cuadrado".
N . N o ~ ' . »

\ ‘ qu;unto de problemas 3-26¢
1. Trata de hallar valores de las variahles para 108 cuales los
siguientes enunclados abiertos son clertos: ‘

(a) 29 (e) X+2=9
“(p) 4 - X =0 - (r) (x - 1)

(c) x° = x \ () 4 + NG =ip
(@) xf-1=3 (h) %% +7=7

' 2,. 3Cuél es un valor de x para el cual el enunclado,

‘ \ \ v 2
. R R
. - es. clerto? : :
3, Un nﬁmero que nos interesard mds tarde es un valor de % para
el cual el enminciado “xz 2" es clerto.. A este nimero lo
__,wm“&wllamamgﬁ la rafz cuadrada de 2, y lo escribimos como ~Z.
T Més tarde verds que +Z es la coordenada de un punto en la
recta numérica. ¢Aproximadamente, ddnde estaria localizado
en la recta numérica° \

A o+




- ‘ 45“ \ 3"3 .
E 3-}§ Conjuntos de validez de enunciados abiertos .
Sea el dominio de la variable en el enunciado, S S

T

\ 3+x=~7 ; :
el conJunto de todos los nﬁmeros de ia aritmética.. Si'tpmamos un’
R valar particular para x, entonces el enunciado resultaﬂte seréd
) cierto 0 falso. Por eJemplo,

“~

) §E;535_£§1 s el\enuhciado . es A
" 1 B 3’+ 1=17 : - falso. . Y.
%‘ 0 3+ %m% 7 - falso L
o a S ‘ 3+‘2.'-=‘»? -~ falso
‘ ) 4 Y ! ‘ ‘f‘. 3 + )'“ = 7 ‘ ) . cierto *
- . 6 s e 3 i 6T " rolse -

» N .Q
De esta manera podemos considerar que el -enunciado "3 + x = 7" .

‘ae comporta como una gziba* separa,- .el dominio de la variable en
dos subconjuntos.” De igual modo que puedes separar en upa baraJa ‘f“%
. de naipes dos subconjuntos, el de negras ¥y el de rojas, asi, el \
dominio de la varlable se criba para construir dos subconjuntos,,
uno que contiene todos los nimeros que hacen el enunciado clerto .
'y otro Que contlene todos 1os numeros que Nacen el enunciado galso.
Vémos aqui que 4 pertenece al primer subconjqnﬁo mientras que.
0, 1, Ey 2 y 6 ‘pertenecen al segundo.

»

-

»

El conjunto de validez de un enunciado ablerto que comprende
una varlable es el conjunto de todaos aquellos\numeros del .dominio f‘\\
de 1a varlable que hacen cierto el enunciadohi A menos que Sé es- ?
pecifique otra cosa, qgntinuaremos suponiendo que el dominio de la. ‘
variable es el conjunto de todos los nimeros de la aritmética.

- (Recuerdsg que los mimeros de la aritmética cansisten enel 0 ¥y
. todos los némeros “que sean coordenadas de puntos a la derecha de

ﬂ-nL—en—la-reeta—nnmérica—%"———’

S Cbn;unto de problemas B—Ba )
+ 1. Decdde sl el nimero, que apgﬁfce después de cada’ enunpiado

~ablerto. pertenece al conJunto de validez del enunciado. .

D - -

(a) T+ xged?; 5 | L | L
(b)y+ﬁ1;5v‘ R .

-~

an




M)2x+1sﬂx+ﬂ,_\nﬁfM fyﬁ§“ IR

o) madaai o N T e e gy

(f) 3m a‘m + am, 5. . :; L " . o

\ (&) n2 o+ 20 #’n(n +2);53 SR L .
w2, Despuds de “cada Wno dé*los siguientes enunciados abiertos R
.1 - aparece un conjunto que ‘contiene todos los nimeros'del tons .
- ‘\Junto de’ validez del enunciado, N posiblemante otros.més.‘ B
B iHalla el conjunto de validez ¢n cada’ caso. ‘ ‘ °
. ) ta) 3(3: + 5) =’ 1‘7: {0,‘ 3‘,) 3: 1} ‘ \“ j i )
LT ) xzxe (ux - 3) = o,~{1, 2, 3, W, |
0 {e) x -~3x + B-= 0; [1, §, 3, Eﬂ B ;\‘ R o f
A AU L :

jw \fw (e‘) :}(X +° 1) = 3)(, {0, 1, 2‘} s, ' _‘_‘..‘ ‘ ‘;" - 1
3 i‘—%—‘ =3 (0, 2,0 " T S
RO RE RN P TR ST e e
() x+2=x2+ 7,‘{0 2, 3} R

L3 Eacribe un enuncia@o abierto cuyo conjunto de” validez.es pg a ‘;j
i ; elaconjunto ﬁblo. S ' \ o ‘

- N N N W N

AN R R - 5
"Muchas férmylas usadas en la clencia y, en el comercio: apare-
cen en, forma de enunclados abiertos que comprenden més de una

Yo variable. ‘Por eJemplo, la férmula . M - .
’ * ' ' '\‘ | ‘ chﬁh ey ' - k \“.‘.\: .

se usa para hallar el volumen de un cono. La variable  h repre—‘
senta el nimero de unidades de: la altura del cono, B> representa ; W
—L---a] mimero de unidades ,cuadradag ‘de la base; y V representa el
\ ‘nﬁmﬁro de unidades- cﬁbicas eh el volumen. Cuando en una férmula
\ - COomo ésta, se especifican valores para todas excepto ungfpe las \ 3
variables, el enunciadg abierto resultante comp;ende s61% una v
Y e variable. \Entonces el conjunto de validez de este ennnciado nos | “

' @ \ v h , “ N o
R . N . . b . N -
. N R .
’. . 8 . 3 . .
.
. . . . . . ..
) \*\ :~ X 5 b - ﬁ ER ‘ N ) v
ES - N . N N -
»
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-y medida’ﬁn grados Centigrados, es

da infunmacién‘acerca del nﬁmero repregentado por esta variablé
' Siguiendo con el eJemplou consideremos un cono particular con ;
66 pies cubicos de volumen y 33 pies cuadrados de area en su base,;‘

De esta informacidén determinemos que V es 66 ¥ B es. 33 V
gacrihimos el enunciadd abierto corresppndiente on una variable h,
S - .
L . = —(33)h.~ S : - ~ {l |
‘ R .con;)unto de validez de este’ Qnunciado es (6).  Ast hallamos -
que la-altura del cono es 6 piés - o . g :

.
1 . »

] , .. ~ Conjunto de problemas 3-3b
j: La férmula que se usa para pasar de una temperatura F, m.edida,~
. en gradoa.Fahrenheit ‘a 1a temperabura correspondiente c,

\)

* B C=gF-32). 0
.+ Halla.el valor de C ‘cuando Ebiﬁs lgual a 86.
2. La~f6rmula hsada para cdlcular el interés ‘simple es
L . \ B 1= prt, | | “
en la que 1 es el némero ge délares de interés, p es el nd-
. mero de, ddiares de capltal/ r es el tipo de interés y bt es
el nﬁmero de afios. Hal)d el valor de®'t cuando 1 es 120,
r es O. 04,,y p es” 1000. D o
3, Uha{fdrmﬁla usada en fisica para relaclonar la presién y el
volumen de una céntidad‘dada de un gas a temﬁeratura constantefﬂ

»

g

1

Ld

. ™ es . .
) ' /‘ pV::PV
en‘la que V es €l numero de unidades cublcas de volumen a P
unidades de presidn y v es el numero de‘unidadks cubic@s de
‘ volumen &. p ° unidades»de presion. Halla el valor de V cuando
v es ‘600, P es~ 7% y p.es 15, - \ "L

\\*4. La’ férmula para el area de un trapecio es

~ A:-.-E(B-}-b)h, .

A

\\en la que A ‘e8 el nimero de unldades cﬁﬁdradaé del éréa, B
-es el numero de unidades de una de las bases, b es el niémero
de unldades de la otra base, y h es el numero“de*unidades -de
la altura. Halla el velor de B cuando A es 20, b es 4,

a
A

T




‘,E<*‘ Recordemos que la grafica de un conjunto S de nﬁmeros es

: nﬁmeroa dew_ﬁ

R U N

S 34, Gréficas ge conjuntos de validez

RS N

& ‘

ei conjunto de puntos de la recta numérica correapondientes 8 loa,
1o esos m:m‘l"nq- ‘ ‘ ~

_;_[c el e

Asi, gréfica del. con;nnto de validez de un enunciado
abiertq q comprende uha variablé es.el conjunto de todos los
puntos d la recta nmérica a la derecha del Oy cuyas coorde- .

nadas’ 80 valorgs de la variable,para los cugles el enumclado .7
~ ablerto
. elados ablertos.

- olerto, Representémos las grificas de.algunos enunf;

'« Conjunto

: Enunciado . de validez - Gréfica’
@ x-z @ ey
(b) x££ 3 ‘c fodos 1los numeros — . N
. L " de la aritmética _1§ o2 3 4 s
: S .excepto el 3!
(¢) 3+ x= (7 + %) =4 .Todos 108 mimeros - ' P N o—
| \ : | de la aritmética - 42 % 48
Q) vy 1) =3y to, 2] T
o) T o I 2 3
(f) ex+1me(x+1) — ¢ - A I T
: - L - (La gréfica no con-: S

- tlene punto alguno)

3

. . . . . \
Notargs en (b) que lndicamos con marcas blen obscuraa 108 puntos

* .incluidos en la gréfica y con un circulo todo' punto no incluido en

la misma. Las lIineas obscuraa seﬁalan todos los puntos gue estén
cubiertos. La flecha al extremo derecho de la recta numérica en
«~ (b) v, (¢) indica que ‘todos los puntos hacla la derecha estdn en

la gréfica.

s " . Conjuntp de problemas 3-4 s
Define el conjunto de validez de cada enunciado abierto y repre-
séntalo graficamente: C ‘

x4 Tm10- 9B xyxAex

-

N

2. 2x =X+ 3 \ . b, x + 3 =3 +x .
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Cs @) =x L 0 8 sgmaer T

. 6. 3+ x A6 L%y AY
T 22X +3.8 o 10, X% = 2x . e
3-5. Eﬁunciados\qne contienen desigualdades . »‘~\ T i

Sk consideramos. dos ‘mimeros diferentes cualeaquiera,‘uno de
€1I08. serd menor qne el otro. gEs esto slempre cierto? Se nos '
\; sugiere, pues, otra forma, verbal que usaremos en enunc;aﬂos numé -*
‘t-ricos.\ Usamos el simbolo "<t para significar "es menor que" y .
M > " papg significar "es mayor .que”, ~ ‘ \ : C
. Para evitar® con&ysidn en el uso de eatos simboloa, debea re- -
cordar que en un enunciado clerto, tal como '
: 8% 12

Al

fo \también ‘\
12 > 8 ‘
la punta del aimbolo (el extremo peqneﬁo) aeﬁala hacla el méa pe-
quefio de los dos nimeros. \ \ '
Halla los dos puntos en la reota nqmérica que corresponden a
-8 ¥y a 12. ;Cudl de ellos queda a la 1zquienda? LCorrespondera
h siempre el menor de dos numeros al punto que queda a la lzqulerda?
Vérifica tu contestacilodn localizando en la recta numérica punteos
corresgondientes a varios pares de nﬁmeros, tales como g- Yy 2.2;

B y 5 . ‘ | : _ |
. De iguai'manera que " # " significa "no es 1gnal a", asi‘ "‘*\“ .
significa "no es ‘memr que'. ;qué aignirica "4 e ' K

ConJunto de problemas 2 5
LCuéles de los slgulentes enunclados son clertos? jCudles son
falsos? Usa la recta numérica como ayuda~para tomar una deeisién.

N A . KRN ’ ) /

e b+ 3<3 4% | 7o 5.2 - 3.9 < 46
c2 5(2+3)>5(2)+3 . 8. 2+ 13> 3.3 ‘ ‘
B ) v e 3t e
ok 5+0%5 - 10, 4+ (3+2) < (B4+3)+2
5. 2>2x0 - f”}r,‘\g.(aw)-:gm;.g«x »

6. 0.5+ 1.1=0.7+0.9 _ _12 5+ (%4_—%),((1;-1)2"\
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;; 3-6. Enunciadcs abiertos Que contienen deaigualdades B
T aCuél es el conjunto de validez del enunclado abierto ™~
L ~ Comazr A ~
o Podemos contestar eata pregunta de la aiguienpe manera' Sabemas\if
.2 que el conjunto de validez de \ : . |
h . X+2=4 o
es [2] Cuandoz x es un numero maydr que 2, x+ 2 serd un.
. ,nﬁmero mayor que 4.° Cuahdo x es un nimero mend?“que 2, xa+ 2
_serd un nﬁmero.menor que L, Asi todo nﬁmero mayor que 2 " hard -
el enunciado glerto y todos los demés nﬁmeros lo harén falso. Es'. '
decir, el conjunto de valldez del enunciado "X + 2> 4“ es el gon-
. Junto de todos los mimeros mayores que 2. :
La gxéfica de este conjunto de validez es el conJunto de. todos
. dos puntos de la recta numérica euyas coordenadas son mayQres que ~ ‘
2. . Este es el conjunto de todos los puntos que estén a la derecha
 ‘\de1 punto con coordenada 2%
R — % ¥ T s .

-

»

b

z

. * Como otro ejemplo éonéidera‘la grifica del conjunto de validez

de » : ~ \ . o ’\, \ :~ .
. ‘ T ‘ 1+ x < & ~ \ o,
Conjunto de validez .° T Gr4fica =
Todos los numeros de la arit- 0 . T o ? {
mética desde el O hasta el | —1; i é—‘fﬁ?—f §* 4
'3, incluyendo el O pero no .
\61 3. " .
Se acostumbra llamar igualdad a un enunciado simple que com-.
~’prende el simbolo " = ",y desigualdad a un enunciado que comprende
uno de los sfmbolos " < " § " > ", Una lgualdad que contenga varia-

bles se llama lgualdad condicional o ecuacidn, y una desigualdad :
'que contenga varlables se llama desigualdad condicional o inecuacidn.

X 3

-

ConJjunto de problemas 3.6 ‘ "
1. Determina en cada caso sl el conjunto de los puntos marcados
constituye la gréfica del conjunto de, valldez del enunciado .
~= ablerto. S1 no lo es, explica por qué.

: . + ——} ot ¥ +
(a)Z_+X=’* 0O 1 2 3 4 5 6 7
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(b)Y %% = 5. Yo R R
. SOy = . —— e S SR S — . -t
ERSAUASRTERE T T T NS 5 N
@) x5 g 2 3.4 85 6 71 "
L — @ LA — R
.(e) 2x>5 \ 0 2 3 4 5 6 71" 5o

\20 ’

Dibuja las graficas de 1os conﬂuntos de validez de 1os siguientes o

enunciados abiertos' L _ ~‘ e \f
(a) y=3 o ~”.(h).3+y>4 R
() x#f2 (1) Z+y<h |
C(e) x> 2 (1) mYS . o
(d) 3 +y=4 (k) m>3 7 . A
\19);3+Y7!2“6{ L e (1) ‘x(x+2) = 4x S

@ =5 T @) Fay

(g) 2x>5 ¢ ) 3a+2 3(a+2)

A continuacion aparecen algunas gréficas. En cada caso, halla
el enunciado abierto cuyo conjunto de validez esté representado
por la correapondiente gréfica.f S \

) TS S :
(b) At - . i
0O 1 2 3 ‘a4 -5 o
. R . }- i ' i \~ R
‘~ (\c)‘ . S 2 hé';~j—'5'?p - \ N
a ¢————?--#-!-r--t--hﬂr>_
@ & 2 3 4 5 °

N

SR sun s wan maruns-al R

5e

3

- 81 el dominio de la varliable en cada unoode los siguientes

enunciados ablertos es el conJunto ‘o, 1, 2, 3, 4 5}, halla
el conjunto de validez de cada uno v dibuja la grafica del

mismq, - o 2 R

(a) 4+x=7 _ C (@) x+3<6 S
(b) 4x+3=6 ., (e) 2‘5:+6=-2(x+3) .
(e) 2x> 5 bt

Si el dominlo de la variable en*cada uno de los enunclados
abiertos del problema 4 ‘es el gonjunto que consliste en O, 5
y todos los nimeros mayores que O Yy menores que 5, halla el
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‘ condunto de- walidez de cada uno y dibuja la.grafica del mismo.
- 5Cué1es de’ los congﬁntos de validez en"los problemas 4* y 5
\ son conduntoa finitos? \ » .

N » @ N o
+° - ~ . N . N s -~
N o e oL . * .

‘3~7. Ehunciados con més’ de uma clansula - \

\ Todos los enunoiados discutidos hasta ahora han sido sen-

;‘ ‘ cillos-—es ﬂecir, contenfan solamente una forma verbal. Consiﬁ‘\’

n ~deremos un ennnciado comp™ SRR o
' u+1=5y6+2=7

1

3 LY

.
)
© 8

N

De prmmera 1mpresién creerds que»hemos escrito dos ennnciados.ﬁ‘ 

EPerQ, 81 lees el enunclado de 1zquierda a derecha, verés que eg un
" enunciado’ compuesto en £l cual la conjunbidn ¥ enlaza dos cléusulas.

< _De manera que en la matemética, como en el lenguaje corriente, en- -

ST contramos enunciados declarativos que estén compuestos de enun-\
»~—-”ciados'§1mples. { o ~ .
o Recuerda que un enuneiado numérico es cierto 0 falso.; E17
enunciado compuesto, i

o . .»‘*.“\-g 4+1=5y6+2=7 :
iij N es 1ndudab1emente falso, debldo a que la palabraiy.quiere decir
: 3: "ambas" y en este caso la segunda de las cléuaulaa es falsa. El
&(: enunciado compuesto, o . ‘
oo 31»1+2yu+7>10‘"

. es cierto, debido a que ambas clausulas ,son enunciados clertos,
‘ -~ En general "un enunciado compuesto que 11eva la conjuncidn
. ¥ es clerto sl todas sua.cliﬁsulas\son enunciados clertos; de
~\@tro modo seré falso. o ‘

-

‘ . \ .
Conjunto de problemas 3—7a

'4Cudles de los sigulentes enunclados son clertos? ‘.
. 4=5-1 3y 5=3+2 S ' \

.‘»..L‘z. 5=T!% y 6<3-x9\ \ i .. R4

. 3~* 3>3 + 2 ¥y o447 < 11

.- \\4. 3+2>9X 3-;y‘itg;g-#'5“ ; \ *H‘\“~
5. 324—9.1&7(1‘263}%*-—2-. N
6. 3.25+o.3716 25
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) ~_Qénsidera abbra el enunciado, § ; .
o u+1‘566+2=7. >

‘Estg.es otro tipo de. enunciado compuesto en el que la conjuncidn es
’ 3&¥ Aqui debemos ser muy cuidadosos. 'Posiblemente, los enunciados .
_*__linguisticosﬂpueden»ayudarnos a esclarecer la situacidn. 81 deei-
‘ mos, "Los Yankees o los Indios ganarsdn el banderin", queremos decir\
- que solamente uno -de los dos ganars; ciertamente, los dos .no pueden
\ganér.\ Péro cuando det¢imos, "Ml paquete o el tuyo llegard dentro
dg una semana ‘s cabe la posibilidad de que lleguen ambos paquetes.
90n esto queremos decir que uno o méas de los paquetes llesaré lo
Voogque 1ncluye la posibilidad de que 11eguen ambos.  Esta segunda
interpretacién de la‘conguncién oM resulta més apropiada para
nuestro - dbajo en matemdtica. - . * .
Por\ (o} tanto, acondamos que un enunciado compuesto que lleva
la conJuncidn [ es ‘clerto si una o més de sus cldusulas son enun-
‘ .clados . clertos; de otro modo serd falso. ‘
Clasificamos a .
4+1=566+2=7
como un enunciado compuesto clerto porque su primers cldusula es
* un\enunciado clerto; clasificamos también a ‘ ‘
N — 5<4+3 4 2+19(11- -
como nunciado‘compuestgwcierto,\porque una o mis de sus clgu-
sulas son clertas (en este caso, ambas son clertas). '
gES.el‘siguiente enunclado falso?
3F2+1 & 2> 4+ 1
¢Por qué? R ‘ ‘
Conjunto de problemas 3-Tb
;Cudles de los sigulentes enuncladds son ciertos?
M. 3=5-1 6 5=3+2 " |

h 4 N )

L id

\2.‘7\-‘—-121'19%‘6 2=—1?l-% . NN
B, b>34+2 6 6 <3+ '

hoze39x3 oy kx3A6 o
5. 6.5 + 2.3 # 8. 8 & %{‘ %% . s \

L3

 6.5+4<96%-% ' -

-
3
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\3?8; Gréficas de conJuntos de validez de enunciados abiertos

k]

“por " < "o

v

]

cogg;gstos - S .

Hasta ahora, sélo hemos consideradu*grafieas de enunciados
simples. Las graficas de un enminclado ablerto c0mpuesto requieren
un tratamlento especlal, Consideremos el enynclado abierto,

o x> 2 & x= 2. : s
Lgﬁicléusulas deﬁeste enunciado ¥y las gréfieas correspondientes de

»

"sus conjuntos de -validez son las siguientes- S o

. . N
r . -
: ‘ . . N : L EN g .

hﬁ-(ﬂ

o0 1 2 4
X = 2 . ;f‘* -
\ 0 2 4

. . e { LR . (‘

»

*Si un nﬁmero pertenece al conjunto de validez del enunciado
"x > 2" o al conjunto de valldez ¢ del enunciado "x = ", entonces
pertenece al conJunto de validez del enunciado compuesto "x > 2
d x = 2", ‘Pq;‘lo,tanto, todo mimero mayor .que o Igual a 2 -
pertenece al conjunto de ‘validez. Por*otra‘parté,‘cualquier

" nimero menor que Zghace falsas ambas cldusulas del enuncliadp

compuesto ¥ por tanto no‘pertenece al conJunto de validez. La
gréfica del conjugxo de validez sera, pues; ’ ot

x> 2 ’G X =2 -*———+—~f¢-gén--n1-¥
‘Abréviamo el enunciado "x >'2 8 x = 2":asi: "x > 2"‘
Este se lee, "x es mayer que o igual a 2" LQué queremos decir

Hagamos una exposieidn precisa del principio comprendido. jf

La gréfica del conjunto de validez de un enuncilado compuesto

que 11eva “1a CQnJuncién Q consliste en el conjunto ‘de_todos los .
puntos pertenecientes @ cualquiera de las grafieas de las dos
cldusulas del enunciddo, . .

.- Finalmente, conslderemos: el problema de construir la griafica
de un enunciado abierto tal como
x>2 y x= #
De nuevo, empezamos epn las dos clénsulas ¥y las gfﬁﬁdcas de sus
conjuntos de valrdez.

IS
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1 . s . . N
‘ . 55 : 3-8
N | . - )
- x> 2 . 0 1 3 2 5 ,\' . .
\\,\ ‘\.x< 4 o “-"'"—"'_'——‘?“—*"\0; N2 3 4 5 . & .
De aqui se desprende (usando un argumentb parecido»al anterior),§mﬂ;“§
que la grafica del conjurto de\yalidez del eéufsiado.compuesto es

x> 2 ¥y x< 4 e Q——————— *
\ . o 1 2 3 *4 -5 7 ‘ ‘
A veces escribimos 'x > 2 y\ x < 4" en la forma’ "2 < x= #“
VEmos que la graflca del conjunto de validez de un enunciado\\
com@uesto que lleva la conjuncién g.consiste en todos los puntos
comunes a las gréficas de 1os conjuntos de valldez de las dos
\‘cléuaulas del enunciada. | ‘ ‘.e -
Hemos necesitado muchas palabras, escogidas culdadosamente,

. para describir las dlvérsas relaciones entre enunciados, conjuntos
» T de validez y graficas.I Hasta ahoray consistentemente ‘hemos hecho
referencia a la grifica del conjunto de‘gggidez de un enunciado

abierto; en el futuro, - usaremos en cambilo la frase abreviada '
. gpafica de un enunciado. Esta sera wuna descripcidn més sencilla

N no habri confusién\si retordamos su verdadero significado.

También ‘para abreviar, convendrd hablar del punto '3 & del’

“punto ? cuando nos referimos al punto cuya. coordenada es 3 6

al punto cuya coordenada es Ea Sabemos que puntos y nmimeros son
entidades distintas, pero también hay una correspondgpcia definida
entre ellos en la recta\numerica.‘ Cuando haya algpﬂa posibilidad
de confusidn, nos acordaremos de usar las descripciones completas,

-

A}

1

. Conjunto de problemas 3-8 - N
Construye las graricas de los sigulentes enunciados abiertos

1. §i= 2 6 x=3.

2, x=2 y x=3 .

D Xi‘?5 é X=5

4, ;x‘> 2 y x < %} v

5e x>\5 Yy x=5

6. =4 y x 2 =5 * .

Te J{+\.‘1=4 d x+3=5

8, x>3 6 x=23 -4 " ! . f\
9. X*j.\é X =3 . -

R ] . N »
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‘elerto si ambas cldusulas son ciertasa de otro modo serd falso.

- . N . ) R .

claaifieado como clerto o falso, pero no como ambas e
ablecimoa también un conJunto de aimbolos para indicar X -
entre mtheros: - ~
quiere decir\"es" o "es igual a"

" # ¥ quiere deqir "no es" o "no.es igual a"
".< " quiere decir "es menor que" ‘
" > " qulere. decir "es mayor que" ‘ S

<" qniere,ﬁecir‘ es menor que o dgual a“ o f ‘ :_‘ oo
\"~>‘” quiere  decir "es mayor que o 1gual a" " ¥ : . LR

in
v+ Hemos estudlado enunciados compuestos Que, tienen dos cléusulas.

- si las clausulas estén unidas por: la palabra’ o, el emuncilado serd .
icderto sl al menos- una de ellas es cierta, de otro modo ‘serd falso.., # t;

Si las cléueulas estén upidas por la alabraiz, el enunciado serd -

'Un enunciado ablerto s un enunciado .que contiene una o mgs - ¥

. varliables. . .

- enunclados abiertoa 'y represéntalo graficamente. A continuacidn

El congunto de validez de un enunciado abierto que contlene
una variable es el conjunto de todos 1los nﬁmeros que hacen que el
enunciado sea clertoi El enunclado ablerto actua como una criba

\para separa? el domlnlo e una ‘variable en dos subconjuntos’ un ¢

aubqpnjunto de nimeros qgue hacen gue el enunciado sea clerto y
un subconjunto de mimeros que hacen que el enunclade sea falso, °
La gréfica de un enunciado es la gréfica del conjunto de

validez del enunciado. . \ a

‘.‘ }, Conjunto de problemas 3-9
" Determlina el conjunto de valldez de cada uno de los siguientes

' itienes algunos ejemplos de cdmo podrias expresar los conJuntos de

N

validez.

-
e
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\ Eﬁnnciadosabiérto f~ConJunto de validez S Ce o .
..+ x*+3=5 (2} . ‘ . _— :
e 2x £ x + 3 EL conjunto de todos los nﬁmeros de la arit-
N ‘ ‘ © métlca excepto. el 3. \\hwuwwum:iﬁ
- * % +.1 <5 El conjunto de todos ‘los pﬁmeros de la arit— ‘ f*g
R "~ .. méblca menores que ‘hk?f o
2x > 9° El conJunto de némeros qne“consiste en 45
| “= 7y todos los nimeros mayores que. \
ot z+ 8=k oo mBeaz
» 2. 24vV<15 C T 1z, (3x)% =36 v
o3 2x=3 13, 9+t <12 6 5+1;!6 .
b 6> 143, 7y 5+t=4 14.‘5x+'3<19
5 6>1+3 8 2 6= 15. (x-’l)
. 16, xP = x- v B . 16. 3x = (8 + x) -2
5~.17.,x+2=3 § x+4=6 . x2 - 3x 4250
8.‘-2->3 Co 18, t+6<7yt+6>7
9. 't+4=5 6 t + 5 %’5 19, 3(x +~2) =3x+6 \ * 1
" 10, 3a..7!a+5 20, t+27.’3'y8+2<5 )
S o . Wy - ML E— ~ .
‘ - P NS

310, Elemento ldgntidad . | : RN S
Considera los conjuntos de valldez de loa enunciados abiertoa,

5+ x=5 -

3+y=3 *

24 + 8 = 2% :

. > :
LTe parece que. el conjunto de validez de cada uno de eatos
f*enunciados es {O}? sPara qué mimero n serd cilerto que i
o n+o0-= .
Aqui tenemos una propledad 1nteresantebgue llamaremos la pro-
- pledad aditiva del cero, Podemos expresarlq en palabras asi: "La
 puma de cualquier nimero y cero es el nimero mismo", o
| En el lenguaje algebralco podemos expresar esta propiedad de
la manera siguiente~ ‘ ~ "
‘Para todo nimero a, .
' a+0=

Al cero lo llamamos frecuentemente el elemento identidad o
AN .

-

7

-

LY N »
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| » xﬂ\ > . . -t o - ‘ ' o \{
e nautral p la suma ya que al sumarlo a cualquier nﬁmero obtene- . \ﬁ

: ' MOS como resultado idénticamente el mismo nimero,
. v . (Existe un elemento identidad para 1a multiplicacidn? Consi-\ o
*““ﬂdera 103 connuntos de vﬁlidez de“los siguientes enunciadoa abiertos.‘ o

L 4

. . - e 3x =3
! §§ S v i 2~\ 2
\ . . F=3 ]
\ \;~7= Ty \’ \'
n(5) = 5. .

: Seguramente encontraste que el conjunto de sglidez de cada .
uno 'de estos enunclados es [1} | - 7 -
‘ " Ast, ‘ R - |
. ‘n{1) =n " o Q

Areéta4“
uno, - 3Cémo.

\;~~Qprece ser un enuhciado clerto para todos los nﬁmero
‘ propiedad la llamaremca la propledad multiplicativa a

\;rpodrias expresarla. en palabras? - - 1\\'[;\§ .
. En el lenguaje algebraico ‘podemos expresarla de la anlra}
siguiente:. - ‘ \ e o R NS
Para todo mimero a, : \ - ‘ '
. ~ o . cal1l) = a. - S
Podemos ver.que el elemento 1dentidad para la multiplica*ién o
“es el 1. ' . G R

El cero posee otra propiedad que se ‘hard evidente si con-
teétas las sig ientes preguntas.

* 1, 3Cufl es ‘el resultado de multiplicar cualquier nﬁmere de

. la aritmética por 0% - . \ o .
2. S1 el producto de doa nﬁmeros es O, y uno de ellos- es 0,
4qué puedes decir acerca del otro? - . .

A esta propiedad que se ha hecho evidente. la llamamoa la ’
- propiedad multiplicativa del cero y la podemos e sar de la
' manera sigulente:
\‘Parﬁ todo nimerlo- g,

. a(0) =0,
Egtas propledades del cero y del uno son muy ﬁtiles. Por
ejemplo, usamos la propledad multiplicativa del uno en la arit-
mética cuando trabajamos con nimeros raclonales. Suponte qQue.
;deaeamos hallar un numeral para 2- que 8ea una frac013 con .18

. *
M}

\‘ N
Y . 9 J
2 N N




cono denom:l.nador.\. Entre tddos los nom‘orea del 1, talas como f,
g- -g, ‘+es, @BCOREMOS “%" porque 3 es el numero que al nml‘bipli-—
;;;;;:.2“..oqrae por 6 da 18, Ehtonces *!:endremos T \ T

Suporite que ahora queremos sumar g- % Para hacerlo convendria

hallar otros nombres para % % nombres que_ sean frac(eianes -eon

el m:‘l.smo denominadoz::. e,Qué denominador de’bemos escoger‘? ‘ 'I'endré .

_que ser un mﬁltiplo"*’de 6 y de. 9, pero no podré. ser O, Asi, ‘

36, 6 18 S 54, & muchos. otros, son posiblexi/aeleccionea. Para |

v mayor aencillez escogemos el m&s pequefio, 18.° (A éste le 11amamc:s
el minimo comin muiltiplo de 6 y 9. ) Ahora, para sumar % %

ya sa.bemos que

| ‘ | ’ 18 ‘ . \ .
o Ehjbom‘:esh . 14 . . s | : 1;2»:

~ | ' | | 3 +5 T\
Ejemplo, Halla un nombre corriente para 3—3— - l R

»

~

- Anglogamente,

s+ 5 5 : T L
. 27 -2 ‘%‘%‘ (3Por qué usemos »%}—?)
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la propliedad dls-.
tributiva)

=11&+10 L e

*

. ‘ onjunta -de problemas } 10" 0 i'.
N En los rroblemas gel 1 al 10, ilustra cémo usas 1as pro-'

_ pledades del O ¥ ‘del 1 para eficontrar un nombre corriente para o

EUIES

cada uno - de los siguientes- - o ‘ .-

. A - \\ B \,\' ) R N X N .
. +%. ; S . \ ) ‘ \
. ° -

NS
. N . T o
.8 N . N AT s .
. N N R N NI
N Lo [NRUICEEN . - LA N
> N % k)
N N . N N T AN
. . . U

N ﬁ oL ~\‘\.\: \_‘ o - . ‘ i ‘ ) \\\;:
m 2 \)\\‘ o R \ v . . t \§

. \~% . ;
ff:’*\f\%ﬁ+}2-\. o |
: . \)J_.\ ‘ 5 . '

5. 27 +. ((15-— + ‘23-) - 18) | .

... (‘37*03)“9
7 153<J§+W. R

)
}.

-

8. . (3 3(2> +17 o T
"9, (6.7 6)(46)(36) (7 - 312)) SR
0. (2L 5)(3)(5280) -

l\

—-A11, (a) 81 Babes que el producto de dos nimeros es O y que uno
‘ de 103 numeros>es 3,\6qué puedes decir acerca del otro

i
. . R
. “
RN N
SN .
N AR Y -
A v ) AR \ .
*»
> Y +
) ALY
> - ‘\‘ « »
N . »
@ ) N Dadih o A
: F'Y ¢ . A T e ° -
) A" N a N
* . . - » N
. N \Lf . \
Y » w’ - ‘ s
- » a
N 1,
' v ? . \'\

. . e (Observa el ugo def.fi
R ;(21)
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J‘ﬁ o nﬁmero? = _‘\ T T
“ ‘Si el producto ﬂe dos ndimeros es 6 aqué\puedesidecir\f*
\\acerca de por.lojmenoa uno de ellos° .
»(c) ;Permite. la propiedad multiplicatiVa ‘del 0 contestar

R stas.preguntas° ;Qué otra propiedad del 0 . esté im-

 "\ . "mifcita agui? . o -
ﬂf 3“1f. Clausura = * \ - : o S \é\*‘

Y

Hasta ahora en nuestro trabajo, hemos cpmbinado frecuentemente
, dos mimeros, mediante la suma o la multiplinacién, para obtener otro
nﬁmero.~ Basandonos £n nuestra experiehsia anterior, nunca hemos

. tenido duda de ‘gue‘el resiltado slempre es un Tmero, Sin embargo, -

; * hay algunas tribus primitivas que sélo shben contar hasta tres.

S8 Suponte que trataras de ensefigr a tales persdhas a sumar——gqué les

*  dirfas al 11egar a sumas como "2 +7°2" ¥ “2‘+ e Obviamente, ten~\‘
.drfas que amplidr su conjunto de mimeros de manera que la sumaade\ ‘
*dos mimeros cualesquiena fuera un nﬁmer ‘del conjunto. AN

. El conjunto de los mimeros de 1a ard 1ca tiene esta propie;;‘

‘t& dad; es décir, la suma de dos cualesqulera de estos. mimeros es stem- -
pre un mimero del conjunto. Cuando se ‘efedtda una clerta operacidh ‘

. .con los elementos <de un subconjunto ‘dado de los, nﬁmeroa della arit- C
mética Yy obtenemos siempre como | resultado ‘un numero de este supcon— o
Junto, decimos que el subcoggpnto es . cenrads respecto de Ia oEera~ )
g;gg‘ Por lo tanto, decimos que el conjunto de los numeros de 1a .
aritmética es cerrado respecto de la Buma.N Bef también, este con- .-
Junto es cerrado respecto de la multiplicacién ya que el producto '

" de dos numeros cualesquiera es siempre un nNumero. Expreaamoa estas

.- propiedades en lenguaje. algebralco como sigue: ‘ )
i Propledad de clausura de la suma: Para todo mimero a y todo
, 1{Eﬁmero b, a + b es un nimero. . ' - ®
3 + _ Propledad de clausura de la multiplicacién- ‘Para todo mimero
.8y todo niimero b ab’ es un nﬁmero. S ﬂL ‘

) e . ) N -

N .
* »
N N ) N
" N » .
" N
. . » . .
» . N ) ’
N - Lo v N N *
. . . . . PR >
. . ~ -
r - ‘ - ¢ ) \ :
~ . . . NI - ) B »
Arui et provd c . A N .
y . N R » . N
N N . * N . h



. e

~

3“12 ) ‘ ‘ . ) k\ ' . e-62-

Y : - N -

3-12. Propiedades asociativa X.conmutativa de la suma x_de 1a ‘

-

N N\

Bl

»..° "En el capitulo 2 discutimos varios modelos _bara construir
enunciados ciértoa acerca de niémeros ¥ 'vimos que esos modelos
estaban estrechamente relacionados con muchas de las técnicas de

" la aritmética. gCuéles eran” algunos de estos modelos9 Por ejem- :

pio, encontramos enunciados ciertos tales como -
\ o (7+8)+3=17+(8+3) ;
Yy ‘ ) \ N
‘ (1.2 + 1.8) +'2.6 = 1.2 + (1.8 +.2,6). - .
De estos eJemplos derlivamos*una 1ey para enunciados clertos que
expresamos en’ palabras como sigue: Si aﬁades un segundo mimero a °
un primer ‘nimero, y después un tercer numero a esa suma, el re-
sultado es el.mismo q&e sl sumas el segundo nimero y el tercero,
. ¥ luego aflades Su suma al primer nﬁmero. ;Como se llamaba easta
_.propiedad? : D
. v | lenguaje algebraice con el que nos hemos estado familiari-
.- Zando nos permite presentar, al igudl que en el caso de las pro~'
~ pledades del 1 y del O que acabamos de estudlar, un enunciado
relativo a la propiedad anterior en este- 1enguaje.. Tenemos que
ocuparnos de tres nimeros (no necesariamente distintos) a la vez.;*
‘Llamemos "a" al primero de ellos, "v" al segundo y "¢" al tercero,
\ \"Aﬁadir un segundo numero a un primer numero“ se representard por
"a + b"; aﬁadir un “tercer mimero a esa suma" se representard por'~
“(a + b) + ¢", (gPor qué Intercalamos los paréntesis?) Escribe
"la ‘segunda parte de. nuestro enunciado verbal en el lenguaje del
N algebra. Las palabras "el resultado es el mismo" nos dicen ahora
.Qque tenemos dos nombres para el mismo nimero. Entonces nuestro
enunciado resulta ser . T
; . ; (a + b) +c=a+ (b+ c)
6Para,qué;numeros ‘es crerto este .enunciade? Anteriormente habfamos
llegadoﬁa la.conclusidn de que es clerto para odps los numeros.
“Por lo, tanto, finalmente escribimos- .

o‘

. (awb)+c=a+ (b we)o .- e
Otros " enunciados ciertos eran de la forma»
a R ' N -

A a

- . G —

multiplicacién =~ = . - \ S

Para todo mimero a, para todo mimero b, para todo nimero -c,

N "i
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- . >3+5=5+ 3.

‘Llamamos propiedad conmutativa de 1a suma a la propiedad que nos

diee que todos 1os enunciados que slguen esta ley son ciertos. La
expresamos en palabpas asi: Si- dos nﬁmeroa se suman en 6rdenes S

i\diatintos, los resultados son_1los mlsmos. Dicho en lenguaje’ alge-\'\
braico: \ "

Para todo nﬁmero a y todo nﬁmero b,
' a+b= b+a. ‘ ‘ - * "'\i.‘

0 ¢Cémo expresarias la propledad asociativa de la multiplicacidn

en lenguaje algebraico° ) ‘
;Qué propiedad estd expresada por la siguiente aseveracidn?
Para todo nﬁmero a ¥y todo mimerd b, 't;?\ ;

. ‘ - ab = ba.
i\‘: Esfpas proPiedades de las operaciones nos permiten escribir
frases abliertas en "otras formas'. Por ejeqplo, la frase ablerta

3d(d) puede escribirse como 3(d . d), esto es, 3d si aplicamos
la propiedad asoclativa de la multiplicacidn. De mddo que, dos
V"formas" de una frase ablerta son dos numerales para el mismo nimero.

‘ Entre las propiedades que acabamos de conslderar estédn las de -
conmutatividad de la suma y de la multiplicacidn, ;Por qué. nos
Interesa tanto saber si son conmutativas operaciones binarias tales
como la suma y la mul%;plicacion” :No son conmutativas todas'las
operaciones de la aritmética? Intentemos averiguarlo con la dlvi-
sidén,” por ejemplo. Recuerda que a

y 6 +3 ! -«
significa “6 dividido por 3“. Examina ahora si
- 6+3=3+6 \

es un enunclado cierto. Esta es evidencila suficiente para mostrar
que la divisidn no es una operacién conmutativa. (Incidentalmente,
podrias hallar alguna a ¥y alguna D de manera que* a + b =b + a?)
6Es.asociativa la operacidn de divisién? o “
Otro ejemplo muy interesante en el caso de los numeros naturales
es el sigulente: Sea 2 ** 3 definldo como (2)(2)(2) y 3 **2
.como (3)(3);\ En general, a ** b significari que a se ha tomado
b “eces como factor. ;Es clerto el sigulerite enunclado: .

N

LMy
iy
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5**2.:2**59 ' /
aiiegas a 1a conclusidn de gque esta operacidn binania con los nﬁ- ~
"meros naturales es conmutatlva? 5Es asoclativa? .
P Tal vez objetaras que este “segundo ejemplo es artificial.
. ‘"Por el contrario, la operacidn ***  definida arriba se emplea
fgrea nte en el lenguaje de’ algunas Qomputadoras digitales. Verés,
up@ méquina traraja mejor si se le dan‘todas las instrucciones en
na sola 1inea,\y por esto se ided una notacidn "lineal" para esta
\operacidp‘ ‘Pero .debes ver que para la miquina el ordeﬁ de los
ndmeros en esta operacién es muy slgnificativo. ¢Hay alguna .,
restriceidn en cuanto al tipo de mimeros’ con los cuales podemos
efectuar la operacién *#0 .o \

e ’ConJunto de problemas 3 12
1. Si x, ¥y son nﬁmeros de la aritmética, la propledad de clau-
sura nos asegpra aQuge 3xy, 2x, ¥y por lo tanto, (3xy)(2x) son
ndmeros de la aritmética. Entonces, las prqpiedades asocla-
tiva y conmutativa de-la multiplicacidn nos permiten escribir

esta’ﬁltima expresidn en otra forma: ~ :
LW - G-ty

Como el ejemplo anterior, expresa en otra forma los siguientgs
productns indlcados: ~ \

(2) (em)(ma) (@) (gab)(6c) .
v (@) (5)(3a) | () (10a)(100) . .
(¢) n(2n)(3m) ~ (£) (3x)(12)

"2: Sl x, ¥y éon‘nﬁmeros\de"la aritmética, entonces la propiedéd
de clausura‘nqs permlte conslderar 5' 1232y. como un numeral> -
que representa un solo nﬁmeroi Las propiedades,sonmutativa v,
asoclativa de la multiplicacldn nog permiten escribir otros
numerales para el mismo nidmero. Q#xy)(3x), (2x)(6xy) ¥
(12x2y)(1)‘ gon algunas de las wmuchas formas en que podemos +*
escriblr 12x2y como productos indicados. ‘Anélogamente,
escribe tres posibles productos indxpados para cada uno de

Jos slgulentes: w
(a) 8ab® ‘ (b) Txy?
» N ‘ ?3 i , - "u
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&

(o) tema 0 (e) 6dawe?

. 5 *

{e) (a + 2y)

(f) 2¢c 46 =

‘Mg o b" como "a operacidn b". Como el simbolo que utilizarea

(@) =2 y* - (£) 2e
" 4Cudles de los siguientebtenuhciadoé son clertos para todo valor -
de la varigble?, Explica cudles de las propledades te ayudaron -

en cada caso, o . L
(a) m(2 +5) = (2 + 5)m -
(B, (m+ 1)2= (2 + 1)m N _ \
+Db=(a+Dd) +2y S o .
(@) 3x+y=y+3x ‘
+
6

(e) (2a +¢c) + a="2a(c + d)
+ 2

(g)  .5b(200) = 200(.5Db)

(h) (2uv)z = 2u(vz)

) G+P+3-F+G+P .
(J) 3 +y=x+3y ‘

Sea el conjunto A = (o, 1]&

(a) sEs A cérrado respecto de la suma? L

(b) :Es A cerrado respecto de la multiplicacidn?

(a)' :Es el conjunto S ‘de ,bodos los miltiplos de 6 cerrado .
respecto de la spma? \ ‘ o

(b) JE8 el conjunto S cerrado respecto de la‘multiplicadidn?

Definamos‘algunas operaclones binarlgs distintas a las’ de la

suma y la multiplicacién. Usaremos el simbolo ﬁ‘.\" v leeremos

mos tendra varlos significados, es imprescindible definirlo .
‘cada vez que lo usemos. FON ejemplo, para foda a y toda D,

si a-° b significa 2a + b, entonces 3 5=2(3) +5;
gl a b slgnifica §—%—23 éntonces § °o 5= EL%;53

a° b significa. (a - a)b, entonces 3 s 5= (3 - 3)5
si a b algnifica a + %b, entonces 3 °5 73 + (%)(5)3- .

”r .
81 ao° b significa (a % 1)(b + 1), entonces 3 ° H =

3+ )5 ).
“Para cada una de la interpretaciones expuestas arriba, escriﬁb

un numeral que reprédente cada uno d@ los sigulentes:




T

-66-
“(a) 26 .. (e) 62
(8) > 6 (@) (3 ¢.2) o 4
;gSon conmutativas'bperaciones blnarlas con mimeros tales como

];\s en el problema 62 En otras palabras, ies

‘algunos casos. Por_éjemp@o, 31 a° b significa 28"+ b,

- Pero "2(3) + 4 = 2(4) + 3" es un enunciado falso. Por lo tanto

ifmcs que
Y 3 . 2(3) + 4
& b o 3= 2(4) + 3.

conclulmos que la operacidn aqui indicada por el simbolo " ° "

ho es conmutativa. - Determina en cada uno de los siguientes sl

\la operacién descrita es o0 no conmutativa~

(a)\ Para toda a y toda b, a° b= a + b

- (b) .Para toda' a y toda ‘b,"a o« b= (a - a)b

LAY . 1

(e¢) Para toda a Yy toda b, a °<b = a + 3b

(a + 1) (b + 1)

]

(a) . Para toda a y toda b, a o b

\ s Puedes: conclulr gue son canmutativas las operacliones binarilas

.~ en todo caso? . .
\\ \*8.

» -~

;Es la operacidén " o " asociativa 'en cada uno de los casos

anteriores? Por ejemplo, 8l para toda & y toda b, a o b =

2a + Db, ;es {4 ¢ 2) o 5=40 (2 » 5) un enunciado cilerto?

3-13

(4 o2)co5=22(4)+2 +5
2(10) + 5

n-

mientras que =
. he(205)=2(4) + 2(2) +5
\ =8+ 9

i

v
Como el enunciado 2(10) + 5= 8 + 9 es falso, conclulmos

que esta operacién no es asociativa. Determina sl las opera-
cllones. descritas en el problema 7(a) - (d): son asociativas.

Al

v

. Qgiprbpiedad distributiva '
Lo gue estudiamos acerca de los mimeros en el capitulo 2 nos

-

75 .

3lerto que para toda a y toda Db, ac b =Db o a?. Examinemos"

wigg
M

i

K ;'ﬂ;,
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ha mostrado Narias verslones de la propiedad distributiva. ‘Asi,
15(7 + 3) = 15(7) + 15(3)

v o : ¥
e o (--)12 + (-¢)12 (3'+Ir)‘2

< w,

son dos enunciados ciertos cada uno de los. cuales sigue una de 1as ‘
leyes que hemos estudiado. Hemos visto la importancia de esta pro-
piedad para relacionar sumas 1ndicadas VA productos indicados. Pode-
mos expresar ahora la propiedad distributiva ‘en 1enguaje algebraico-
Para todo nimero a, todo némers Dby todo nimero ‘c,
R \ a(d + c) = ab + ac.. ‘ .
aEsté esto de acuerdo con lo que expresamos ‘en palabras en el capi-

~ tulo 2? Como hemos establecido Que "a(b + ¢y "ab + ac" son
; numerales para el mismo numéro? podemos 1gua1mente escribir

‘Para todo nﬁmero a," todo nimero 'S 'y todo nimero- ¢,
: ab + ac' = a(b + ¢).
Pddemos‘también aplicar la'propiedad cenmutat;va de la mﬁltie
plicacidén para escribir: Co ‘ \
Para todo mimero 'a, todo mimero b y todo numero e,
(b + c)a ba +ca

¥y t&Mbién. ‘
Para todo nﬁmero ‘a, kodo mimero b Yy todo mimero ¢,
-l ’ © Pa Tea-= (b + ¢)a.

aCual de estas leyes sigue el primero de "los eJemplos anteriores°
5e1 segundo ? ‘ ‘

‘ Cualqulera de los cuatro enunciados anteriores descrilbe la
propiedad distributiva. Todas estas formas son utiles en el es-
" tudlo del 4lgebra. L

. Ejemplo 1. Escribe el productg~indicado, x(y + 3), como una suma

indicada.
o» x(y + 3) = xy + x(3) por la propiedad distributiva
S | = Xy + 3X : :
Ejemplo 2. Escribe> 5x + 5y :como un producto indicado: \
) " B5x+ 5y = 5(x +y) por la propledad distributiva
Ejemplo 3. Escribe en una forma mds sencilla la frase 7bierta, .
38 + Sa. : o : . . \ \

{;\.\\.(
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ja + 58 = (3 + 5)a ﬁor la ppbpigdadfdi§§ributiva

) = 8a . " B \ M o ”ﬁ -
1 910 4, Escribe en una forma més sencilla la frase abierta,
LT o2 3y + bx + 6y. .- IR
- ax + 3y + 4x + 6y = (2% + 4x) + (3y F Gy) ““““““““
- 1§ : N por las propiedades aso- .

e

. . 2
-4
%

-

5

;\(b) %x-}-%x - | s . \ | _  N

v (c) 3a+3b +3a

(&) 2a +%b‘+ 5

clativa y gonmutativa de

T ~ lajsuma

= (2 + ?)x + (3 + 6)y

por la propiedad dlstri-
butiva . .

e ‘"==6x4~9y |
. ongunto de problemas 3-13a g\

NEE IR

Escribe los aiguientes productos. indicados como sumas 1ndicadas.f‘f

(a). 6(x + &) e (e x)x

) Be3a T (e) 6(8)+ 5)

(e) =x(x+2) () (2% b)o |
Escribe laﬁ siguientes sumas 1ndicadas como productoa indieadosm

(a) 3x +3y : o R | .
(e) x + bx = Sugerencia:..x = (1)x \
@ gy L
(e)l¢ 2a + a\2 Sugerencia: 3Cémo se de;‘ine\ ‘aa‘? N ] N

(£) XX +xy o S o ‘
Utiliza las propiedades-asociativa, conmutativa Yy distributiva
para escribir, en la forma lo més sencilla posible, las slgulen-
tes frases ablertas: - \ S SN

(a) thx'+3x T

(@) 7x + 13y + 2x "+ 3y \ o :
{e) Ix + 2y-+ 2\+ > o \
(£) L3x+ 3.7y %+ 6.2 + 7.7x "
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La propiedad distributiva expuesta en el ehunciado.
Para todo mimero a,, todo mimero b, ¥ todo nﬁmero ¢,

a(b + ¢) = ab + ac

_ conclerne a los tres ndmeros a, b y c. Sin embargo, la ;¥Sﬂie-\

 dad Qe clausura nos permite aplicar 1a.propiedad distributiva en
‘\.muchos casos en que una frase abierta contlene aparentemente més \
de tres numerales. Por ejemplo, auponte que queresz expresar el
© producto indicado ' 2r(s + t) como una suma. La frase ablerta con-
" tlene los cuatro numerales 2, r, s ¥ t. No obstante, la propie-
' dad de clausura nos permite conslderar a 2r - como_el nombre de un
" s0lo mimero, de modo que podemos pensar en términos de tres nume-
rales, 2r, 8 y t. Asi: ‘ o
. - 2r(s + t) = (2r)(s + t)
| _ ’ = (2x)s + (Zr)t
\ - ‘ = 2rs + 2rt
. ﬁ Jemglo 1. Escribe 3u(v + 3z) como una suma indicada.
-La propledad de clausura nos permite considerar a cada uno de los

/—’

- términos 3u, v, y 32 como el nombre de un nimero, Entonces, por

*

la propiledad distributiva : - a .
~ - 3u(v + 3z) = (Bu)v + (3u)(32) \

= %uv + 9uz por las‘prépledades con-
“mutativa y asoclatlva de
la multiplicacién

EJemglo 2. Escribe la suma 1ndicada, Zra ¢ 2rt eomo un producto
|  indicado. \
Esto lo podemos hacer de tres maneras: v
(1) 2rs + 2rt = 2(rs) + 2(rt)
A = 2(rs + rt) .
(2) 2rs + 2rt = r(28) + r(28) o :!g
. ‘ = r(28 + 2t)°
(3) 2rs + Rrt = (2r)s + (2r)t
\ | §‘“ = 2r(s + t)
Aunque las tres formas son corregtagl generaslmente preferimos la
tercera, ’ ’ i ~ B ‘ o .
' Ejemplo 3. Expresa el producto indicado, 3(x + y + z), como una
| suma indlcada. -

3(x +y +32) =3x + 3y + 32

.2 ‘ '/(S
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S Cog;unto de problemss 3-13b . et
1.\~Esqribe como una suma;;ndicada cada uno de los siguientes s
. ‘productos inc‘lic:ado%L -
(a) m(6 +3p) - : \\(d)\(2x~bxyhn
() 2k(k+1) .. (e} (e+f+gh
(c) 6(2g +3r+7a) (f) 6palp+g) .

\ 2,;";Guéles de los siguientes enunciados .son clertos para todo:
‘valor de cada variable?

A continuaeién presentamos otra aplicacidn 1mportante de 13

(s) 2ala + D) 2% + ab | L

L) kRl (msy)y o S :
_(e) 3ab + 6bc = 3b(a + 2¢) \ IR ;-
\i(d) 2a(b + ¢) = Eab +c o I
‘(e) (ax + 3)x = 4x% 4 3 + x \\i \ C
0e) ey +xy) = (2+x)y o s . .

3. ‘Escribe como un producto indicado cada una deagas sigulentes
'sumas indicadas: : o . o
{a) Buv + v2 ) . |

(b)) TP+ 'Tqr . . o
(e) 3x + 3x° . Sugerencila: Plensa en 3x com (3x) (1)
(a). 2c +: hcd. S . I $eerencia:  4ed :\(20)(?d)
 (e) i3x + 627 L Nl | o
() \xza + 2xz §_q_\ N C _ \\ i
o \ 3 . * . )

\ .

»

propledad distribuxiva. \ . ~ .
Jegglo 1. Escribe la expresidn, (x + 2)(x + 3), como una suma |

indlcada, sin paréntesis..

51 escribimos la propledad distributiva, ¥y debajo de ella el pro-
. Queto lndlcado, podemos ver qué nombres debemos tomar como nombres
diferentes de nﬁmeros.

,ab + - -1

ll

= x2 + 2X + 3x + 6 propiedad distri-
butiva S

= x° + (2 + 3)x + 6 propledad distri-
butiva

= x° + 5x + 6
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;Podrias haber usado una forma diferente de la propiedad distribu- :
tiva para empezar ‘tu trabajo? |

Ejemplo 2. Escribe (a + b)(c + d) como una éuma ind;cada sin

productos indicados

. . paréntesis. Justifica cada paso.-
(a + b)(c + d) (al+ b)é + (a + b)d

1; \ . ac + be + ad + bd - S 1‘
R onjunto de problemas 3-13¢ T S ‘
Escribe como sumas_ lndlicadas sin paréntesis 103asigu1enﬁes

~

>

e (xEBMx+2) 0 b (x+2)(y+T)
Cozi, (x ) (x+5) 5 m*n)(m-n)

(x +a)(x +3) - 6. (2p +a)(p + 20)

e Ay

el caiite

3-14, Resﬁmeﬂ? Propiedades de las operaciones con numeros de 1a

. aritmética - i ‘ :
Los nimeros pueden ser sumados y multlipllcados. Hemos apren-

dido que los nimeros y lasdgg§paciones relacionadas con ellos
. tlenen propiedades fundamentale que llamamos, 1as p;opiedades de

loa numeros. A.continuacion harewmos una lista de estas propiedades.‘

1.

.2 .

Propiedad conmutativa de

t

Pro iedad de clausura de la suma: Para todo nﬁhero a y todo -

nﬁmerei b, a + b es un mimero.

‘Propiedad de clausura de la multiplicacidn. Para todo Tumero

a y‘todo nimero b, ab - Ze un numero.
a

Ya suma: Para todp nimero a ¥ todo .

ndmero b, a + b =Db + a. . : \ | v

Ny

. Propledad cghmutativa gg*}g:ﬁﬁltiplicacién: Para todo mimero
'a ¥ todo mimero b, ab =.ba. | -

Propiedad asoclativa de la suma: Para todo nimeroc a, todo

‘ndmero b y todo mimero ¢, (a +Db) +c=2a+ (b+c)

I

Propledad asoclativa de la multiplicacién: Para todo mimero’ a,

todo nimero b y todo nimero ¢, (ab)e = a(be).

-

Propledad distributiva: Para todo mimero a, todo nimero b y

- toddwmimero ¢, a(b + ¢) = ab + ac.

80
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R

2

‘\obtienen\de .

- , ¥ colocando paréntesis para indicar su agrupacién.

~;?2} — i

.Propiedad aditiyg del 0- Para todo‘numero a,

»

N N \ a + 0= a,

Propiedad multiplicativa del 1: Para todo\hﬁmerQ “a,

—

UL - 3(1) = a.

Propiedad multiplicativa del . O: Paré todb:nﬁmero‘ 8,
| a(o) -

Co;gunto de problemas 3-14
Ha11a~e1 nombre corriente de cada uno de los numeros que se e

S N N (RN

R 3 -
'n\} ﬁ
1lenando cada &haade los blancos con uno de los signos + x

Como
eJemplos, 8 - (3 + 2) =3, v (8 + 3) x 2 = 22,

En 1os ejerclclos aiguientea, escribe 1os productos indicados
como sumas 1nd1cadas ¥ las sumas 1nclicadas como productos 1n-‘
dlcados:

(@ (+x5° " (n) Zax+zay
(b) o +ga ° LW Brnyrw b
{e) 33(95) +.15(11) () (2+ap+(2+a)3
' " Sugerencia: (2 + a) es un
o, "~ miméro, por la- propiedad de
e - \ clausura :
' (d) ¢+ 2 | o (x) b + 3ab
o) (F+3y (1) za(a + b+ o)
(£) =(y +1) | (m). (u+2v) (v +v)

*y,

- (8) xy o+ x \ (n) (a+ 1) | T
- Usa las propﬁés de los numeros para escribir én una forma

més sencilla los siguientes " ) N

(a) 17x + x o (d) .68 + .7 N, ha + .3b
(b) 2x +y +3x +y (e) by + 2by 'Y
(e) 3(x+1) +2x + 7 (f) 9Ox + 3 +x+2+ x|

Aguf verds cédmo se comprueba sl un nimero cardinal es exacta-
L N

" mente dlvislble por 9. Segun vayas leyendo, anota las pYO -

- piedades de la suma y de la multiplicacidn que se usan.




\ -

2. ———

Analiza 10 siguiente.
2357 = 2(1000) + 3(100) + 5(10) + 7(1)
= 2(999 + 1) +3(99 + 1) + 5@ + 1) + T(1)
= 2(999) + 2(1) + 3(99) + 3(1) + 5(9) +5(1) +7(1)
= (2(999) + 3(99) +5(9) + £(1) +3(1) +5(1) + 7(1))
= @(11) +3(11) +501) 9+ @ +3+ 5 + 7
= (222 + 33 +5)9 + (2,43 +5+7) .
"3Es 2357 divisible por 92 Emplea el-mismo procedimiento con
35,874 5Podr{as enunciar una regla general para decidir cuando
un numero cardinal es divisible por 9°
. *5, "Examlna la estructura del sigulente cai;;!b

.. o N ‘;

19 % 13 = 19(10 + 3) o . |
"= 19(10) + 19(3) - - {gqué propiedad?) T
‘=19(1o)+(10+9)3, ‘ . S |
| = 19(10) + (o(3) + 9(3) (6qué prqpiedad?) N
\ = (9(10) + 10(3) + 9{3)  (:qué propledad?) - o
~ = (19 + 3)10 + 9(3) ‘ (;qué propiedadeSQ)
) El resultado final nos 1ndica un. método.para mq}tiplicar némeros.
:\\“ \cardinales entre 11 ¥y 19, 1nc1usive “Suma al primer nﬁmero B

la cifra de las uq}dades de segundo numero y multiplica por
10, 1uego aﬁade a este res ado el producto de las ¢ifras de
las unidades de los dos pumeros. Usa el método para multiplicar
15 x 14, 13 x 17, 11 x f2. |

]

Prog;emas de repaso.

1. . (a) Describe, el conjunto H s L . o
e lg’ea (21, .23, 25,(2%..., ¥9). -
(p) . Considera el conJunto A~ de todos los numeros cardinales

' mayoreé que\ 20, (Es H un‘subgonjunto de A? Es - e
" un subconjunto de H? N ‘
(c) Clasifica qgmo finito o infinito cada uno de los- conjuntos
Hy A . C |

2. - Halla la GOOrdenada de un punto que estd en la recta numérica
entre los dos puntos con coordenadas %- y .% gCuéntos puntos

o hay entre estos dos? o , |

3. Considera el conJunto o “ . Y

T= {0, 3, 6 9, 12, €. ).

oo -

L)

| Q . « \ ‘ ) ‘ 82 \
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S . DS NN » : A N L0 . - - RS A,
. ) ; R , ' . ’ - - i'._‘ . . . Waoe
) * » . . - o Yo . ’ N .
. ) . . » . T o]
- ' . NS . - . v RN ) L T
- \i - . . N v

Z.EB T cerra.do respecto de la operacién de’ aumar?; Ly res-
R pecto. ae 1a opera.cidn Qe “calcdlar la. media aritmética 2 2
- Tk, Sea e:Lv dominlo de 1a variable t el con,junto "R @ ’codos» ‘ ';{ .

R fl s mimeros gntre 3 Y, S, 1nclus:}.ve. N Lo
o (a‘) Constmye la gréf‘ica del con,junto Re - 0 e Ny

(b) Determina, si cada uno de 1os g;l.guientes mimaros es un. N o

valor admisible Rara’ & %— x, —,;—7- 43- JE'- STt T
z,Seré eIerf.’o .cada uno de 108 siguien'ce enunciados'? \ .
o B+1ﬁ=3 +2(3)(1) ¥ 2 R SR
T R 01 R
N (3 3)2=(3) +z(3)(3>+(3>2‘ EE SN

. Determ:lna qué pat‘ron slguen estos enunciados Yy deacr:[belo en*
palabras. - En’conces, formulalo en Ylengua.je a.l‘“ge'braico eomo-’un . “ 
- enunclado ablerto con dos varia‘blea.\ Utiliza las prop:tedades - N
. de los mimeros Qe la aritmétida,. aeg\in las hemos descubierto, -
fpara dompro‘qar sl el enunclado obtenido es o rLo cierto para "
.'f- v todos "los valores de 1las varia.'bles. A N N
~'6, sCudles de los s:lgnieﬁtes enunc,‘lados A IB ¢c, Dy E tienen
el ‘mismo .con,junto de .va.lidez que el enunciado "x\ 5¥e

A x>5.6 x=5 ., T
Brxgs vy g=5 Lo
© x¥s- . T o
(o x{4s5. 7, . L LB
P xAs Cow e T .
‘ O Halla el corjunto de- validez de cada _uno de los aiguientes
: enunclados: \ . : N . - -
(a)n—5=7’~ _(d) n—5==7‘:.
‘ () 2n-5=7 | (e) 6n -5=7" . ;
. re) m-5=7"_ . .(£).12n - 5=7 ;
,f;_,;\}_ T 8\ Si m.-es un ‘nimero de la aritmética, determina el con:]unto i
TR " e validez der S ‘ .
\ “(a) m+m‘2 L . (e) m> 2:5 ~ ' ]
v %) (B) mim=.2m, 0 (@m¥3<m -,
' , ° tCuél de estos. cbnjunt&s es un subeopjunto de todos lo's demds?
. : Cﬂl €8’ un- subcan,junto aolamente(de si miamo? Contesta das
Ny Lo ; . 3;@ } P
o - . ” ‘ \ 3 ; o
\ . “ e . 83 > ‘ “. : .o
! \ . . . . . ) C et
\ o 1l ' K . ' .




a 2 - o N . K .
; ~ L |
preguntas anteriores, deade (“a.) hasta . (d), sl el domin:l.o de
‘m fes el conJunto de los ninieros nar,urales.- SO
< 9, " Sea T el conjunto de validez de -~ . \' T e
_ x+3=56x+1=4 '
v (aﬁ z,Es 3 ‘un elemento de T? . _‘.;‘_ RN
. - {p) :Es 2 ‘un elemento de - T - T - . o _‘Q R
- be) “Es ¢ un subcon,junto de Ty oo oh Tl
A0 :Representa gréf‘icamen‘be el conjunto de validez S ‘dé . "' o
\\w«/\ X+ 1,45y x="1>2, ; -
_-11. Considers el emunlsdo sblerfo, B e T
N\ " . 2X< 1. ‘”Iu:\ o ‘ M \“.\5 e e
6Cué.1 es su cqn;]unto de validez 8l el dominio de x. ‘es el AR
.-conjunto de ~. e RS
(8) -los mimeros naturales? T . B N
(b) los nimeros cardinales?’ ) o
(c) todos ‘los nﬁmeros de la' ari . - -
; 12, \(a) ;E8 clexto el siguien’d\e enu ciado" R _ h . )
B | -21(8 )= Lues) CoL
(b) &'I'ienes que hacer alguna multiplicac,ién para ‘contes‘car la )
et arte (a)" n 1‘1ca. \ R
‘*13.\ z,Guéles de los siguientes enunéiados son clertds? ¢
S (a) s(h¥e)=rr2s .‘
| ‘c()xo@ —)=%%"~ S
Tl oGP ase o T
(a) l}+7+1817—5+1817+6“‘ ‘ :
. *_(e) 12><8+12><92 1200 T & .
(£) 5x—,§)16=5oo R RN . e
Explica ¢dmo "se usa la propiedad del 1 al fef‘ectuar el ‘.
siguiente cdlculo: : - . .
v ‘ a;\»é;"}'?—; _‘ ' s@‘ - | ‘
15. ‘ Explica por qué . IR E
R o '3x+y+2x+3y 5x-§lly s
.- . . . . ) -
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(b) Emplea el modelo de 1los resultados de la parte

‘ N * LY - N
N » hd
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8, .o . R e %
N N . N 6 N N »
. . . o= - s R .
- . EN . . .
. R , AN
N . >
-

» R N
. A

x y de y.

es clerto para todos los valores de
(a) . Escribe como ‘sumas indicadaa 8in paréntesiﬁ los siguientes

productos indicad¢8° .
oz )(x x 1) K j .

(x +2)(x + 2). )

3 N
Y

escribir 1a.suma indicada,

>
S . 2 .
. ~ x° 4+ 6x + 9 .
» ; . \‘ . s . ’ . . .
;\ .como un’producte Indlcado.» ~ \ SN
“ \ N O \ . ) ) * v
. AN N : AR Y
. R - . SN . : b !
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ENUNCIADOS ABIERTOS Y ENUNUIADOS LINGUISTICDS

N N A . ) - N
e p————— - d
Y -
* N 3

4-1. Frases abiertaa_X.;rases linguisticas \
Constantemente eStamos construyendo un nuevo lenguaje simbé-
lico que se va haciéndo ‘cada vez mds, un lenguaje completo., Hemos ,'
. usado frases matematicas, tales como "8 + 3y"; formas verbales )

‘matemdticas, Incduso " = "y " > ", y.enunciados mateméficos como
tem 3 \ v !

n7n+3n= 0» "_ \ X \‘
Recordemos que uma variable, tal como "n", es el nombre de un

mimero bien definido, auwnque no especificado. La traduccidn de "n" -

& nuestro ldloma signific&ré entonces una referencia de un nﬁmero

no especiricado ‘con algo de. 1nterés para—nosotros. Asi,.el nunmeral §

" puede representar "el nﬁmero .de-problemas .que he resuelto" "el oL

. mimero de ‘estudlantes é&n un, acto deportivo", "el nimero de monedaé

'de 10’ gentavos g0 el bolsillo de Juan", o "el mimero de pies de

‘\‘- altura del asta de la bandera, de * escuelal, ‘aQue otras tra-

ia‘

-
. % .
- e
> - » N N
LS ’ b :
] - . .
FulText provied by RIC

duccicnes son posibles? o e ™

Consideremos la frase "5+ n";‘ 5P6demps inventar und frase‘\,
linguistica para e11a° -Supongamos ‘que empleamos las traduccionas

. antes. sugeridas. Si "n" es el nﬁmnro de problemas que hé de resol~
ver hoy, entonces la frase ' 5 + n" representa "el to de los

v
.

prcblemas 1ncguyendo 108 cinco resueltos la noche ant or"} o, 81
- yo ‘tengo 5. monedas de 10 centavos y "n" representa el nimero B
de tales monedas en.el bolsillo de . Juan, entonces "5 4 n" repreaq" ‘
el nqmero total de dichas monedas, contando las cin;gfmias y las ‘
que estan en el bolsillo de Juan"{ Observa que la t aducq;én de‘; _

"5 + n“ depende de que traduccion hacemos de "n",*® DR,

Q'\? ;Cual de las traducciones, en aparlencla 1nnumerab1es, hemcs
 de selecd&onar? Debemos recordar que la varialble qu gparece*en la
> V .
frase abierta, sea "n" 0 "x" o "w', o "b", es’ el no bre de un

nﬁmero.» Que este mimerp sea, el de monedas, el de estudiantes o el
de’ pulgadas etc., depende s6lo del uso que pretendam écer de la
traduccién. " El contexto misﬁo frecuentemente sugerira Iimftq;é ;-f
tales traducciones. Asi_por ejemplo, no tendria sentido el tradu - A
cir una frase tal como "2,500,000 + y" en térmings del numero de .

. monegas de SO centavos en el bolsillo de Juan, pero 5L lo tendrfa

LY .
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. 0w
el considerar "y" como representando el nimero que da el anmento de
poblacién de un estado que tenfa 2,500,000 habltantes en la época |
del ultimo censo, o cOmMoO el numenp adicional de millas que ha re- D

- ecorrido-un satélite, que en el‘momento de la ultima informacidn "
habla:ya viajado 2,500, 000 millas.\~ﬂnalogamente, la yariable en
"la frase ".05 + k" diffcilmente podria traducirse ‘como el mimero ae -
Vacas o de estudiantes, pero s como el incremento en el porcentaje
de interés ‘que previamente era 5 por cienpo.
606mo podemos traducir la‘frase "3x + 25"? 81 no hay razones .
especiales para elegir una. traduccion particular, podemos consl-
derar x como el nimero de centavos que Tomés se gana.en una
:hora, cortando grama. Entonces 3x es el numero de, centavos
ganados en tres horas. Si Tomis termina la tarea en tres horas
y recibe una propina de 25 centavos, entonces la frase "3x + 25"
representa ¢l nimero total de centavos que Tomds posee lyego de
trabajar tres horas. 606mo puede traduclirse esa frase 8l consl-
> 1\deramos X como- €3, humero de estudiantes en cada clase de dlgebra,
sl estas clases son del mismo taméhp° 0 bien, bcuéndo x es el
numerd de millas recorridas por un automovil en ‘una hora a velo-
¥ cidad constante? > ‘ " .

Hay muchas traducciones lingifsticas’ del simbolo " + ” _ques
andica la operacidén de sumar dos numeros—- Algunas de ellas son
1as sigulentes: "la suma de", "mds que", aumentado en", "mds -
.viéJOQQue 'y otras. Hay también muchags traducciones 11nguisticas
de, los simbolos ‘qué indlcan la. operacidn de multiplicar dos nu-'
meros, 1nc1uyendo "por", "producto de\ y otras. ;Qué: tradJEciOnes
1inguisticas hay del simbolo "o te N \‘\\; ~ . ¥

»

N R
]

-

ConJﬁnto de problemas 41

> * En los- problemas 1“6 eserlibe frases lingulsticas que correspondan
o a cada una de 1as frases ablertas que aparecen a éontinuacién.‘

\ ~Trata de variar todo 10 que puedas: las frases lingilfsticas. ™aica
-2 -en cada caso qué repreaenta la variable. - : "

SN R T™w : (S1 un quintal,ﬂe trigo cuesta . w . délares, la frase‘es
7 ™. %] nymerq de ddlares que cuestan sjete quintales ')
Coze w7 o 5. 2r v 5 |
f\ 3 n - T, \ 6. a + b o
\‘\“~ut : N 1 ‘ : = >
& ‘%. ~ - “

14
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‘:8:. E}\ mimero de pulga@as en f pies.
9, "R nﬁmero de pintas en k cuartillos.
10, El numero de millas en k pmea.

., *23, x(x + 3)

‘ *2h,’ “%w (y +5) ~ ~,‘j ‘ - ‘
- *25, wkw‘} 3)(2w +5) (Sugarencia' Esta £ ase~podr1a 1nterpre-

- RES
En cada uno de los problemas 7 17, halla una frase ablerta.que

'gea una traduccién de 1a ﬂrase 1inguiatica dada. En cada problema \

lindica qué representa la variable.\ o T ig- ’

7. El'mimero de ples.en y yardas.

‘(81 'y es el nﬁmero de yardas,\entonces 3y es el nﬁmero de
pies.) ) :

11.. El sudesor de un nﬁmero cardinal.

- 12.." E1 reciproco de un nﬁmero (81 el producto de dos ‘ninleros es 1,

RN

+ cada uno .es el reciprocdﬂdel otro) ST b
13, El némedo de onzas en k- ‘1ibras Y t onzas. .
14, El nimero ak centavos en -d 1p61ares ¥y k pesetas.

15, " E1 nﬁmero de centavos en m ‘ddlares, k pesetas, m monedas de

diez ¢Qntavos ¥y° n, monedas de cinco'centavos. \ )

16, El nﬁmero de pq}gadas de largo e un recténguloﬂgue es dos veces

mas largo quer andho. (Sugeren a: Dibuja una figura que te
" s ayude'a representar la situacién.) C ; -
17. El nﬁmero ‘de pleb de. altura de un briéngplo.ai la. altura es 6

2 ‘fﬁ. ples’ mayor que la base, . oL :

. M’ 'En los problﬁmq9\18-25, eScribe frases linguisticas que $ean
traduccionee de las frases ablertas dada§. En cadaﬁproblema 1den-
tifica la‘vayiable. b s . o ’

e 18 n+m I ’ o | L
o , \ ‘ .
AR 19. (ex 2 5) + 7 - e N ‘ )
© -, 20, 3x + (2x + N ¥ b ey o .
21, 5000 + hy N - S T Y ‘
s 22, .Y + .04y s L Co T :\k .

\ »

(!Mgerencia‘ 'Esta frase*podria interpretarse como
la expresidn para él mimepo_de-unidades cuadradas.

de clerts drea.)

»

. R atarae como la expr s1dén para. representar
: o el nimero de unidgdes cﬁbicas de clerto
. Coom A T . .
s \ T s volumen.) \ _ ' .
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26,

27,

B

29'

H

28,

: nﬁmero de pulgadaSade largp del primer lado.

. .
) > N
-80-
- NEN
A Y )

>
‘A

Eééége una variable para indlcar el nﬁmnfo de ples de 1oﬁgitud‘

del .lado de un cuadrada.‘ Escribe una frase abierta para re-
presentar el nﬁmero de pies en el perimetro del cuadrado.
Ebcoge una variable para indicar el nﬁmero,gp pulgadas de
altura de la cabeza. de un hombre. IEspués, escribe una frase

abierta pard representar el nﬁmero de pulgadas de estatura deL

hombre, - si1 se sabe\qpe su\éstatura es T? veces. la altura d .
su cabeza. O . o *

Si un lado de- un triangulo es tres pulgadae més largo que un
Begundo lado, escribe una frase abierta para: representar el®

Al

Ta 1ongitud de un lado de un triéngulo es X pulgadaa A la

3‘de un segundo lado es R pq;gadas.~ La- 1ongitud del tercer

L.

3

‘.1ado es la mitad de la suma de las 1ongitude8 de los dos
--primeros 1ados. ) ‘

(a) Escribe una frase ablerta para represenbar el nﬁmero de

- pulgadas del perimetro del trigngulo, -~ | .
(b). Escribe una frase abierta para representar el nﬁmero de
pulgadas de longltud del tercer lado. - o

%0, aEn una clerta comunidad el nimero de nifias es seis quintos

1.

del de niﬁos. Escribe una frase ablerta para representar e1.”
nimero de. niﬁas en términos del nimero de wnilfios.
La entrads para una fuhcidén de "El MlkadQ" cuesta $2.00 por

\jperSona. Escribe una frgse ablerta para representar el total

de délares cobrados en términos del nﬁmero de personaa Que
compraron boletos. ‘ ’ - . *
S1 un hombre puede pint;} su casa en 4 dias, escrré una

frase abienta para representar 1a parte del trabajo que puede .

SN

completar en un dfa.’ : \ v £
Si una tuberfa puede llenar la guinta parte de. una piscina en
una hora, escribe una fra§e~hbierta‘para representar la parte

de la plsclna que se llenaria en . x horas.. a :

34. aCuando un 4rboi crece, aumenta elqradio de su tronCO debido

» A,

e

ig- L
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a que.va formando un anillo de madera nueva cada aﬁo.‘ Sl el -
~tronco tiene ‘ahora r anillos, escribe una frase abierta para
~ representar ‘el nﬁmero de anillos\que ‘tendrd de aqui a doce aﬁoa,
V35, - Una planta crece un ‘clerto nimero de pulgadas po® semana. Ahora
<0 tiene 20 pulgadas de altura. Escribe una frase ablerta que
‘ represente el. mimero de pulgadas de altura que tendré de aqui
. a cinco semanas. . ' o '
*36.1‘Supongamos que dlez minytos después de un hombre méter sus
‘ »brazos en agua caliente, la tempegatura de gus pies empieza a
;i subir a razdn de un grado por minuto. Escribe una frase ablerta’
para representgb el sumento de la temﬁeratura de 103 pies del |
‘ ‘hombre en cualquier momento. (pasados diez minutos de haber
"« puesto sug brazos dentro del agua caliente ) o
*37. Tres hiljos comparten una herencia. ‘
¥ '(@) Escriba una. frase ablerta para representar el nﬁmero de
‘ \ délareg\qte recibe uno de los hijos si le toca la mitad

“\‘ o N de'la herencla. @

R () Escribe una frase’ _ablerta para representar el nﬁmero de
?ﬁ ’ " ddlares Que recibe el segundo hijo, si le tOcan cincuenta
. o ~d61ares*més que la’ décima parte ‘de 1a herencia.

(c) Escribe una frase abierta para repre;entar la parte que!
le corresponde al tercer. hijo. o .
(a) - Escribe»una frase gblerta para representar la suma de las
N pantes que recibieron los ‘tres hijos.’ °
38, Escoge una variable ‘para representar el nimerc de' ples de ancho
Qde ﬁﬁ*rectéhgulo. - v e
(a) Escribe una fnase ablerta para represgntar el 1argo del A
\ recténgula,~si éste es cinco pies menos que el doble del .
ancho. Dibuja la Flgura correspondiente. :
(b)\‘Escribe una frage ablerta para representar el- perimetro
.+ ..del rectdngulo descrito en la parte (a).
S (c) Esgpibe una frase ablerta para representar el area del
rectangulo descrito en la parte (a). ~

*  »
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~4-2, Enunclados abiertos x eﬁunc1ados lingiifsticos

’ . Es natural pasar de la traduccidn de frases a la traduccidn
o de\gnnnciadcs. : e o e Y e »
..+ Efemplo, 45 +3x = 108 N - .
*lgcﬁcn escribiriamos un enunciado linguiatico para este gnunciado B
Cua @bl rto? Podriamoa decir: JA un vendedor de libros le pagan «
o $45 semanales, ‘més '$3 por cada Juego de 1ibros que venda. Una , -
- gemana le pagaron $108“ ‘ dtra traduccién de este enunciado “ ~:
‘1ab1erto podria ser~ "Un ~embarque de mercancia consta de una caJa {3} ‘

que p°sa 45 libras y Varias cajitas que pesan 3 11ibras cada unays

El embarque total pesa 108 1ibras", LA ‘
~\3 . LQué enunclados linguisticos podrias escribir para este mismo
f\enunciado? ‘ ~ ., s :

N N
\ Conﬂunto,de problemas 4-2& _
Escribe tua proplos ennnciados linguisggcos para Tos siguieﬂpes \

SR

;a; enunciados ablertos: - '; . j/ . . <
1. n+7a=82 o 76 n"+7n=zm
2. 2n=50 0 T MK+ Tk=AT .
3, _'3_;17 S o ' f~8.“x+x+x+x=1oo |
oy, ‘w(w +4)=13480 " \. " 9% y+5=54y |

5. a'+ (2& + 3a) = (a +. Ea) + 3a 10.° %a +‘%b = 6

-\
1]

. Con mis frecuencla necesitamos traducir enuncladps lingﬁié-
tlcos a enunciados ablertos. Encontramos que tales enunciados q\
ablertos son de especial ayuda cuando tratamos problemas verbales
en los que el enunciado 11nguiatico hace referencia 2 una cantlidad
~ que nos intereae hallar, ’ \ L ii .
EJemplo 1. "Carlos tiene una tabla de 44 pulgadas de largo.
Quiere cortarla en dos edazos, de magera que uno de €llos sea
tres pulgadas més largd que el otro. ;Cudl debe ser elflargo
del pedazo mds, corto?” ~ ' .
‘ A _veces podemos ver mis. fécilm%gt% cudl debe ser nuestro
enunciado abierto ensayando con un valor numérico cualqulern de
1a cantidad que pide el problema. - .

"Si el largs del pedazo més corto es 18 pulgadas, entonces
v K




| -83‘ L H bz -
\ el pedazo méa largo mide (18 + 3) pulgadas. Como la tabla entera‘
S mide 44 pulgadas de largo, tendremoa el enuncilado "

N S 18+(18+3)=41+ L | | .;
® A pes‘\ de qne aste enunclado no es cierto, sugiere la- forma que |
; necesit (e]: ] para un enunciado abierto. Observa - que la cuestién ; "‘;

plantead en el problema .nos ha sefialado nuestra variable. Ahora
podemos decir:., : : o \

s1 el largo del pedazo més corto es K

pulgadas, entonces el pedazo mds largo R

\ - - mide (X + 3) pulgadaa de largo, v el |
\ . ‘enunclagdo es < ‘ ‘ ot
\ ‘ ‘ "X+ (K +3) = 44 ; \’.'P

- Decimos que el enunciado ‘es falso cuando K es( 18, Proba- \
blemente exista algun valor de K para el.cual el ennnciado abierto \
gea clerto, 'Si quisiéramo§ hallar el largo del pedazo mis corto,

\ ; podriamos hacerlo hallando el conjunto de valldez del enunciado
. ablerto anterior. Tal vez sientas el deseo de’ hallar un nﬁmEro
que haga el enunciado cierto. "En tal caso, trata de hallarlo.
- Por ahora, sin embargo, nuestro objetlvo es ten prdctica en la
construccién de enunclados abiertos. Més tarde 8 ocuparemos de
_hallar los conjuntos - de validez de tales enunciado ¥ asl contes- -
taremos las preguntas de los problemas.

En este ejemplo sustltuimos algunos ndmeros especificos a las |

cantidades que 1nﬁervienen, con el fin de ayudarnos a ldear un

. modelo para el enunciado ablerto. Algunas veces podrés descubrir |

o el enunciado abierto 1nmed1atamente sin tener que ensayar con
~ mimeros espec:ti‘icos. '

‘ Observa que los enunciados lingiifsticos tratgg a menudo_de
pulgadas o de 1ibras o de afios o, de ddlares; sin embargo los enuh-
clados ablertos slempre tratan de numeros solamente.

=0 ‘Observa también, que tenemos gran culdado de’ sefialar lo que
‘ representa nuestrs varlable, blen sea el nimero de pulgadas, o el
_ nimero de burros, o el mimero de toneladas. ‘ :
. §jegplo~2 "Dos cﬁyros parten desde el mismo punto al mismo
{lempo y corren en la mlsma diqgccidn a veloclidades constantes de
34 y 45 millas por hora, respectivamente, ;En cuéntas horas
‘estarédn a 35 millas uno del atro?" ’

B m mmc————— e N




. 'S1 corren durante 4 horas, el més ‘veloz recorre 45(4) millas
y el més lento 34(4) millas. Como el carro més veloz deberia
- estar entonces 35 millas mas lejos del punto de. pértida que el
carro més lento, tenemos el enunclado
: | v H5(h) -34(8) = 35, ‘
que es falso,, Sin embargo, nos suglere 1o siguiente*
" Si los\garros vigjan durante h horas, entonces
. . el mis Neloz recorre 45h millas ¥y el mds lento
N 34h millas, y
o \; A ~ 45h - 34h = 35.
'Ejemplo 3. "Un hombre dejé $10,500 para su viuda, un hiJo y-
- una'hija. La viuda recibid $5000 ¥y la hija dos veces Yo que
" recibld el hijo. aCuénto le tocé al hijo?" ‘
‘ . 8%t el hijo recibid n ddlares, entonces la hiJa
L} recibié en délares ¥ :
" f n + 2n + 5000 = 10,500,

L

sy

-

e Conighpo de problemas 4-2b .
t\ibcribe enunciades ‘ablertos que te puedan ayudar a resolver los
problemas 1-13, tehlendo cuidado de dar el signiﬂicado de . la
variable en cada uno.\ Para efectuar tu trabajo puede servirte
~de gufa la forma indicada en el ejemplo 3. " No es necesario hallar
~ los conjuntos de valldez de los enunclados ablertos.
*\‘1. Enrique y Carlos eran candidatos rivales en una eleccidn es-
colar. Vbtaron 516 mlembros de la clase y Enrique recibid )
30 votos més que Carlos, ¢Cuantos reclbld Carlos? (Sugeren-
~cla: Si Carlos recibid c¢ votos, escribe una frase ablerts
para representar el numero de votos que recibid Enrique. En-
tonces escribe tu enunciado ablerto. ) .
2. Un rectidngulo es 6 ‘veces mgs largo. que ancho. Su perimetro
es 144 pulgadas. ;Cudl es el ancho del recténgulo° (Acuér-
" date de-dibujar una figura.) e
3. El 4ngulo mayor de un tridngulo mideo 20° més que el doble
del menor, y el tercer éngulo mlde 70‘ La suma de los
éngulos de un tridngulo es 18Q°. . ;Cudnto mide el &ngulo
més pequefio? : ‘ \ \
4, Un puente piene tres secclones, una de ellas es -100 ples

-

T w

,




- cortas? »
' Una clase de y3 qstudiantes‘se alvidié en dos secciones.f Si

-85 - » N ‘ i N .\ . . 4 -2
mds larga que cada*una de las otras dos. Si el puqnte mide .
2500 ples de 1argo, gcuénto m%de cada una de 1aB secclones mis

[

en la seccidn del Sr.. Pérez habfa cinco estudiantes mds que en -
la de la- Srta. Ldpez, scuéntos estudlantes habia en cada seccidn?
{sPodrés hacer este problema de’ dos maneras? . Si.- habla, w estu-
dlantes en la seccidn de 1a Srta. Lépez, halla dos maneras para

 geclr cﬂantos\habré ‘en la del Sr. Pérez.)

El- largo de recténgulo mide. 5 pulgadas més que su\anghd}

- gCual es .l largo del reqténgulo 8l su drea es de 59#\pulgada§

o Te,

e

cuadradas? ‘ . S .
La-edad de Juan es tres veces la de Ricardo. -Haee\trea‘aﬁos ‘

la suma de sus edades era 22 aﬁos. 6Qné edad tlene cada uno %‘-
ahora? (Sugerencia' Halla una frase para representar la -edad.

que tenia cada uno hace tres aﬁos en términos de la edad que

- tiene Ricarde*ahora.) : \ . o1

8.
\ cinco, diez ¥y veintle¢inco centavos. El mimero de monedas de

\9.

Juan tlene $1 65 en su bolaillo,‘repartidos en monedas de -~

veinticinco centavos es ﬁno mds due el de monedas de diez cen- ﬁ

“tavoa, y el numnro de monedas de cinco centavos es uno mgs_ que

dos veces el de monedas de dlez centavos. gCuantas monedas de
dlez centavos tlene?" (Sugerencia 'S1 Juan tieme d- monedas

de dlez centayos, escribe una frase para el valor de todas ‘
ellas, una frase para el valor de todas sus monedas de veinti-

-elnco centavos\y otra frase para el valor de todas sus monedas
‘de cinco centavosa 1uego escribe tu enunciado abierto.) )
~Compré 23 -sellos de correo, algunos de cuatro centavos y

- otros de s?nte centavos. S1 los sellos costaron un total de’

10.
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$1. 19, icuéntos compré de cada clase?
Un tren de pasajeros . viaja ZO)millas por hora mis rapidamente
que un ‘tren’ de carga. Al cabo de 5 horas el tren de pasa-

"jeros ha recorrido 100 millas més que el tren de carga. (A *
. qué velocldad viaja el tren de carga? (Sugerencia: Para cada

tren, halla una frase que represente el nimero de millas que - |
ha recorrido.) \ i B
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11, En una tienda.hay 39 cuartillos de leg%e reﬂgbtidos en en-
vases de cartdn de una, pinta y de media pinta. Hay sels veces
maés envaség de .una pinta que de media pinta. apuéntos thases
de med pinta hay? , =« N \ ~ -

12, El- Sr.is &lez tlene un embleo cdn sueldo 1nicia1 de‘ $3600 ¥y
anmenbos anugles de $300. Al mismo giempp, el Sr. Sanchez

\empezé a trapajar con un sueldo de $#500 v aumentos anuales .
e $200, QDe;aqui a cuéntos aﬁoa tendrén los dos el mismo.
) *~sue1do? \ » . \
13.‘\Una mesa. es tree\vec¢3\m§h larga que‘ancha. Si fuera tres ples
© mds corta y tres ples mds ancha, serfa cuadrada. 3Cudl es su
“largo y cudl es su éncho? (Dibuja‘dos diagrmmas\del tablero
7 de la mesa.) ’ \* : \ ‘
i#.f‘Construye tus propios problemas para cada uno de los siguientes

 enunclados ablertos: ° \ o . - \
. (a) 5n + 10(n +2) + 50(2n) = 480 : o . \
~(v) a(z@) =300 - L - e
v (e) .60x + 1.10(85 - x) = 78,50 - ™ . BN
o (@) a+(a+3)+(a+6)= S o L
© (&) Y= 2(18 - b) C e

(£)

. 300 +4(5 -h) =59 ¢ B

\»4-+1+x—1
raduce lo sigulente a un enunciado abierto; Luego traduce’
‘el enunclado abierto a un problema distinto que comprendh
otra situacidn. .o AN . _
“Trescientos turistas fqeron en dos lanchas a dar un
viaje alrededor de la bahfa. La capacidad de una derlas’ '
" ~ lanchas era de 80 ‘pasajeros més Que 13 capacldad de la
otra. Si las dos lanchas se llenaron, gcuéntos pasajeros
habia en'cada una?" \ L '

7 .

PR \ IR W
4-3. Enuncilados ablertos que contienen desigualdades ., .
No todos nuedtros enunciaé?: %ienen que sexr. lgualdades. Los

\Kproblemas que hablan de "mayor gpe" o "menor que" ﬁamﬁién\pienen
signiflcacidén real, »

N : *
. \ \ , ‘
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\ S:l dec:‘lmos. " Construye Q‘/ pmb'lema ’fparg,_el—enun'ciado
| a + 2> 5", el problema vex'bal podria ser‘ "84 sumara dos délares
al dlnero qQue tengo, tendr:[a més de cindo dolares. : (.Cuanto tengo

AN

a.hora"" N : -\ ) ST R K \\\ N B \‘*‘ ~— N o . vt
.- S Coql;nto de problemas 4—3& )
Construye prgblemag_para 1 sigulentes enunciados abiértos. s
oo ar 3 e e o 6, a + 28t 3a > 48w .
. 2. n+1 <17 o e 0 Te a v 28 + 3a =5
3 \ \3.\ 25q \< 175 . \*8. ',Y + 3 < 10, ‘y +‘} > 5
Thostes) <10 9 foe9 .
‘ S oo ¥
. 5. .p + 10, 000 > 160 opo . %0, s > 3(12 - 8) RS

LT En los problemas con desigualdades, al igual que ‘en 1as ecua~

‘ ciones, convendra a veces ensayar priméro ¢con un :rmme‘ro‘especifico
.a fin de poder,.descubrir un enuncilado abierto. t L

;!émgio 1& "E sels meses el Sr. ‘}\costa se gané?‘ma’s dé \$'Z0,00.‘
a ;Cudnto se gand \por mes"“ SN ' \ Y 2
"~y . Si ganara §YYOO 'al mes, en” 6 meses Se ganaria 6 % 1100° \
* * aélares. El enun¢ ado. éntonces serfa . LT
A A N 6 x 1100 >° 7000k . ;

R ‘Esto, desde 1luego, no es'cieeﬂto pero nos sugiere lo que debemos

hacer, . * ‘X . ‘
R §i %1 Acoata. ganara a délares aﬁne\'s, en_' 6 meses se R
’“‘ga’naria 6a ares. Enitonoeg S . . SO \
\ . - T 6a > TOOO. . . . ‘ L
" E ém\‘ 2. “'Un cuet'po cae libremen'ce durante dos segundos y re- ~

corre una distancla. de 48 ples menos, dependiendo de la resis-
t%ncia del aire. ¢,Q,ue dista.ncia recorrera durante el segundo se-
gundo. si la %\e recorre durante el primer segundo es 32 pies meglg,
que aquélla? ‘ : S
Si. el cue'rpo cae 42'. ples durante e§L segundo \segundo, entonces_\‘f
'habr% caido (42 - 32) ples duranté el primer segundo. _Como la .
distan‘cia total de caida es menor que o igual a 48 pfes, nuestro

enunciado es | ol o - o
- . (42 - 32) * hz < ¥8, - 1 - ;;~
! Esto suglere una manera de escrib:l.r el enunciado a‘biertox st -
’ . / | . :
Ay . N‘ﬁ N N *»

¥
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el cuerpo cae .4 pies durante el segundo segundo,-entonces ‘habrd -

; ;caido (d - 32) ples durante el primer segundo v tenemos que

| : (d - 32) +.d < 48,
‘EJemglofg, "Las longlitudes de dos lados de un triangulo son 5 ¥y
6 pulgadas. ;Cudl es la longltud deP . ot

tercer lado?" e . N N \ ‘ ‘ : .

Quizas hayas dibujado muchos tri-
dngulos y te habrés ﬁaéo’cuenta de que
la 1onéitud5de un lado cualquiera de un
triéﬁgﬁlb tlene que ser menor que la
" suma de las longitudes de los ‘otros
. -dos 1ados.. Por lo tanto, sl el tercer

lado de este triéngu]o mide n pul- ‘ ) X

gadas," . L s ,

n<5 46 - | o

Al miamo tlempo el lado Que mlde seis pulgadas también debe sen
\menor que da suma de Ias longitudes de los otros dos, y asil

. o .6 < n + 5.
Como deben cumpllrse ambas condiciones, tenemos que»el enunciado

\abierto para nuestro problema es e RN
\ L n<5+6 y 6<n=+ 5.

‘I

Conjunto de probiemas #-Bb .

'Eséribe enunciados abiertos pars los problemas 1- 10 teniendo

cuidado de indlcar-el significado de la varlable en cada caso.,

1. Un tercilo de un mimero sumado a tres cuartos del mismo nﬁmero
eg igual a o mayor que 26, sCudl es el numero? ,
2. \ﬁyds tlene & aflos ‘més que Radl y 1@ suma de sus edades es

" menor que 23. jAué edad tlene Radl?.

'3, Un cuadrado y un tridngulo equildtero tienen per£5!troa 1gua1ea.
Un lado de}l triéngulo es .cinco pulgadas més largo que un lado
del cuadrado. ;Cudl es la.longitud del lado del cuadrado?

*Dibuja la figura. .

4, Wn bote, viajando a favor de la corrlente, wa 12 millas §0r~.
hora mis répidamente que la corriente. Su velocldad en esa
direccidn es menqs de 30 millas por hora. ¢Cudl es la velok
cldad de la corriente? . ~ .

S
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- Juan dijo: ."Tardaré més de dos horas en cortar la griama v no

debo tardar més de cuatrOvhoras en este trabado, pues de loe .
contrario no gpdré ir a nadar". 6Cuénto tiempo espera gue le
‘ocupe el trabajo?- ) s .
El anunclante’ en un programa -de television de medla hora 1n—
slste en que el tiempo bara anuncios comerclales debe ser. por
10 menos tres minutos, ¥y la cadena televiscra insiste en que |
aaa menos de 12 ‘minutos. Expresa estas condiciones en un -
ehnnciado matemético.- ¢Cuénto tiempo debera dedicar el di-
rector del programa a Yos asuntos que no sean de publicidad9
Un maestro dice: "Si tuviese en ml clase tres veces el nijmero
de alumnos Qque ‘tengo ahora, tenaria por lo menos 26 més de
los que hay ¢Cudntos estudlantes tiene en la claseﬁ'

La cantidad de $205 gse va a repartir entre Tom4s , Ricardo y

Enrique. A Ricardo le tocan $15 més que a Enriqge; y a Tomds.

le toca do§ veces lo\qug a Ricardo. aCémo se' debe repartir el
dinero? - T .

Una cantidad entwe $205 vy $e22s, inclusive, se va a repartir .

_ entre tres ‘hermanos, ToméS\ Rigardo y Enriqug. A Ricardo‘le

.tocan $15 mds que a Enrique, y a Tomds le toca dbs veces lo
- Que & Rlcardo. ;Cudnto le debe tocar a Enrique° '

v

v

- sean traducclones de las siguilentes frases ablertas. En cada

Un estudiante obtuvo- notas de ‘75 y' 82 en dos examenes.
,,Cuénto deberd obtener en un tercer.examen para que su promedio
sea 88 o mds? Si &a puntuacién maxima del. tercer examén' es
100, j;cuil es el promedio mds alto que €l puede obtener? ;Cudl
es el promgdio mds bajo que puede obtener?: \ ~

Escribe ﬁn?enunciado abierto para cada uno de los siguientes
enunciados lingulsticos, utilizando dos variables' \

(a) Ya matricula en la Escuela Central es mayor que la matri~_

- cula en la Escuela Vocaclonal. . ‘ N
(b) La matrfcula en la Escuela Cerftral es de 500 estudiantes
mds que la matricula en la Escuela Vocacional. v
| \ = ‘ LR v \ v
Problemas de repaso.’ s )

Escribe frases linglifsticas acerca de situaciones reales que
1

Sk

4

>
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: oraoién cuida de 1dentificar explicitamente 1a variable. -

. g(a) X + 15, .
e (b):\3p+2(p -1) |
. {e) 60 - 10t. - .. i
(a) - 9(15r + 25) . R .
@ povH R

A

En los problemas 2, 3, 4 y 5, escribe frases abiertas que gean
traducciones de las frases linguisticqs. En cada problema tén

< cuidado en ‘indicar, sl es que no ests .ya especificado, lo que re-

-
»

presenta 1la variable,‘ En algunos pqulemas puedes usar més de

* una variable. ' : ST e T . |

2.. (a) Un nimero disminuido en 3. » - .

~ (b) La edad de Samuel de aqui a siete afios.
{c) La edad de Marfa hace diez afios. - .
(d) Una temperatura 20° més alta gue la de ahéra. R

: (e)\ El costo de n 1d4pices a 5 centavos cada uno,

A Y

»

13. {a) ILa ‘cantldad de dinero en mi bolsillo: . X monedas de
" dlez centavos, z monedas de. einco centavos, y 6 cen-

tavos.
(b)\\Un mimero aumentado en su duplo.
(¢) Un ndmero aumentado en el duplo de otro nﬁmero.
(d) E1 nimero de dfas en W Semanas.
(e) Un milldn mds que dos veces la poblacién de una cludad
en Kansas.' . L
(f) Un sueldo anual equivalente a x ddlares por mes.

‘

4, (a), Un ddlar méds que ‘dos veces la asignacidn dérlsabel. \
‘ (b) La distancia recorrlda en h horas a una velocidad cons-

\pnte de \40 millas por hora. N

en -vador de tasacidn. :
(d) Cuarenta libras 'més que el peso de Gerardo.
{e) El drea de mn rectingulo que tiene un lado B,Dulgadas
mas largo que ptro. ‘ : ‘
5. {(a). El costo de x 1libras de lomillo a8 -$1.59 1la libra.

(b) Las gananclas_de Catalina en “z horas a raan de 75
. . Y
~ " Y

Y . “.. / Qg' ‘ \

€i
.,

e

PN

m\' (¢) La contribucidn sobre una ﬁeriedad valorada en y ddlares
. sl el tipo contrihutivo’ es de $25,00 por cada $1,000

.
AL
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- .centavos la hora. . ' . ; :. *
3 (¢) El costo de g galones de gasolina a 33,2 centavos el .
c galdn.\ ‘ : o
. Y (a) jEl “costo de ‘dos caﬁgras:‘ x melones a 29 ceﬁtavos cada
'uno,~z libras de carne picada a 59 centavos la libra. g
(e) Un nvdmero de dos .digitos en el.que.el dfgito de las U

decenas s 4 y el de las unidades es u,
6. Escribe enunclados linglifsticos que sean traducclones de los,
. enunclados ablertos:

?

(a) x<8 . oo o T

T (b)) ¥y = 3600 ) |
(¢) =z > 100,000,000 LN L

(A) uw+v+w=18 - | N
(e) z(z + 18) = 360 - | |
En los problemas 7, 8y 9, escribe enunclados ablertos que ‘corres- *
“pondan a los enunclados linguisticos, usando una varlable en cada
uno. En cada problema culda de exponer, sl es que ya no se ha.lndi-

cado, lo que representa la vaN;able. . <
7. (a) Marla, una.joven de 16 afios que tiene dos hermanos, es
o 4 afios mayor que su hermana. . \ \
‘ (b) Guillermo comprdé b plétanos a 9 centavos cada uno y
- pagd 5 centavos. ~ \ . i

jc) ‘Si un clerto nimero se aﬁade a,su duplo, la Suma es menor
T we 390 . - . .
. (d) La cantidad que periédicamente sus padres asignan a Arturo
» es un adlar mis que el doble pero dos ddlares menos que el
‘4 triple de la aslgnada a su hermana Isabel,
(e)- La distancia desde la Ciudad Dodge hasta lq Cludad Ok1a~
homa, 260 millas, se recorrid en t horas a una veloc;gad

>

. media de 40 millas por hora.
(f) E1 viaje en automévil desde San Luils a Memphis, 300 millas,.
- se hizoen ¢ horas a una velocidad mpxxma de 50 millas

L pQy hora. = . )
8, (a) La cumbre de 1a montafia Pike estd a mds de 14,000'ples
) . sobre el nivel del mar. . \

(v) Clerto lidro, de 1.4 pulgadas de espesor, tlene n
pdginas; cada pidgina tlene 0,003 pulgadas’de espesor y la

~ U . , .

‘@‘ - |  {a
| . RN 0f

. . - L4
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o cublerta tilene »6-pulgadas dé pSresor ¥y es azul,
. {e) Dos millones es mayor que- dos veyes la poblacién de. cual—;
R ~ 7 dhler ciudad en Cuiorado.‘w*\~.5 ‘
+ 7 (d) Un cuadrado de lado x tiene;}
S ~tangulo cuyos lados son (x -M) v o(x + 1.
X (e) Ibs impuestos sobre Pieneg r?rces se calculan a base de T
~  $24,00 por cada $1,000 " enjvalor de tasacidén. E1 .
/ gravamen contributivo de un. propledad valorada en y
[ adlares es *$348 00. \
(f) Si Gerardo aumentara 40 1
de 152 libras.. N ;
"(a)\ La+suma ‘de un nﬁmero car Anal’ ¥ Bu sucesor\es 575.
“(v) La suma de un nﬁmerc carfiinal y su sucesor es 576.
(¢) La suma de dos numeros, el segundo de los guales es una
unidad mayor que e1 pr ero, es " 576. i
o (a) * Una" tabla de 16 p;es ﬁe 1ong1tud se corta en dos ‘
‘ pedazos de modo qug uno de ellos es un ple més 1argo que,
. dos veces el otro, f e Co.
.2 (e) Catalina gana $2 25 por cuidar nifios durantew 3 horas
- . a X centavos la hora. @ :
10,  Un nimero de" dog\digitos es T gﬁidades mayor que tres veces
. . la'suma\de sus dlgltos. “Traduce esto a un enunclado abierto.
(Sugerencia: Expresa el numero por medio de.dos varlhbles
como hiciste en el problema 5(e) ) ‘
1. La suma de dos numeros es 42, Si n representa el primer
‘ \‘numero, escribe una expresién para representar el segundo
‘nﬁmero, utilizando la variable n.
12, *.(a) A un ndmerd le sumamos 17 'y multiplicamos el resulfado
‘ por 3,  Escribe un enunciado ablerto para indicar que
el pnoducto resultante es 192,

dres mayor‘que;un\rec-

- *‘ N >

bras, todavia no pesaria mas

Rd

. (b)) 81 afun nimero le sumamos 17 ;y~mu1tiplicahos es%a\éﬁma«
por. 3, €1 producto resultante es menor que 192. Tra-
. duqe .esto a un enunciado abierto. !

\13. Un nﬁmero es 5 veces otno. La suma de los dos nimeros es

15 mas que, 4 veces el mis pequeﬁo. Expresa esto por medio

de un enunciado abierto.
\

; | ’ | 101 -~ . f 3
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14, Susana‘%iene 16 "lidbros msX -que Sara. BS ribe un enunciado
ablerto para indicar que e re las dos: ‘ti%nen mds de* 28 libroa
15. {a) Un agricultor puede arar un terreno 2N 7 horas usando uno
. de .sus tractqres.\ ;Qué parte del t7mreno puede arar con
. ese tractor en una. hora? ™ I ‘
- (p) Con un segundo tractor, puede arar’ el terreﬁg*en 5 horas.
o Si usara ambos tractores por dos haras, ;qué parte del
- %erreno podria.arar? - 7 SR .
(¢) ;Qué pamte del terreno se quedariﬁisin ararO‘;e T
(a).- Escribe un enunciado abierto para

T

indicar que .si1 se usan

ambos tractores por X horas, se/podria ‘arar todo: el

. ‘ \héireno.‘ L C . / .

*16, Al volar de Nueva York a Los Angeles,/el reloJ se atrasa tres

* " horas. st el tiempo de vuelo es h  horas, y&udndo dqberés"
sallr de Nueva York para llegar a Lo§[Angeles ahtes del medio—

- dfa? Escribe un enunciado abierto‘p ra este problema.

‘ 17. . E1 Sr. Rivera’ estd rebajando su peso, En los ﬁltimos 8 meses.
ha perdido '5-1ibras por, mes. Su peso es ahora de- 175. libras.‘
60ué1 era sSu peso 'm meses atrés s? m < 8? Escribe un enunﬂ
clado ablerto para 1ndicar que hace m _meses sSu peso era de ..
200 libras. \ : - » Y

Escrlibe énunclados ablertos para 1los problemas del 18 al 23

Expresa claramente fo que representa la variable, pero no deter~ \

‘mines el conjunto de validez del enunclado ablerto. S

18, (@) La suma de un numero cardinal Yy Su sucesor es* 45, j;Cudles
‘ son- 1os nimeros? v . K ‘
(b) ILa suma'de "dos 1mpares consecutivos es T6. ¢Cudles son

| los numerOs° N ' ‘

19. E1 Sr. Gémez pagd $176 por un congelador vendido con un des-

. cuento de . 12% .del precio estipulado. QCual era‘gl préclo

»

\ \ estipulado° . .
20. La paga de un hombre gue trabajé 48 no as, en una semana fue
de $1o6 4o, lLas horas en exceso de 40 pagan alrazon de

‘ tlempo y medio. ;Cuanto es su salario por hora°
*21, Un hombre dispara su rifle "sobre un blance., Dos segundos des-
pués de disparar, oye el somido de la bala al dar en_ el blanco.
S1 la velocidad del sonido es 1100 pies por segundo y la




velociaad de f& ala es 1700 pies por segundo, (8 qué dis—\

‘fi:" " tancla estd el bfanao° o - ‘ ST e
\32. Tos estudiantes ve’ aslsten a 1a Eﬁcuela Superior Lincoln N
. :tiengn la costumgfé de atajar atravesando un solar yacio que, . .

“\g‘ hay cerca de la

. .

)\ .

- »

scuela,: erf vez de seguir la acera alrededor
de*la esquina. 1 solar es rectangular de 200 pies por 300

" piés;. 'y el atajo sigue UQP linea recta desde una esquina del

solar hastd la oéuesta. 4Cudl €s la longitud del ataJo°

o "(Sugérencia:“Qgﬁ el teorema de Pitigoras.) ‘ SN

' 23.- Uno de los extrgipos de*un alambre de 50 pies esta amarrado
I al tope de un po te vertical‘de teléfono. El alambre se . .’

. 1*'\tensa y. el otro. Fxtremo se fija coh un blogue de concreto

~ que esta en el piso a 30 ples de la base del poste y al
‘nivel de ésta. ;Cudl. es la altura Gel poste?.
24, (a) Fnvunysolar de estaclonamiento ‘de automdviles cobran
. 35 centavos por la primera hora, o fraccion de hora, y
N 20 centavos por cada hera.(completa o fraccionaria)
,adicional. Si un automovil ha estado estacionado por

o . ~éspacio de t. perfodos de una hora después de la pri-- \
:¢\“‘\ . mera, escrlibe_una-frase ablerta para el costo del esta-
o .clonamiento, . . :
\ (b) "Si.el costo de estacionamiento por hora'es misto del ~
.. ﬁ; problema anterior, ¥ un gutomdvil se estacioﬁé por un
W . ‘total de * h ‘perfodos de una hora, &scribe una frase
abierta para la cantidad a pagar. - .

*25.\‘A1xagua de un radiador se le aﬁaden dos cuartillos de~alcohol
y entonces la mezcla contlene 20 por ciento de alcohol; es
deéiry 20 por ciento de la mezcla es alcohol puro. Escribe
un enunciado abierto para este. enunclado lipgﬁistibo. (Su-
‘gerenola: Escribe una frase ablerta para "51 numero de cuar-

. © tillos de alcohol en términos del nimero de. cuan%illos de

. agua que habla or;ginalmente en el radiador.)

*26. (a) Dos tuberfas traen agua a un depésito, La capacidad de

) una de ellas es 100 galones por minuto Yy la de 1a ptra

MO galones por minuto. Si gl agua Iluye a través ‘de la’

primera tuberfa duragnte x wlhutos y a gravés'de la

,sé@unda durante Yy 'minutos, escribe_una frase ablerta:

A d

-

>
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o para el flujo total en galones. ?\‘
(b) En el problema anterior, si cerram?s la primera tuberia
. al cabo de dos horasy escribe 1a expresion que represente
’ el flujo total en galones en Yy minutos, siendo v mayorh
\ qQue 120 . . - - :
(c) Usando la informacidén de la partq (a), escribe un enun-
. clado abierto para indicar que el flujo total es de
20,000 galones. S \ _
27.‘,(a) La planta A- crece dos pulgadas cada ékpana, y al pre- “
) sente tilene zo‘pulgadas de altura. Esqyibe una frase =
ablerta- para el ndmero de pulgadas de altura de la planta .
o, de aqui a ,w Semanas. . e o
(b) La plapta B crece tres pulgadas cada séhana y ahora
. tiene 12 pulgadas de altura. 'Escribe una frase ableyta -
para el numero de pulgadas de altura de la planta de aqui
L & W semanas.
‘. . (c) Al cabo de algunas semanas, las plantas tendrén la mismh
\ \ \\? altura. - Expresa esto por medlo de un enunclado ablerto. |\,
s %28, Al nivel del mar un hombre. respira 20 veces por minuto y )
' respira una vez mas por'minuto p\r cada + 1,500 pies de ascenso.\\
(a) Escribe una frase ablerta para el nimero. de veces que el
T - hombre resplra por minutec si se encuentra a h pies de
| ‘altura sobre el nivel del mar. - ’ A
(b) A y ples sobre el nivel del mar un hombre respira 24 ‘\
veces por minuto. Con la informacidn obtenida en (a), »
escribe un enunciado abierto exponiendo este dato. A \
~ 29. Emplea cada uno de los simbolos verbales: =, A, <, *\"> R
b,=<,>z2,en x %- y construye la gréfica de cada uno de ‘
. lios enunclado abiertos Que obtengas.
'~30. Halla los enugciados ablextos cuyas graficas aparecen-a con- -

tinuacidény’ c % o . .

(8) ittt .
o 1 2 3 4 5 & 71 ' . .

() bt e -

. 2 3 4 7 :
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-31. Construye la gqéfica ‘de los siguientes enunciados abiertos-

(a) ' x= 2 6, .x> 5 o BRI .

:(b) X=2 ¥y i\x * 5 T e
(¢) x>2 & 'x=<5 - . \ ‘

(@) x=<2\ ¥y \’\x <5 t ‘ y

*32, Halla un ehunciado abi?rtb cujg gréfica sea: ~ \

Probablemente tendréa que hacer enunciﬂdos compuesto&'usando

las conjunciones "o", “y", as:{ como también algunas desigual -

- dades.. ~ s \~

"33, Un hombre que tiene cingo délarea en su bolsillo, se detlene,

: * camino. de su casa, en una confiterfa con la intencidn de

llevarle @ su eaposa dos libras de dulces. Encuentra dulces

que se venden en cajas de a libra por $1.69, $1.95, $2‘65 y

PR $3.15. S1 sale de. la tienda con dos cajas de a libra,
\. (a) :Cuél es la .cantidad minima de. dinero qqe le puede haber'
' . .sobrado? . e ‘
~ {b) gCuél es la cantidad méxima de dinero que 1e puede haber
H aobradb9 o,
(e) 5Qué combinaciones de dos~caJas de dulces no puede com-
pra}“? : \ T - 4

*34, Al final ‘del capftulo 3 " (Conjunto de problemas 3- 14~fejercicio
5) ‘descubriste una \'regla para multiplicar nimeros _cardinales
entre 11 .y 19, inélusive". Ahora, usando a  y b, res -
pectivamente para 1ndicar las cifras de 1las unldades de ‘dos
nﬁmeros, deberfas poder escribir 'un ennnciado ablerto que
exprese el preducto p en términos de a 'y b, Cuando hayas
escrito tu enunciado, emplea 1a propledad distributiva para |
verifitar si lo que hiciste es correcto. =

N . " N
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o - Capitulo 5
' 10S NUMEROS. REALES

B a R

5-1. La recta de los nﬁmeros reales - : .

Cuando trabajaste con la recta numérica, varias cosas h%m.podi-«\:

L™ . -

: .
¢
by " - " . . i
] ~ . . . . .
. I . ‘
1

do despertar tu curiosidad. Por ejemplo, una recta se extlende in- o

terminablemente tanto haela la 1zqu1erda como hacia la derecha. "Sin,

embargo, -

sélo.hemos marcado aquellos puntos situados a,la derecha del -0,

Esto plantea una‘pregunta que contestaremos en esta seccion- gcdho

marcaremos =08 puntos sltuados a la iZQuierda° .
En el capitulo 1 se te dljo que hay numeros racionales que se

‘asocian con los puntds, de la mitad izquierda de la ;ecta numérica,

pero entre tanto sélo has tratado ‘con los nimeros racionales de la*

mitad derecha. Tambien se te dljJo que algunos puntos'de ‘la recta
numerica no corresponden a numeros raclonales. Esto plantea una.
segunda pregunta: ;Dénde estan algunos de esos puntoé en la resta
nunérica qne\no corresponden a numeros racionales vy qué nuevos
nimeros estén asoclados con ellos? C \ .

Vblvamos a'la primena de estas preguntas-\ 4Cdro marcarémosﬁios
puntos situados & la izquilerda del” 0? No hay duda alguna de” que

la recta contiene infinitos puntos a la izquierda del O, Es faell .

marcar tales puntos si segulmos la pauta utilizada para marcar 1os
puntos a la derecha\ael O Como entonces, usamog el 1ntervalo
desde O hasta 1 como unidad Ye medlda, ¥y localizamos puntos a
1ntervalos lguales a lo largo de la.recta hacla la izquierda. El
primero de estos puhtos Lo marcamos con 1, el segundo con ‘2,

»

. % 3 2 o, T3 4
etc., donde el simholo ""1" se lee "1 negativo", "2 se lee "2 .

negativo"; etc. ;Cual es la coordenada del punto que esta 7

oy
O
=p
v‘

3
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‘racionales. (Ciertamente todos 1os numeros racionales sen nu-

S

» . . N N
N R ) . . N R . . NN
[ N N

N

untdades a la lzquierda del’ L0 ‘ .
Procediendo como antes, podemos. 1ocalizar mas puntos aala o
izquierda del Q ' ¥ marcarlos con simbolos seme jantes a los va - .
usados para los numeros de la derecha, pero con unp raya en la '
parte superior izquierda para indicar que el miméro éstd a la
1zquierda del 0.  Asi, por eJemplo,~ Eﬁ estd a la misma distéhf T
cla del O por la 1zquifrda que %— por la derecha, etc,

N
MIIJ
:‘l
w
. nid
4
N
"
o
—
)

—y oOf
" |-
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i ) 1
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El conjunto de todos -1os nimeros asoclados con'buntos en la )
, recta numérica se llama conJunto de los numeros réales. ILos nu -

\ meros a 1a izquierda del cero se llaman numeros realés negativos

y los .de 1a derecha, mimeros” reales positivos. .En.este lenguaje !
los nimeros de la aritmética’ 'Son 1los numeros resles no ﬁegativos.

El conJunto\ﬂe todos los nimeros cardinales, [O 1, 2, 3,° ...],
reunido con el conjunto {71, 2, 73, .... -se llama _conjuntq de
10§.enteros {.“., "3, 2, 71, 0, 1, 2,3, ...}. El conjunto de .
los numeros racionales de la aritmética, reunido _con el de los
numeros racionales negativos, se llama cenjunto de, los numeros~

X

'
s

“meros reales,)‘ - ‘ . 0 : ) .

- - -

Recuerda que cada nimero raclonal queda ahora asignado a un-

\punto de la recta numérica, petro, quedan todavia muchos puntos a
1os cuales, qo se les puede asignar numeros raclonales: Los ni-

e asggyhmos con estos puntos se,llaman numeros ‘irracio-
Asf, todos los ndmeros irraclonales son tgmbien nimeros
) Por %onsiguiente, podemos conaideraf el conjunto de
los nUmeros reales como el conjunto combinado de os numeros ~
raclionales e 1rraciona1es.

"Ror ejemplo, todos los enteros,, tale;\ﬁbmo "4, 0, 2, son :

»

AN *
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nnmercs raclon es,'galla eJemplos de ngﬁgros racionales qne no _ «
.o son'en%eros. Ademés, ‘todos 1os numeros racionales,§ta1es como 3P\:

&
A

0 6,7 son nﬁmemales. L ' \ I ‘
Queda 1la segunda pregunta. ¢Dénde estan algunos de los puntos
de la recta numérica que no corresponden a numeros racionalesV‘ En
un capitulo ulterlor se~ﬂemnstrara que, por ejemplo, e1 mimero real
MZ es un riumero irracional. Localicemos los puntos con coordenadas

NZ ¥ V2, respectivamente.

K}

»

»

gﬁ

?

- Ante tbdo, recordemos que N2 .es un numero cuyo cuadrado es

2, Puedes’haber aprendido que la longitud de la dlagonal de un
cuadrado, cuyos lados tienen 1ongitud 1y es tn nimero cuyo cua-
drado es 2. (GConoces algunos datos acerca de los tridngulos
rgctangulos que te ayuden a comprcbar esto?) Con el fin.de 1ocali,qk
zar un punto en la recta numérica para Ve, todo 1o que hay que

- hacer es construlr un cuadrado cuyo lado tenéa 1ongitud 1y
trasladar la longltud de una de sus dlagonales a nuestra recta

‘numérica. Esto podemos hacerlog como gn la figura, dibufando un
‘circulo‘kon centro en{e} punto O° en'la. recta ?gmerica X:de r?dio

- » ~ . -

e

igual a lu, diagonal del -cuadrado.. Este, circuio ‘corta la recta
-’ numérica-en dos puntos, cuyas coordenadas son los nimeros reales
. Az y . W72, respectivamente, ~ .
Mas adelante demostraras que el numero J?' no es racional,
Tal vez creas que VZ es 1.4, Cuadra 1 L para que tu miémo .
~ compryebé% g1 esto es cierto. gEs (1. h) el mismo mimero que ‘
~ ' 22, De igual modo, comprueba si V2 es .l 1 %14, E1 cuadrado

-

de Gada uno de estos declimdles Se acerca'cad zZmés a 2 Que el

antér*or, pero‘parece‘no haber numero racional algunoocuyo cuadra-

do sea 2. \ o o . \gr '
‘\‘ .;\ . B BN A .
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. Hay muchos més puntoa en»la recta numérica reai cuyas coor-
~l'. denadaa no son nﬁmeros racionales. gCrees que E»/?' es uno‘de i A

ellos?.. W O34 JZ'? }Por .qué? S | .
- “. Conjunto de de problemas 5-1 * = ..
S B Cons%ruye las gréficgs de 103 siguientes qonJuntos~ o
*, > : (a) \W\ 3, 5'! ‘2_} S - N | \.. . N
E N . . . . .' > . ‘ . . R < -
T (b 1 3, 3, %» ‘g.] ot . )
" - N A . ,.‘..‘ . - " \ \ ~ . i *
‘% 5’ 7, . — . .f. : " . . L . . - TN \ ‘w \
. “(a). ( '7‘3 5: 5: ‘72'3’ Ty o “’\‘ e
- . l ‘(e) {JE‘ ﬁ 3’ ‘.3] o 3\' o A -‘ ,

‘:(f)%[ 1, ‘(1 +~2-), 1+?]

(S)\ ( -1 (‘2‘) *zp (3 - 3)]
\"‘ 2. “En cada uno "de loB Biguientea eJerciclos aparecen las coor-

. . denadas de dos puntos, z,cuél estd a la derecha;*del otro?
N ,\~ N “ - . ‘ \3. . ‘ g

| (a) 3, b g o () u, VE
A A ke 2 - ) ‘-’3§ ?z:’** .

I T Y, AT \
= "3, B hﬁme;m‘ ,x es la razén de la circunf»erencia“ de un circu.lo
* . a su dldmetro. - Asi, un efrculo cuyo didmetro es de lpngitud
' 1 tiene una circunferencia de longitud L Imagina tal -eir-
. culo deacansando sobre la recta numérica en el punto 0, Si
- sobre la recta, R sin que, resbale, rcdamos el ircglo una >
’ vuelta cOo leta a la derecha, éste 8e detendré en un punto.
g,Cué.l es la eoordena.da de este punto? S1 lo rodamos ung,
- vuelta completa a 1a lzquilerds, jen qué punto se datendré?
JPuedes’ Z;ocal:lzar aproximadamente estos puntos en la. recta ,
.numéricas (El niméro real =, al 1gua1 que 42, no es un
nimero, racional.) ) -7 o




e e ). L -101- s -

* X
AR

b, (a) Es "2 un némero cardiral? ¢Un entero? ;Un nimero.

r racional? aUn nﬁmero real? ; ' R

“(b) Es - %?w un nimero cardinal ? 4Un entero? ;Un mimero ‘

| ~raclonal? 4Un nimero real? - - .
T, (e) Es WZ un mimero cardinal? ;Un entero?- ;Un mimero

raclonal? ‘éUn nﬁmero real? \ R - .

\5. *aCuéles de los siguientes conjuntos son 1dént1cos°‘ S
A es ‘el conjunto de los nimeros cardinales, B~.es ‘el conJunto

de los entegps positivos, C es el conjunto de:los enteros no

.+ negativos, I es él cdﬁjunto de los . entero;, N ‘es el conjunto

K -9 N
-de los nﬁmeros naturales( S oD \ggx f :

. 5-2. Orden en la recta de los nuimeros reales
. Para el caso de los némeros reales positivos, gcdmo describl-
mos una ordenacidén? Pox ejemplo, como "5 estd a la 1zquierda de

B 6" en la recta numérica, y como "5 es menor que 6", convenimqs

.. dque estos dos enunciados dicen lo mismo acerca de 5 y 6. Escri-

o bimos esto como el enunciado cierto A \ .

, - 5 <6 - \
g Asi, ‘para un par de nﬁmeros reales positivos, "eaté a la izquierda
« de" en la recta numérica y "es menor que" irdican el mismo orden.

' 1Qué entenderemos por "es menor que" al referirnos a’dés
nﬁmer0§-cua1esquiera, sean éstos positivos, negativos, ¢ 0?
Nuestra contestacién es Senclllamente: "estd a la 1zquienda de"

‘en la recta de 1os nimeros reales. \ C ,

\ Busquemos una Justificacidn en la experiencia diaria. Todos
conocemos blen los termémetros y nos damos cuenta de que las es- \
calas en los termdmetros ‘estén ‘marcadas con nimeros sobre O, baJo
0, ¥ con el O mlsmo. Sabemos 'que mientras m&s frio hace, mis
badd seré la temperatura que leemos en la escala. S1 ponemos un,
‘termémetro en posilcidn horizontal, como en la flgura, vemos que
se parece a parte de nuestra recta. Cuando decimos "ea menor que”
("es una temperatura’mds baja que"), queremos decir "estd a la
izquierda Qe“ en la escala del termdémetro. En esta escala, jqué

R
N




‘ nﬁmero es menorh 5 & T107 ‘
- . Asl extendemos el significado anterior de 'eg. Jjrenor que” a

-

) todo el conjunto de mimeros realea. Convenimos que: . *

\ + - Para los mimeros reales, "es meror que" :L
significa "estd a la 1zquierda de en ‘ N
la recta numérica. 81 a ¥y b soﬁ .
ngmepos reales, "a es menor que b" se. .
escribe -8 7 _ \ ‘

. a<b., o R .
(A menos que no se especifiqug,otra qosa, ahora y’en el futuro
se entenderi que el dominio de una variable es el conjnnto de- 108
nﬁmeros reales, ) N ‘ \ 0
6Podrias dar un significado parg “es mayor que" en‘el“caso d
- los nimeros reales? Como antes, usa el simbolo " > " para "es
* mayor que". De lgual modo, explica qué signif;can e, M Ny
"4 n,M 4 " en el caso de los nimeros reales. .

—_ 7
»

1 RN

Conjunto de problemas 5-2a
1. Determina cuales de los siguientes enunciados son clertos y

cudles son falsos: : T . X
@ 3Tt e hgns |
o) 2 } Ot e (@) 6=T3  a
(o) i35 " (n) 35<7H L
’ (@) £<ae (1) T3< 28t o
@ 22 (Y - @ xize

2. Considera los sigulentes pares de nimeros reales .y decide
-cudles de los enunclados que estdn debajo de cada par son
clertos y cudles son falsos. i o

-, L1y
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> N R »

N ) N .

\ f‘ N . s
R ~ N n R . ) 5""2 ? .
- . 2 ° . : ¥ .
2 y é——z—‘- . I ~ - ~‘ :
. s NN

\ 5.

T : "2 '<~}—-)2(—‘1-}- es cier‘bo,

\ ea)‘:‘3g14f y 32 (b) 2y gg . (e) 2% ¥ o2x 2

2

S \ . \2,‘gl§-—£ ~ea fa.lso; : o R

»

L mtk <3 e<i2 0 BEJcaxe

- ) R ")\. ' _ o T - - .
L Ta=T3 YD 2= T2 S atpleexen
Co TR T3 N e 2w 2f2>2x2

‘- o o (d) 0.0?1 Y \ (m): T et
; R ) ) i' . - 1 R s . . . .‘./‘, \\ X
0,001 < (m) ¥
< : ’ ]

e : __0"00,1 - (%m’) *‘ J) : SR

. - To.001 > ( ) L. |

\ \ "06'6 \ :

Construye la gré.fica del con.junto .de val:ldez de cada uno de
los siguientes enunciados., Por e,jemplo.

x> T, 35 ?"ET'T'TE'1T"
x <72, G = 0 i 5 .

Al

\¥~0 -

(a) “y'< 2 ’ (D) ¢\?‘2 y o> "2

(®) uwt3 ?‘ | s (@) a<3 oy ax T3 "
() vi?. N dﬁmfdiﬂ“éd$2 . .t
'*(d) ‘ r;! "2 - T ) w2y u\; ;3 -

(e) xX=3 6‘:‘ x < "1 \ (J) S. ‘<\6~ NS fa <

g

Para cada uno de los slgulentes conJur%QQ, escribe un enunciadq

) abierto que contenga la variable x y-cuyo conJun'co ‘de val:ldez S
" Bea el conJunto dado:

Vs [4
.
1
i
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(a) ,A es el conjunto de todos los nﬁmeros reales no iguales :
- .a" 3. \ . \ .o
] T (p) B es el conJunto de todos los nﬁmer reales menores que -
LN o 1gua1es a ‘"2. - : ‘ )

R N a .

* (p} C es el;conjunto de todos 1os‘nﬁmeros reales no menores -
5 Escoge cualq 1er nﬁméfo real positivo P;- escpge cualquier
. mimero real hegativo’ n, ;Cuiles de los\siguienteq enunclados 7
v fv‘scm ciertoe? v 9 v B \ - .
NFS e _‘::n~<p’ Pp<n, n=<p, nf’p' : o .r"*‘.

i} “o de la variable p el conjunto de 1os ynteros.
g‘ ?}1a el conJunto de validez der ... Lo
‘ (ﬁ? 2"‘"‘-‘ p y p < 3. . . C o . ‘\ v
/ ii(@).\i p*& 2y Tb<p. ¢ o - B \ e
X&) p= 2 6 p=T5. S e
- 7.\\¥§§f Durante un dafa frio 1a temperatura subié 1Q grados: desde ‘
{ ﬁ f5‘. A cudnto subid la temperatura° : l§ \

..Otro dla, la temperatura subié 5 grados desde “10°, ;A

t\cuénto subldé? - : o ‘

.(;Q 'Durﬁnte un d’éhielo en enero, la temperatura subié de  T15°

R 350 . Cudnto subio° o . -

8. En ﬁada uno'de los-blancos que siguen, uga uno de 1os:simbolos‘
= ; < , > para construir, sl es posiblé, un enunciado clerto: -
(a) g___g__ s . RGO (-

w3
w33

A

Hay’giértos datos sencillos, pero muy lmportantes, acerca del ~
'orden de fbs nﬁmeros en la recta de los nimeros reales. Sl esco-
gemos dos Rﬁmeros reales diferentes cualesquiera, estanos s seguros
~de que o el-primero es menor que el ‘segundo © el segunda\éa menor .
que el primero, pero no ambaa cosas. En el 1enguaje del algebra,‘
esta propiedad de ordendcidn de 1os nimeros reales se convierte

. ~“
LR
w o N
\ N




ie gn 1a pIQpiedad de comgaracién'

.
.~’1
N »
N

~

2.

3.
© enunclado que contiene el simbolo "< ", Trata de formular

A

\\ \ R \\\.,:\:?‘ \ ;
ii a’ es wn'mimero real y v . -

»

un.nﬁmero real, entonces 0 .
solamente uno de los siguientes A \ .
- es cierto. : . | R
SN - a =< b, a="," ﬁti\a;: e )
: \: . Con;unto de problemas 5—2b \
Para ‘cada uno de los siguientes pares de nﬁmeros, comprueba g
que la propiedad:de comparacién es giert%{a base de hallar j:

cuél dﬂ las trea relaciones existe entle a8 nﬁmeroa. \ f . ,“

: Y
(a) ¥y e (e “16° y- 52- :
(®) o sr:.-z e (o) 12y (5+2)(“x?,)
(). M—%Lﬁy (?x5*f‘) - () 2 y 2 o
Usaﬁ&étel;éimbolo{ < ,:donptruye enunpiisqs cieqpéafqﬁe éon;\ A
‘:ﬁengan\IOS"sigqiénte ares de mimeros:
- (a) 2,,“3 -/ Y () 2, %%‘& o
. (b) 'f: ‘2‘ e s ) (8) Tg‘: - ]
) ) ) X ) \~~ b * \-\~\ \;‘ N ) \ . -
BONE- I (V- (72’355) |
41 E R P N
(a) = () VZ, T1.5
‘(\)' g’ 1'6 i RN - . ‘f’ A ‘ \1..~ . ‘ Y
) o, oL () W2+ a,05+3 .
l ot .,\ 8 . ) . . .

Y

‘Ta propiedad de comparaciénﬁ ya -expuesta en el texto, es un

la propiedad correspondiente uaando el sfmbolo " > ", ¥y com-
pruébala con referencia a los pares de nﬁmeros del problema 1.

o

" Trata de. enunciar uha propiedad de: comparacidn que contenga .
‘el Bimbclo Wi n,. - -
. \ w a e

LCuél es el menor de \%-v& Z@ Puédes conteafar eﬁta pregunta

aplicando la propiedad multipricativa del 1 a cada mimero para

) y 'k . 2 "y |
(e: a\.s:[‘obtener.\ 5- = g X 3 = 36 . % =‘2 X% ﬂ 38. Exgtonces -5- < %’ p N
L, e ) .
’ . - * . ¥ 1;144 X )
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debidp a que 75- esté a 1a izquierda de %% én 1'; recta numéric‘a.“

Ahora, deberias 'sent:lrte capaz de comparar dos nimeros raclo-
na.lea cyalesqulera, 3Cémo decidirias cudl. es el menor de los dos
nﬁmeros %’% y* 16 (No efectﬁes los célculos‘ 3610 descri‘be
‘el método.) ‘ .

- Tal vez nctaste, al comparar % --l gue %%W 3 (es

s B o 2 oot D v
S decir ahbra qué relacidn hay entre. .éﬂ 1—552 sin tener que

113 ¥
. § escrib‘lrlos como fracclones, con el ’mﬁ.smo denpminador" ¢, Cémo

odr:[as, de manera seme,jante, averiguar cuél es el menor de ’ %%

. y %- Suponte que X, ¥y -son nimeros rea.lea ) y que ademés

Cox o< T4, N "1 < y.. Usahdo'de nuevo la recta numérica, z,qué puedes

decir acerca de la relacién que hay entre allos"
+  La propiedad de ordenacidn que empleamos en los ﬁltimos tres

ejemplos: se llama la propiledad ?;I‘Z,nsitiva*

B 81 a, b, ¢, son hﬁmeros reales

» : ' \ ysi‘a'<byb<c,:'

‘ entonces a < c G

T

w

-

. qunJunto de problemas 5-—2c
R En cada uno de los sig"uientes ejercicios, detemina 19, rela- o
cldn de ordenacidn qyé hay entre cada dos. de .08 tres mimeros \

reales. o ‘
Por eJemplo,, 'IT’ -5, % egtéri en la :rfelacidn % %%
\ ~ S ' ‘ : \ & S
Ty <3 . o =
5 2 k . . ‘~:ér\
L ‘ _ N . ‘ -] N} . -
(8 % y 1, T

) *;' ’ (b) S, x,\ v - «/2,
‘ * (e) 1.7,.0, ¥ "1.7,

@,(5 0 -

T (d)
(E)’ 12 X ("‘2‘"‘ ) - .‘16. :' ° . )
\Nota al calce’ R
™. *Del latin, transire cruzar. -




H.‘.,.._‘ . \, J\;ts:;\.itj e sdea N e h' i\‘\ N

dore T s

;‘(r) u;_(g'! i6), (2 X 3) E: (7 x 31 (99 X 2) "‘3

&%=
a? ‘!l 3 “» t

(g) 3%, 4B, (3 +° 4)2

o 20l 1‘~ c .'i' o ‘ ‘;‘l!‘\
§ (: (h) '2': '3') ‘ i i \,v‘ ) : ‘;. RN ‘ -
. . (1) 1+ ’f: 1 + (5)2’§(1 +’§_)2 B " o . | o - " .

fz{'~Enuncia una propiedad ﬁransitiva para :\> "oe ilustra dicha .
propiedad mediante dos de los eJercicios -del problema'1.
" 3. Arturo y Roberto estdn sentados en los extremos opuestos gg un
-+ balarcin (subd y ba}a), 'y el extremo en que esté~$entado Arturo’,
~baJa lentamente hasta el*ﬁuelo. "Arturo se levanta XA Carlos se
) [monta, entonces el extremo donde estd sentado Roberto baJa
~ hasta el suelo. ;Quién pesa ‘més, Arturo o Carles? . \
b, ‘gzxiste una propiedad transitiva pare la relacién =" En
- tal caso, da un ejemplo. . N o .
» 5.~.Enuncia una propledad transitiva para "Ny da wun éjemplo{
. 6. Hemos 1lamado nﬁmeros reales positivos al conjunto de los nﬁ-
‘ \meros mayores que - 0, A nﬁmeros reales negativos al conjunto
, de. los nﬁmeros menores que O. . Describe,

\gif\ . (a) los nﬁmeros reales no positivos, v \"{*
T {b), los nimeros reales no negativos. ’ \
T {1a la relacién que hay en cada uno de los siguientes pares \

de numeros.

. . B

\(?) 1?. -g N .:\(C) %%?- y %%& . T f:‘\;§: ~

&

LB \(1:{‘).-—-'I 5 ‘ %&? \fQE? .

5;3.‘ Ogugstos

‘de los nimeros reales, empezamos por marcar intervalos sucesivos de -~

: 1ongitud 1 ala izquierda\del 0. Sin embérgo, podemos también
\apaﬁbar los puntos a igual distancia del O y'a distinto 1ado del
-mismo. Asi, estd a la misma distancia del .0 ‘que 2. ;Qué

nimerc se encuentra a la misma distgncla del 0 que %@ 'S1 escoges

Y . .

L)

<

-y
t Y
5

A |

Cuando marcamos 10s puntos a la izquierda del O en la recta =



e

se3 .. T L0

un “punto cualquiera¢de la récta numericag ﬁpodrés hallar un punto ‘.Z
a.la misma distaricla, pero a distinto 1ado, del 0‘J sQué puedes © : "
' decir si el punto es el mismo 09+ B

kS - o ,
-+ g—+—+ —— et — —
"3 T2 L I ¢ SRR 2 3 * '
2 ’ \ . 13 N . 2 N R *, . \~;
4 . [ ’ . ‘
\ s, ) : . RN :
Como los dos mimeros en cada uno dg esos pares estén a dis- 7

'tinto lado del O es natural que Ios .1lamemos® opuestog. El .
opuesto de un mimero real distinto de‘cero es el otro mimero real
que estd a igual 1stancia del 0 eh 1a recta numér}ba. iCual -
es el opuesto de 09 oo . ,’ |

Consideremos algunos nﬁmeros reales tipicos. Escribelos en \
una columna. Luego escribe sus opuestos en otra dBiumna y estudia

las afirmaciones que siguen: T * ‘ \
.2, "2; - *2 es;él opuasto de ‘En N \
‘~\.\ ;"\Eg”\‘ ‘ -§,‘_ E E’ es él opuesto ‘de. §~ R
) 0, .. 03 "0 es el opuests de; O, )
Eg\un tanto A&lesto tener qQue escribly tales: afirmaciones ‘en esa -

forma ¥y por ello hace falta un simbolo que signifique "el opuesto S
de", A este fin, usaremos la misma raya con que 1nd1camos los

mimeros a la lzquierda del 0, pero colocdndola un Poco -més abajo,

LI 5 Empleando este simbolo las tres afirmaciones se convierten

-—

‘en lQS enunclados ciertos* et \
) -2 = ‘2 N A . . »
; > 1~=‘-f—1 ‘ P ) o -
zZT 7 o

. 0= -0, (Lee estos enunclados
\ euidadosamente.) ‘

] . N M .

117
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. . De estas enunclados. podemos aprender dos cosas. " Prihero, ;ue\
_— 2"'y "-2".son nombres distintos de un mismo némerp.  Es décir, .
‘ "2 negativo" y "el opuesto de *e“-representan el mismo’ nﬁmero._ Por
lo tarto, no importa sl la raya se escribeéarriba 0.un poco mas
abajo, pues en ambos casos significa lo mismo. Siendo esto asly
no necesitamos los dos simbolos. |
6Cua1 de ellos seguiremos usando9 Eserita‘grriba 1afraya se
aplica ‘solamente a numeros negativos, mientrasiggp eacritd‘un poco,
g mas abajg puede aplicarse a cualguiur-numero real. (Observa que er
opuesto del nimero pogltivo 2 es, numero negatiwo =2, y que’
el opuesto ael nﬁmero negativo" %; 8 el mimero poaitivo ) Por
1Q‘tanto, es natural conservar-~el.simbolo para "¢puesto de" (en el
sentido de‘“negativo u "opuesto de") cuando el mimero en cuest@dn .
. es positivo. Ahora los enunciados se pueden escribir asi:
N -2 = -2, (lo que leemos, "negative 2. es e1 opueato de 2")

- ‘ %.=\—(:\§J, {lo que leeméé,\#%

L} N

es el opuest% de negati\to iny

» 0 = —O - L ' 1 N >
Rl segundo de estos enunéiados tambiép se pé;dq 1eer como : \ \
‘ %— es el opuesto del opuesto de ﬁ- ~ {3‘ Co
- ‘ N \. ‘ LF 3
Una segunda observacidn general el opuesto del - opuesto -de un

mimero es el mimero mismo; en sfmbolos, ) / R

B Para todo numero real v, o T o ,!_ .

() = . |

60ué1 es el opuesto del opuesto del - opuesto de un numero° aCuéixgs Ca
el opuesto del opuesto de un numero negativo° o
‘Cuando ‘escribimos la raya " - " a la 1zquierda de la variable
x, estamos efectuando con x la operacién de "determinar el opueéto
de . x".' No confunﬁas esto con la operacidn binaria de la resta que
se efectua con dos numeros, como por eJemplo s T x" , que quiere w..
_declr "x ‘restado de- 3“”\ ;Qué clase de nﬁmero es -x sl x es )
un numero - positive? §S1 x es un numero negativo? ;S1 x es. 0? -,
' El simbolo "-x" se leerd como "el opuesto de x". De modo que,-
sl x es un nimero a la derecha del 0 (positivo), entonces -x
" estd a la izquierda (negativo); si x estd a 1a lzquierda del O
(negativo), entonces -x estd a la derecha (positivo). '

W
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. : . B onjgnto de problemas 5f3a " o S b ;
A Determina el opuesto de cada uno de los slguientes nﬁmeros* )
‘ (&), 2.3 L el (eRe3) T T(e) (42 X 0)
’ (@) 2.3 [ T, {a) »(36-2.‘!&) T (E) -(kx0)
2, Qué clase de nﬁmero es =x si x es positivo°, ¢si o x es\\\‘f
- Tnesativo?, (8l x es p? RE oL
3.‘ 6Qué claae de nﬁmero es x! Si ~x * es .un mimerp positivo?,
v xasi X e8 un nﬁmero negatiVOv, sl -x es 0? T .

a) &Es todo nﬁmero real el” opuesto da,algﬁn nﬁmaro-real*
(b) '4Es el conjunto de todos los epuestos de rimeros reales \
L . ‘ . el mismO‘que el conjunto de todos los nﬁmeras reales? '
~ (e) ;Es el conjunto de todos los raimeros negativos un bub-

conJunto del conJunto de todos los- opuestos de numeros
. reales? ~ Y . o Ve
(d). ;Esel conJuntb Qe todos los Opuestos de mimeros reales
\ un subconjunto del conJunto de todos los nﬁmeros negatlvos

{e) ¢Es el opuesso de todo mimero un mimero negativo°

« £ .
e . La ordenacldn de lo:/ﬂémeros en la recta de los numeros ré’ié
: revelg que - %ﬁ es meno que 2. ¢Es el puesto de - éﬁ menox

- que el opggsto de 27 Construye eJemplos semejanteé’con,otros« ‘
pares de numeros, Después qQue hayas determinada la ordenacién
- de un par, halla 1a ordenacién de sus opuestos. Verés que hay\\\
una . propiedad general para Opuestos“ o
T a - Para log numercs reales a z_ b,
R o \ sl a~=x b, entonces ‘-b < g,

Al

Coqjunto de problemas 5-3b

1, Para cada ;gé de los sigulentes pares de numeros, determina
cud] es el mayor: \ \
(af, 2.97, -2.97 c{a) -, L 4=) 0, 0
(b) N-12, 2 - (e) -370, -12+  (n) -0.1, -0.01
~,(e) -388, -762 ' (f) 0.12, 0.2% (1) 0.1, 0,01
$;~" I{‘Utilizando las . relaciones " <" o " > ", escribe enunciados

clertos para los siguientes nﬁmeros Y sus opuestos.
EJemplo Para 10s mimeros 2 y 7, 2 < Ty -2 > -7,




. v -
- (a) %, -% . e (a) 3(% +‘2),\%(20;+ 8) <. . e
) . R ‘ \\ ‘ \ R . i . H\‘ . \ c: ™
S ®) E R L T
I N CE R D) (s +o>:9
N " 3. Construye 1as gréficas de ios conjuntos de galidez de 105 o,
. siguientes enunclados ablertos: NN <

A *(Sugerencia' Cuando sea conveniente; emplea la propiedad de\~ :
: ordenacién para opuegtosy antes de hacer la gréficaa)\; .

(a) x > 30 .o (c) - > 3\ o N

‘ () w3 L @) x> 30

- 4. Describe el conJunto de validez de‘cada enunciado abierto: . =
(a) x#£3 .. (e) =<0 N Y I T T
(b) - x of -3 ' (@ x<0 ‘% () =x<0 T

5 A continnaciénaaparecen algunos conjuntos Fn‘cada caso,
construye dos enunciados abiertos cafla unp de los cuales ;
tenga por conJunto de validez el conjunto consideradon (Usa
opuestos cuando sea conveniente.) ; N J
(a) A es el conjunto de todos 1os nﬁmeros reales no negativos. \

‘ (b) B es.el conJunto de todos los mimeros reales no lguales b

»

BN

a - “20 B R .
k(c) C es el conjunto de todos los nimeros reales no mgyores‘
. que: -3, - e (
(a) ¢ \ . . , |

4

(e) E es el conjunto de todos los nimeros reales. .
"6, ‘Escr}be un énunclado abierto para cada una de las siguientes‘

. gréficas: | . - N . . o
S G U G S w— ) ) e— SENP V.
(a) =512 o) -
N . b ) - to
(b) Z o e R = o

Te Escribe el’ opuesto de cada uno de los sigulentes nﬁmeros N
luego escoge el que ‘sea mayor del nimero y su opuesto:
(a) 3. ) (e) 17 , |
(p) o - T (@) -7.2 - .

L B



(e)

.\~;‘ (f)

“w

(s)

*8 Escr;bamos "ot

en la

+8,

a sltiva?

®
. voooomEe ot
L 4 ‘,‘\\' ‘ J 2‘
_»'ff' (h) (1-7;) |
-0.01 L 1(1)' 1 - (E)z
(2 CoY g XN

porila frase "esté mas distante de Q que

‘recta de 1os.nﬁmeros reales. bTiene"F-"wla misma; :
propiedad de’ comparacion que " > "o; es ded&r, sl & y b

\\\Qgirdos nﬁmeros redles distintos, "zes clerto que

N » bero nd ambas cosap9 gTiene "= " una propiedad'tran»‘

tendnén - " nosom .el mismo significado?

abiertos y‘describe 1a: variable empleada'\,

X (a) La puntuacidn de Juan es. mayor que

-

)
(@)

’ o\ Cambi

‘ miamo
e.Qué

es 8u puntuac16n° \

. \ ) ~ N
9. Traduce los aiguientes enunciados linguisticos a enunciados o

a}" b: "0 “.

o

100 negativo. sCudl

Sé que no “tengo dinero, pero mis deudas no pasan de $200

4Cpdl es ml sltuacidn financlera? / ‘ . X o
‘Pablo aboho $10 a su. cuenta, pero aﬁn debe més de $25;

gCual era el montante de su cuenta?.
a los numerales "- 4 Aon

denominador. (Sugerencia‘ .Primero cambila

'y ! 3 ‘a formas que tengan el

y;;g-)

relacién de ordenacién hay entre - %% ¥y ;%8? (Sugeren.

cia. Conociendo la relacidn exlstente entre ﬂ%
sera la relacidn entre sus opuestosﬁ) Formula ahora una
- regla general para detenminar la relacion de ordenacién que

&

-

- - 5=l .Valor absoluto

‘hay entre dos nﬁmeros racionales negativos.

-
-

> )

conclerne
“absoluto.

‘Eg5 6cuél

wdﬁéreqfs~définir ahora -una operacidn nueva y muy dtil que. '
8

un solo mimexro real: la operaciﬁn de tomar su valqr

e

El valor absolutd de un nimero real

luto de 0 es 0.

‘distinto de O es €l mayor entre '
mimero y su opuesto. . El valor abso-

wr

aPara qué subconjunto del conjunto de mimevos’ real‘es‘~

)

h



n ‘es A4,

o
e

. .
> ~ *a - ~
. . 3 . -

x4

O S R 5.4

. - A -

El valor absoluto de 4 es 4, parque entre R Y. —4, el mayor

El valor absoluto de - %- es ?‘ (6Por qué”) gCnal es.

el valor absdluto de, -+7? Entre un nﬁmero dlstiﬁto de.. O ¥y su
opuesto

Expl;Lca por qué- el valor abéolutg* un mimexd real cualqu}-era es

un numero positiv 6 Qs v
bomo de cbstumbre, ccnvendremos en usar un simbolo para indicar

-

acual es el mayay, siempre: el positivo o el negativc9 ¢;

>

) i‘} St

@

»

: 1a.ppePAci .o e

bty

-« *

— . . »

v/

ESCI‘%%OS . \“ » : . 2. -5.‘ . a0 0 . ’\\\ R . ‘;;
. o ’

. . . . . . et
e o : K ceo o
- N A
- R . - “"' R n . N - - N N

* para’ 1ndicar el valor absoluto del’ numero n. ~Pbi‘ejemplo; R

i

»

-un ‘nimero y -0?° Observas que_ la distancia entre b y*0 es 4,0 .
t

entre - %’J:y 0, /es. %' etc. Observa tam’bién que la distancila

»
-

B TR i S B P AN [T R
-;‘Obseyva'qu céﬁa‘uno «de stgs es no negativo.u o

31 exa inas estos numeros % sus ‘valores absolﬁtos en la
recta numérica, gqné puedes conoluir acerca de la dlstancla éhtre» .

entre dos puntos. cualesquiera de la. recta numerica es un numero

2.

-

*

real no negativo. oL ‘.‘ - R R .
SR : Lh distaﬁcia éht;e un hﬁméro R iy -
' ,tﬁL" ‘real y- O en la°recth de 1os - ’ ;
) ‘ﬁ\ . nimeros reales es- el valor | " '
NN . absolubo de ese mimero, = - B o
* P ongunto de problemas 5 ~4a . o
,1.\ Halla los valores absolutos de los siguientes numeros: .
(a) | () (6= " *- (&) -(14+0)
(o). -(-3)1‘ . (@) 1axo0 ot ()
(a) 6Qu§ clase de nﬁmerd‘es~~%°, aquﬁgélase de pumerO\es ]—]9
o (bNo negativo o negativo?) - . B
(v) Si X s un nimero read no negativo, ;qué clase de numero
. %2> - 3 e
o3 (a) 6Qué clase de num%ro es - 39 ;qué C1as% de numero es
L::§J° k(bNo negativo 0 gfgat1v09) o o
A3
* - v . ® - .

o 35? T ; 122
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(b) S1 x es un ‘numero real negativo,‘aqué clase de nﬁmero
es |x}? B ‘ ) R
Y ‘un mimero ho negatiVo para toda " x? Explica. T

' BS S8T.x es un némero hegativo,” 4cudl es el ‘mayor entre x ¥y

.

Taa

‘]x[?

6, 3Es el conjunto

v

cién de tomar el valor absoluto de sus elementoa?

v

E T

,

" Notemos que para un niméro no-negativo, el mayor entre el
nﬁmero y su opuesto es el primero. ‘Es“decib- \ . '

PUR

Para todo mimero real x .

‘que sea 0 & Qoaitivo,
' EIE T o
. 6Qué se puede decir acerca de un ‘mimero negativo ¥y su valor .

-

. absoluto? Escribe numerales corrientes para los sigu ntes pares*
|s] =" . . ~ |

-(-5) =
l- 'zl

R e

(gQué clase de nimeros son

]*‘5' = “("5):

-l == ),

-5,

|~3.1] =

-(-3.1) =
|-u67f =
S

-(-)']'67) ‘=
7-

-~ % 3.1, -467?) Encontraste que

R e N D
|-467] = ~(-367). =g

¢No estd claro ghora Que,?odemos decir: "El valor abgoluto de\uh.
nﬁmero negatlvo es el- oguesto del numero negativo"° Es declr:

Para todo nﬁmero real negativo x,
x| =,

ConJunto de problemas 5-4b

1. aCuéles de los siguientes ‘enunclados son clertos?
(@) 214 |-3] | () -2 < |-3]

(a)
*(b)
(e)

NETIRE LY

|-7] %3
2| = |31

L%

(e)
()

123
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ﬂ“Escribe cada uno de los siguientes como un numeral corriente'“ "

() fel* I3k -, @ |sl- 2l

) |-2l% 3 o @ elsds

coey sUel + 3D (k),'(f‘.ﬂ -2 -

cay. -(l-=2] + 13D . (1) -(]-2] +' }“31) R

(@) |7l -(r=-5  ~ (m) 3-|3-2] < -

ey -3l o ) (1] -8
(g) ~|-5lx2 - . (o) 1-5] x”]-z}
!(h) -(1—5] - 2) ~ " (p) ‘-(!—a! X 5)

(q,) -(l-—5] x |-2}).

5Cuél es el conjunto de’ validez de cada- uno de los siguientes
L ennnciados abiertos? - \‘ §~* \ . : S
- (a) 1=} =1, (\ x| =& (c) Jx] + 1= B, *(d). 5 - ]x} - ﬂ.
'}, gCnéles de los Biguientes enunciados abiertos son ciertos para -
" todos los n¥mexos resles X? . o .
T (a) =z, () aes x|, (&) < lxl; (@ -lx| ==
. (Sugerencia. Asigna un valor positivo a’ Xx; luego asignale
' - tembién un valor negativo entes de tomar una decisidn. ) N
5, ‘Describe las.variables empleadas y traduce a un enunciado
* ablerto: Juan tiene menos dinero que yo, ¥ yo tengo menos de
v $20 &Cuénto dinero tiene Juan? I S 5
- 6. YRepresenta gréfiqgmente los conjuntos de validez de los aiguien- ‘
g bes enunciados~ . \ R . - .
(a) |x]=<2 B _—
D ) .x> -2 y x<2. o K |
o)l m 2 o o
(d) x< -2 o x>2 ° Y SN e

Ai)7;

8.

——tm el s e aia s

Compara las gréficas de 1os enunciados en los problemas 6(a)
¥y (®); en 6(c)*y (a). % : ‘
Demuestra que 51 X es un nimero real negativo, entonces X
es el opuesto del valor absoluto de X; es decir, si x <0,
entonces x = -|x|. (Sugerencia. ;Cuil es el opuesto del
opuesto de un: nﬁmero”) ‘ ‘ -

-
>
*

N .
3
N —
* .
N . R
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19.; Representa g ficamente el conJunto de los enteros menores
Jque 5 cuygfé;alores absolutos sean mayores ‘que 2. ;Sera
-5 un elemento de este conjunto? 38erd 0 un glemento'de\
\ ‘estg conjunto? 6Sera~ -10 un elemento de. este conjunto? : \
" 10, :Si I es el éonjpnto de todos los “enteros, R el conjunto ‘e
~ todos los nﬁmeroé reales, .y P el conjunto de todos los nﬁmeros

reales positivos, escribe tres mimeros: |
A (2) pertenecientes a P peronoa .I, /e o
‘ {b) pertenecientes a R peronoa P, » ‘
- {(e) perteneclentes a R pero no a P ni a’\I,
R ;(d) pertenecientes :a P pero no a R, . | —

1. \Tfhduce ‘a un enﬁnciado ablerto: La temperatura de hoy 0s¢11d
ne, ,mas de 5 grados alrededor de O. \ T
2, Compara los conquntos de valldez de los dos enunciados, o
Jx] = o | %] =\-1.

LTS

’545; Resumen L ‘ \ o

1. Marcamos 1bs puntos a la lzqulerda del 0. en la recta numérica

~ con numeros negativos, el conjunto de los nﬁmeros reales con -
slste en todos los nimeros de la aritmétilca y sus opuestos.

2. A muchos de 108 puntos en la recta numérica no les asignamos
numeros racignales como coordenadas. Identificamos estds
puntos con numeros lrraclonales. El conjunto de los mimeros

) reales consliste en todos los nﬁmeros*racionales ¥y los l1rra-
~ ~ clonales. o \ ‘ : \ - . L
3. Para los nimeros réales, "es menor que" g}gnifica‘ﬁesté‘a la

¥

-

. izquierda de" en la recta numérica. : - .
" L4, Propledad de comparacidn. S1 a es un mimero real y b es
' un nimero real, entonces solamente .uno de los siguiente&hes
X clerto: a <b, a=b, b < a,. ' ‘ L g “;
5. Propledad transitiva. Sl a, b, ¢ son nﬁmeros reales y si

a<b y b=<c, entonces a < c,

b}

’ R * . -

. \ 125 b
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. 6. El ogueato de O es 0, yel opuestb de cualquier otro nﬁmero‘
o ‘real es el otro nimero que estd a lgual: distancia de 0 enla
. . recta de .los nimercs reales. o \
. 7 El° valor absoluto de 0 ‘es 0, y el valor absoluto de cual--
~ quier otro mﬁmero real  n es el mayor entre n y el opuesto
" de -n. . - ot L
8, 81 x es un mimero positivo, entonces -X es m} nﬁmero nega-
© tivo. S:I. x es un_mimero negativo, entonces -x es un mimero
. positivo. S : [ \ -
- 9. - El valor a‘bsoluto del mimero real n se denota por. In}.
Tambiéh jn|. es un nﬁmero no negativo .que repreaenta la dis-
tancla entre O y n ‘en la recta numérica. o -
10. Si ‘A > O, entonces |n| = nj T ‘

*

.

8L n<0, e entonces In| = o
N ‘ o Problemas de repé.so ‘ SRR
1, ;,Cué.les de los siguientes enunciados son ciertoa? \ ‘
e <0 (@) %_’_-lé-ﬁrl) L
® -(5-3)==(2) (&) -2<|s5]
(e) -(5 -3) < - 2] (2) J“ZI\* EYI

A}

' 2. #Cudles de los sigulentes enunc:ladoa son falgos?

"(9-)‘ "‘("'3) + 5> -(-2) +6 (d) 3 13;- y -3* »%(

S ) 343 6 3> 3 F< (11 L
) o) 343 ¥ 3> -3 (Ii)(:fl-sl . 2) > -(|5] - 3D

3, “Censtruye la grifica de cada uno de los siguientes enunciados:

L

(a) v>1 3y »w=<3 () x<4% & x>2 .
@) el=2 T @) x| =x
b, Describe el ponjunto de validez de' cada enunclado® _
~(a) y=3 ¥y oy >4 (a) ]I]*é—x -
() e (e) vyl < -2 S
(¢) -3<x<2 - (£) |v] >0 , - K ‘
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Considera el ennnciado abierto “]x] < 3" Construye la
gréfica de su’ conjunto de validez 8l el duminio de x es
el conJunto ‘des \ ) \ ‘
 (a) lns nﬁmeros reales ‘ (c) los nﬁmeros reales no negativos
() los enteroa c - (a) los enteros negatiVos. o
Describe las varlables empleadas y traduce ‘cada uno de los \
siguientes a un, ennneiado x%}erto. : o
(a) El Jueves la temperatura medlia fue-de 4 menos que el -
"‘viernes, yyel vierneSaestuvo por debaJo de —10‘.  3Cudl
\fue 1a tem eratura media el “Jueves? )

f(bf‘ E1 domingo la tempematura media oscild no maq,de 6“

. alrededor'de -5°.. ° 7 \ SRR
S1 I, es el conJunto de todos. los enteros, R el conjunto -Tf
“de todos los mimeros reales, P el conjuntd de todos los
numeros reales positivos, y ¥ el conjunto de todos los
numeros racionales, ;cudles de las siguientes afirmaciones
son clertas? S . \ ‘

(a)’ F es un subconJunto de R. S

(b)  Todo elemento de I es un elemento de F.

(c)‘ Hay elementos de I que no son elementos de R.\f
(d) Todo elémento de I es un'elemento de P.

(e) ‘Hay elementos de, R«‘que no son’elementos de F,
Construye la grifica ael conjunto de enteros menores que

N

. 6 cuyos valores absolutos sean mayores que 3. a§s -8

un elemento de este conjunto? . .

Cuando Bumamos un cierto entero. y su sucesor, el reaultado

es el sucesor mismo. - - \ )

(a) Traduce este enuncilado linguistico a un engnciado
ablerto. v : -

(b) . Halla el conjunte de validez de este enunciado.

El perimetro de_un cuadrado es menor que 10 pulgadas.

(a) sQué sabea’acerca deld nimero de unidadeg, s, “de longl-
tud del lado de este cuadrado? Representa gréficamente*

1

este conjunto. N - ks : .

e R N
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;,Qué sabes acerca del nﬁmero de unidades 2 Ay
este cuadrado?’ Representa graficamenté .s’ce
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©« . cepftulo b
" . PROPIEDADES DE, LA SUMA -

. B "

Desde pnimer grado has estado sumando nﬁmeros, a saber, los
numeros no negativos de: la aritmética. Ahora nos ocupamos de un -
- conjunto més amplio de nﬁmeros, el de los nﬁmeros reales. Nuestra
1arga experiencia con la suma de nﬁmeros no negat1VOs, tanto en la 7
aritmética como en 1la recta numérica, deberia darnos inmediata- .: .«
mente un indicilo de cémo sumar nﬁmeros reales. -

Consideremos las ganancias y pérdidas de un vendedor de hela- ‘
dos. durante los dlez dlas en: que tuvo el negocio. Usamos numeros
positivos parsa representar las ganancias y nﬁm&ros negativos para ‘
representar las pérdidas. . Describamoa la operacipn de su- hegocio

5r1. Suma de los mimeros reales . | . | S o

" en la primera columna y aﬁadamoa otras dos columnas, ‘una pare. los

compuﬁos aritméticas de su lngreso néto por periodos de dos dfas, . fé
'y 1a otra para representar estos cémputos en'la recta numérica.

\

Negoclo - Aritmética: Recta numérica
lunds: Ganan la de’ $7 T+ 5= 12 } . o} 5 —
martes: Gan ncla de 35 1ngrgso*n§to ‘E‘ R T é;
mlércoles: [ananela de §6 - ~ ‘
. \ 4
Jueves: Péxdlda de 34 6+ (-4) =2 - —fq ! \
¢ (se vacld una goma) . ingreso neto A é T ;
viernes: ‘Pérdida de $7 ‘ o
\ . . 4 oo
(otra “goma) \ B ~ “;ﬂ‘ ‘.
sibado: Ganancia de $4 . (-7) + 4 = -3 ! - :
o . ) X » ) H C -7 ‘3 . 0
domingo: Dia de. descanso. _
lunes: Pérdida de $3 o L r_3~1
< . {nizo frio) . 0+ (-3) = -3 . N
« D -3 o A
 martes: " Pérdida de 4 . \ o o
~ {hizo mds frio) " ‘ . :
. miércoles: Pérdiderde $6 (-4) + (-6) = -10 o
. )
cerrd el negoclo) . e 6 e 4§ ——q’
(ce gocio) ) f |
Y -0 C 4 0
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Estas cuentas ilustran casi todas 1as posibles sumas de numnros

\.\reales- un positivo sumado a un positivo, un positivc Bumado a un
negativq, un negativo sﬁmado a un positivo, cgro sumado a’ un nega‘\

. tivo N un negativo. sumado a un negativo. . .

*_Uno de los propositos de esta Séccion sera aprender a tra~
‘duelral lenguaje del algebra unas operaciones que primerq des-
cribimos geométricamentb La suma en la recta numérica es una
de ellas, trataremos de definirla en el lenguaje del algebra.
81 representqmos la suma 7 + 5 en la recta nimerica,

. primero vamos desde ‘0. hasta T> ¥ luego desde 7 nos movemos

-5 unidades més hac# la derecha. 51 considegramos (-7) '+ 4,

~ 1primero‘vamos desde O' hasta (-7) ¥ Jluego desde (-7) nos
movemos 4 unidades hacia la derecha. .EstoSs eJemplos nos re-
cuerdan algo que ya sahemos. Para~sumar un numero positivo, nos
movemos hacia la dérecha en la recta numérica. De los otros
eJemplos, podemos claramente deduclir qué sucede en la recta nu-

. mérica -cuando sumamos un numero negativo. Al sumar (-h), nos
movemos 4" unidades hacia la izguierda, cuando Sumanos (-6) .

+  NOS MOVemos "6 unidades hacla la izquierda. Hay otro caéo a o

L considg;af’ S1 sumemos 0, iqué movimiento se hace?

Ya hemos descrito el movimiento para todos los casos, vamos

a ver sl podemos aprender a expresar algebraicamente la distanq;a
que nos movemos. Olvidate por el momento de la direccion, s8dlo
qneremos saber qué distancia nos movemos al Ar desde a hasta -
a+ b, Cuando b es positivo vamos hacia la derecha. Muy blen,:
ipero qué distancila? Nos;movemos b unldades. Cuando b es

.‘negativo, vamog hacla la izquierda. ;Qué distancia?. Nos. movemos
(-b) wunidddes. (Recuerda que (-b) es positivo si b es nega-
tivo.) 'S b es 0, no nos movemos en absgoluto, - ;Qué simbolo
hemos usado con el significado. ""p; 81 b es positivo; -b, si‘ﬂ#‘
b es negativo; 0, si b. es o"% Por supuesto, el simbolo "]b]"
Asi hemos aprendido-que para encontrar a + b en la recta numé -

..rlca, empezamos en a 'y nos movemos la distancia o]

. hacla la derecha, si1 b es positi#o;
hacla la lzquierda, si b es negativo.

»

§
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L Condunto de problemas 6-1 .
1 Resuelve los siguientes problemas, usando nﬁmeros posit1VOs Y.
negativos: . ~ R :
N (a) *Un equipo de fﬁtbol perdio 6 yardas en 1a prdmefé Jugada o
: -y gand’ 8 yardas en la segunda. ¢Cua§\fue el resultado
neto de las dos “jugadas?- ‘ \ . -
~ (b) Judn le pagé a Jaime los 60¢ que le debia, pero Alfredo
. le habila pagado é Juan los 50¢ que le debia. 4Cudl es
\ el resultado neto de las dos transacciones de Juan?
. {¢) Si un termdmetro registra -15 grados y la' temperatura
. 8sybe 10 grados,: qué temperd%ura reglstrars el termometro?
. LY si el aumento de: temperatura hublera sido de 30 grados?
.- (d) 1La Srta._Vélez rebajé 6 11bras durante sy primera semana
a dieta, rebajé 3 libras la segunda semana, aumentd 4
.1ibras la tercera y aumentd 5 libras en la ¥ltima. gCual\»
/ - fue el resultado neto al cabc” de las cuatro semanas? =
2. . Usa la recta numérica como ayuda para efectuar las operaciones
S \indicadas con. numeros reales: o 0

“(a) (4 (6) + (B L (e) 2+ (0+ (-z))

o

(o) W+ (<6) + (¥) . (£) (-3) +0) + (-2.5)
(e) =@+ (-6) (&) " |-2] + () .
(@) 3+ (-2) +2) (h) - (-3) + (|-3] +'5)

‘35 En cada uno de los siguientes ejerciclos, expllca con tus pro-
plas palabras cémo sumas los dos numeros dados: ‘

T - f(a) 7+n00 () (-7) + (m0) ) S
" (®) ‘7 + (-10) ~ (g) (-7) + 10
(e) 10 + (f7) . ~ (h) (-10) + 7
“(a)y (-10) + (-7) . (1) (-10) + 0
(e) 10+7 ) 0+

4. ¢En qué partes del problema 3 sumaste del mismo modo que lo
hacias con los mimeros de la aritmética?

5, LQué podrias decir siempre acerca de la suma cuando ambos
‘sumandos .8on ‘negativos? . ~f” ¢

€-2. Definicidn de 1a suma o .
Queramos ahora aprovechar lo que. acabamos de aprender acerca

N
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+

de 1a s&ha en la recta numérica para expresar,;primero en nuestro

©idloma y luego en el" lenguaJe del algebra, lo que se entiende pbr

‘a +~b para todos log numeros reales a y- b. Las cuentas del

vendedor de helados noB presentaron algunos casos. Ante todo,nf o

sabemos a base de nuestra experiencia anterior cdmo sumar a y
b si ambos son numeros no negativos. Consideremos, pues, otro
;eJemplo, a saber, un negativo sumado~a un negativo. LQué es
| \ - (-#) + (-6)2 ‘

En la recta numérica. encontramos que

o ) (-4) + (-6) = (-10).
Nuestra tarea ahora es pensar mas cuidadosamente acerca de cdmo
1legamos a. (- 10) Empezamos moviéndonos desde O hasta -#)
- ;Dénde esta 10calizado ( 4) \En la recta num:?ica° Estd a la
1zquierda del. O. bA qué distancila? "Distancip entre un nimero
¥y 0" era uno .de los signiricados del valor absoluto de un nimero.
Asi, la distancia entre \0 ¥ - -43 es |-4]s (Naturalmente,
vemos que es mds facil" escriblir ! que ,] 4], pero la expresion
\;j—h] nos recuerda que estamos pehsando en "distancia desde A O",

"'y en este momento es oportuno recordarlo. )

T i (-4) esté, pues,‘] 4] unidades a la 1zqu1erda de O, ¢

Cuando ahora eonsideramos _ \ o o
| . (<4 + (-6), |

nos mMovemos otrﬁs |-6] unidades hécia la izqulerda. ;Dénde-

estamos ahora? ~En (4] o+ ] 61 o

Asi el pensar sobre la distancia desde ‘0 y sobre la distancia

recorrida en la recta numérica nos ha II%vado a reconocer que )

2R O gt (-6) -(l 4]+ ]-6])

" es un enunclado clerto. . .

Es razonable que preguntes en este momento qué hemos - logrado
con todo esto. i Tomar una, expresion sencilla como (-4) + (-6),

+ . ¥ hacerla parecer mas compllcada! Cilerto, pero la expresidn

-(|-%] + |-6]), complicada como se ve, tiene una gran ventaja.
Contlene sdlo operaciones que sabemos efectuar a base de expe-

' rienclas previas., Verds: |-4|"y ]-6|. son ambos mimeros posi-
tivos, y sabemos cdmo sumar mimeros positivos; ademas,

-(]-4] +-[-6]) es el opuesto de un mimero, y sabemos cdmo hallar

Q

@ i L
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oy

: /r S & T b son ambos*numeros negatins, entonces

O ‘ ;

S :.»"F{ZS;‘ s

. N 1 ‘ X - . \. L
* 4

*el opuesto de un nﬁmero. Aai hemosalogrado exprqsar la suma d

- dos. nﬁmeros negativos, de 1& cual sdlo teniamos una llus acidn

e .

en la recta numérica, por medio del’ 1engua3e del aTgebra al‘como

10 hemos construido hasta ahora.

Considera la suma (-2) + (-3) y observa que por ‘el mismo

‘razonamlento llegas al enunciado clerto, ~
| | (-2) + (-3) =*-(]-2]| + |-3]).

De estos ejemﬁios Be desprende que lo siguiente define 1la

suma*de das nnmeros negativos en términos de operaciones gue ya

sabemos efectuar: o ‘ : . . -

En nuestro 1dioma' La suma de dos nﬁmeréé negatiﬁog‘es nega-

tiva, el Valor absoluto de eata‘buma es 1a sﬁma de. los valores
absolutos de los’ numeros. \ ‘

"En el lenguaJe del élgebra“

¢ ‘a+ b= -({a] LR
‘ Conlgnto de problemas 6-28

-

1. 'Usa la definicién anterior ‘para hallar un nombre corriente

pera cada una de las sigulentes sumas;indicadas, ¥ luego com-
pruebalos intuitivamente mediante la interpretacidn por ganan—

. clas y pérdidas, .0 usando la recta numén&ca.
" Ejemplo. : Por definicién,’ .
| : (—2) + (=3) = =]~z + 1-310
\ = -(2+3)
= -5

3
2

Comprobacidn: ‘ Una pérdida de $2 seguida de una pérdida de

$3 . es una pérdida neta de $5.

(a) () + (1) 0 fa) p%)+un) | \g//
(m-w@+bia\ () s+ 2g -
(c) <%>+u%> c o \,;,

2. 'Escoge un método dualquiera para hallar un nomhre corriente .

- para ®ada uno de los slgulentes: ‘
ta) (-6) + (-7) ©(e) T -(]-T] + EN
(b) (-7) + (-6) to(a) 6+ ()
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(e) (M6 -« Ty -(1-31 - loi)

(£} 6] = |-+ . (), 3+ (z>+z) :
(g) O+ (-3 ¢ ' o Sﬁ\ e e

w':3; Halla el conjunto ‘de validez de c?da ung, de los siguientes
enunciados~» . ;

(a) (=5) + ( )='-(!-5} }-3])

"o) £+ (5) = ~(]s] + 3D S
(c) - (<5) + (x) = -(]-3] + ]_5]) o . . ‘
(@) 'x + (-5) = ~(|-3] + [-5]) - ¢

4." Piensa otra vez sobre*el problema 3 en el Conjunto de
' problemas 6-1. Cwmdo un nﬁmero es positivo y otro es nega-
tivo, ia Qué. dist ia‘de 0 se halla la suma. de los dos
. nﬁmeros¢ \ C ) \
5 gComo sabes si 1a suma de dos numeros es positiva K} negativa L
‘ \ cuando yno: de ellos es pcsitivo y el otro es negativo?\ .
f;*6.\ 6Es el enunciado o o
R S (- 1) + (-x)*n -(]- 1] + !ax]) A \
cierto para todos los valores no negativos de "x°

| Hasta ahora hemos‘considerado 1la suma de dos Miimeros no )
i negativos, y la de ‘dos numeros neggt{yos. Seguldamente ‘consi-
L deraremos la suma de dos numeros?\gfo de"los cuales es Eositivo

y el otro negatlvo. \ ) . \ o \
Veamos otra vez. algunos ejemplos SObPe gananclas §‘pérd das: =
. Ganancia de $7 'y pérdida de $3; 7 + (-3) = 4; |7| - |-3] = |}

. Ganancla.de $3 .y pérdida de $7; 3 + (-7) = =4; |-7] - |3] = |-4]
Pérdida de $7 y*ganancia de zz; {=7) + 3 = =b; J=7]"- |3]"= |=4|
Pérdida de $3 y ganancia de s (=3) + 7 =4 7] - |-3] = %]
Pérdida de $3 vy ggnandia de $3; (-3) +3=0; 13| - |-3]| = |o]

. ____ Consldera estos ejemplos en la recta numérica, y también

-

plensa de nuevo sobre las preguntas planteadas en los probléﬁas
"4 y 5 del Conjunto de problemas 6-2a. De éstos se desprende
que la suma, de ,dos numeros, uno de los cuales es positivo (o o) -
y el otro negativo, se obtlene de la siguiente manera:

ES
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El valor absoluto de la suma es 1a diferencia de 1os \
valores absolutos*de los numeros.‘n S S
La suma. es positiva sl el numero positivo tiené el

»

w
.+ valor absoluto mayor. o - \
o La suma es negativa si el nﬁmero negativo tiene el . ;
' valor absoluto mayor. . ‘ ~ T T
. "La suma es O si el numero positivo y el negativo L ,
tienen el mismo valor absoiuto. g : A ‘
e En el lenguaje del algebra, X : f . .
) 81 a>0 vy b < 0, ntonces. o . T
c T a+b=lal-l‘°|: Si Clal z el S
“ \ .
¥y P . -

R R A A )

3& b>0 ¥ a < 0, entonces-‘ . o
a+b = I‘bl lal, st oz la] T

‘ Tt - y N ' . :

. . a+Db= -(lal 1b|)»‘Si: lal > vl .

onJunto de problemas 6-20 ~ L.

‘;Halla la Suma en cada uno de los siguientes ejercicios, primero
* de acuerdo con la definicion y luego mediante otro método cual-
.  guiera que creas conveniente : y
a) (-5)+3 =~ - (e) 18 + (~147’ R S
() (10) + (-5) (£) X6+ 7.4 i
”.(,)b\( 3)+0 @ -5 Yo
fa) - 2.+ (-2) N (n) (-35) + (-65)

\2. . (Es el conjunto de todos los nnmeros reales cerrado respecto

\ de la operacidn de sumar? :g\\‘
quwf 3, ¢Bs el conjunto de todos los nimeros reales negatlvos cerrado
| ‘ respecto de la suma? Justifica .tu contestacidn. PR
.4.\‘En el transcurso de una semana las desvliaciones en la tempera-
" tura media de la temperatura normal de 71 para la estacion, g

e fueroq’ft7, R -3, 0, 9, 12, -6t ¢Cual fue la temperatura
media pgra cada dfa? ¢Cual es la suma de las desviaciones9

-

s

' : . - ‘ ) » .
o ‘ 3 5 ~ o -
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RN S. Para cada uno de los siguientes enunciadoa abiertoa ) halla un
’ B nﬁmero real que 1o haga’ c:lerto* o ‘ S S v
N “7(a) x+2=7 I (£) c+(-3)=—7‘i R
L *,.;(_19)5;:‘3 + :F’a -7 f (&)’ y +3-= -%‘ Y
‘ ﬁ‘, . (c) a + 5 = O , (h) “ ‘f‘x + (“4) {: 6‘ ‘, . ‘f\l \\ . ‘ f
e (@ vy a3 3 W F+(2) +2=3
RS R - A )] (34 %) + [¥3) 2
) SR o ‘.g,Cualea de los- sigu;entea eqnnciadaa son Qiertos‘? *
5 (@) () + 0wy .
M) -(]-1.5] 3 IO!)-—--15 o S
() {~3)+ 5% 5+ (-3) . e
. () (4+(-6))+5=1L+((»6)+6) ot S
e (e) L (-8) + (-(—5)) a ~10 | N
S D (8) e (-3) = (1) + (-»5)) ‘3 |
Lo e) -+ (-2) m(6)+(2) L |
L) D=7 L,
@) (B # = -G+ (7)) L Lo T
T Traduce 1los sigulentes enunciados linguisticos -1 enunciados \
' .ahiertos. Por ejemplo: Guillemo gasts” 60;! el martes ¥
; ., Be gand 40# el miércoles. El.no podia recordar qué sucedid ‘
5. ‘el lunes, pero el miércoles por la noche le quedaban | 504,
) iCusinto dinero tenfa el lunes? S1 Guillemo benfa x. cen- i
: ta B8 el lunes, entonces N BN L e
. : ‘ x + (-60‘) + 1’-0 = 50. ) \ ‘

" Estd se puede escribir asif,” | T )
o\ ‘ x + (-20) = 50. - N
1 - (a) St v:la,jas 40 millas hacia %e¢l norte y 1uego 55 millas . N

hac\ia el sur, ia qué- dista:ncia ‘estaras del punto de :
' partida? ‘ )

..
A

“(b) ~ Le suma de (-9), 28 ¥ un tercer nﬁmero, es ‘.(-52)‘.
‘ \ :,Cuél es el terdér nimero?

(¢) & las 8 a.m. 1la temperatura era’ -2°, Entre 1as. 8 a.m. -
Ly el mediod:[a Bubid 15°, Entre el mediodia Yy 148 4 p.m,




-

/ L.

‘*aCuél fye el camb;o de temperatura entre 1as 4 p.m..
las B‘p me - ' ~ :
'iSi un. hombre que pesaba 200 libras rebaJd 4 11bras en
“una ‘semana, 6 libras en 1la segpnda ‘semana y pesaba 195
T - 1ibras. al.termmnar la tercera semana, acuéntas libras
\t*\‘ - . aumentd en la tercera semana” ‘ - :

- (e) Una accidén que al cierre de operaciones el lunes tenia
-valor de 83, baJé 5 -puntos el martes. - ;Qué cambio
* tuvo el miércoles ai en la maﬁana;del Jueves gu valor

F'Y . N o

era de ° 86? ‘i‘;ﬁ,~ .

.

B

4 R L. . S

o

. 6. Propiedadea de'la sumg .
\ Tuvimos buen cuidado de describir ¥y hacer una lista de 1ae
prqpiedadea de la suma cuando trabaiamos con los nimeros de. la

";_ aritmética. =Ahora que hemos decididp ‘cémo sumar nﬁmeros reales,’l

N

; los mimeros reales en general. .

." Sabemos, que.nuestra definicidn de suma 1nc1uye la suma usual
* de 1os numeros de la aritmética, pero necesitamos también'poder
aumar ‘de una menera tan sencilla como" antes. 6Podemos todavia
‘ sumar numgros reales en cualguier orden y agruparlos de ls manera
qne nos convenga? En otras palabras, 6serén todavia vdlldas las,

propia@ades conmugptiva y asoclativa de la suma? s podemos con- -
;§~. vencernos de qne estas propiedadea también se Eueden aplicar a los

‘ numeros reales, .entonces podemos estar seguros de jue se conserva

- la estructura de los nﬁmefbs cuando pasamos de’ los ndmeros de la

i aritmética a loa nimeros reales. Mis adelante se planteardn. pre-

M&thum._ .

—a- . Gonaldera lag. siguientes preguntasz\ ¢Son & + (-3) v

\(“3) +. 4, nombres del mismo némero? Compruébalo en la recta numé -

" rica. Haz 1o mismo para “(-1) +5 ¥ 5+ (= 1), para (-2) + (-6) "

3 {6 w2 o o | .

' - gIngluyen.- 103 enunciadoa anteriores todos los casos posibles

‘en{la‘suma“de nimerés reesdes? De no ser asi, busca,ejemplos de

. -
» . . C

0]

)

- anmento 6° T A 1a8 8 p.m. la temper&tura era \-9°.3‘ :f’

R
>

\ deseamos verifich que estas propierdes de 1a~suma se aplican a \:

-

K/
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105 casos” que falten. A N : e
) 3;)* Parece, yues, que, la suma de dos nﬁmaros reales cualesquiera ‘

R

ES ‘ ‘es la misma no jmporta en qué orden se sumen. Esta es la.
. *. Propledad. conmutativa de la suma : Para dos nimeros reales
o cualesquiera a y b ‘

:\\ \ &+b 'b+a.

?', Calcula ahora 1os siguientes pares de sumas :
L @+ () +3 vy 7+ (-9)+ I -
o @+ ¢-5) +2 y 8+ (-5)+9; Nt
- (4+5)+(-6)y4+(5+(-6)) '

Que obsérvas en estos resultados? \ \
\ Podriamos presentar muachos otros ejemploa. 5Grees que se
.thendrian los mismos resultados? Tenemos, pues, la 3
\ « Propiedad asoclativa de la suma: Para tres numercs fea1eé
" o cualesquiera a, b, e, o ‘ . ‘
(e +Db) +c=a+ (b + ¢). ‘.\‘

\,3 Naturalmente,\el que las propiedades asociativa y conmntag}va .
;*ﬁ

sean 'vilidas en_varios casos no constltuye una demostracidn de que
~ _sean valildas para ﬁodos 1os casos, Podria darse una demo tra 'FT
‘fcompleta de las propiedades empleando la definicidn prec sa %e

isuma dé ndmeros reales en todos los casqg poslbles en qu\ ge apli» S
‘quen:las propiedades. iEstas demostraciones son largas, Earticular-\

mente 1& de 1a-propiedad asoeiativa, porque hay que consiiderar
‘muchos casés.. No perderemos tlempo en presentar estas demostra&

ciones, pero tal vez quieras intentar- la demostracidn para 1a pro-

‘o piedad conmutativa en algunos casos. - o
\ Como la propledad asoclatliva .nos asegura que en una suma de
’tres numeros reales no importa qué dos mimeros adyacentes sumamos
\\primero, se. acostumBra qQuitar los parentesis y dejar las sumas en
____una_fnrma o especificada,?tal como -4 + (- 1) + 3
. De la definicidh de 1a Suma obtenemos otra de sus propledades _

que es nueva ‘para los numeros reales ¥y qQue nos sera muy util. Por -

- eJemplo, ‘la definicidn nos .dice que A+ (-4) = 0; que
(-4) + («( ll)) 0. En ‘general 'la suma de un nuimero y su opuesto
.es 0. Esto lo ehuncl.amos como la .
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Pro&edad aditiva de los opues'cos- Para todo mimero real a ,j
Otra propiedad que se- desprende directamen’ce de 1a definicién

idelaslxmaesla\\, ~ : .

o Propiedad aditiva del 0: Para “I:odo nﬁmero real. 8,

o ‘a+ 0= 8, S o
\ ‘~Construye varlos eJemplos ,L‘lustrativos de esta propiedad 'y de 1a |
 anterior. ; o o

k.\; ‘ ccnjunto &E’;gsgiémas 6-3

1. Demuestra cémo podemos usar las pr&p&edade\s de la suma para

explicar por qué son cier’cos los siguientes enunciados. L
. Ejemplo. ' = ‘ . o
o . 5+©+(6D=3+0 |

E1 numeral a la lzqulerda es

* 5+ (3 + (-5) = (5 + (-5)) + 3 propiedades asoclativa y
- ‘ ' ~conmutativa de la suma.

LS

=0 + 3 ) ' propledad aditiva de los
\ ‘ . . opuestes.
SRR =3 +0 " v propiedad conmutativa de

/"" " s o la suma. ;5 .

El numera‘l a "q,a c;erecha es

. 3+0. ~
)  ‘ (8=) 3+((-3)+4)=0+4 : » BN
| () B+ (-3) +T= ((-3)+5)+7 | o

_Jaﬁ@+(4)+6=6

(@) Pl -3l (23) = 1

c 0 (e) (%) + (3 + (-ll)) ((~2) + 3) + (-4)

IR € 92 (-|s5F)-+ 6= 6 + (-5)
T 2. .Considera varias maneras de efectuar mentalmente loa a:lguientea :
~ cémputos y halla la que parezca mas sencilla. Después haz las -

- \ sﬁmw-ep 1a forma mis fdcil., T,

() .27 (<183 4.3 ¥
() (5) +32+3+ (-8) - .

'D




(e) g+(-—3)+6+3-+(—2) N o
E

- (£) 7253 + (-67) + (-82) + (- 133)
L@ -3l w3+ 1)+ b
) ke A () s (3)
} (1‘) W+ (gt 2) + (-w) + 1+ (-3)
‘ -0 Haciendo uso de laa propiedades a.sociativa y conmutativa de - \
la suma, escribe un nombre mas sencillo para una de las frases

de cada uno de los aiguientes enunciados v halls el con,junto
de va.lidez del-enunciado: - o S ”

. ‘(a) X e x + ((-x)+3;) ' ) .

C(e) n+m+2)+ () +1+(-3)=0
(@GR (M) =9 ()
T, Emplea. Ya definicidpn de la suma de nimeros negativos para de-
. \ mostrar que sl 0 'y b < O entonces a+bha b + a.

“ #5. Emplea la definicIdn de la suma para demostrar que &+ 0 =a
-~ . para todo mﬁmero real a. | .

© %6, Emplea la definicién de la suma para demostrar que a + (-8) = 0

~ para todo, numero real a.. (Sugerencia. Separa los casos. a = 0

. y a#0.°S1 a0, uno de los mimeros, a y ‘-a es positivo
\ y el otro negativo. (,,Par qué?)).,

,\‘~

6-4. La propiedad’aditiva de la igialdad
Hay otro dato ‘acerca de la suma al cual debemos prestar
. » atencidn. Sabemos que ‘

b

e 4+ (—5.) = (=1). \
' Esto significa que 4 + (-»5) y (-1) .son dos nombres pars un

\mimero‘,\ Sumémosle 3 a ese ndmero. Ento%a (IL + - (75)) + 3




- L

e o ~ coodee oty

» oy

- we

o y ( 1) + 3, Bon nueva.mente dos nombres. para un nimero. ;A“s:t, :

S (4+‘-5))+3-=(;1)+3&‘ |
T }También, por e.;)emplo P
| (‘H-(-S)) 5= (c1) 45

Tow

Ané.loga.mente , ya ciue
T = 15 + (‘8):

i : ‘\fze\ntbrgcel‘s IR - :
. 7+(-7)=(15+(8)) +‘(-7)
Esto nos sugiere la

Proniedad aditiva de la g_galdad Para tres nimeros reales
cualesquiera  a, Db, ©, . o I
¢ T« - 81l a=b, entonces a+c=b+c.‘ ‘
‘ Expreaado en palabras, sl a Y b " son dos nombrea para un mimero » ;
) : entonces ‘a + ¢ ¥ b—+ ¢ <son dos nombres para un nimero. \ k
~ Usemos ahora las propiedades de la suma enunciadas previa»- b
° mente.y la propledad aditlva de la igualdgd. - N
" Ejemplo 1. Determina el con;]unto de validez del enunciadt) abierto,
,~ a g, +:’5'-=-2. ‘

- \
\ \;,Podrias debeminar mimeros que hagan este enunciado cierto? Si°

no 1o haces, fé.cilmente R z.podrias usar como ayuda algunas pro:pie- .
dades de la suma? Veamos. No_ sabemos realmente sl hay -algin

~mimlero que haga este enunciado cierto. Sin embargo » si existe un

. ndmero x . tal que haga clerto el enunciado, (es decir, 81 el con-

7 junto ‘de va.lidez no es vaclo) entonces X +% y -2 Trepresentan
el mismo mimero. s L
Summa - % a eate mimero, entonces, por 1a prop:l.eda:l‘

 aditiva de WHE igualdad, tenemos gque :
(x +2) + (- 2)==-z+( 2).

A o . e
. ~yPor. qué -sumamos :_—53—? Porque en este cax queremos cambia.r

‘\i

el\ eral de la Jzqulerda para que sélo contenga“el numeral ' X", .
Observa cémo esto sucede en las préximas 1lineas. Continuando,
tenemoa que o \ ‘ \ E .

N . * T
~ . N N N - .
- Co } « .
‘ AN N ‘ N
. : 1

LS N N
]
) > RN .
’ N K - .
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1

A ——

‘x+<2+( -5->“
X _+ 0 ‘

Asi llegamos al nuevo eqpnciado

-

N

(--‘Tn‘)~ :!\F“‘(-é) (c.POl” qué")

= e ._‘_»Lgkorﬂqné, ——

(\x 5\3 13 (aPor qué”)

"X hace clerto ‘el enunciado original tamblén hard clerto este
“Estamos seguros ‘de esto porque empleamos las i
propiedades que sbn vélidas prara todos los numeros reales.; Esfo .

nuevo enunciado.

_nos dice que -

a3

= es el ﬁnico valor. verdadero Eosible del enpin--

ciado original pPero no nos garantiza que efectivamente sea u ‘

valor verdadero.

zgi* 13

original? sf, porQue (- »2) + 2-: -2.

‘

*

Hemos descubierto aqui una idea muy 1mportante acerca ‘de

gunciados tales como el anterior.
n

Demostramos que si exdste un

mero X que haga clerto el. énunciado original,,entonces el

unlco mimero que Xx puede representar es

125 Al ‘comprobar y

hallar que -2 hace el enunclado cierto, habremOs encontrado
el ﬁnico ‘mimero que pertenece al conjunto de validez. t ‘

El enunclado del ejemplo anterior es una ecuscidn. Al ‘con-
Junto de validez de ung ecuacidn le llamaremos frecuentemente su

~abie:?t«a, X= = %?- s1 unmimero

un valor que hace cierto el enunciado

conjunto de soluciones ¥y a sus mlembros les 1llamaremos soluciones;
¥y eacribiremos “resuelve" en vez de "determina el conjunto de

validez\de".

S1 .

7

81 x = 7, ~ \ . .
el lado 1zguierdo es: " 5 + %.= %? + %, o

-

- N N N NN P R

elve la ecuacidn,

7 = x

Ejemplo 2. Regue | 1acidn,. -
. ' J/w“\ \ 5 4 %.2 X + (_ %_);(\
5 + %-m x+ (- %J\. es’

- entonce i ‘(5 + g—) +%= éc\-»— (- %))(-#-%\és

[\

‘es

""\: lg‘.r

&
—
e

oo

+ A
> N

a

clerto para alguna X,

clerto ﬁgré la misma

clerto para la mist“
clerto para la misma

~

Ll
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T§\~ Y el lado derecho et L ‘ |
o . o 7 + ( ‘2-) = + ( .2.) y L ,
Por lo tanto,\el conjunto de validez es” {7} S t .
‘ ) 2 . | . k on1 'bO de ’blemas 6-1}- o \‘ \ .
. - Resuelve cada una de las aiguientes "ecuaciones. - Realiza tu

trabajo en 1a forma que muestra el ejemplo Z.A

N B

1. x4 5=13 S Y -

2, (-6) + T = (-8)4+x R R

3 (1)+2,+(~3)=l&+x+(-5) N S
b o (x+2) +x=(-3) +x . ~ T
5. (-2) +x+(-3)=x+(~§)( A . R
6. \]xl+(—3)= 1-214-5 ‘ T \ ,»\

T (- ) + |x| = (- §) + (1) { o
\ ‘8- X+ (-3): l_l}l + (\_3)‘\ : .
0.  (;.\%)“ + (x _,_%) =x+ (x4 )

. oL
N

-
27
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6-5- . E1 inverso aditivo ey e .

~ Dos numeros cuya suma e8 O estdn relacionados de una manera

muy particular. Por eJemplo, ;qué mimero sumado a }\ da la: suma
02 6Qué nimero sumado & -4 dx 0? En general, sl x, ¥ son

*mimeros reales tales que

o e ; <
. "X+ y =0, | ' e v
decimos que y es un inverso aditivo de x. A base de esta defl- .
" nicidn, ] también x un-inverso adltivo de y?
Pensemos ahora en un nimero. cualqniera 2z que sea un,inverao
ditivo de, digamos, 3. Conocemoa, naturalmente, un tal nﬁmero, o
a‘saber, -3, pues por‘la propledad aditiva de los opuestos, B
3+ (-§) = 0. jPuede haber otro mimero z tal que. <t
‘ \. 3+ 2= 0% \ \

Toda nuestra experiencia con nﬁmeros nos dice' "No, no exlste

2 ¥

Ji

A3
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\ ningﬁn otro nﬁmero“. Pero, 3 0dmo podemos estar completamente
' seguros de esto? Es posibla resolver esta cueatidn haciendo uso
. "de las propiedadea conocidas de la suma, tal como se hizo -en el
o ejamplo 1 de la aeccidn anterior, Si para algun nﬁmero z,
s © T s 43¥z=0
es un enunciado clerto, entoncep

»

(N +G+=(3+0 7

“seré también un enunciado clerto, por la propiedad aditiva de la
1gua1dad. (éror qué sumamos, < -3%) Entonces,’ también
~ ‘ (2 +3) +2--3
serd eierto pars la misma z, por la propiedad asociativa de 1a
. suma y la propiedad aditiva del 0. Esto nos dice rinalmente qpe \

-

debe\aer cierto”también. En este dltimo paao usamos la.propiedad H
\ aditiva de los opuestos, N > K
~ yQué hemos hecho aqui? Pues, empezamos tomando z como
~cua19u{3r nﬁmero gue sea un Inverso adltivo de 3, luego encontra»
mos’ “Qque -z tenia que ser. 1gual a -3; es decir, que -3 »no sdlo
‘@8 un inverso aditivo de 3, sino también el dnico 1nverso aditivo
de 3, " ’ ‘ NN o
‘ 5Hay algo particular acerca del 3? gCreea que el 5 tlene
més’ de un inverso. aditivo? gY (-6.3)? Cilertamente, dudamos que
1o tengan ygpodemos demostrar que no, a base del mismo raZOnamiento
empleado anteriormente. Sin’ embargo, - spodriamos verificar esto’
para todos los mimeros? Lo que ‘neceslitamos es una afirmacidn
vélida para cualguier numero .real X; una‘arirmacidn que nos diga
algo como esto: Sabemos. que (-x) 8 Eg,gnvérso adltivo de x;
.dudamos que haya algin otro, ¥y asi‘es como podemos demostrar que *
no‘lo hay. Usemos el mismo razonamiento que en el caso especial
. cuando X = 3, y veamos sl podemos llegar a la conclusidn corres-
. pondlente, * \ o . R ;
Supongamos que z _es cualquier 1nverso aditivo de x, es
decir, cualquier nﬁmero tal que
. S X+ 2=0,
Siguiendo la analogia con el caso eapecial ‘anterior, gcuél debe

L -
.\ - & ~ = -3 . . . A ‘\ . . ?\

"
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37 " 6-5
'ser el primer paso ahora? Usamos la propiedad aditiva de la 1gua1-
" dad para escribir : . ; o w \ o
‘ o C{-x) + (x + z) = (-x) +0, N
; ;Tenemos entonces que ., R e
L e \ «-x) + 39 + 2= -x. )
acuélé;rson las dos razones empleadaa para 11egar a este ﬁltimo
enunclado? o . e ~ . S
Entonces = ‘ — o oo oo \
o T ‘ 0+ 2z = -x, ‘ (aPor quk?) ®
~y.r1na1mente\‘ - \ o .l
—_— Z= =X, . (ypor qué?)

- Tuvimos éxito en nuestra tarea, no adlo para cyandc X = 3 sino
 tamblén para cualqpier x. Todo nﬁmero x tlene un inverso ad1~
Ltivo unico’ (esto quiere decir "solamente uno"); a saber,’ X, ‘

: Probablemente tendrds ahora toda clase de dudas b4 preguntas,~\
lo ‘cual era de esperar, por. ser éata la.primera damostracidn que
has visto en este curso. ILo que hemos. -hecho es usar datos Ya cono- -
cldos acerca de todoa 1oa nﬁmeros reales para deduéir un nuevo dato~‘

“acerca‘ae ellos, nuevo dato que sin duda esperabas que fuera cierto,
‘pero que no obstanba hubo. naceaidad de comprobar¢an esa forma. Pre-

sentaremos varilas demoatrao;ones en eate curso y segun vayas prog‘- .
gresando te acostumbrargs cada vez més a este tlpo de razonamiento.
Mientras tanto, hagamos un comentario adiclonal relativo a la de-
mostracldn que acabamos de\complgtar. Los dlstintos pasos qQue dimos

>

~ fueron, desde luego, escogldos deliberadamentd, a fin de llegar al i
" pesultado. deseado: = Esto puede haberte dado la 1mpresién de qug

"arreglamos"” artificiosamente la demostracidn y que de otro modo
no hubiéramos tenldo éxito. _iEstd permitido lo que hicimos? 81,
lo estd y de hecho toda demostraclén estd "arreglada" en el sentido
de que solamente damos 1os pasos que ayudan a nuestro propésito, y
xningﬁn otro. Cuando empezamos con - o \ ¥

»

- 3"'2“03« \ \
‘ \decidimoa empleai4%; propledad" gditima de la€%5Ua1dad para\sumar ‘

i (~3); en vez de é

,’ pudimos haber sumado o mimero cualquieré,
pero en nada nos hubi%ra ayudado. Por eso, ho sumamqa otro nﬁmero,

‘ aino que BumMamos -3,

1. . . \ .



w

. R . . s
SRS e N . \‘\*~\ o0 . L R . ‘\\ . R N * 4

i n
Frecuentemente (aunque no siempre) llamamos teoremas a

_aquellos enunciadoa de nuevas propiedades que podemoa demostrar

provienen de otras propiedades ya estahlecidas. Agi 1a propledad

referente a inversoa aaifivos obtenida anteriormente, ‘se pue¢e R

_enunciar. como un teorema. I o ‘ .ol

»

Teorema $-5a. Cualquier mimero real - x tiene
exactamente un inverso aditivo; a saber, -x.

N

Llamamos demostracidn de un teorema gl argumento mediante el cual

RN :1-1 muestra que el teorema,es ‘una conaecuencia de otras propiedades.\ o

.-

s Conjunto de problemas 6-5a
1. -Para cada enunciado, halla su conJunto de, validez. , . .
”(\a)_3+x=0" | ((_“)>+y ‘ , z
‘ ~‘(b);‘(~2) +a=0 - ((2 + 3) +a=0
(¢) P+5+y=0 (h) 2+x+ (5) =0 o
LY@ x+ (- =0 (1) . 3+(-x)=o .
‘?\‘\» (e) |-B] + 3+ (-4) + c=0 . - i\ ' ’ '

2. 6Pudiste usar el teorema 6-5a para’ economizan algﬂn trabajo v

al resolver estas ecuaclones? - ¢ Y

w

"

Veamos otro ejemplo que llustre este metodo -de demostrar una:

\propiedad general de los numeros. Naturalmente no podemos demos- .

trar una propiedad general de _ los mimeros hasta tanto se nos

ocurra una, busguemos una posible propiedad general Recuerda. la
. representacion de la suma en la recta numérica,\o 81 lo prefileres,
1a. definicion de la suma, para ver que

(-3).+ (-8) = (3 + 5). ) _ .
Otra. manera de escribir que ‘(—3) + (-5) ¥ -(3 +5) son nombres
del mismo numero es : : :

~-(3 + 5) = (-‘3) + (~5) g
Esto puede llevarnos a SOSpechar que el’opuesto de 1a suma de dos

némeros es la suma de los' o\ueatqsk Desde luego, solamente“hemos

"comprobado esta conjetura fdara los nﬁqsros ‘3 y.5,% serfa

a ~
A , X -

e N . "N

t I Sl
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pmdente probar algunos otros caaos. (B8
~(2 + 9) = (-—2) + (-—9)?

: J\\

R " 3Es

D   _ ) =.(..) L | B
‘(&Cuél es otro nemb(::p;ri» {_ ( ;;;) ,;; ( 2> * “ _ v \

(Bs \ ‘ o _—
' - q(® x)+(-@-1+uo o
Nuestra conJetura parece ser-tlerta, por lo menos en todos
los eJemplos consliderados. En vez de seguir proba.ndo mas eJemplos .
‘\aritméticamente, enunclemos ‘shora la’ propiedad general Que eapera-
MO8 poder demoatra.r como un. teorema. ‘ ~

Teor,ema §b. Para dos :numeros reales cua.lqsquiera ¢
a y b, ~~.(a+b) = (-a) + (-b), L

N

| ~ Demostracidn, Tenemos que demostrar que (-a) + (-») ¥y .
-(a + '6)‘ son nombres de un’ mismo nimero. Comprobemos que
. (-a) +-(-b) se c'omporta como el opuesto de . (a + b).. Ebtaminamos
\»la. expresidn (a +'b) + ((-a) + (-b)) , bues si éata es o,
(-a) + (-b) serd el opuesto de (a +b)." ST 1

(a+b)+((-a)+(-b)) na+b+(-a)+(-b) L
UL ™ (a + (-a)) +. (D -+ (*‘D)) (i Por qué?) .
T =0+ 0 o (;Por qué?); “

T . | =0
N {

; Y asl encantnamoa que para todos ‘108 mimeros reales a 1 b,‘ \

, o L(a) + () .
‘es un inveir'so aditivo de (a + b), ¥ que, como el Inverso aditivo -
es ﬁnico,
o | ~(a - + b) y (»a) + (-b)
- son nombres de un m:l.amo numero.

o . Conﬂmto de problemas 6-5b \
N N ¢,Gua1es de los siguientes enunciados son clertos para todos

los numeros reales? (Sugerencia: Recuerda que el opueato de

- la suma de dos numeros es la suma, de sus opues'cos ) | g N
C(a) ~lx+y) = (=x)+ (-y) (e) ~(-x)=x | |
F(B) x = a(x) (@) x + (-2) = (-x)+ 2
. ’ ‘ . . ‘
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‘"(e) *ﬂ% + (éb» - (-a) +b ({g) Gx + (-x» = X+ (-x)
() (@ +A-0) + (-8) =b L
2, Justifica cada paso de la siguiente demostracidn-~ Para todos -
los mimeros . x, ¥, PR o

R ) I (y+(-z)) ;=y+ ((x+z))
\Demostracién. -
e s () (:v +. (~2)> - (-x) + ((-z +:v) A

s ’ R (-x)-{-(-z)s .
o . . 7 | =((x+z))+y‘  ‘_‘~'
’ * o=y + =+ 2). "

5. B (4 6 () s) LUB) ¢ () % b e {5y e
_ podrias" décir del opuest0 de la’ suma de mss de dos mimeros‘?
~ Determina cudles de los siguientea ‘enunciados son clertos::
“(a) —(~2)+6+(*5))=2+(—6)+5 | -
v (b) ~3a+(-b)+(-2))=3a+‘b+2 S e
(c) - fa + () + (=5¢) + .7a) & (_-eﬂ b+ 5e + (-r@)

- g-x + 2y 4+ (-29.) + (-3b)== (- 2:1:) + 2y + (-2a) + (-3b)

‘ { ~*4,  ‘Ofrece un argumento para la, conclusidn a‘que 1legaste en la

| " segunda pregunta del problema 3. ‘ .

*5, Démuestra la siguiente pg'opiedad dé la suma:

\ ‘ Para cualquier nimero real a, cualquier mimero \real

b y cualquier nimero real ¢, \
.81 a +° c;- b+ ¢, entonces a= Db,

3 N ] b
DR ) .
. * N

- » .

N

. »

. .

6-6. Resumen . ’
Hemos definido la suma de los nimeros reales como flgue:
La suma de dos mimeros positivos nos es conocida ke\ la

- aritmética. , ;2 )

.. Ia suma de dos»numeros nega’bivos es neggtiva; el valor
absoluto de esta suma es la suma de los valores abso-
lutos de los numeros. .- : -

Ia suma de dos mimeros, uno de. Jos cuales es positivo (6 0)
Yy el otro negatlvo, se obtiene de la manera slgulente:

v

”

118
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- El valor abspluto de 1a suma ea la d;rerencia
o de los valores absolutos de 103 mimeros.
La suma es positiva sl el nimero pobitivo tlene
T el valerﬂabEQEWM&ﬂmwer» :
La, suma €8s nagativa 81 el nﬁmero negativo tiena
el valor absolujfgnmyur.

oy

EE

;'*\: . o La suma es 0O 81 el/ndmere positivo vy el nega-

A ,f\\ L ~tivo tilenen- el mismo valor absoluto. . .
.$‘ » Nos hemos convencido de qne las siguientea propiedades son
~ vélidas para la suma de mimeros reales: ,

' Propiedad cormutativa de la suma: Para dos nﬁmsros realea;

T cualesquiera a y b: : o ) , . RS

a+b=Db+a < i -
:Propiedad asociativa de 1a suma: Para tres mimeros reales ;g
.Cualesquiera ' 8 b, ¥y ¢, \ ‘
(a +br+c=2a+(b+ c)
Propledad aditiva de los opuestos- Para todo nﬁmero'real
AR a:\ C . ‘3 ‘
: . AT S Ca + (_a) . X : . . .
‘ Propiedad adi‘biva del "0: "Para todo mimero real a, )
¥ . a+0= a. * _
‘Propiedad aditiva de la iggaldad- Para trea nﬁmernﬂ\realéa
cualesqulera a, b, ¥ ©, : o

t, | 8l a=Db, entonces a+c=0Db+c
. . Hemos.usado la propledad aditiva de la lgualdad para deter-'

. minar 1o§\con3untos de validez de enunclados ablertos.

% Hemos demostrado que el inverso aditivo_es_ﬁnico;‘es declr,

que cada mimero tiene exactamente un - inverso.aditivo que llamamos,
) opuesto.\ . & \

\ Hemos descublerto y ‘demostrado que el opuesto de la suma de .

: doswnﬁmeros'es“lo mismo que la spma de sus opuestos. '
Y . h ’ - )

o \ . ) ’ §'
<0 :
N *

) ;
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. S o o-the-t
~ Problemas de repaso o <~
. \\1. *Halla un nombre corriente para cada uno_de los sigq;entes;‘
(a) 36+7(-6) @ -Ha2 L
R R N e E B o
e ), zx T+ (—1b) (8 601+ |4
R TS \¢Cuales Fe los siguientes\éhunpiados son Q;ertos? } f
. (p) 1-8] . ( 8) =0 S .
~(c)~'6x3-3=o | : S *
:\ (a) (2-!- (-3) +6= 2+((-3) +6> ‘
T ot -3*«31-—51 S -1 R . - -
N (f) 5(]10 - 7]) 3 X 3% 2 B S
Vs, indica cémo pueden utilizarse las prqpiedades de }éysuma para .
:e " explicar por qué cada uno dé los siguientes enn9¢iados es -
' ”cierto. B LR
. (a) 3'+<7+(3)) \
N () 151 + (~.36) + !— 36] =10+ (2+ (-7))
#; Halla el ccnjunto de validez de cada uno de los siguient ‘U
- (a) g+3")2=x+5 o . . ,f;“ LT >

('b) X 5 4 (=x) =902 + (-x) + (53)
(e) 3x + 7?-+ X =10 + 3x + (- %9

h

(d) §3=5+lxl | |
éPara qu conJunto de nuimeros es cierto cada uno de los

o T siguienteS*enunciados° Co C L
w_; e e : ; e P S
‘(a> BIERfE TS  o b
3l + Ja) = -3 . . ‘
(c) 3] + 1-3] :
A m . - .
X 1 5 0 u \\ ? ‘
v . ;_J‘ ‘ ) > 2“ -;;
! ’ ,-{'i;
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6. Se suman dos nﬁmeros.i aQué\sabes acerca de~ellos si el
‘ (a) la suma es negabiva? B L ‘ef*x$‘° - :;f='*
(b)) la suma es 07 S i &if?‘;g‘\‘;i e o
- (¢) 1la suma. es. pos;tiva? - _{# “‘;: BEENOA ~
“75‘ Uhawendedor tenia un. sueldo basico e $80 semanales. Ademas
. ‘recibfa una comisién’del 3% sobre Jor” “bokal de sus ventas,
‘ Durante ung -semana §1° gané $116 ,6A cuénto subleron sus ventas
esa semana? Escribe un enunciado abierto para este problema.
» 8. Una cierﬁa figura ‘tiene cuatro lados.. Tres de ellos mlden 8
“_pies, 10 ples'y 5 pies, respectivamente.\ ;Cudl es la’ longitud
del cuarto 1ado° L e -

* (a) Escribe un enunciadb abiertp CQmpuesto para este problema.
, (p) Construye la grarica del conjunyo de validez d§1 enunciado

\‘* - ablerto. - » . ‘ o ‘

9.. 81 .8, b.y ¢ son nimeros de la aritmética, escribe cade una -

' . de las sumas indicadas, como un producto indicado 'y cada uno_de
los pﬁpductos indicados como una suma indicada'* - §

T (a) (2b +~c)a‘ ) L (e)* x X%y + Xy : S :
~(b) 2ab+cl“ SRR ¢ “Gab-‘-y\zab;ax DA
Ye) 34 (@) evlac +30), R o
(a) Bx + 10a% S (n) 3a(a +2b +.3¢) .

. - NS
:10. ‘Dado el conJunto [—5, Q, %- - T5, 5] ’lQ ‘ ‘ .‘ Y
o (a) (Es . este. conJunto cerrado réspecto de ‘la operacion de t

. tomar el. opueato de cada uno de sus elementos? )
’(b) 6Es este conjunto’ cerrado respecto de la oper&cidn de

) ‘ \tomar el valor absoluto de “cads elemehto?

(e) Si un conjunto es cerrado’ respecto de 1a'operacion de ;

. tomar el op to, ;sera cerrado también respecto de la

s . oper de tdmar el walor absoluto? ;Por qué° \
2 & T Dado el COn.'}untO : {"5: » ‘?lj‘; 5, 7} . - \ »

g(a) ¢Es este conJunto cerkado respecto de la operacidn de
. tomar el valor absoluto de cada uno de sus elementos°

" (p) ¢Es este conjunto cerrado’ respecto de la operaoiﬁn de

tomar el opuesto de cada elemento° L)

.\‘ \;, . \ ‘ o
. ’ : . \
¢ A
/\v B ) N : . a\ .
» ‘
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(c) S1 un conjunto es cerrado respecto de 1& operacidn as
" tomar el valor absoluto, asera tamﬁien cerrado respecto
de la operacidn de tomar el- opuesto? "iPor qué?

»

12.‘ Dos automdviles parten al mismo tiempo de una ciudad corriendo

en,lg misma direccidn. Escribe una frase ablerta para Tepre-
bentan.el tlempo que tarda el més veloz para adelantar m
millas al mas 1ento, si laa velocidades a que corren los auto»
mdvi;ps son .30 y 20 ‘millas por hogﬁ,.reapectivamente»_ .
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;-‘ ‘ L Ggpitulo T ‘ |
- PROPIEDADES ﬁE LA MULTIPLICACION _ B

_.__....\ . 1‘Ml- - «\; e+ e e ey s o

AR TINS5 S m B AR AT SR LA S 3

>

‘\7-1. Multiglicaciéh db nﬁmeros reales \
. Nos toca shora decidir cémo deDemos mmltiplicar dos nﬁmeroa h
‘\reélea‘para obtener otro némero real. - Por 1o pronto, todo 10 que
podemos ‘decir es qne sabemos cémo multiplicar dos numerqs no nega-
~ tivos. * e : : .
;";?1 -~ Aqui, camo en 1a definicidn de.la suma, es de fundamental
importancia que mantengamos la’ "egtructura” del sistema numérico.‘

: Sdbem&s que 8l . a, b, c 8son mimeros cualesquiera de la aritmética,

entoncea -t : Co o+
‘\

| - _ab = ba,* ‘ .
A " (ab)o = a(ve), \ o .
. . e “bﬁa L /\\ g | SR

\ L | & ; 0 =0, .
A . alb + e) = ab + ac.
(LQué nombres les dlmos a estas propiedades de la multiplicacidn?)
Cualquiera que sea el significado que le demos’ al producto de dos
" nimeros nealea, debemoa asegurarnos que estd de acuerdo con los

productoa que conocemos de nimeros reales no negativos y ademds que .
las anteriores propledades de la multipﬁ}cacidn tamblén son vdlides

para todos los némeros reales,
Consldera algunos productos poslbles:

@ (3), (3)(0),(0)(0), *(-3)(0), (3)(-2), (). W

»

(gComprenden estoa eJercicios ejemplos de todos los casos. de multi- -

+plicacidn de nﬁmeros-positivos y negatlvos ¥ cero?) Observa que
108 tres primeroa productos incluyen solamente nfmeros no negativos
y, por lo tanto, ya han sldo determinados. ‘
- . (2)(3) = 6, (3)(0) =0, (0)(0) = (0). .
“Pratemos ahora de ver cuiles deberdn ser los tres. productos restan-
- . tes de .manera que se conserven las propledades bdslcas de la multl-
plicacién arribs enuncladas. En primer lugar, sl queremos que la

propiedad multiplicativa ‘del cero sea védllda para todos los mimeros~

reales, deberemos obtener (»3)(0) = 0. Podrismos conseguir los

v

'  B ~‘1_53

-
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“‘5\oﬁros dos productos asf: ° N - :
= (3)(0) . '*‘"F,\ - T S
o = (3) (z + (~2)) \3‘\ escriblendo O = 2.+ (-2); (Notarés

' ‘gue se Introduce un nﬁmero negat1v0*

) en la discusidn, )
- Og (3)(2) + (3)( »2), 81 la propiledad distribu'civa va a

- ser vdllda para loa numeros. reales,'

o 0=6+ (3)(-2), * ya que (3)(2) =6, . -
De la unicidad del inverso aditivo sabemos quevel ﬁnico numerq
»‘real que da .0 al*

el Be desea que las propiedades de los nﬁmeros se conserven,. el

“ﬁnico valor posibﬁe que podemos. aceptar para (3)(-2) es: -6;“

Ahora, segulmos un procedimiento parecide para contestar 1a
\segunda pregunta. ' \

. 'vVa a.ser w la para 1os numeras
C s Lo reales, . .
0 = \(-2)‘(3 + (~3)> , escriblendo O = 3+ (-3); -
0w (-2)(3) + (-2)(-3), 81 1a ¥ropiedad distributiva va a
‘ - ser v a para los numeros reales;

0 = (3)(-2) + (-2)(-3), 51 1a propledad conmtativa va a .

ser va a para 1os numeros reales;

0= (-6) + (-2)(;3), por el resultado anterior que ‘dio
o (-2) = S6

Hemos llegado a. un punto en que (-2)(-3) tiene ‘que ser el

“opuesto de '-6; por lo tanto, sl queremos que 1as~propie&ades de

la multiplicacidp sean valldas para los mimeros reales, entonces
(-2)(-3) tiene que ser 6. ~ .~ ~ “ .

' Pensemos ahora en estos eJemplos en términos de valor abso~
luto., Co ) -

LN *

Recordemos que el producto de dos numeros posltivos es posi-

tivo. :Entonces, jcudles son los valores e ]3]]2] vy |-2]]-3])°

¢En qué relacldn estdn: con (3)(2) y (x 2)(-3),*respectivamente°
Compara también ‘ ’

3y (]3] ] -5)(-39 y 15]]-305 (0)(-2) ¥ Jo]|-2].

Esta e8 la.indicacidn que necesitgbamos. Si gqueremos que la
estruétura del sistema‘numérico sSea para los nﬁmeros.reales la
mlsma que para los numeros, de la aritmética, tenemgs quetdefinir

aumarlo & 6 es el mimero -6, Por 10 tanto,

N

~i

"

"0 = (-2)(0), K sl la propiedad multiplicativa del 0 . ‘j

-

=



el producto de dbs nimeros realas

*

R = ~Clalo]:

- +Es 1mportante que nos demos cuenta de qne, para dos nﬁmeros \
son mimeros de la arit-

reales cualesqulera a Y -b,

\ mimero L e

El producto de un numero ‘real y cero es 3

R

piedad de la“multiplicacidn:

Para dos numeros reales. cualesquiera a, b,

"

métlca; y ya conocemos el producto
** producto }a]]b] es un mimero no negativo, y el producto ab

la] o] o su opuesto. Una vez md® hemos usado solamente 188 opera- .

clones ya conocidas. el multiplicar nmimeros positivos 4 cero, y
:\\el hallar opuestos. Para recordar la definicidn, llena los es-
- paclos en: blanco de las ‘oraclones que siguen coh las palabraa N
\‘"positivo", "negativo" o "cero”. \ S

Toda Vvez que el producto ab
y como ]a!]b] e8 no negativo, podemcﬁ enunclar la sigulente pro-

. \ lab| =

v

1. UtiIiza la definicion ae multiplicacion para calcular los

sigulentes productos.

\ Ejemplos. (5)(-3) .

o (-5)(-3)

o

il

=

»

;147?.{ -

lal v |

lal o ].

n o«

~

la||®]

es blen

“a, b, de la sigulente forma:
Si a, b .son ambos neg§tivos 0
ampqs no negat}vos, entonces
'Si uno de los nimeros a, b es~no
N negativo y el otro es negativo, entonces

(,Por qué?) -Asi, o1

El producto de dos numeros positivos es un mimero
- El producto de dos numeros negatlivos es un riimero
;.‘El producto de un nﬁmero negativo ¥y uno. positivo es un

la}|6] o su opuesto,

Conjunto de: problemas 7 -1

- (s113D,

(1-511-31)

(-5)(3) = -(]-5}]3])

b

|

-15
15
-15



| B o [ l K \-148- R . L
e Cnee. L @ (18)@) s
;(‘b); Bz e EH :
@) @K (@ ‘-21*(-3) + I-BD o
Caloula los" siguientes productos' ‘ \ c
@ CHEn e @ s e
() (- g)(z)) () \\'(1;5\. l?l!’»—%l +(-6)
RO (aes) .~ @« (]2l + (-9 e T
(ay (-3)(-#)4—(-3)(7) @ el + )y
C@ (D) 0.5 (- 1sl+e-u z)) o
(&Y {3y w7 LT e

.8 x=-2, ¥= 3, as= -4 halla 198 valoreg de las aiguientes E
expres;oney. . \ v : \

(a) 2x +\7y‘ . ',f‘ o o

) 360+ (yerta) - 0 T

" (e) ‘x? + 2(xa) + 8 - - o S '
(a) (= +@)?

" e) x4+ (3]8. +(J})hr])

(£)  |x+2] /(B [(-3) # al

&Cuéles de los siguientes enunciados son ciertoa?

N

“(a) 2x + 8="12, cuando X = -10 ‘

(b) 2(-y) +8 = 28, cuando y.="-10
({ﬁ Y (-3) ((2)(~x$) + 8 ;( 20, cuandQ x = 2 |
(a) (-5) ((-b)(—ll) + 30) <0, “cughdo b = 2

(e) Jx + 31 + (-2) (x +. (-4)]) > 1, cuando X = 2

X
4

~
M (Jq
m‘



; 7-1‘\

5. \Halla los cenjuntos de validez de 108 siguientes enunciados

s ——

"0,

. ablertos ¥ construye sus grificas. ‘ ' ‘ v
Ejemplo.- ‘Halla 'el conjunto de validez de (3)(-3) +c = 3(-4) ‘

s1- 33y +r e = 3(-4) ‘ ea clerto para alguna e,
entonces - 9+ cwm -12 ’ es clerto para la misma e
3 ~(—9 +¢) + 9'- -12 + 9“’§J cierto para 14! misma a;
; T \ 0 = _3. - ‘ i ‘
Si SN0 ‘3: . . |
ntoncea el mlembro ilzquierdo es (3)(-3) + (—3) = -12, T
%y el miembro’ derecho es wy ‘ L 3(-4) = 12,

Por lo tanto,’ el conjunto de validez es [-3] Co T
v (a) x+ (-3)(-4) = 8 S
(v) 2(-2) + 3 = 3(-2) N

(c) x + 2 = 3(-6) +9(-u)(-8) o T

(@) x + (-5)(-6) = (-2)(3) - . | T

{e) xm{-5)(-6) + |-2](3)

(£) x> C~4)(—2) + (-5)(2)

(@) x| = (- M)+ -0)(5) ‘“q; ‘ T

. Dado el conjunto 8 = (1, -2, -3, 4}, -halla el conJunto P de

B dnctos obtenidos al multiplicar cada elemento de S por cad

todos los productos de pares de elementoa de S; esjdecir,\i:i;/ﬁ‘f

elemento de S. .
- Dado el conjunto 'R de: todos los nﬁmeros reales, halla el con— ‘

Juntg Q de todos los productos de pares de elementos de R. b

ySerd Q el mismo conjunto R? JPodrias asegurar que R es
cerrado respecto de la mu}l mplicacidn?

Dado el conjunto N . de t8@fos los nﬁmeros reales negativos,
halla el conjunto T de tqus los productos de pares de ele-
mentos. de N, iSerd cerrado respecto de la multiplicacidn el
conjunto de los nimeros reales negatlvos? N :
Dado el conJunto V= (1, -2, =3, 4}, halla el conjunto - K de
todos lo8 mimeros poaitivoa obtenidoa al multiplicar pares de .

glementos de V. - R 7
Demueatra que el valor absoluto del producto ab \es el pro-
‘ducto |a] -+ |p| de los valores absolutos; es declr, .

. 3 DY .
* feb] = fa|lol. . T

157 SRS



‘~_1 aQué puedes decir acerca
cada uno de estos casos?
es positivo.

. .

. (a) ad
‘” - (b) ab .~
S (0
' (a) ‘ab
(e) " ab
(£) ab

Teorema.

(R .

Demostracion.

1 9

es negativo. o
es positivo Vv a
positivo v a
negativa Yy a.
negativo y a v o
*2, Justifica ‘cada uno de 1os pasos enumerados en la demostracion

- del .teorems, slgulente: S o

es
- es

es

Si a ¥ b "son nﬁmeros tales que ambos
- ‘son’'posltivos, entonces b serd positivo tam'bién.~
Suponemos que. 0<ag y 0= ab

l\\":l‘so—_

»‘

e dos nﬁmeﬁos reales a “z b

\és;ﬁbéi&;vo;

es negativo.

.es positivo._

es negativo.

1. o de 105 siguientes es cierto-
* b <0, b= 0 G < b,
2. Si b = 0, entonces

. Por 10 tanto, "h = 0" es falso, ya que las expresiones

"

ﬂ\3, 51 b < 0, entonces ‘ab = -(]allb')

ab =

. 0,

O" y\“o < gb" se contradicen.

b, " S1 b <o, entonces -

- "ab

ab

sera negativo. ;
Por lo tanto,\"b < 0" es falso, ya que las expresiones
€8 negativo" y "0 < ab" se contradicen.

L]

' ‘Entonces:

&

or 1o tanto, 0 < b; es declr, b es positivc, ya que
ésta es la unicaxpcsibilidad

\,\

dimoﬂien la seccldn
la estructura, las cuales des!amos conservar para todos los nu‘

meros .

L]

ko

Por otra parte,

-

7-2. Propiedades de la multiplicacidn
~ 'La definicidn de

a multiplicacion de “mimeros reales que

erior fue sugerida por las propiedades de °*

de hecho no hemos sBupuesto estas propie-

a 1 db

~
3

dades, porque pudimos haber dado la definicidn al principilo sin

~hacer referencla a ellas,

'Sin efiba?®d, ahora que hemos formulado

[

una definicidn para la multiplicacion, conviene que nos .percate-
mos de gque esta definicidn conduce a las propiedades deseadas.\

»

-



Bicho de otra manera, necesitamos demostrar que la. mnltiplicaeién ‘ ﬂ
asi dafinida efectivamente tiene dichas propiedades.t Toda vez que |
‘3‘ la definicidn se ennncia en términos de- ‘operaciones con mimeros
positivos Y cero y la. de tomar opuestos, éatas ‘sergn 1as ﬁnicas
o operaciones disponibles parafrhs demostraciones. ‘

N

-

Propiedad mnltiplicativa d’; Para todo~nﬁméro real a,
a\'l:a. ‘~ ) \\\‘,\»‘

‘ ‘Deﬁasﬁracién‘\ Si a es positiva o cero, saquos que ‘
a(1)-= a. S1 % es negatilvo, nuestra-definicién e multiplicacidn

afirma que . ‘ *i . o - I,
- a\.‘1=\(\La)|~.1) | -
) - -]a] S \ | o o
T R ? N . R a. . . . T
N Trata‘de Justificar~cada‘paso de la demosﬁracidn anterior.
T ;Propiedavd multiplica’civa del 0+ Para todo mimero 1Seal a,
)  a-0=0, . - ‘
\ Eseribe la demostracién de esta propiedad. ‘ .
: PrOpiedad conmutativa de 1a multiplicacién' Para dos nﬁmeros~
reales cualesqu%era 8, b, o . ‘ ‘
: ¢ R
Demostracion?//;i por 1o menos unq dé los mimeros a, b, es
cero, entonces ab = ba. (aPor qué?)” 81 a y b son ambos posi—
tivos o ambos n7gativos, entondes ~ - . " o \ﬂ“
Jowelalpl, vovas pllal /.
Como " |a] ;¥ ¢|b| son mimeros.de la:aritmética, | B
S lallo] = Ppllal. -~
T?‘Agdr\\tantd’»m . . ; \ | S RS Tl
S e , ab - ba . \d ¥
_en estos dos casos, = . ST
\ -y - '.'\“ 1 ' \




e

“

e8 negativo, entoncea B ‘ : ‘ : .l s

TN

. Y. como los opuestas de mimeros iguales son iguales,

piedad conmutativa para todos los mimeros reales. Para ello nos
, baaamos en la definicidn preciaa de la mnltiplicacién de nﬁmeroa

81 uno de los dos mimeroa 2 ‘b ea poait:lvo 0 cero :V el otro

abah-(laH‘b,l) ¥y ba = -('bHal)

* . \‘ wodat vez‘que . : i . [N [ S - N : . ; v \ et o\ ‘\ si?

iaHbI\- il

Celleh = <CeliaD. T T

0 ]

"Porx lo tanto, en este caao ‘tenemos . también que -

~
»

ab = ba. -

Hémos presentado aqui una demoatracidn completa de la pro~*f

4%"f1

reales. : o, \v\\‘ ’ S . ;
: L onJunto de pro blemas I - ‘ o s
Aplica las propiedqﬂes ya demostradas a los siguientes ederci-

R

clos:.

(\%)( 3H*w$ ~ (e) *4)( %ﬁ#)+(--4(5»

® (8 +(6)F) Q) ([(0-6) + (-8)(-3) (- 4y

Ilustra la demostracidn de la propiedad conmutativa reempla-\

w ’

zando a y b como slgue:

\(a)\~(-3)(5) EJemplo.. (-3)(5) = -(]-3| §)

= =15
~ | is)(-3) = -(15]!-3!)

. N C = a15

(b) (3)(-5)

(o) (=% (0)
(@. (3)(-» = *
() (-N&® . e

. 160 : ’
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Propiedad ssociativa de 1a milt _p‘licaciéﬁ* ‘ ‘Para’ tres mimeros
.~y Teales cualesquiera a, b e, o R T
’ ‘ h . \ “ . ) (a.b)c = a(bc‘) ‘* ’ ' : ‘ A [ ‘ﬁ R

5 | - ;Demostracidn. De‘bemos demoaﬁrar que la propiedad es cier'd:.a N e
para un negativo, dos negativos, o tres negativos, lo cual seria »
\ extenso.\ Se puede s:lmplificar si observamos que ‘ L,

, " |(ab)e] = |ab]le] " (4Por qQué?) °
o S ekl
~ ¥y también que o ‘ ‘ . o
- lateo)] - alfel .
| = lalivlle). .
AsI {(a‘b)c] =’|a(bc)] para: todos los numeras *ales 8, b, c‘
\ Esto reduce la demostracldn de 1a propiedad asoclativa de la f: o
‘ mul‘biplicacion al problema de demostrar que (ab)e _y a('bc)
ambos positivos, ambos cero, 0 ambos negativos, - \ ~ !
. Por ejemplo, 81 (ab)c ¥ a(‘bc)  son ambos negat:lvos, .entonces "

i(ab)c] = - ((ab)c) ¥ Ia(‘bc)i (a(bc? | Asi (a,(bc)) ((ab)) .
y por ‘lo tanto a(be) = (ab)e.. \
'Si uno de{: a, b, ¢ es cero, entonces (ab)c =0 y a(be) =§O.
(aPor qué?) Por lo tanto, en este caso (a‘b)c = a(be),
Si a, b, ¢ son todos distintos de cero, tenemos que consi-
; derar ocho casos direrentes, que dependen de cuales son los numeros
positivos ‘y cuéles negativos, segun se muestra en la. tabla. que

i

Y

8lgue: :
S1 a es | + + + + - - - - >,
1y ) b es + + - | - + + - | -
y c es +. - + - + | - [+ | -
entonces. ab es | N -
o . ba es + C
h (ab)ec es + \
a(be) es + ‘

-
e
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Se llené 1a cuarta columna en la que ‘& es positivo y b ¥y
c son negativos. En este caso, ab es negativo Y. bc es posiw
tivo. Por 1o tanﬁo, (ab)c es positivo NG a(bc) es positivo.
Por consigulente, en este caso, (ab)c = a(be). |
La propledadasoclativa establece due al multiplicar t;bs
- mimeros podémos tomar primero el producto de un par cualquiera de
\nﬁmeros que aparezcan adyacentes. Gomo consecuencia de la asocia-
.tividad y de la conmutatividad, podemos escribir productoa de \
mimeros sin utilizar simbolos de agrupacion y efectuar la multi- N

\ f plicacién en cualquier grupo y en cualquier orden. * o !;"¢\?
\.“p o on;unto de problemas 7-2b | -

"* 1., Copia 1a tabla anteqior ¥ llénala. Luego, utilizala para com-
probar los" casos restantes vy completa la’ demostracidn.‘\ ‘ h
- En cada ‘uno de los siguientes, verifica que los dos numerales ‘
son nombres del ‘mismo npdmero: ~
@ ((E) oy (3)2@)(4))
Com (B2) () Ty ) () ()
. (e) - ((3(-2)) (¥) » ¥ (3)((-2)(4» .
sla) ((-3)(2) (dge ¥ (-3) () ()
() ((-3)(-2)) () y -3) ((-=2)(-) |
Lo () -y () T
3. Explica ¢émo las propiedadea asociativa v conmutativa’ pueden \
_ayudarnos a efectuar de la manera mas sencilla 1as slgulentes

* L d

. \ * multiplicaciones: .
(@ ) (@ (- 3)(_)(%)( 2
- @ Gd-pH (@ ) (-19)(-3)(50)
NG &(%?('??)(‘2?)1 (8) (=N (25)(3) (M)
Veamps ahora una propledad que relacipna las operaciones de. C
‘1la suma y la multiplicacidn. ) t é .

Propiedad.distributiva. Para tres mimeros reales cuales-
" quiera a, b, ¢,

a(ﬁ +¢) = ab + ac,
: \

162




®

(5) ?2‘ v (-3) =
B [(-2) + (»3»
. (-5) ((-2) + (-3))

R

. ;\,?55; ‘

R i SN

- Consideraremos solamente algunos eJemplos:

¥ (5)(2) + (5)(-3) =, 2
¥ (8)(-2) + (5)(-3) = ¢
v (-5)(-2) + (-5)(-3) = 2

=9

RSPRIR.

‘L@ propiedad distributiva es vélida para todos 105 nﬁmeros
' reales. Esto se puede demostrar aplicando las definiciones de la‘~
\ sumaﬂxmde la multiplicacién a todos los casos pos&bles, lo que re“ ‘
sultaria aﬁn méa tedloso que la demostracidn de xi asoclatividad.

‘b

ongunto de problemas 7-2¢

:

Utiliza, sl esaneceaario, la propiedad distributiva\para efectuarn,’

1. (-9)(-92) +(—9)(-—8) 4,

2.  ( 63)(6) + (-1.63)(6) 5. (-

%) (-u) ¥ 6)

6. (-1(3) +.~‘( )3

v

‘de la manera menos trabajosa las operacienes indicadas:
(<7) (- 2 + (-7)
2) (-93) + (-7)

_ Podemos usar la propiedad distributiva para demostrar ot a
:propiedad muy Utll de la multiplicacion.

IS
Teorema 7-2a‘

*

‘el opuesto de

Demostracion.

Para todo ndmero real a,

(-

1){(a) = -a

a + (:-1)8. =0

a +‘(};)a

fi

1(a)’+

=

a
=»00

Agui hemos comprobado que (-1)a

Como tamblén sabemos que

-2  es un lnverso aditivo

»

L

= O + (- 1»11

Y. o
. R

=
)

Para demo7tra% este teorema, debemos verificar que
a; es decir,. que .

‘(~1)a" es

A\ )

(- 1)a‘l‘ (¢Por Qué2)

| }
es un invers

el ‘Inverso adltlvo es ivnico, hemos demos trado que

3

( 1)& = “ao

-

- 153

(¢Por qué?)
. (;Po qué?)

-
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A \ Cbnjunto de problemas 7-2d o ‘ oo o

[N

Empiea el;teprema 7-2a para demostrar los siguientes teoremas:
1. _Para dos nilmeros reales cualesquiera \af\g b, (-a)(b) = -(ab)
2. Para dos nimeros reales ‘cualesquiera a y b, -a)(—b) = ab.
3. 3 Escribe nombres corrientes para los siguientes productoa.

o

So L L Ja) (-5)(ab) @ (se)a)
L (0) (-2a)(s5e) - e (§bc)(-6a) |
a ey (x)-y) (:) (-0.5d)(1.2¢) .
| . S ST
* R > - e “ .
‘\7.3 . Uso de las propiedades de'idzhultiplicacién \ ' \
" En los problemas anteriores vimos que. shora podemos escribir L
: \ ?a en vez de (-5)a, R o . e L
v -xy en vez d¢ (x)(wy), . - e
o S o 6b ‘en vez.de (.--6)\(\--'b)".~ g L
\a\~ \ \ De he‘cho R \ . RN ‘ i f .
o LT an = —(sb) = (-a)(B) = (a)(-b). T T
N Ahbra qué podémos multipiicar nutherps reales y-diqunemos\de‘
las propledades de la multiplicacién de numeros reales, teWemos ¥ |
una. base sdlida para trabajar con una variedad de situaclones que
. 8e presentan en el dlgebra. ‘
i -
‘ ConJunto de-problemas 7-3a .
1. .Utlllza la propiedad diatributiva para eseribir 1as siguientes
.t expresiones como ‘sumas indilcadds: ’ *9 - >
o, (&) 3(x+b) BN € B GU A C I I
R O (AN E) S “(e) (13+x)y —_—
| (¢) 2(a + b+ c) (n) (-8) ((-#) + €-m))"
@ Coarml ) (et e (-t))

(&) ((-p) ¥ q)(-3) B

". 2, Al hacer el problema 1 probablemente tuviste.que emplear\la ;

s%guiente pfopiedad:' Para dos nimeros reales cudlesqulera i
) a\lb: ’ N ‘ ‘
| v (-a)(-b) = ab. Co o
« Indica las partes del problema en que la. usaste - . -




3

. ‘;-(a)
L),
(c) -
{a)
(o)

53+5‘b N o o (f)
(@w+(@nv‘§j (&)
12 +18 R ~ (n)
3x + 3y + 32 (1)
4 kp ®

; \1:57 *_ D *

| \7-3

Utiliza la propiedad distributiva para escribir las siguientea
frases como productoa 1ndicadoa-\‘

\ka f‘b)x }“(ak;’b)yl‘ B
7%)+u@° L

~(-6)a +. ( -6)b% ..

a + cb +c R e

‘22 + (-2b)

4 En los ejerciclos siguientes, aplica la propiedad-distributiva,
b ,y otras propiedades que. sean necesarias: ‘

Jegglo. 3%+ Ex = (3 + Z)x = 5%
o {a) . 12‘b+7t )
» . (b). ‘9a + (~15a) " ,
(e). (-5)y'+ 14y - v
L (@), 12z + 2 (S8ugerencia:
(e‘) ~~(~3m)%: (-8m) - .
& (8) (1.6)b + (2, 4)b R
(h) (-5)x + 2} + 11x
(1) 3a+ 7y - (;Cuidado‘)
~ {3) M o+ 3p +9p, -
. (k) 8r'4 (-18r) + 6r ‘
() 6a+ (+4a) + 50 + thy f

-

.
A

En una frase expresada como una Buma indicads, A + B A y .

e

B se 1llaman términos de la frase- sl la frase es del tipok - \

\‘A + B + c, los términos . serdn A, B y C; y asf sucesivamente.

La

propiedad distribuQ}ﬂa puede ser muy util para simplificar algunae

frases.

———

s una simplificacidn posible ¥y deseable.

"Asd, encontramoa que

.- 5a+8a=(5+8)a=13a

\ 5x + 8y

~

L. 185

"-

-~

“Sin embargo, en la frase

 yPor qué? - -
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A veces poderos apliqgr la propiedad distributiva a algunos,

.
»

\ pero no a todos, los términos de una expresidn. Asi, .

;2‘

‘~‘6x + [ g)x + 11%° -1-5'y- 6x + ((-9) + Vbx + 5:V= X+ 23!1“'{5&'-‘

\:Frecuentemente tendremos la oportunidad de hacer eata cla§7 de
1

1 Reduce términos en 1as siguientes fnases-

‘=

O . 156 -

. \*simplificacién, a la que por convenlencia 11amaremos redu * \
" términos. Por 10 general haremos el phso intermedio mentalmente.
Ast,

?\‘A on

. ,~‘ 15w +*(-9)w - svll. i : .
Conjunto de problemas ?¥3b

(a) 3x +10x \'\ o (1) 5p+49+-8p

() (-9)a"s (he) . (D) 7x A (200) 4 %
C(e) Tk + (-2)k | - (k)T‘WZa*+ 5¢ + (-Ec) + 3c
(@) (-Z7b) + 30D (1) 6a+ Mo - T

- (&) s (167 (m) 9p +ka +.(3B)p +Ta L

N N ) - & ) .
(f) x +8x (Sugerencla: x-= 1. x)

(&) (- 1559\+‘a

2, Ademas de la propiedad distributiva, 5qg§ otras propiedades -
de los numeros reales utilizaste en el‘problema 1, partes
), (), (x) ¥ (m)2 e :

3 alla el conjunto de validez de cada uno de los siguientes

g_-)Enunqiadog ablertos: (Cdmbina términos .én cada frase cuando

- sea posible.) =~ -~ , .
(a) gx +9x = 30 . (£) (\—3&) +3 +5 =5+ )
(b) (-3a) + (-72) = 40 {g) ‘i'¥ 2% + 3x = 42 °
(c)‘~x\+ 5Xx = 3 + 6x -~ . (h) jg + 9= |

»

AN . . . i . . &
\(d) 3y + 8y ¥ 9.= =90 (1) 2y =y + 1 .
(e) lx + (-18)x = 15"~ » (3) 12 = by + 2y

(h) b+ (-z)x + (-5x) + sx o+ i

A

~»
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7-4. Uao ulterior de’ 1athropiedades de la multiplicacidn

at Hemos visto ¢émo la propiedad distributiva nos permite reducir
. términos de una frase. Las propiedades de la multiplicacion son ‘

\ también utiles en clertas técnicas del algebra relaclonadas con

. productos que con’cienen frases. » -

‘Ejemplo 1. "(3x y) (7ax)" puede escribirse en forma més sencilla
como "21ax3y

Los pasos 1ndicados mas adelante demuestran que esto es cierto.
Justifica cada uno de ellos.\ ‘ \ “

(EXy)(Yax)=3-x-x.y.7.~a,»x
=3‘7 a'x‘x-x.y

| C e :.;¥=( '7)a(x~x-x)y
(Observa que escribimos X ¢ X * X como. x3 ). ’

"y Aun cuando en la practica no escribimos todos estos pa&os,
debemos siempre darnos cuenta de cdmo estas simplificaclones de-
ﬁfpenden de las propledades fundamentales de la multiplicacidn, v
estar dispuestos a expllcar en cua}quier momento los pasos inter-
medios. ‘

» »

C W

-

v . Conjunto de problemas 7-4a

N

Simplifica las sigulentes expreslones y, en el caso del problema
11, escribe los pasos que explican la simplificacion

1 (-3)(8p) L. - (gabe) 2-bc.d) )
2 (e)(=3¢) T 9 (- 1zpq>~<-upq)
5 (0)(8) v 10, (2002c2) (100a)

Coh CeCT) (%lab)(saa)

. 5 (-;bc> (6¢) Ltz (=) (dade

e A . 3 (oGs(e)
7. () (zay) L 14, (6ab)(-zabe)(-a)
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Podemos cmn‘binar el método. utilizado en 108 eJercicios

‘ anteriores con la propiedad distributiva para efectuar asi
. multiplicacionea tales como 1as aiguientes.

~{-3a) (23. + 3b + (-5)c) = (~6a2) + (-Qab) +. 15ac.
&
- Adema.s, toda vez Que demostramos en la. seccldn 7-2 que-

»10 \. “a?( 1)8-3 L R *

\~podemos, de nuevo con la ayuda de' la propiedad distributiva, |

. simplificar expresiones tales como

(x +, (-7x) + (-6)) 1) xz + (-—7x) + (. 6))
t : —,(-x)+7x+6 " \
‘ Conjunto de problemas 7-4b L

TEscribe las slgulentes expresiones en lalforma Andicada en los
: Q%jemplos anteriores: . ‘

-

o (3e+ad)r T -(p+q+\r)

2, (8+ (-3Db) +7b) - ~8{3--7)(3&+ (-Sb))

3. 6x(3y + z) \ . 9. bxy(2x + 3xy + hy)

Y (—3)‘b2 2(% + Te) - 10. -(a2 + 2ab + ba) ‘
5. 5x(x + 6) ‘ 1"}. -hc)(aa + (-5b) + (-e))
6. 10b (Zb + 7b§+ (-»4)) 42, (-x) x + ( 1))

1

‘-'-—/'C/pl;xo recordards, del trabajo que niciste en el capitulo 3,

.

en algu“na.s ~oc;a.s:lnima-s la propledad distributiv® se utiliza varilas
veces en'un mismo ejemplo.’ : |

Ejemplo 3_.1~ Cfx o+ 3)(x + 2)

4

(x + 3)x + (x + 3)2
xz‘ +.3x + 2x + 6
-'=x2+(3+2)x+6
x° + 5% + 6

. 29




Ejemplo 2. (o + (-7) (g+3) =

1l

E,jem. 1o 3 (x+ y’+t‘i‘)\(‘b +5) =

onJunto de

+{-1)a+ (a,/(q))
+ (-T)a +.3a + (-21)
o2 + (1) + 3)a + (-21)
+‘(—4)a + (-21) ‘

.(x-+ \\+*z)b + (x +y+ 2)5\

prablemas 7-hc

= bxX + by + bz + 5x + 5y + 52.‘ '

1. Efectﬁa las siguientes multiplicaciones ) ~
5 (a) (a+ 2)(a + 2) B
(e). (x + 6)(x + (-6))

(£) (+3)F+ (-3)

(a) (% + 8)(x +2)
(v) ‘&y + (3)  + (-5)
o) (68 + (5) fa + (-2))

2. Demuestra que para: los numeros reales a, b, c, 4,

(a+ b)(q + d)

"\ .

. ac + (bc + ad) N bd,

(Observa que ac es el producto de los primeros términos, pad’

es el producto de los segundos términos ¥y (bc + ad3 es la

. sumg”de los productos restantes.)
- 3, Efectia las. siguientes multiplicaclones:

| (@) (v + () (5% + (-2w) + )
(e) (m+ 3)(m + 3) o
(£ (2 +2)(7T+2) L
}, Efectda las sigulentes multiplicacionea. : \

(a) (a+3)(a+1)
(b)) T(2x+ 3)(3x + 4)
. (e) (a+c¢)(d+a)

(a) (3a+2)(a+ 1)
(b) (x + 5)(4x + 3)
(¢) (1 +n)(8 + 5n)

(a) (zpq + (-8) (Gpat+ 7).
(o) (8+ (-3v) + (¥°)(2 +. -y))
5y + (~2x) (3v +(-x)

()

7-5. El inverso multiplicativo

v,

1)

Fn la seccién 6-4° descubrimos qug todo mimero real tlene un
inverso aditivo. En otraa1?a1abras, para todo numero real existe
- otro. némero real. de modo que la suma de los. dos numeros es O. "
Toda vez que cualquler nimero . real permanece 1nalterado cuando se
le afiade O (;Por qué?), llamamos al n
: di g_eleménto~neutral para la suma.

159

mero

0 el elemento l1dentl-

Ny
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¢Habra un concepto correspondlente’ al inverso multiplicativo
para los mimeros reales? Ante todo, debemos tener un elemento
ldentldad para la multiplicacddén., Toda vez que un mimero real
' dado no cambila al multiplicarlo por -1 (gPor que?), llamamos
al\nﬁmero "1 el elemento identidad o elemento neutral para 1a
multvplicacidn. Para un ndmero real dado, iexiste otro nimero
real de modo que el producto de los dos numeros sea 1°?
" Por ejemplo, considera el mimero 6, zExiste un mimero
real que *al multiplicarlo por 6 aé 1 como producto? EnéhJ
\ yando con varios nimeros o empleando tus conocimlentos de arit-
mética, probablemente-veras que E' es un tal numero, debldo a
que 6 - 6»= 1. 'Halla un mimero gue al multiplicarlo por -2
dé 1 .como producto. Haz lo mismo con -~%- ¥y con %a Antes
de segulr adelante, demos una definicidn precisa de inverso

multiplicativo.
T

Si ¢ y d& aon numeros reales tales que

~ entonces llamsmos a d un inverso multiplicativo

Si, d es.un 1nverao\mu1tiplicativo de ¢, ;serd entonces
¢ un inverso miltiplicativo de d? ;Por qué? ;Tendrd bodo
nimero real un inverso multiplicativo? 4Cudl es un Inverso
,Mmultiplicativo de 02 ) .

- S1 examlnamos estos inversos en la recta numérica, podemos
observar algo acerca de su ccmpprtamiento. En el sigulente dla-
grama algunos nimeros y sus inverBds multiplicativos aparecen
asoclados medlante flechas dobles. iCémo podrias comprobar gue
pares de numeros son. realmente Inversos multiplicativos°

'y o,
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LQué Bucede con el numero 09 6Con qué nimero podria aparearse°
" Existe un nimero b tal'que O ¢ b = 1? GQué puedes afirmar .
acerca de un inverso mq}tiplicativo de 09 ~ ‘

Si examinas las flechas dobles del diagrama anterior, tal

C vez recibas la impresidn de que el inverso multipllcativo de un

- ‘ngmero viene expresado en una forma que ge obtlene. Antercambiandg

numeradox” y denominador. gQué sucederia con ~52 Ciertamente,

(—4'5’) 5==~(«/— J—) 5 =1, de modo que %, y 5\/_

\son inversos multiplicativos el uno ‘el otro. . \ B S

Ahora podemos enunclar la propledad que “hemos estado 1nves-
tigando. Es en realidad una propledad nueva de los nimeros reales,~~
ya que ng puede derivarse de las propledades gue hemos enunclado

hasta ahora. ‘
La existencia de inversos multiplicat1VOS* Para
todo mimero real c¢ distinto de O, exlste un e

‘{. : ndmero real Y ta1 que cd = 1.

\\ Cuando ‘estudlemos mas problemas, veras mas clara, 8l no es va
obviy para.ti la idea de que los nimerog reales poseen esta pro-
pie&ad. Es-qbvio también, por experiencia, que cada nimero dis-
tinto de cero tiene exactamente un inverso multiplicativo; es declr,
el inverso multiplicativo de un nﬁmero es unico. Supondremos la



4
‘v

ot S Lo j»164- »

-unicidad aun éuando la podriamos demostrar a base de las otras
propiedades tal como.lo hicimos en el'ﬁaso del inverso aditivo.
(Fijate en el ConJunto de problemaa 7—8&.)0 :

»;L“ - S ConJunto de problemas 7-5
1. Halla los 1nversos multiplicativos de los siguientea mimeros:

-3, '2': -3 “‘2’: % Ty 2 ""7': “‘7: %: T00° mi\OJ"S: ‘6 8
:2{, Construye una recta numérica Yy marca con ﬂlechas dobles los

v.numeros 3, ;, -3, - 23 %- 7, ¥ sus inversos multiplicativos,‘i

B Conatruye una recta numérica vy marca con’ flechas dobles los
1

nﬁmeros 3, 35\»3 EP %- 7, ¥ ‘gus inversos aditivos.~ aCdmo ;:1

diriere eate eaquema de flechas dobles del que aparece en el
‘ “ problema 2? ° . T . ‘
4, Si b es un inverso multiplicativo de a, gqué valores ob—~
‘tenemos para b sl a es mayor que 12 LQué valores ob-
~ tenemos para b 81 a estd entre O y 1?2 ;Cual es un
~inverso multiplicativo de 17 \ -
5. - S1 b es un lnverso multiplicatiwo de a,\gqué\valores ob-
\tenemos ﬁ?ra b: 8l a es menor que -1? gSi‘ a<0 vy
. a > -1? 3Cudl es un invgrso multiplicativo de -1?
6. 81 “b--es el inverso fultiplicativo de a, ;qué valores ob-
tenemos para b sl a es positivo? aSi a es negativo°

-

7-6. Propiedad multiplicativa de la igualdad

En el capitulo' anterior, enunclamos 1la propiedad adltiva de
la 1gua1dad ¢Serd posible hallar una propledad correspondiente
de la multiplicacidén® Considera los sigulentes enunclados:

~ Como. (-2)(3) = -6, enfonces  ((-2)(3)) (-4) = (-6)(-4).
~Como “(-5)(-3) = 15, entonoces \*\,(-5\)("—3)) (%) (’35)\(%) .

Observa que "(-2)(3)" -y "-6" son nombres distintos -para
v el mlsmo numero, y cuando multiplicamos (-4) por este nﬁmero

- .

it

S S )




- | para un nuevo nmero.
l \En genera.l, ’cenemos la

‘ c‘btenemas n «»2)(3)) ( 4),,

giw.~ \ \Propiedad mnltiplicativa de la’ iggaldadr‘ ‘Para tres nﬁmﬁrnsﬁg‘ﬁ-\\\

-

R Y

" (-6)(-4)" como nombres ‘distintos .

§

- reales cualea%uiera 8, b y ¢ 81 a E b, entonces ac

" el enunciado :

\ -

n Como

R ‘ on;unto de problemas 7
" ] -1, Del miamo modo que en el caso anterior, txplica en palabra.s

‘ ~5)(-3) = 15, ent

ces

de los siguien’ces enunciados aon ciertos?

¥

23!:6,

EaA

1

R

%y = 16,

| (15)()"
2. aCuélea
- fa). st
\ (b) s1
() s
(a) =1
“le) st

24]\; 2m,‘

" 3, Halla el conjunto

enunciados :

Jegglo. Determina el conjunto de val-:,dez de.. g-x = 60. “

Si¢

entonces

9 St

en‘bonces

entonces:

Y N
entonces

entonces

ehtonees

de validez de cada uno de los si\gu»ientes‘

-

-

(@)=~

-

derecho 'es 60. ;

De modo que "2(2\4) = 60" es un e@unc.iado cierto, y el con.jun‘o
de valldez es ~

X =

X =

N €

(28,

60

(3) =

~—
E—

S”
i

~2X('§) = 6('2‘)

R

9(3).

M@=§@

60 ('g)

24
24,
24,

»

entonces el miqmbro 1zquierdo es . (%) 24)

) \

be.

S Ak ]

(-5)(-3)) -

es cierto para alguna x,

-

es clerto para 1a miama x;
(5Por qué multiplicamos por

Fad

_?)

es ‘cierto para la misma X;

v

-

60, ¥y el"miembro‘



\;7-7.‘ Soluclones de ecuaclones. -

(@) 12x=6. (@) 15=57 (&) Z&=1
() Tx=6 () 5=5v ) -z
() =6 ' (0) zesm (@ % -3

3 Determina 1na conjuntos de val#dez de los sigulentes enun;« o

" ¢lados. abiertos-‘\

\(a) Ta =35 »_(ie)\\ 5=%a

© das W sere-d
(e) m=5 ‘(g)~~-‘1~2=3k \ i\\
(@ ge=-2_ (n) 0o=%

-:5}\*(a)‘\Ha11a el\valor de 'B en la férmula. V —-—Eh, 8l Babeaj

3
que V es 84 ¥ h es T.

- (v) Usa 1la. férmula PV = pv para hallar el valor de p, si

*

«‘,"

Anteriormente, hallaste ¥ luego comprobaste ppsiblea ele»

o mmntos de los conjuntos de valldez de ciertoa enunciados tales \

como la ecuacidn,

3 + 7 =X + 15,
Ahofa estamos preparados paia resolver tales eéuacioneg~mediante
un procedimiento«méa general. (“Resolver"vsignifica\hallar el

~_conjunto de validez.)

Primero, sabemos que, por 1a propiedad adlitiva de 1a igual-

‘ dad,’ cualquier valor de x para el cual

3x + 7T = x + 15

L}

es un enunciado clerto, es también~un valor de x para el cual

(3x + 7) + ((=x) + () = (x4 15)e (=) + (7))

/ es clerto.. Podemos simplificar los numerales en cada miembro de
|

este enunclado para obtener,

A
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(3x + (-X)) + (7 + (-7)) (x + (-x)) (15 + (-7))

y finalmente 3x =

Aqui hemos sumado el mimero real «~x) + (»7» a~qada miembrb‘del :
‘.\enunciado y obtuvimos el nuevo enunciado "px = 8", Asi, cada nmi-
“mero del conjunto de valldez de “3x + 7 =% + 15" es un pumero del
conjunto de valldez de "2x = 8", debido a que * propiedad aditiva
de la igualdad es vdlida para todos los mimeros reales.
‘Apliquemos después la propiedad multiplicativa de la 1gua1dad
para obtener o . ;

N n
LY ) \‘\ R a
e X =4,
A N ~ N
\

1

Asi, pada mimero ' del conJunto de vallidez de "2x = 8" es un mimero

. del conjunto de valldez de "x = 4", ! ‘ . T
" Ahora podemos deduclr Que toda solucidén de "Ik + T = x|+ 15“
"T"es una Solucldn dé "x = 4", " La solucidn de esta Ultima ecupcidn.

‘es‘oﬁviaméntg 4, ?ero,\aestaremos seguros de\qne 4 es upa'solu-
cidn de "3x + 7 = X + 15"? Esto lo podrfamos comprobar ficilmente, .
 fpero aprovechemos este e jemplo para sugerir un procedimient general.
El problema es el siguiente' Hemos demostrado que sl lx es
‘una solucion de N

) - . . ; \
\ * N ) - N B N
§ : 3 + T =x +-15, ‘ 5
entonces X es.una'solucidn de ‘
- X = 4,

~ . : 3 .
+ Lo que tenemos qQue demostrar ahora e€s que sl X e8 una solucidn de

entonces X es una solucidn de

N

-L\\3x+7=x+1\5.

Frecuentemente, escribimos estos dos enunciados en forma combinada

Ccasic ‘ : ' '
X es una solucidn de "3x + 7T =% + 15“ si zﬁsolggente si

X es una solucién de "x = 4". . :

By
N
A

v
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T

s miembros de una ecuaclén o 81 multiplicamos ambos miembros por un

\ "3:: + 7 = X + 15" es. decir, 1la tUnica soluo:ldn es &,

N - - \r
. . . . . s

Una manera de demos'crar que el segundo de estoa en 1ados - 1
es clerto es 1nvi:r~t:lendo los pasos en 1a demostracidn 1 primero,
ABI sl X = 4, multipl:lcamos por 2 para. obtener o

(Observa que . 2 es el :nec:tproco de ‘-2-.) Entonees sumamoa‘ (x + 7)
para obtener \ ‘ i

gx+(x+7) B4 (x+7),

3x+7=x+15

. (observa’ qu~e ‘f::‘:i-"?)f“es.;el opuesto de | ((-Qx) + ‘(‘.‘.7))) .. Por.

consigulente, toda solucidn de "x = 4" es una solucidn c}e

~ Decimog que "X = 4y "3x +7= X+ 15" son
enunciados equivalen’ces en el sentido de que
_sus conjuntos de validez son los mismos. .

LQué hemos aprendido? Si afiadimos un ndmero real a los dos

mimero real distinto de cero,,_el-—nuevo enunciado asl obtenidc es
equivalente al enunciado original Esto es cierto debldo a que
estas operacioneq, son "invertibles". Entonces sl logramos .ob-

 tenher un. enunciado equivalénte cuya solucidn sea obvia, estamos ™

seguros de Tner el conjunto de validez requerido s8in necesidad

.de comprobarilo. Natura\hnente , conviene hacer la comprobac:lén

para asegurarnos de que no hay errores de aritmétilca.’
Como otro ejemplo, resuelv{ la ecuacidn

5z + 8 = 2z +,(-10). - o ,
Esta ecuacidn es equivalente a = - \ | \ : n
(52 + 8) + ((22) + (-8)) = (2 + (-10)) + ((-zz) + (-8)),
es8 declr, equlvalente a
\(524- (-25)) + (8‘+ (58))

y tamblén a

(‘az + (-»2z)) (-10) + (-8))

X4

3z = -18,

l*:'n
LRV .
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1. En otras palabras, z es una solucion de "5z + 8= 23 + (-10)"

siy solamente sl z es una solucion de "3z = 18“ ‘El 'ﬁltimq -
‘ enunciado es equivalenta a’ L ;
S e <3>(3z>= (-5)( 18>, T
e? decirt, a : | ‘ ‘ AN
: L . iﬁ%g? -61 ‘ .
De modo que, z \es una solucion de "3z = »18" si z.solamente si z E
es una solucidn de z»—‘-6" Por lo tanto, los tres enunciados son

equivalentes ¥ su conjunto de vallde
estuvimos seguros de que cada paso .
\\efectuar las operaeioﬁesﬁcor spondientes. Al resolver una ecuaixf
c¢idn, nos. preguntamos ‘e ‘cada \paso: ".Es este paso invertible?"
- 31 lo es, obtenemos una ecuacion equivalente. ‘f@\

‘es. {-6§. FEn este caso, .
a invertible‘ sin tener que

i . Mds adelante, aprenderemos a resolver. otros tipos de enun- . 1{\
~ciados mediante el uso de propiedades de los numeros. Para ello ‘
tendremos que aprender algo més acerca gde que operaciones dan lugar\\

a enunciados equivalentes Yy cudles no. '

. Conjunto de problemas 7‘7 \ .
.1, - En cada uno de los pares de enunciados que aparecen a cont;nua~‘ :
clodn, muestra cémo se puede obtener el segundo de} primero, ty

- Muestra, si Yuese posible_, cqmo-' se ‘puede obtener el pr;mero~
del segundo. ;Qué pares de enunciados son equivalentes?
a (a)‘X+(-3)—5,§=8 ' .
\ (v) ?b_a b= 16
(¢) (x+ (-2)) = 3, 3(x + (~-2))
(@) z+ (-7)="-2+3, 22 =10
(e) 6x =17, (6x)0=7.0

(£f) 4y + (-\SW{ (-6), 0=y \ . ot
(g) <=3a = -6, =2 : R

(h) 5m+5=-m+ (-7), 12 = -6m . N
(1) x =3, |x] = |3] \ - * |
¢+ 2.,  Halla el conjunto de validez de cada una de las. siguientes‘s
ecuaclones: *
o * .
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3. Traduce los siguientes a
conjuntos de validez, deSpﬁés contesta la pregunta de cada

(L,

.- Resuelwe: (-3) + ix = (-2x) + (-1).
' Este ehunclado es équivalente a

N /\ .
4 ;
.

% e ((;;3)\ \+f\)+x) +.(2x + 3) = ((-2x + (8 4 (2x + 3'), N -
‘ o 6x=2 : . s
v éste a su vez es equivalente as - . N
. i X
BN 1(6x) = X . 2 PR
. o 3 3 % .
I X = 3’ |
Por 1o tanto, ‘el _conjunto de validez es (%ﬂ;
(a) 2a+5=17. : - ~ o) )
ST (D) Wy +3=37 454y (-2) x
N (O 12x -4 (-6) = Tx + 2y C TN .
o (d) 8Bx o+ ( 3x) +2< Tx + 8 (Beduge los términos primero. )
(e) 62+ 9+ (-4z) = 18+ 22~ © ¢ : R
\ (£f) 12n + 5n + (-4) = 3n + (-¥) +2n 10
SN (g) 15 = Bx + (-8) + 17x. - : — i
N (h) By+8=Ty +3+ (<2y) +5 '\ T
Ca (1) (-6a) + (<4)"+ 2a =3+ (-a) L °
T (D) 0.5+ 15x - (-1,5) = 25k A2 B
| w.(\k>\g+(-\§c)+«~(-g)=uc+ 2) + (- o)
TN (1) 2y + (<6) + Ty =8 + (BY) + (-10) + 18y T

2) + 3
,unciaﬁos ablertos y halla sus

x +01){x + 2) = x(x

KN
proglema. . : Cfn ‘

(a)

El perimetro de wn triangulg;es de 44 pulgadas. * EI
segundo lado es fres pulgadas mayor que el doble del
tercer lade, y el primer lado es einco .pulgadas més
largo que el t cero. Halla el largo de cada uno de
los tres ladosigel triéngulo .

S1 a un entero le afiadimos su' 8ucesor, el resultado

es uno mas que dos veces el-entero, jCudl es el entero?

PIR



.

e

»

‘:%gﬁ (c) . La -Suma. de’ dms enteros impares cansecutiVQs es 11;" o
X éCuéles son los enteros? f-‘ : - : ‘.;“
v '(5&)§ Eln&r. C‘@ién cmmprg .“30 ples e a.lambre y despuq@ cbmgro

,"'

N \

R ; . la meta después “de guiar durante 5 horas a clerta velo-

L .o - * S N

TR AR NN

. NS 1 “‘~\ R . N . k
S 2 N
R RN

3 . .
‘ ‘ PN . .’ - . .. . @
BRI » -

-0y

- 5 pies ma§ de alambre de" la. misma'&lase. Encontro que
’ii‘ -habia,pagadb “#4 20 mas,ﬁe-lo que pPagd - su vecino por 25 -

Cey .'ples de la miSma clase de’ alambre al ml’smo prenio. 5Cua1

5 yera el coato par pis del alambre° <L ~ - e

)* Guatro¢vqpes un- entero es diez unidades mas que dos veces )
.SU sucesor. - 4Cudl es el entero° C S

\ﬁ~‘*(f) En una carrera'de automoviles, un conductor que partio en

el primer grupo‘de carros se encontraba a . 420 millas de

Yy~

cldad. ‘otro conduc&or, que;, partié més tarde, después de

guiar durante 3¢ horas a la'misma velocidad que el primego
\\"j\se encontraba;a 250 millas 3 1a meta. 6% qué velocidad o
Y guiaban estos condgptpres9 c S

(g) La’ planta A crece: dos pulgadas'por semana, ¥ ahora tiene. .

20 ﬁulgadaﬁ de altura. " La. plant& B . crece 3, pulgadas
‘ por semana vy ahora tlene 12" pulgadas ‘de altura. .aDe ;
Yy &qui a cuantas semanas tendran 1as dos plantas ‘la misma

e vf altura° S e " R . e

e %
(h) Up cierto numerm ‘es aumentado en 17 'y ésta sﬁma se e

mnltiplicg‘por 3. Si el produbto resultante es 192,
' jcudl es el nﬁmero° RN W S 2
(1) Un numero ‘@s 5 "veces .otro’ y la sdma de ellos es 15: més
‘que b yaces el menor. Hallg el numerc menor. . .
(3) a1 agua de un radiador se le afiaden dos cuartilles. de
alcohol, y entonces la mezcla)contiene 20 ppr ciénto. de

\ alcohol. 6Cuantos cuartillos de agua habla en el ‘radla-
Q.2 dors Y ' : 2 ?

»

“a ~ * ~;‘ \ . L °

N N . ot . . b B . .- o . !; .
‘. . v S R
8 uReprrocos .- . g oY S

ALY

S Parg abreviar{ conyendra llamar reciproco al 1nverso multdi-

plicativp, Y rqpresentqremQS‘ﬁl reciproco d@ ‘s, por el simbqlo
n 1n

Py hsiﬂ?para toda 8,y excepto O a " %.= T S,
» ,\a . . )
‘ . ‘\\‘ . ‘\) » ' . " N . . ¥
' :N : ~‘ N L I . . > )
N" . » ~i . N ‘ \
¥ - - AN \l‘hhe N > .oh -
»r . » . N
> N - a A N 3 )
v \"" » -:‘\.\0‘ N . N

A
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Probablemente habras notado que en el cqso de los enteros e
paaitivos el aimbolo que eseogimos para "reciproco“ es el simbolo
canocidg de una fraccién. Asi, por egemplo, el Teciprnco de. 5.

7 es. g? Esto ciertamente esta de acuerdo con . tus experiencias t,

4
pasadas.

R

Sin embargq, ‘el reciproco de gu es —%~ el de —9 esuflgf o
N _‘~3‘ 3, ] 9.\ \.»
' 1 K o ban 2 et
\ y el df: 2 5 es §_§ 'I'oda vez que _§-_ es el rec:[proco de«,g 1
7 . “‘“ N hd s.‘).;
oy qomo 3 w X %-- 1, resulta que —§~ y. %- tienen que §hr nombres -
‘del misﬁo numero; comd* %3‘e§ el npciproco de‘ -9 . y~como
-9 X - §) a1, §' v —'§ tienen gque ser nombres del mismo mi-
;;‘~\ merm. ‘También, como (2. 5)(0 4) -)1, 0 Ly ‘§l§ tienen que ser
f . \ *
- nompres del mismo’ nimero. Estaremos en mejar situacidn\para \
seguir tratando este tema cuando consider la divisidn .de ny-
\ ¥\~ meros reales en un proximo capitulo. oo T
R o o onjunto de prohlemas 7-8a - T .
©— 1.7 51 usamog el simbolo "1" para representar el recfproco de
- cualquier hvmero’ a,‘distinto de cero, representa el reci- -
) ; - proco de' L \\" v ST )
N 3 R “ . Co L\ »
N € L L T s ~(e>\-§\ o0
.o 8 -0 .o (f) o3t “
. - Y 1 ' 2 _ 3 . a
. W(C) 5 1 o« (g‘) Lk . o .
(d)"g "‘ . . '-\ \ L. »‘.\i
2. Escribe el nombre corriente.para el inverso multiplicativo de |
, ¢+ . ~cada numero del prcblema 1. tEn que casos sera el mismo qQue*
5 el reciproco Qpe escribiste en el problgma 19 '
" . 3. Demuestra el tgorema: Para cada numero real .ay distinto de
. \ ‘”*eer6;~existe solamente un inverso multiplicativo de a. ’
‘(§ugerencia. Sabemos que existe un inwerso multiplicativo
de a; a saber, ;. Imaginate que existe d%ro, dlgamos x.
- . Entonces yax = 1.) | . . _— .
) . \ s .“‘ - ) . . ~ .
»I\.“ ‘ * N -
e v - ¥ . ° .
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. * ‘e ‘“\17.37;‘ s \’ - e ©
: \ R e S S
* - iPor qué excluimos al O .de nuestra définicion ‘de reciprocos°
\ Supoﬁgamos que el O tuviera un recinroco. gCual pqﬂria ser? Si
t" hubiera un némero b que fuera el reciproco de 0, entonees
. ‘é); b= 1. ¢Cual. es, el conjunto de valldez: del’ enunciado o b = 1?
Debes concluir que efectivamente el O ‘ho Eueae tener un reciproca.
Aqui tenemos oportunidad de ilustrar, utilizando un eJemplo;bastante
sencilao, un tipo de ggpnstrhcion'muy poderoso. Esta demostracion
- 8e basa en el hecho de gque un enunclado dado es clerto o, falso,
pero no.ambas cosas. A la ai‘irmacidn de qQue un enunclado dado, es..
' cierégix también falso le’ llamamos ua. contradiceidn, Si .alk de- q:‘f\.
_sarrollar un razonamiento correcto llegamos & ung contradiccmon,‘, ‘
nos vemos obligados a aceptar que dlcho fhzonamiento esta fundado.-~

. AR
* ¢ en una propeaicion falsa. "La demostracion del proximo teorema se !?
\

-

.

.bgsa en esta ldea. -~ o ~ .

\\ \\ ~ .
* - . \ T e , RN .

) \Teorema Egé_' .El nﬁmero 0 .no tiene reciproco." o T

. -

Demostracion. El enunciado "O no. tiene reciproco" es clerto *
o) falso, pero no ambas cosas. Sl suponemos que es falso, es decir,
8l suponemos que Q tiene un‘%eciproco, tenemos el sigulente razona-

.. ¢ miento: . e "o _
\ ‘L 1, Existe un humeﬂ% real a - Suposicidn.f L -
tal que 0 a= 1. i b xf o : . gi \ N 3
2. O » a=0 , '~"!qf» El pfcducto\de"o y.cual-
‘ . . . quier nimero _real es O,
Tt 3, Por consiguienﬁe, 0= 1. ‘ . BTN

‘Asi, llegamos a la afirmacion‘de que "0 = 1“ es un enuncla@o
cierto. Pero, obviamente, "0 = t" es un enunelado falso, y por 1o
tanto, tenemos ung contradiccién. Conelusién:‘ £l primer paso de -
1a demostracidn no puede ser clerto. Por cahsiguiehte, es falsa

" la afirmacion de que O tiene un‘%eciproco,_es decir* 0 no tiene~

-

eciprOQo. : T T

»é

A\

A una demostracion ‘del tipo antericr 1z llamamos 1nd1recta
v <O demostracion por cqupadidcidn o) reductio ad- absurdum.

. N .. .

. - L]

. . . . *
-

N .
» - N A
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L S S = 3
WT8 e e -TH- |

. . Quisiéramos saber ahora qué podemos dEScubrir y demosbrar
- acerca del- comportamiento de los reciprocos. .

L]

Halla los reciprocoa en cada uno de los aiguientes conjuntos
-de nﬁmeros.. Luego de examinar los dos conJuntos-za~que conclu-
 8ldn’ 11egas acerca de los. reciprocos° o ‘ ‘

-j ‘II (12, g, 150, 0.09, §} \ ‘ K
o JIL (-5, - 3, 100, -2.2, %Tl
S1 examlinamos reciprocos en la recta numerica confirmaremos .
" nuestra preSuncién de que el siguiente teorema es cierto~

- @eorema 7-8b . El reciproco de un ‘nimero positivo

. eg positivb y el reciproco de un numero negativo

3

, €8 negativo. oo . - o \ .

»

-

Demostracion.‘ Sabemne que @ * %.= 1; es, decir, el producto
de un ‘mimero distinto de cero y suhreciproco es el nﬁmero Qositlvo

- 1. Supongamos primeramente que '8 ge8 positivo. Entonceg sola-

_mente una-de estas tres posibilidadea ‘es cierta.,\ Cw
SRR O St 1. L Te
~ AN 0 0 ) a . T

1

b Vémos Que si 7 8 negativo, ehtoncés a . %- es negativo, lo
© . cual eB unh contradiccidn al hecho de que a - %~ es positivo.
: \Tenemos también Que, sl - E'- 0 ‘cuando a - es positivp,‘gszonces

a %-- 0; de ?hevo, una contradiccidn. Esto nos deja sola ..
\\posibilidad T ©8 pqsitivo. o

* De 1gua1 modo, podemos demostray que sl a _es negativo,
entonces %- ea negativo. N oL ~ .

Halla el reciprooo de cada uno de los siguientes numerqa,,\
1negp yalla el reciproco de ese. reciproco. {Qué conclusidn se -

LI

~sugiere° ‘ . (.
S -1z, 80, 33, - & ST
o ‘Teorema 1- 80. El reciproco del. recfproco de un
. nimero real a, diatinto de. cero, es eI mismo . &~ 1 .
numero a. . ‘ T - - -
t N * ; . 3
S ! "“*v' \ \ |
v ‘ L * \/ ) R
~ i - , » * )
oo R RS
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. conjunto de validez que el enundiado original”

c 1. Hélla los‘reciprbcos de los siguientes nﬁmeros-‘

Demostracién. EL reciproco del reciproco de a es —.

Todavez que .-%7- y a son ambos reciprocos de ‘%: (;por qué?),

<

. : . a ' ‘ \ - \ . - on n
-y como\hay exactamente\gg_reciproco de -%, tendremos que ‘—%—;\
N ‘ - \ .. E ‘
y "g" tieneén que ser nombres del mismo nimero.. Por consigﬁi ente,
" += B
» E

Conjurito de problemas 7-8b

' 2,7 0.3,.-0.3, 033, 0.33, 1, -1, V%, “2“—— y2+1 S

»

 \2. 6Para qué valores reales de a. no tendrén reciprocos 108

siguientéh nimeros? *~~.

a+ (- 1), a+ 1, az 2 41, »1?%Lf-\

+ ( 1) a(a + 1) a
’ ’a + 1’~ a + 1

A

3. Considera el enunciado’ B

(a + (—3)) {a + 1) =\ (-3),

-

-

S “que tiene el conjunto de vaTidez (o, 3] (Vérificalo )

multiplicamos ‘ambos miembros del enunciado por el reciproco

de a + (-3) es decir, porwa " L

piedades de los numeros reales (¢qué propiedadeso) obtenemos
el enunciado, L. ] . o ‘ D
\ ‘ a+1=1.. ¥ '

-
»

Para a=3, obtenemos 3+ 1 =1, que claramente es un gnun- Coe

ciado falso. gPor qué no tiene el nuevo ‘enunciado el mismo

-

u.“ Escribe una,prOpiedad de los opuestos que corresponda. al
_teorema. 7-8b. Escribe una propiedad de los opuestos que

. corresponda’ al teorema 7-8c. 4,

¥ \ ]

, y usamos algunas pro- o

S
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s a ‘ L
. J ) s ) - : . T
- 6. .3BEs el enunclado %’>35 clerto-'en los tres casos del probiema. -

~

\‘9; ‘aPodrias dgcir inmediatamente cudl es el mayor de los reci- .

8, aSera cierto que 81 a > b ¥y ademas a, b son negatiﬁ s,

»
.

A S

LY N
D

5. Considera tres ﬁarés de mimeros: (1) a=2,b=73;

(2) a=4% bp=-5 (3) a=-4 b=-7. ;Serd el enunciado

‘\\l.y\%-; é%-.c;eito en los tres casos?

1 .

Y Seﬁélé*l&s nﬁmerbs‘y Bus iéciprocos én~la‘iecta numérica,
1. aSer& clerto que.-si a > b y ademds’ a, b~ son\posit1VOs,

»entonces %->~1? Ensaya con algunos valores de a z.\b.

antoncea %-> %? Ensaya con alguhos valores de a y b

i

*~procns de dos,nﬁmeroa 81 uno de los nﬁmeros es p@sitivo Y el
'otro es negativo? Iluatra estoen la recta numerica.

*10, ,Completaala demostracidn del teorema 7-8b para el caso. en

,\\\

N

b A, —— AL, h AR
. N

? N . v

. L En el problema 5 comprobaste paLa tres pares particulares\

de valores de & y b, que %-"%v= ;L @h otras palabras, el |
prqducto de los’reciprdcos de los’ nnmeros de cada par es el reci-\ ‘
prbco de su producto.~‘fPara cuéntes pares de nqmerbs tendri&mos
qpe comprobar este enunciado cosa de estar seguroa de Que es L.

clerto.para todes 163 nﬁmeros reales excepto 09 GBastaria con ‘f’

que a Bea negativo. ‘ ; ~)

L . _‘\,. Q‘\

‘w

. un millén deipruebaSV 4Cdmo sabriamos ‘que el enunciado no" serfa .

*. ralao en la prueba nimero un milldn uno? v - ;Y

afirmacidn es siemQre.cierta. ) - R .

Y

*

S Frecuentemente llegamos a conclusiones probaﬁlea observando

lo que ocgrre en varioa\casosapartmculares.“A'esto le'l amamos
razonamiéhto~1nduct1vo. ~No impérta cuantos casos abservé 8, el

.

? razonamiento inductigpmpor‘si solo no puede,asegurarnos qpe una

\
-~ hd i A

De modo que, no podemos usar razonamiento 1nductivo para de -

mostrar que %-' %-§~§%- es siempre clexrto. gpdemos demostrarlo

para todosglos nimeros reales distintos de O pedlante fazona-

- . . - ¥ N - - )
» 4 . . @
¥ ]

- ~ N > - N A
N
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\ mien’co deductivo, ‘de la manera siguiente., (Requerda qu una
. démostracion sdlo podemos utilizar propiedades ya establecidas.) \

- Peorema 7-8d. Pa.z‘a dos numeros reales cualesquiera
a y b distintos de cero, S J;;f ) o ‘
o SRR o )
‘Andlisis: Como nuestro pro’posito es demostrar que SRR ‘6 es
el reciproco de\ ab, recordamos la definlcidn de reciproco. En-\t

Vtonces concentramos nuestra atencidén en el producto ab ° (- . 5—)

|

v tratamos de demostra:r- que es 1gua1 a 1. - » '

 Demostracidén. ab - -—~- -5) = (—) . b( ) por las propiedadés

\ tatliva
11 ~ debido a que
‘ o » ‘ ‘ x - 4=

b N B N \x
. = 1 . K F s

rl
e

Por conslgulente, -;—- % es el reciproco ,de~ a’b‘.. -Es decir,

BT

.+ Observa que *la demostraciéh dei teorema 7-8d es my parecida\ \

a 18. demostracion de que la suma de los opuestos de dos numeros es

el dpuesto de su suma. Recuerda cdmo se demostro este resultado~ »

(a + b) + ((—a) + (-b)) = (a+ -—a)) + (b N (-b)) - 0; por 1o tanta,

(-a) + (-b) = _(9.+ b). ;\

Con,junto de problemas 7-—8c ‘ .
1. Efectia las sigulentes mul*biplicaciones. (En dste y en los
- prdximos conJuntos de problemas suponemos que 1os valores de
‘ las variables son tales q\e las fracciones tienen sentido )y’

»

RYE RS ~
) uiq @@g . (a) 3—ab 9a ‘. |
) (%)(3_;_3‘) \ 2 ( 2m n> 31 > o

ke 1 P
@) . ) )()

asoclativa y conmu- ‘
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"45.‘\ Si p*0=0, z,qué puedes deeir acerca de p" \'\‘\ Cow . ‘ -

2 iCudl esieli valor de 87 x \(-9) % O\>‘< % x 6422
3. ;Es \ 8."_515 = 0 un enunciado cierta" ;,Por qué*’

’ -

4. Si-n - 50 = 0, z,qué puedes ‘decir a,crerca de . n?

K

6.- 81 p-q=0, z,qué puedes decir acerca de p é q2 - z
7. S1 p.- q=0, y sabemos que p > 10, ;gué podemos’ decir
‘acerca de q? 7 - } S

‘ Ta 1dea sugerid;\ en los” e.jercicios anteriores serd ‘de gran ‘
" utllidad, especialmente para deteminar los conJuntos de val,idez \
", de algunas ecuaciones.\ “Ahora es‘l:amcs en condiciones de dernonert:r'sau:;l

el siguiente teorema, 'empl*eando 1as propiedades de .‘Los rec:[procos-

" Teoremas'!? 8e. Para dos nﬁmeros ‘reales a y. b,'
) 03ysolamenteai a=0<>‘x>=:0.~

Debido a la condicion "sl y sgla:mente si", - tendremos realinente ‘

que ' demostrar dos teoremas.~ (1) Si a=0 ¢ 'b‘r-. Q, en‘l»nces '~}; -

ab = 0' (2) 's1 \ab = 0 entonées. a =0 6 b = 0. ‘
o Demostracion. "S1 a=0 &6 b= 0, en'l:onces ‘ab =0 por la
« propiedad multiplicativa del O.\ De este modo Nemos demoatrado

v
.

una parte del teorema.- o

Para demostraF la segunda parte, observa que 8a=0 & .

‘ a £ o, pero no- ambas cosas. S1 a = O se cumple el requisito de
que a-o b50. ;Por que" R ‘

31 a‘b x O y a # 0, entonces hay u;? reciproco de a y ﬁene:mos T,
\ que- Lo . ) ) . o o o
.‘(EJ(&b) =

0, N -(z,Por qu'gé?)
- o (g)ab) =@, - (iPor-qué?) .

T, (.aw=0," . (;Porguér) .-

> . o "1+ h =0, - © (iPor qué?) ¥ v

& v
N

" e,



SR . ~ . . oo

‘*‘?As:[ en este caso también se cumple el requisito de que a=0 "6 \
’b = 03 por consiguie‘nte, hemos demostrado 1a segunda par’te del . ~
;}» teoren{a \ _~ D ; oo
; ‘ Conjunto de pro‘blemas 7-8d . " ‘e S w

‘ ’\‘;»f. $.’r‘ (x + (‘55) + 7= 0, $qué podra decirse con certeza, acerca
B *\‘?:.de 7 6 de (\;5 (-5)) ? ;Podra ser T 1gua1 a 0?. Entonces,

' ‘»‘\_.}_z,qu@ puedes declr de (x + (»5)) ? ‘;c‘\ e s
- Expllca cdmo sabemos que O es el unico valor de h que puede B
P .
v \;~ha;ze‘r Cn‘l.erto ‘el enunciado, 9>< h x 17 X 3 0. . ° w.f\ L @
7‘35*‘3.” Si a _esta qn’cre P Y 9 ¢,estaré % entr % ¥ —21-‘? o
Explica. » \ \ . )
i k. El teorema 7-Be nos pemite detenninar el conJunto de validez N
| \" de una ecuacion tal cq;no S -T o - Q
oL T é{-}- (..3)) (S;.p (_8)) ﬂo \ N .
' ' ain tener que ensayar con' .ningin mi \ero. en particular. Si ar
‘tomamos g = (:x + (-—3)) N b = +-( 8)) , el ‘teorema hos .
AN *
CoT dice que ‘este enunciado es: equivalente al enunciado,
R f‘\‘x+(-3) o 6 x+ (-8) = 0. - /
) ‘ ) De este enunciado podemos deducir que el con,;{unto de validez es ‘.'

L3y 8] Determina el, conjunto de val:ldez de cada una de las

: 5 siguientgs ecuaclones.: . : RS

' (a) (x + (-20)) (x + (- 100)) | o

eo o (0) (x+6)x+9) =0 \ . : .

T (_é) x(x +(-4) =0 R S \ |

@ fx o+ t5) fex + ('.1)) . N

e b)) e () (o -3)) $ T

L0 k) a0 e .
() (3x\+\(-5)) (2x+1> =0 . "‘ .
m)_olx+-(-6)=0 - o

Lo () xxan)=xt+8 i ~ .

~—.,
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5. Demuestra que sl -ay, b, ¢ son nimeros reales, y sl ac ;'bg
¥y ¢ # 0, entonces a = b, ) ‘ BTN

-
L

- T-9. - Las dos operaciones basicas Y el el 1nverso de un nimero res-\

to de estas operaciones - - : v

En 18s dltimos -dos capitulos fijamos nuestra atencion en la
suma X la multiplicacion ¥y en los inversos respecto de estas dos
operaclones. Estos cuatro conceptos son’ fundamentales\en el sis- |

‘tema de los nimeros reales. La suma y la multiplicacién tienen .

\ ‘suma con la multiplicacion. . Conviene examinar si hay alguna

caﬁa una de ellas varias propledades y exlste una propiedad que
rebaciona las dos; a saber, la propledad distributiva. Todo.’.
nuestro ‘trabajo al simplificar expresiones algebraicas se .basa en
estaa propiedades ¥ en aguellas de sus consecuencias gpe rela-

'cionan la supma, la multiplicacion, los opuestas ¥ los reciprocos.

Hemos sefialado que la propledad distrivutiva relaciona la

relacion que conecte dos a dq@ de todas 1as maneras posibles las 
operaclone’s de sumar, multiplicar, tomar opuestos v hallar reci—\
procos. Escribamos todas las posibles combinaci :
1. Suma y multiplicacidn. La propiedad dist butiva.
- alb + cf\: ab-+ ac. . .
2. Suma y opueltos, Hemos demostrado.que 4(a +b) =

(-a) + (-v). .
T
3. Suma ¥y reciprocos. Encontramos que no hay una relacidn
sencilla que conecte l-+ T Y E_$_5 De hecho, no hay \

numeros reales para 1os cuales estas dos frases gepre-
senten el mismo numero. La ausencia de tal r!.‘iién es
motivo de serias dificultades en el &lgebra para los )
- alumnos que sin detenerse a pensar suponen gue estas\
expresliones representan el mismo mimero.
4, Multiplicacidn y opuestos. Se demostrd anteriormente
que -(ab) = (—a)(b) = (a)(-b)
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5. Multiplicacién y reciprocos. Hemos demostrado que zp = 3 p
6. “Opuestos v reciprocos.\ T:—T - _Q_) .

- Esta ﬁltima relacion es nueva y debemos demostrarla. La demos -
. ,“tracion, que puede oh&egerge de la combinacidn”® (5) anterior
‘ reemplazando , b por -1, la dejamos a lgps estudiantes. .

(Sugerencia~ 6Cua1 es -el reciproco de -19)
N N

Enﬁncia las'combinacioneq (1), (2), (%), (5) y (6) en
~pa1abgaa. "3 Ves alguna analogia entre la combinacion de suma ¥
opuestos, por una parte, y 1a de multiplicacion y reciprocoa, Por
otra parte° Explica. ) : '

-

. R "‘
. L i ‘ Preblemas de repaso
1, Eacribe ‘un resumen de las ldeas importantes de este capitulo,
‘ ‘vsemejante al que ascribiste al final ﬂel capituio 6. - 4‘

2. Expresa como sumas 1ndlcadas:

v (a) Ba(q+ (-2))

: (b) (x + 1)(x, + 6) :
(¢) (a +'b)6a-{ (Jb» . S o
() @+(4»wx+w | , o

R .
R Escribe cada uno de los E}guientes como un producto 1ndicado.

(a) 2ax + 2ay
. (b) ac + {-be) + e

T (¢) cla + b)x + (a + biy
©d) 10xP 4 (-15x) + (-5) o
°“'(e)f 9x3 + 6x° 4 (3x) R - .

‘4, “Halla. el conjunto de validez de cada una de las slgulentes
ecuaciones: ) ; T ‘
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- (a)
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’~’t‘i\\=(d)
(o)
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lLa + 7 = 2a‘\+ 11 . - o " ’ \ SN
o : R ‘ [ I

8x + (- 18) = 3x\+ 17 0 & L a
. + 2 + (~5x) 31+ 2x‘+;(-1) J
}-2! + Ex = (-3) + 3% + 5 )

2 2"

Bx + (-2)x = x +2+2x

Ay ) N »

5o Reduce términos en'las aiguientes frasesx

N

(OR

{e) ‘

(a)

,‘5*6.1\Dad6
T W

| “(b)

\7x+b+(¥x)+ —3‘0) : Con ‘
6a + (-72) + 13.2 + (~5)a . (-8.6) B, S
Te| +3]x] + (-2)|=x| I

38 + b + d\t (-Eb) + #b 7‘ e

el conjunto ﬂS {FE -1, 0, 2],
Halla el conJunto P de todos los productos de los ele—
mentos de s tomados de tres en tres. (Sugerencia~

~Primeno»haTIh el conjunto de tedos 1os productos de ‘\;és ‘

de elementos. Iespues halla el conjunto de los productos

-de cada elemento de este nuevo conjunto v cada elemento
~itie S.) :

L 4 ) R -
3

Halla el conJunto R de todas. las sumas de. elementbs de

o S tomados de tres en. tres. o
7. Para cada uno de los slgulentes problemas, eacribé‘un enunciado o

ablerto, halla su conjunto de validez, y contesta la pregunta

del problema,

(‘a)\

-

Jalmeyay o pensamos comprar una - bola de‘baloncestc.: Como o
Jalme es a trabajando, acordamos que &l aportaria $2
més que 'yo. Si la bola cuesta $11, icudnto le toca pagan

‘a Jaime? -

La suma deados enteros 1mﬁares consecutivos es 41,
;Cudles son” Tos-ente €ros? . : . o \\‘\‘\:§~
E} largo de un rectangulo ep 27 yardas mayor ‘que el

.‘ancho. El perimetro es de \398 yardas. Halla el 1grgo
'y el ancho. - - I R
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(d) Maria v Jaimeasumaron las "notas que obtuvieron‘%n un
examen y la suma les -dio 170. Despues las restaron ¥y
A la de Marig'ega L puntos mas alta qne 13, de Jaime.
) . 6Cuales ran su3<notas° h v o
(e) Un hombre trabaJo 4 dfa8 en unk tarea ¥ su hijo trabajo s
“1a mitad de gse tiempo. Bl jornal del _hijo era J% del . mi
de su padre \ 'S1 entre los dos ganaron $96, scudnto
ganaba cada ung por dia° » . o
(f) Un agricultor s# encontraba en su corral. Ademds de €1,
sélo estaban altdl algunos cerdos y algunos pollos ¥y habla
dleciséis pollos mas que cerdos. Obseryando esto y que
~7eh el corral habia 74 p és; el égricuitor\se dijo a si
j,mismo muy contento——porquétel ademds de agricultor era’
matematico y muy dado-a hdblar consigo mismo-—“Ahora podré .
decir cﬁantos de. cad clase de animales hay en mi patip
.; i¢Cuaans habia? (Sugerencia ‘Los ceroositienen‘ L patas
-y los pollos* 2.) . N L_ . ' .%,; v
(g) En un quiosco de- tirar al blanco, en una"feria, pagaban B
' ‘10¢  cada vez que se diera en el blanco y cobraban 5¢ 7t
‘ por caﬁa fallo. Si el Sr. Péreg perdio 25# en esen <

quigﬁ%o y fallé 10 veces mds que las veces qQue dio~@n

\el lanco, GCLantas veces dlo en el blanco? \ ;* %
2 . N o R
3 9 ]
» ‘ N
/ > ~
\ N
» ' » ‘\ ‘ \ N
- ’ - ) *
» “ . .
\d’
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' PROPIEDADES DE LA ORDENACION‘ ‘

\ ~ N -‘.g, : -

o

. 8-1., Relacidn: de ordenacion para los numeros reales ~
En“el capitulo B extendimos el concepto de Ordenacién~de los
numeros de la arifﬁeticﬁ a todos 1q3 nuimeros reales.\ Esto,se hizo’
}\\Ptilizando la recta nﬁmerica, y convinimos que: : ‘
‘ Para los mimeros reales, es menor que’ *significa

Vo ' Vestd a 1a izquierda de" en la recta numerica.~f81

_ a.y b \son-numeros gﬁales, entonces "a es menor
..o n n . . S , \ \
: o que b se escribe 'a <d", : N R

. Decimos que 1a relacion "es menor qxe pafg 1os mimeros reales
es una relacion de ordenac}on. us una relacion binaria ya*que re-
laclona dos numeros. oQue\sabeﬂos;ya acerca de 1la relaciqp-Qe
‘ordenacidn? ;Cudles son algunas de sus propiedades generales°

® En la.se€ctionds-2 estudlamos, dos!propiedades fundamentaleg .
de la relacionQSE or enacion para los numeros reale{\ - ~ i‘

N »i~‘ ~ Propledad de xomparacion. Si ‘a, b - sOn numeros
:f’ .. | reales, enton) es solamente uno " de, los siguientes R
‘ S \.es cf'\\b.‘ ) RS 5o '
W ! Y a < h, a = b . b < a, voR
. §pr93;edad transitiva~ .Si\ é; b, ¢, sqg\ffmeros\
' v &eales 8l e b\\y_~b < ey entonces\ e
- - .

. .Y Otra propiedad que estudiamos en esa seccion es la que conecta
“la relacién de ordenacion con la operacion de tomar opupst&a

. 2, b son némeros, reales ysi a<b,

. - entonces -b < aa, « g - ' \
. Tal vez . te preguntes por qué cuidamos de no mencionar la rela-
R ¢idn ' es mayor que be hecho, esta relacion _la cual representai ‘

mos por el simbolo "> " oses tamoien .una relacion de ordenacidn.

Tendra la propledad transitiva y la de comparacion Puesto que
lqs tiene‘%disponemos realmente de dos relaclones de ordenadiga
distintas (aunque muy estrecbamente coneétaaas) .para los numeros
reales, ¥y hemos preferido concentrar nuestra ‘atencidn en la di

» S A
Fl . N N .
A NI
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I

"es menor que . Nuestra.preferencia pudo haber sido la de "es
mayor que s pnro sl vamos a estudiar una relacion de ordenacién
'y sus propiedades, no debemos crear confusion pasando de esa
Z\relacion a otra durante la discusidn.
del simbolo " f'", pero al aplicarla'ﬁos sentimos,en 1ibertad de
\decir.' "Si a < b, entgnces -a > -b".

»

RO
En las dos secciones subsiguientes obtendremcs algunas pro-
piedades de 1aarelacion de" ordenacion ¢ <" con ‘respecto a las

\operaciones de sumar v, de multiplicar.~ Esas propiedades son esen-
ciales sl es que hemos de utilizar la relacion de ordenacion en ‘

el dlgebra. N ‘ \ S L

0
.

v ‘ COnJunto de problemas 8-1 - BT
1. Determina la relacion de ordenacion que hay entre cada par de
|, ‘nimeros: \ - - ©
(a) _%’_% .s\.) B ) S
-l-?! ~17] T
(c) 1 (€onsTdera la propledad de comparacion.)

\12. Continuando con el problema.1(c), 5qné puedes decir acerca ae

. la relacion de ordenacion que hay entre c y“1 si sabes

‘qgg .que ¢ > 49 aQue propiedad de ordenacion empleaste agul?
D 4 3.

- Bn- cada uno de 108 siguientes casos decide si el enunclado

é% cierto: . o _
(a) -3+ (-2) <72+ ( 2) s T

(b). (-3) + (0 <2 +0 B

(¢)*(23) +5 <2 +5 S | -
(AN (3) +a<z+a a \
k, En cada uno de ibs slgulentes casos decbde~si el enuncilado

3

es cigrto N .
(a) (-3)(5) < (2)(5) (e) -(-3)(-2) f%z)' o
() (-3)(0) < (2)(0) @) (3)(a) < ()0 (oudd es
' ‘ < el conjunto de validez- de
J N " este enunciadoV)
- §. En cada uno de los siguientes casos declde si el enunciado es
.. .clerto: T o
.e . .

t 2

193 -

Emmnciamos, pues, la ultima propledad mencionada en'terminos ‘

2

»
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o \;\“ R s ;,. f‘ ~z\"' o N e ‘ N
. TSR -187;- TR, - = -
]41(3 + (-2) ‘ -6](? b -32) e e
(%)131<1-%1< -

1 c) (1-21 v (2) (0 % (-6) <~ ‘-3)1*—-41 L

" (a)y (121+l-2l)+3(~1-2!+(-2)) EE

6. Un conjunto dado se puede describir de varias maneras. Describe
" de tres maneras distintas el conjunto de ualidez~ﬁe‘ . '
@ zezex oo ;

— . . (b) 3+x<3 R \‘» N ’.~~
T Determina el,gonjunto ‘de "validez de:

(a). 3=2+x . _ o S .

(®) 3=(2)+x , T,
(e) -3=(-%) +x o -0 C :
C(@) =T SR
8., Determina el conjunto de validez de: L ’
(a) y <3 \ \“ o () -ly] < 3 e
(b) |y} <3 % . (@) vy <3 ‘ .
R . ‘ Cy

8-2. Progiedad aditiva de la ordenacion ‘

\ GQué relacidn hay entre la ordenacidn y la ‘suma de ‘los nimeros?
\Encontraremos una propledad fundamental y a base de ella demostrare-
. mos otras propledades que relacionan 1a ordenacion ¥y la suma. |, Como.

anteriormente consideraremos primero la relacion de ordenacion

) s ¥ duego podremos ‘enunclar propiedades analogas para la
relacicm " > ", " ' . .

Conviene examinar la suma y la ordenacion en la fecta nunerica.
Recordémds que sumar un numero positivo’ significa moverse hacla la ,

Y

~ derecha, y sumar un ridmero negativo significa-moverse hacia la dz -

‘quierda. En la recta nunérica, fijemos dos puntos a Yy b, donde’
a<b 31 a cada uno de los numeros, a N b, le sumamos el.mismo
‘nﬂméro c, nos moveremas hacla la derecha de a Yy de,‘p“;si c

es Eositivo, ¥ hacla la izqulerda sl ¢ " es negativo, . deemos
pensar en dos ombres que caminan sobre’ la recta numérlca cargando
entyre ambos una escalera. AX principio, el hombre en: a nsta a

la izquierda del hombre en b S1 camlnan c unldacdes en .

»
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cualguier direccion, y como el largo de la escalera nd cambia,
estaremos seguros de que el hombre de la 1zqu1erda segulrd a la
1zquierda. En sus nuevas posiciones el hombre en a + ¢ estara
todavia a la 1zquierda del que esta en b + ¢, Veaunos,’

et T e e
: Y EE— T

asc b . bee ~ 0% - a

A%

-
Sow

Hemos descubierto asi una propiedad fundamental de la ordenacion
o que supondrémos vidlida para todos ‘los* numeros reales.

. o Propiedad aditiva de la ordenacion.i si a, b, ¢,
. \ son mimeros reales y si a § b, entonces T
* . a+c<Db+c o \ ‘ :
A Ilustra esta propiedad pa?a a = -3 vy b= - 53 asignandole
sucesivamente a ¢ .los valores -3, §3 -7. Aqui -3 < “?

;Serd "(=3) + (-3) < (= §J + (-3)" un enunciado clerto? Ensaya T
con los otros valores de c.  Expresa en palabras la prOpiedad

aditiva de la ordenacién. ¢Hay -una propiedad correapondiente s
para la lgualdad? .

' . : - Conjunto de problemas -8-2a°
‘ 1, Empleando 14 propledad aditiva de la ordenacion, determina -
k cuales de los slgulentes enunciados son clertos: ' o

“ (8 -H+rs D n o L
§>>+(5>>(%>+-5) . 5
' (c) (.-5.3) sa-h < om g

B)(-2 +2x (- ) w2 . | S

2. Enuncia una propledad-aditiva de la ordenacidn para cada una
" ,< l!’\ n > " -n > n

— »

- “ de las sigulentes relaciones.
\3. Una exténsion de la propiedad de la ordenacion nos dice que-
"S8i a, b, c, d ‘son numeros reales tales que T :~3\j
v . a<b-y Je <4, entondes .a + ¢ < b + d. H Jj\”l \
Esto se pued; demostrar en tres etapas. Justirica cada\Una};L
S1 a < b, entonces a + ¢ < b + c, o
. ~ si ¢ < d, entonces Db + ¢’< b + d;

-
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. mor lo tamto, . - T R
ﬁ ﬁ?;§ ‘ - a+c<b+ d.‘ \ \
Tﬁﬁg{ Halla el conjunto de validez de cada uno de los siguientes .
§§;. enunciados- \ ‘ . -

RN
Yy

¢ . Ejemplo. Si ( f) + X <\(--5)‘4*- % es‘cierto paré alguna Xx, .

entonces x = (-5).+ %- %- es cierto para la misma x.

»

- o 'x < -2 es clerto para Ta misma x.
', Asf, si1 x es un nﬁmero.que hace clerto el enunciado original,
entonces x < -2, Si "y < 2" es cierto para alguna x,. entonces

-

| ( 20 P X< (- 2) + (~2) es clerto para la migna X,
c (§)+xs-%%+«6)+$ .
. ‘g-% x<(@)+@+( 2).

(- ) +x < (-5) + % es ciert0 para la misma X.

- Por lo tanto, el conjunto de vallde2 es el con%unto de{todos
los nimeros reales’menores que* -2.

(a): 3+x< (). (D) Lox) 40 < (3) + |3
Co ) x(2) > 3 \~w)<5>+un<3+;-g
T (o) ex < (-5).+ xa o (n) (-2) + 2k < (3) +3x +5
; = (a) 3x > %4 2x . v ;(1)‘ (- %—)“+ %‘ii‘ac l-%]

\«h)(-§+?x>%+x'

5. Construye las graflcas de "los conjuntos de valldez de las
| partes (a), (e¢), y (h) del probléma 4. oo é
6. En el capitulo 5 enunciamos la s8lgulente propiedad de la
‘ . ordenacidn: "S1 a < b entonces -b < -a". Demuestra esta
‘'propiledad, empleando la propledad adltlve de la ordenacldn. -
(Sugerencia Suma «-a) + 4b» a ambos~miembros de la des-
. igualdad a < b; después, emplea la propiedad del inverso adi-
-~ tivo.) - . . .
*7, Muestra que la propiédad
‘ "si 0.<y, entonces X< x+y" .

,\ .‘ . .
) ; ~
: - 19¢
A . . » v
- ’ * M J‘
. . VY
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.68 un caso especlal de la propiedad aditiva de 1a ordenacion.“j
(Sugerencia* En el enunciado de .la propiedad aditiva de la o

* ~
, \ ordenacion, toma a =0, b=y, ¢c=x ) ST "

A -

;“ . . Podemos demostrar muchos res ltadds acerca de la ordenacion ‘
como consecuencila de la propledad adltiva de la'ordenacion. Pos
de ellos son de especial 1nte£35 para nosotros porque usdndolos, »
podemos traduglr enunciados acerca de 1a ordenacidn en enunciados,
acerca de la igualdad, y viceversa S : : .

‘ . El primero de estos Pesultados serd un caso especial de 1a

‘ propiedad. Contslderemos glgunos ‘ejemplos numéricos de la propile- |

- dad s1 a =0, En este caso, "a < b" viene & ser "0 < b"; es . .

decir, b es un mimero positivo. Aéii\pu?s; escribimog: Si ~

0 = ?, gptonces c+0=<c¢ + . 5 o7 I \‘i

Sea a=0, b="3,y ¢= 4*~entonbes L + 0 < h Ee 3,
es‘décir,fcomo T=4+3, entonces 4 < 7,
. Sea a = 0, =5 y ¢ = -4; entonces N 4) .+ 0 < (b + 5;

~ - es deeir, como = (-4) + 5, entonces (-4) < 1,

» Podemos considerar que estos dos ejemp]bs nos dicen’ \

Como\ T = # +3 . 3 es un numaro “positivo, entonces

. \ ) K B o< 7, ‘
"\Comd,‘1 = (-4) + 5' ¥y 5 es un nlmero positivo, entonces
b ?
' - T -)"{ 10 ’ \h;' _"
Eninclamos este resultado como sigue ' R
. Teorema 8-2a.' S1 2z = X + yﬁlz ademas y eé uﬁ

nﬁmero positivo, entcnces X < Z.

- , b

Demostracion Podemos dar a la propmedad aditiva de Ila
ordenacidn la slgulente forma: . " N »\\-

¥

. S1 a < b, entonces ¢+ a < c +Dd. (;Por _qué?) =~ - .

>

Como la propiedad es® cierta,para numeros reales tualesquiera - .

a, b, ¢, podemos tomar a = O, b=y, ¢ = x. Asi, '
sl “Q <y, entonces x + 0 < x % y. '

Si z = X -+ &, entonces "x + 9 < x +y" signirica 'x < z". Por

lo tanto, hemos demostrédo que s1 z'= x f y, vy ademds O < y

(es decir, y es positido), entonces. x <.z.

Al L)

) *
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ciado acerca de 1a igualdad tal como ~ . . - h

. . A __4 ¢-6) + 2,

en un enunciado aceyca de la S}denacion, que en este éaso es \ ° ‘
6 < ok | f - S

“Observa que al sumar ‘2, un nimero positivo, a‘ ( 6) Obtenemos un
" ndmero a la derecha de -6 en la recta numérica.

Transforma el enunciado { \lk‘

‘ ' b= (-2) + 6

.

\eh un enunciado que contenga el concepto de ordenacian. .

- El segundo resultado de la propiedad aditiva de la ordenacion
es un teorema que transforma enunciados. acerca de la order?acion e,
enunciados acerca de la igualdad, lo contrario de lo que hace el

‘teorema 8-2a. Has visto que si y es positivé y si x es un

nﬁmero cualqulera, entonces x es siempre menor que x +y. Si
X < z, sexistirg’ entonces un numero positivo N tal que 2z = X + y?
Considera, por ejemplo, los nimeros 5 ,y 7, y observa gque § < 7,

:6Cua1 es el ndmero ¥y-: tal que

7=5+y?
505mo hallaste y? ;Encontraste que y es positivo? Congidera
le nimeros -3 y -6, y observa que -6 < -3, ;Cudl es el ‘con-

A}

Junto de validez de B . .
< . 3= 6+yr ‘ o
. 3Es y positivo de nuevo?
| | ’ 4<9.: - 9=‘4+»{, )
. T35 | o 5= (=3 + ()
Lo o Tor= (B) + ()
=6 <0 . 0=J(-6) +( )

,Qué clase de numero hace cletta cada una de'l ecuaclones,
anteriores? En cada caso sumaste un numero positivo al nimero mds
pequeﬁo para obtener el mayor. e

1)
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Ya te habrds dado cuenta de que el teorema gue tenemos en
‘mente es: = s -
- Teorema 8-2b. S1 x, z . son des nimeros reales
o 4

SR “tales que . X < z, entonces hay un mimero real .
v . pOSitiVO y tal que . o - . ) '
. N 7 = % + y. . . i

N
» ° - ~ ) * e

* '*Demostracidn. En realidad, tenemos ‘que demostrar dos cosas. .

fPrimero, tenemos que hallar un valor de 'y <tal que 2z = X % y,
segundo, tenemos que demostrar que dicha y es positiva si’

X < Z. . i = N
+ o "No es dificil hallar un valor de. ¥ tal_qne z=x+y. Tu N
fexperiencia en la solucidn de ecuaciones probablemente te suglera

‘que sumes (-Xx) a 103 dos miembrOS“de 'z =x + y" pafa‘obteﬁer ‘
Ly =z + {x). \ ' o
. Ensayemos con este valor»de y. Sea

-

-

. Ty —zs (). :
Entonces 3 o . o
‘ X +y =X+ (z + (Ax) (;Por qué?)

Y
- » . »

RN o = l} + (-x» +z (zPor qué?)

. R =0+ 2
- . X+y=2., - K . .
Hemos encontrado, pues, un valo} d® §, a saber, z +'(-x), tal
que z =X + Y. ‘ a -, |
Nos falta todavia demos trar que si x < z, entonces este N\
valor de ‘y es positivo. Sabemes que solamente unoide los. -

slgulentes enunciadps es ‘clerto: y .es negativo, y .es tero,
'y es positivo (;Por que°) Si podemos demostrar que dqs de*
estas posibilidades son’ falsas, la tercera tendrg que ser clerta.
fEnsayemos la primera posibilidad Si fuera. cierto que z,(es
negativo, 'y que 2z = X + y, entonces la propiedad ad£$1va de la
ordenacidén (con a =y, b=0, ¢ = X) afirmgria que z < X.

Pero esto contragicé ia hipdtesis x < z, de modo qQue no puede

—

ser clerto-que y sea negatlvo. Veamos la segunda posibilidad
si fuera\éierto‘que Yy es ceroy qué 2z = X + NS entonces seria’

\« - | , 199
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. cierto.que z =" §‘ De nueVb, esto contradice laihipotesis .2 < x,
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de'modo que no puede ser cierto que \y..sea cero“~ Por consiguiente,

- . la. gfsibilidad restante, y es positivo, tiene que ser : erta.\‘ R

R ]

»

. Esto completa la demostra ién, . T v e S
~-f El- teorema 8-2b° nosxpermite traducir~un enunciado acerca de .
la ordenacibn en un- enunciado acerca de la igud&dad Asi, ~ - .
) 'S v s :‘::.\ . " . \“ ;‘s :—,)j“ &2» . a;“-~ ~:‘ ?T ‘
puedé reemplazarse por ;. " Sttt v b ‘
,s*. m S 12 - (*5) N 3’ rf SN . SN

* que nos dajka misma "inrormgcion sobre la crdenadion acerca de,

\.“wﬁs Y .-2._ Es decir, hay un numero positivo, 3, que sumado a -5,
el mener de 16s dos numeros, nos da.. 2 el mayor. ‘f . “~; .
; . re S S Ce N L
. _«'I Conjunto de prOblemas 8-z’ e
_flh Para cada par "de numeros, determina su ordenacion y halla un “f“
* numero positivo b que sumado al- menor de los dos de el mayor. 5;\;
oo (a) sy ek D (e —251& y 345 S
Nl 63 o 3098 .
| (v) ij% Y “f%‘ A : (f) S 73 y - 59 ‘ S
; 6 7 o

‘;(C) gy 19\

(b) Si a F (- 1) =D, entonces‘\a < b. .
(6) Si (a+c)+ 2= (bwpc), @tonces a + ¢ < b + c.
5 -

*

| - (@) wv\*y 0.2 |

~ 1 1Y e . .

(a) .-,té--\y,-’i\ \ ) 5@ v @)(- %) 3
Damuestra que el siguiente enunciado es’ cierto- NS1 a y e
sébn nimeros neales y si gS a, éntonces hay un numero réal

negativo b tal que ¢ = a, ¥ b, (Sugerencia. Sigue un pro-
cedimiento andlogo al uaado- para b positivo.)

¢Cudles de los siguientes enunciado son ciertos para todos

los vaﬂores reales de las variables° ..
(a) Si a+ 1= b, entonces a < b, \

- L]

(@) si (a + c) + (- +‘E), gntonces b + c < a + c.

(e) 'Si a < -2, entonces existe un nﬁmero positivo 4: tal
‘ que\ -2 = a + d. :

(f) 847 -2 < a, enmonces existe un numero positivo d tal

- Que a = (22) +a. '

»

o ] \ L . \ ‘ ’
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;- (a) Del enunciado; 5 4+ 8= 13, deduce dos® enunciados ciertos L

- s len. 1os que«el simbolo.“ <~“‘§§1acione dos de' los nﬁﬁéros

“s

5>‘ 5 13\~ C ’ ’ ‘ S - '
(b) ,Tenemos-QPe : -6) +, 2 = ( 1) UEilizando dos nimeros
cﬂalesquiera de, estos tres, 6cuantos enunciados clertos
con el siﬁboId\" < " puedes escribir? ’ ' ‘_
(c} Escribe dos. enunciados clertos utilizando el simbolo "
para relaciOnar los numeros 5 ~y 7, dado que 5 < 7
MueStfa en: 1a recta numerica que si' a i. ¢ son numeros
reales ¥y si b es -tn numero,negativo tal que ‘q =-a + b;
entwnces c <-a. ‘ L
6Cuales de los siguientes enunciados son ciertos para togo%

Tos valores de las variables? T o .
"(a) S1 b 4‘?, entorices 3 + b <sb. o . L SN
(b) S1 b < 0, entonces 3 +b ¢ 3. . .

-

(¢) Si1 x < 2, entonges 2x < 4 . .

Verifica Que cada: uno ‘'de 1los siguientes enunclados es cierto:
(a), I3+ 413+ |3 . SN :

() 1) 3 < 1314 LI -

(e) |453) + (-B)] = 1-3] + |-

(d) Para dos numeros reales cualesquiera "a NA b eﬂuncia
~una propiedad general Que coneqte ']a Y b],.]a] y !b]./~‘

¢ Qué propiledad general podemos enunclar para la multipligacién,

éemejadte a la propiedai qxpuesta para‘la §um§ en\el'problema

L]

L A
~

?

Traduce en enﬁhciados ablertos los siguientes y determina sus
conjuntos de validez: . - . -

(a) La suma de un~numero vy 5 'es-menor‘que dos veces el
numero. ;Cudl es el mimero? (»‘ . Ve
(b) José y Manuel se proponen comprar un bote de vela; y le
preguntan a un vendedor el precid‘de un nuevo tipo de
bote que se esta proyectands. El vgndedor contestq
"No costara 'mis de $380".. 51 ellos habfan convenido Rl
' en‘que José contribuyera a la compra del bote con $f30

mis que Manuel, ;cudnto tendria que, dar Manuel?

Al

4
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. 8-3. . Propiedad multiplicativa de la ordenacidén

w \ ‘_-1\9'5_\\ - | . ) Tt 8-3

- Tres mas que seis veces un nimero es mayor que slete ’

aumentado en cinco veces el numero. 6Cua1 es el,numero°
Un maestro dice: "Si tuviese en mi clase dos veces el®
Aumero de arumnos .Que ahora, tendria por 1o menos 26
mas de los que tengo ;Cudhtos estudiantes hay en la

- clase? . . . : R

Un estudiante tiene notas de 82 y 91 en dos exﬁmenés.
¢Cudnto deberé obtener emr un,tercer examen para que sy,
promedio sea 90 & més? ) v
Luis tiene 5 aﬁos mas que Raul y la suma de sus edad s

es menos de 23 atios. ;Qué edad tiene Radl? '

'\;“zv *
N N ’ * N *

~ <o . . a »
A

© Ep la seccion anterior enunciamos una propiedad fundamental
que establece la ordenacidén de’ a+c¢c y b*e cuando g < b,
Examinemos shora la ordenacidn de los productos ac y be cupndo

a < b.

Conq}dera el enunciado clerto,

\0.‘

*

5.< 8. Y

>

Si cada uno de estos numeros se multiplica por 2, se obtlene el

eﬁunciado cier%o,

-

: (5)(2) < (8)(2) :

_\GQue te sugiere esto‘aderca de una propledad multiplicativa de la
ordenacion? Antes de tomar una declsidn, veamos otros ejemplos. ;
Enfel cgso anterlor, ‘los dos nimeros 5 vy 8 en el enunciado -

. ;cie?tp

"5 < 8" ge intercalaron en "( )(2) < { )(2)" para hacer. .

\Wﬁn enunclado clerto. Haz lo mismo en los sigulentes casos:

.

L 2

L[]

.

'oum;r-um-s

1

7.< 10y ()(§ =< ()(6) . -
9<6 ¥y ()5 < ()s5).
2<3 3y ()(=4) < ()(-¥)
<2y ()2 < ()e) RN
<8 .y ()-3)< ()(=3)
5 <-4y (){-6) < ()(-6) .
. .
v b L}
\ 200 *
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‘Nos ocupamos aquil de la rélacidn de ordenacidn ".< ", Qbser-
vando el.resultado cuando cada ﬁﬁmero en el enunciado "a < b" se
,\multipiica por qn mismo*mimero. ;Notaste que al procedimiento »
. .sera distinto- segun multipliquemos por un nimero positivo o por
uno negativo° . \ \ . \~‘.- \
Los resultados anteriores sugiéren que si.a'< b, entonceS“

ac < bc, siempre y cuandd® ¢ sea un numero ppsitivo,

bc < ac, siempre Yy cuando ‘e sea un numnro negativo.
Asi encontramos otro conjunto importante de propiedades de
la ordenacion, : S T S : b

»

-;C6mo’ podrias emplear estas propiedades para decir rapida- ‘
: mente sl los sigulentes enunciados son ciertos, ¢ o
’ entonces ‘15T < -1779- ‘ Tt _ ".
& .
\ 14 14
‘Co\mo‘ - 2 < - 17, fenton‘ces 57 '156

e

-

NIN

Gomo  % <

- .
L)

< %, entonces - —8-<.- j%.
Estas propledades de 1la ordenacion résultan ser consecuencilas
.\ de las otras propiedades de la ordenacion, y las enunciamos todas?

. ) Como

Wi

L]

’

juntas del siguiente modo: - : - //~ Lo
Teorema 8-3a. Propiedad multiplicativa de la ordenacidn:
~" si a, b, y ¢, son pimeros reales y si a <'b, entonces °
. \ ac < bc, 81 c¢ és positive, = . . .
* 7/ . bc<ac, 81 ¢ es negabivo. '

Demostracién. Hay dos casos. Consideremos primero el. caso .

+ en que J es EositiVo:‘ Aqu?, tenemos que demostrar gue si .a < b,
entonces ac < be. Justifilca cada\paso de la demostracidn ‘
siguiente: c * ) ¢ .

Exis _rdmero pos:Ltivo d tal que b = a + d. -

1. \

2.‘r tattfo, be = (a + d)e. .
. t N ) . o :

3~ . } (4 .;bc = ac + dc‘ ' . . » "

‘4. El nﬁﬁfro dc es positivo.
5. Por consiguliente, ac < bc. Coa e

+

§ o



N ‘\ 3 S ‘f: - * 7197- -3*5.
s La demostraridn del caso eﬁ qué ;9 es negaﬁévo se deJa a los T . .
_ estudlantes como un ejercieid del Conjunto de problemas‘8c3 e

En vez de estudiar la prbpiedad multiplicativa de la relacion
. de ordenacion "ee menor que pudimos igualmente haber- estudiado la,
* Qe ! es mayor que". -
Cuando comparamos numeros, los dbs enunciados "g < p" 'y - ‘
“b > a" nos dicen lo mismo acerca de a ¥ b. - Asi, cuando estamos’
“interesados principalmente en los numeros mas ‘blen .gque en una rela-
\cidn particulaﬁ de ordenaciqp, tal‘vez tenvengé cambiar de, una
relaq;on de ordenacion a otra para‘entonces escribir enunciados

como los siguientes: s _ .
) ' Cofio 3 <% 5, entonces 3(;2) > 5( 2)
o \‘\ " Como -2 > -5, entonces (-2)(8) > ( 5)(8)

Como 3> g;‘ entohces (3) (- 7) < (2)( 7)-.
Comprueba que estos enunctados ‘son ciertos.: .

Cuando nos interesa no una relacidn de ordenaqidn sino los

¥ Lot
nimeros que ésta comprende, podemogfdecir due o
.. -4 . o . -fac < bc 381 c¢ es positiyo,
si. a < b, 'entonces , v \
\ U0, entonees L ¢, e e \
- v " lac-> bc s1 c¢ es negativo.

Enuncia tu mismo estas propiedades de ordenaasidn.
. En nuestros éstudios tamblén necesltaremos algunos resulta—
dos tale.s como i o ' d

a e Teorema 8-3b. 81 «x ;(O, enton& x2 > 0. . : @

Demostracion. Si. x # 0, entonces % es negé%ivo 0O X es
positivo, pero no ambas cosas. S1 x es positivo, entonces
E ‘\ ‘ - : - x> 0, ‘ )
e ¥ (x)(X) > (0)(x), (;Por qué?)
* . f x2v> 0. ‘ ' ot
- v 81 x es negativo, entonces = *. ‘
S | Xx<0, - .
() (x) > (0)(x], ~(aPo;9bé?) .
. x>0 " L
En\cuaIQuie; caso, Se dbtlene el resg}tadq que nos interesa. \

LA
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o El teoremg 8-3b "edtablece qué el\buadrado de un nﬁmero dis-

; .~ tinto de sero es positivc. Para cualquier numero X, qué podemds
decir-acerda de x2° t - . \z

Es ppsible utilizar ventajosamente las propiedadgs de la
ordeﬁacion pﬁ?a determinar c0njuntos de validez de inecuacioneé. G
e Por.QJemp104 ﬁgﬂerminemos els conjunto de validez de~

»

N
~ R . A . »

o e (-3x)+2<5x+(-o)

- -

\f‘ : La propiedad aditiva ﬂe 1a ordenacfgh nos permite Sumaf

R (»2) + (-5x) »a los miembros ‘de ssta 1necuacion pdra obtener

‘ :\, - ~((-3x) +2) ¥ ((-2) s 5x)) (5x + (-—6)) + \((-»2) +1(-5:c§)),’

\ »

. Que al simplificar se convierte en: e \ o e i E
3' Y. he ’ ,,‘ . A . ) >
~\\ . ) ) -8x< “8 = ¥ ‘ ? :
Comc‘ ({—E)EQ (-5x» es un numerb real para ‘todo valcr de X, el
Ty
" nuevo enunciado tiene el mismo conJunto de validez qUe el original.

\; (¢Qué debemos sumar a los miembrqs de "-8x < -8" para obtener el -~

a~ -

, \ qnunciadé dwlginal, es decir, para invertir el paso°) S -
ot Ent@nces, “por la propiedad multiplicativa de 1@ dndenacion,~f’
SRR sy \(-8)(— g) < ( 8x)(- ) ‘\ PO

\ ’ 3 % \ - . h N ;\\!3:\\?
R oA

Aqui multiplicamos por un niméro real distinto de cero. ‘Par lo .
tanto, este enunciado es equivalenteval anterior. (bPor cuanto
"« debemos murtiplicar los miembros de "1 < x" para obtener gl = -~
s ;enunciado anterior°) Evidentementa, el ‘conjunto de vallidezN
‘ ik"1 < x" es el conjunto de todos los numeros mavores qQue 1,~yv/
‘éste es el conjunto de validez &B\laﬁinecuacion original.

5 o | ConJjunto de broblemas 8-3
‘1 Utilizando la forma del sigulente ejemplo, resuelvﬁ[cada o
‘una de las siguientes inecuaclones: (Recuerda que "r3301Ver"

[N

un enunciado es hallar su conjunto de validez )

»
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Mmmm &n)+h<6 e T
. f\ “Este ennnciado es\equivalente a s | L
B \..33: < (..5) + (-ll), (suma (-4) a los dos :miénﬁros)
\ \ . o . . :
. " dque a su yez es equivalente a S ‘ i

S :\(; 3)(r9) (--—)(-3x),\ \pultiplica ambos miémbros por .

s E | ‘ (_ 3» : \ . .

Cs 3 o T B <

Asi,,el conJunto‘de validez sensiste en todos los numeros ‘

S mayores que 3. DU e
o . N M . N . ‘ \ N . \Q‘b
\(a) (~2x)-+f5 < _5 L | o \
:; (b) ‘("2) + )-lx) > -6 o w o '

(e) N) + 7 < (-2x) + (-5) o

(@ 8+ (20 <wx+ (=30

@ B+ < (-5 + (30 S
(£ 3% + (-2) < (~5) Pex | R
) =<3+ |2l 4 ' | |
v (h) (-2) + 5+ (\-3x) <hx + 7+ (-2x)
(1) -(z+p) 3+ (D

T2, ;Construye las graficas de dos conjuntoa de validez de las
T partes (a) 3y (b) del problema e \ T
3. Traduce en enunciados ablertos los siguientes ¥ resuélvelos-
v (a); ‘Susana tiene 16 1ibros mds, que Sara. Entre las dos -
. "~ tilenen mas de 28 libros. ;Cudntos libros tlene Sara?
(b). S1 se slembra una clerta variedad de bulbos, puede espe -
‘ rarse que menos de % de ellos se .desarrollen hasta con-
‘vertirse en plantas. Sin embargo, sl se les da e culdado
aproplado, mas de '8 de ellos creceran. . 4Cuantog) bulbos.
debio haber sembrado un jardinero cuidadoso que “ene 15
\planta.s" L \ T . e
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4. Demuestra que si a < b 'y ¢ es-un. nﬁmero negativo, entonces.

b + e, Por lo tanto, ac ="be #‘L c. .5Qué clake de mimero
" es " ec? Por,consiguiente, ;qué relacidn de srdenacidn hay ‘

3

L ‘ entre ac, y bc?) L . \ - SN
. *, S1 ¢ es un ndm\ro negativo, entonces ¢ < 0 Tomando opues—
. tos, tenemos.que: 0'< (-¢). Como’ (-c) es wn numero positivo,

‘M;;’,/ podemos demos trar el teorema del problema Y observando que
: si a =D, ~entonces a@—c) < b(-c), es detir, —(ac) < -(bc)
~ 606mo llegamos entonces a la conclusién* . ‘e

bc < acC. (Sugerencia- Existe'un numero negativo e tal que -

Al

7

6. 81 a<®,y ademds a, b son ambos mimeros reales positivos,} "

1

\demuestra que E-* (Sugerencia- Multiplica la desigualdad

1
a’
a<b por (—-- —) Demuestra el teorema en 1a‘recta numé-
rica. \\ ’ S ' x L “
i 7\. (Es val:lda 1a relacion "5' < -1\ juando a < b y‘ a.mbos * a l
: b sonm negativos° Demuestra qué es vallda o que no lo es.
. ~1*8. :Es valida la relacildn- 5- 1- cuando a<b a=<o0 x_ b > 0°?
“ Demuestra qQue es valida o que no lo es. ~
. '9, Enuncia las propledades aditiva y murtiplicativa de la rela-
. ~\‘i\ cidén de ordenacidn " > ", ST

10. Demuestra lo siguiente- S1 0‘* a <b, entonces a® < b2~

(Sugergncia. Emplea las propiedades ‘de la ordendcidn para
obtener a’ < ab Yy ab <D 2y, N

4 -

"

>

" >

\ 4 . . | i
- 8-4, Propiedades fundamentales de los mimeros reales ‘ .

\ En este capitulo ¥ en los tpes anteriorea,nos hemos ncupado
de dos problemas principales. El primero- fue extender la relacidn

-

fe ordenacién ¥ las operaciones de sumar y multiplicar de los
" mimeros de la aritmética a todos los numeros reales. Antes de
lograr esto no disponiamos, en realidad, del sistema. de los
numeros reales para trabajar. El segundo problema fue descubrir
i ¥ enunclar cuiQadosamente las propiedades fundamentales del sis-
" tema. de los numeros reales. Tos dos problemas, en la forma en
* que nos hemos visto obligadqé a tratérlos, estan estrechamerite

Y .

LY
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entrelazados. En esta seccion destacaremos el segundo prpblema*
el mas importante, resumiendo 1as propiedades ‘fundamentales ob-
tmﬁﬂas. : e S ' T T N
. * Antes de continuar, debemos aceptar que’ la decision respecto
" a que es una propiedad rundwmental no se toma a base de razones
matematicas rigurosas, sino que hasta clerto punto es cuestidn ‘de \
conveniencia y comﬁn acuerdo. Acostumbramos ‘codlsiderar el sistema
o de | los: numeros reales y sus varias.propiedadgs como una "estructura"
'construida sobre una base. comyuesta de pyopiedades fundamentales..
"De hecho, dg esa manera, debes empezal a considerar ese sistema.
Una buena pregunta,’ que\ahora se puede contestar ggn mas precision
Que antes, €s la siguienﬁe- 6Qne §§_el sistema de los ngmergs ”
reales? . ‘ ‘ .
El sistgma de los numeros reales .es un conjunto de elemenxos "
para el cual estan definidas las operaciones binarias de adiqion,"

AN
L 2

St "y mgltiplicacion "o ", ¥y una. relacion de ordenacibn, ety
cont las propiedades sigulentes: o \
ara Gos numeros reales cualesquiera : ™ ‘
é%' b, a + b es un nimero reals o (Claushré)\
2. Para dos mimeros reales cualesq lera - )
/ \ a Y.-\‘b’ ‘ . o .
\ a+b=Db+a. . ] (Conmutatividad)
3. Para tres‘nﬁmepos reales cualesqulera o 3 ;(’-\\{
a, b y ¢, .- o ! " ‘ .
. (a + D) +. ¢c=a+ (b + c). ‘ 3 '(Asociatividad)

n, Existe un numero ‘real particular o - -

tal'que, para cualquier numero real a, \‘
| ' a+0-= a.\ . (Elemento 1dentidad)
5. ‘Para todo ‘mimero real a exliste un

\ ‘ . nimerc-°‘real -a tal que *

a3

> o ‘ .a+ (-a) = 0. ' . I (Inversos)
6. Para dos nﬁmeros\rea}es'cualesquiera ; T
RS a y b, a- b esun nimero real: = . (Clausura)
7; ‘Para dos nﬁmero§ reales cualesquiera ' o
a y b, ; ! C
a:+b="b" a . \ ,(Conmutatividad)
| . - S
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;‘\ 8. Para tres numeros reales cualesquief&
et 8., .b Y C, ‘.: . -~ .
. . (a b)) e ¢ =a o (b °;c). B .(Asociatividad) -
v 9. Existe un nﬁmern regl particular" 1. ' "
. tal qne, para cualquier nﬁmero real - a, - !
@ 1 =a. ; o (Elemento identidad)
10, Para cualquier nimero real. a, distinto :
‘ T de O, existe un nﬁmero real ;% tal que e -“4
e S .‘ (_Q N - (Inversos)
) -333. Para treg numeros reales cualesquiera e o
B A 2T R VP SRR
L as (b §c)=a.b+ e ‘c-f.f,." 7 (Distributividad) -
. 12.  Para dos nimeros reales cualesquiera T L
‘ ‘a .y b, solamente uno de los sigulentes T
es clerto: - : “ . -
a<b, a=mD, b'< a. ) ~ i_‘\(Comparar;ic\Sn?\ ”

13. Rara tres nuimeros reales cualesquiera
8, b\ y ¢, 81 a= b y b=eg, \Qntonces

a-< c. | ~ (Transitividad)
+ 14, Para tres mimeros reales cualesquiers = )
o a, b y ¢, si a'< b, entonces B s . o
‘a+c<b+e T ‘ (Fropiedéd‘adi@iva)

15, Para tres numeros reales cualesquiera
a, b Yy ¢, si a<b y 0=xegc,’ entonces
a+'c=<b- c, v

sl a.<b .X_‘Cf<‘0, entonces . :
"be+c=<a- c; (Prcpiedad multiplicativa)

-Probablemente habras notado que no estén 1nc1uidas varias
propiedades utiles que'ya conoces. Esto no es por descuido. ILa
razdn para omlitirlas es que se pueden demostraxy a hase de las pro-
pledades, enumeradas anteriormente. En realidad, con sélo affadir
~una nueva propiedad podriamos obtener una llsta de propied des_

_ con las cuales seria'posible demostrar todo lo relaclonado con los

nimeros reales. No eonsideraremos esta propiedad adlcional por- -
‘que el hacerlo nos,llevéria\més a11§ de los limites de este cursb.
La estudiards en un curso mis avanzado.

~
a
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Practicamente toda el algehra en este curso puede f&ndamentarse~:
. en la 1I3ta anterior de propiedzdes. Medlante 1a§ demostraclones es
~como establecemos conexlqmes’ entre esas pr0piedades ‘fundamentales y |
todas 1'a ideas v los\teorema$ que de ellas se desprenden. El
razonamijnto comprendido en las demostraciones es lo que mantiene
como un todo, la. estructura entera de la matemdtica, o de gualgyger
sistema 1ogico. . > o T s . !
Por 10 tanto, si hemos de apreciar‘verdaderamente lo Qque a&s la.
matemﬁ%ica, debemos primero examinar .cdmo estén enlazadas las ldeas
en estos razonamient033 debemos también efectuar §l§nnas demostra- '.\l
~ ciones y no‘mqraMente contentarnos. con una explicacion plauslble. _ 7
Es cierto que plgunas de las*afirmaciones que hgﬁos demostrado pare~ S
cen muy obvias, y- bal VQZ te preguntes, muy Justificadamente, por ‘
:~‘qué nos tomamos 13 molestla de demostrarlas. - Segin adelantemos en
\nuestro estudio de la matematica, habra mas ideas que no son Egvias
‘~en forma alguna y ‘que soIo SF pueden establecer medlante demostfa-

* clones. Durante las etapas mds €lementales de nuestrgginstruceidn

. necesltamos pasal por la expe encla de examinar algunas;démostfa—

‘ \cioﬁes senclllas y de desarrollar gradualmente una buena disposi-
_¢idén hacia el razonamiento, ‘del que. depen&e toda la estructura de
la matematica. "Es por gsto "por lo que examinamos detenidaménte 1as P
demostraciones de algunas aflrmaciones que son bien obvias.

La habilidad para descubrir un método de demostrar un teorema\\
es algo que nho se desarrolla de 1a noche a la: maﬁana. "Se logra
examinando varilas demostracipﬂes diferentes, aprendiendo a buscar‘
kconaniones entre 10 que sabemos y~lo .quQ gqueremos demostrar, y °
estudiando las sugerencias qug se nos, ofrecen como gula. Por otra T?
parte, el eJercicio mental qué se requiere se utiliza ‘no s6lo en
la matematica sino ‘también en todo razonamiento logico.

Vblvamos ahora a las propiedades fundamentales de los numeros
reales ¥y hagamos un resumen de algunas de las otras propiedades
que pueden demostrarse. ‘a base de lasbya menclonadas. Algunas de
" éstas fueror demostradas en el texto, Yy otras se incluyeron como
~ejercicios. o : ) . ) :

16 Cualquier nime ro real “x “tiene solamente un

’ invgrso aditivoy a saber, -x. '

3
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22.

".s 23,

24,

- 25,

27.

28.

29.

30,

1R

32.

53,
-

26
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Para dos mimeros reales cualeéqgiéra a ¥y b,
oS : -(a, + b) = (-a) + (-b).
Para tres numeros reales &, b ¥ ¢, si-

.
»

°'

'atTc=Db +c, entonces 'a = b, - N
» +Para cualqulier nﬁme}o real a, a ' 0= 0. |

Para cualquier numero real a, (-1)a -a. .
\\Para dos ,nimeros reales cualesquiera 3"‘;;1 b,
(-a)o = -(ab): vy ~.(-2)(-b) ="ab. \
El opuesto del opuesto ‘de un mimers real a es‘\a.
Gualquier nimero real x- distintq de O tiene sola-
“mente un 1nVerso‘mu1tiplicativo, a saber, ; S S
El, mimero 0 no tiene reciproco.' L I
El reciproc& de.un himero positivo es»positivo, y el
\reciproco‘de un numero negativo es negatlvo?

El reciproco del reciproco de un numenp real a, distinto
N

de cero es a . . Ty
Para dos numeros reales cualesquiera a Yy . b,\ﬁistintos
de 0, R ’ \ SR
; 1 1 1 <o
\ a2 bT ab \
Para, dos nimeros reales a y b, ab = 0 sl1y solamente
si \a‘.-..\-‘O 6 b= 0,. o
Para tres némeros reales a, b, Yy ¢, siendo ¢ # 0,
si ac = be, entonces a = b, A ] f"

~

Para dos nimeros reales cualesquiera & X b, si 3§“f
4 <'b, entonces -b < -a. . ~ R A
S1 ‘a,'b son mimeros reales tales que a'< b, ehton6e§§‘
\existé un nﬁmero positivo ¢ tal que b = a + ¢cv | .
S on#f b, entonces %% > O ~ : 0

1\

81 0 <.a < Y, entonces 5' 3
Si O“% a < b, entonces a2 < b2

© e e

.

Tal vez habras notado que en la seccion~8-3 ofrecimos una -
demostracion de 1a prppledad multiplicativa de la ordenacion. De

hecho,

esta propiedad (1a numero 15 de 1la lista) es consecuencia

1nmediata ‘de las dtraq catorce propledades fundamentales. Por lo

tanto,

se pudo haber owitido sin que esto limitara en modo alguno

&

N

&9
|y
-
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B X
el alcance de la lista. Sin embarg6 hemos incluido la‘propiedéd‘a B
: fin‘de recalcar“la analogia que hay entreelas propiedades de" la
suma Yy las de la multiplicacion. , ¢ - \ \?‘ ]
@ Habrsas nootado también *‘que- en el est?udio anterior de las pro— \
"~ pledadés fundamentales nunca se menciono el valor absoluto. -Este
importante coneepto puede incluirse dentro del marco de las pro:- L

pledades fundamentales mediante‘&a siguiente definicion'
_ 'S1° 0 % a, entonces ‘Ja| =2 - :
~ “ . 81 a <0, ‘entonces la] = -a. T )

Terminamps este resumen méncionando algunas propiedades de
_ nqpuraleza muy - direrente' a saber, las prppiedades de la igualdad.‘
Estas son propiedades mis bilen del lenguaje del algebra que de los
\nﬁmeros réales. .. Recuerda que el enunciado "a = b", donde Ma" y
- "p" son numerales, afirma que "a" y "b" son nombres del mlsmo
‘":numero. Las dos primeras propledades de la lgualdad que enuﬁeraré-“ \
mos rro han ‘sddo enunciadas anteriormente, pero en realldad, se han -
iempleado muchas veces. En las siguientes propiedades, a, b y ¢

Mson nﬁmeros reales cualesquiera. ~ '

35, . $4 a = b, entondes b =7é, - \\(Reflexibili¢gdz ‘
36. S1 a'=0b, y ademds b % e, - T f‘

) entonces a = ¢. - - (Trahsitividad) ‘
'37. Si &= Db, entonces a + ¢ =Db + c. (Propledad aditiva)
38. Si a = b, entonces ac = be. ’(Propiedad~multiplicativay
39. Si a = b, entonces -a = b, R \ .

;‘~40. 51 a-= b,‘entonces‘ ]a] = ]b].’

r .

L Problemas de repaso \ A
:{J.M Determina la ordenacion entre cada par de mimeros: ‘
() =100, 99 @ 53 .
(b) 0.2, -0.1 - Te) 3rh ook, 3(k - ) B
“\(c) \]-3], |7 | (£) %% + 1, 0 . S
‘ \
o . * ) Y ’




‘~Si p>0-y n= 0, determina cudles de los sigulentes enun~

. SN . * \ . . X \
» - N - . - N -0 N J‘»

-206-\ BT R

-

clados son ciertos y .cudles son falsos,

. (a) s1 5> 3 entonces’ .5n = 3n. .

- (8) 81 3x > x, entoncesd 3px !> px.

 (¢). S1 p > n, entonces 1ol

(5)" "s1 g > O, entonces ap < 0. - S AR

o (q) s1 \Q%)x ;ﬁ1; entgncesV 3"> n.

p- n o .

23 gcaéles‘de 105'siguientesoﬁa}es\de\hnundihdos son equlvalentes?. '
S (a) 3a>2, (3)a> (-2 ' . - e
Lfp)—3x > 2 +x, 2x >.2 .
(o) 3‘y+5=y+(41), ZV—(-G)\]'\:‘-" .

(d) -X < 39 X > ('3) '  ) ‘ R . R ~‘ v .
—409—-p+5<p+(1),6>2p ‘ ‘
(£) %;%ymro m<2 ‘ .

4, S1 p>0 Yy n<Q determina cudles de las siguientes ex-

T \presignes representan nimeros positivos R cudles numeros nega-

tivos: o L : )
(a) " -n - . (@) pn - o '
(®) - n® (@) e+ (m)® |
(¢) 2 - () ]| .7

5. Resuelve‘cada una de las siguientes inecuaciones:

L (a) x>5 Lo ey () o+ -X)>Bx+8\

(v)" (- 1') + 2y <'3y . (e) b Fb+5 + 20+ 12 % 38

(o) (- EJz <3 () x4+ 1)< x |
6. Determina el conjunto*de validez de cada uno de los siguientes
. ‘equnciadog: \ \ ‘ .
(e gy oxrzo @ @0y xHO .

() +=3 , ON 0 < 2% < 180
(c)k %-S %- y x=<0 ‘» (f) xz + 1 =\P :
F ) 2



's1 el dominio de la variable es el conjunto de Tos. epteros,

‘(a) 3x + 2X = 3b B ' (&}’ ¢x~+ (a;b 7

(e) . 2x + 1= -3x% + (-9)\ ﬁ(f) (g) + (-x) > (- 12-.) + (-Bx) |,

. oo : Cs ) )

C . | . -, | . \»207_

P
P P

‘determina 108 donjuntos de validez de los siguientes enunciados"

» .

-

.(’b‘)t X + (-»’l) 3x+1 ‘i f(e) \3g;+5<-‘2x+3 R S "f

Resuelve las siguientes ecuaciones- ' T \ o

N i
Cfa) =5 o+ (@) W3- \$’)

 *12,

\(b) 3 o X, = 5 ‘ ‘ o (e) 3 = Tx + (-2 X .~ L

(c) 2n *n + (=2) =0 ‘. T (£) 3g + (-q) *5+q= (-2) . ~*f
Resuelve las sigulentes ecuaciones \ ‘
(a) 3(x*5)=(x+3)+x <o
(b) x(x + 3) = Qx + (- 4»-(x S 3)

(G) §V + (— *9 = (- §)y + (- 3)

»

(@) 2% =ala+ 1) - T L
(e) (x + 2)(x + 3) = x(x + 5) + 6 - .
(£) 2% + 2q + o® =+ (3q +5)(a + 1 N

El largo de un rectﬁagulo es mayor que o igual.a 6 unldades

y menor que 7 unidades, v el ancho es 3 uyidades. Halla
el grea del rectangulo. ‘ ' ‘ o ‘,~f

El largo de un rectangulo es may&% que © igual a 6 unidades
y menor que 7 unidades, y el ancho es mayor que O igual a .
4 unldades y menor que ' 5 unidades. Halla el area del rec-

- téngulo.

E1 largo de un rectangulo es mayor que -0 igual a 6 15 pulgadas x‘
y menor que 6. 25 pulgadas, 'y el ancho“es mayor que o 1gual a j'
4, 15 pulgadas y menor que 4.25 pulgadas.. Halla el drea del

rectangulo. N
(a) Una clerta vhriedad de malz produce 2&0 emillas por Lo
cada planta. Cuando se siembrah, fo todas las semillas’ "

\ ge desarrollan; entre %- N4 5- de ‘ellas produciran

plantas nuevas. Cada nueva planta a su vez producira

o240 semillas. Si en unyaﬁo se siembran las semiilas de
una sola planta de maiz, acuantas semlillas se podran ob-
tener en el siguieﬁte aﬁo° +



L4

14, En 105 siguientes problemas, escribe engnciados ablertos y
" contesta la pregunta de ¢ads uno: souS

(b) Supongamos que, én el. eJeré}cio anterior, una planta de

» »

at | f”_goa;

*

maiz, en vez de producir’ 240 Semillas, ppoduce entre st
230 'y 250. Con esta condicidn, 6cuantas semlllas se :
ﬁbdran obtener en un afio de 1as 240 sembradas el aﬁo .
anterior9

3

A Y

(a) “Un cuadrado ¥y un triangulo equilatero tienen perimetros '

(v)

‘1ado del cuadrado?

1gua1es. Un lado del triangulo es 3 5 pulgadas néds: |
fargo~qu€ un lado del cuadrado. chélgesje1~1argofdel T
Un: bote, navegando a favor de la carriente, tiene una S
velocidad de 10 millas por hora mas que la de 1a »
corriente, La velocidad del bote en &sa direccién fo ‘
es mayor de 25 millas por hora. GCual es la Melocidad
de la corriente?’ U G '

Maria tiene que hgcer un trabajo de ﬁ§canografia que le

. empleard por lo menos tres horas., Si empleza axla

1 P.M, y debe terminar no mds tarde de las, 6 P M., -

. 6cuanto tiempo espera que le ocupe el grabajo° B

Jaime recibe $1 50 ‘por hora por un trabaJo que hace

T en susphoras libres y ahorra lo que se gana para eom-

prar ‘un carro. ;Cudntas horas tendra que trabajar si:

el carro le ha de costar por lo menos - $752 . ¢
. o “\.\ . .
a A
. l\
Nl *‘\
Fd
1}
- 'S w

-’
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‘ ,  Capitulo 9 ‘ . . .
‘ ‘ ) LA’REsTA Y LA DIVISION DE NUMEROS REALES: .

- \.\ l ‘ . N ' ‘ i -‘ » \\ .

x * R Y - )
: .- . ’ . ..

; 9-1. Definicion de la resta ’ . \ L

B

Dy ’
..

Supongambs que haces una compra por valor de 83 centavos, y D
_das.un ddélar a la cajera. ;Qué hace ella? Te devuelve dos eentavos
y dlce “85", luego una moneda de 5 centavos Y. glce oo", v final— .
\ mente una moneda de 10, centavos y dlce-"un délar". QQné ha’ estado
" haciendo ?lQaa Restando. 8% de 100. AComo.haCe esgo?\sﬁuscan§g\
. cudnto’ debe sumar a 83 para obtener 1007 La pregunta, ~ o
ﬁ100 - 83 = cuanto°“ significa lo mismo que “183 + cudnto = 100%".

6Y cémo: hemos resuelto la ecuacion, ¥ ; , . : .

N -

¥
-

R s 83 +x=-100 - |
) en el pasado? Sumamos a ambos lados el opuesto de 83,\y obtenemos \'
o x =00+ (-83). - o -
Por lo tanto, "100 - 83" y “100 + 83)“ on nombres del mismo
.nﬁmero.’ o o ' -V \ o . S
_.Practica con algunos otros eJemples o ! ) ' N
. 20 ='9 = 020+ (99) = ‘. \
. '8 46 = z,\ o T B ),== . .
5=-2=() ““«5+( )=~“ : L
© 8.5%( ) = 5.3 -+ 8.5+ (-3.2) 2 (). o

spues de estudiar estos ejemplos, convendras en,que al -
restar un, nimero pbsitivo b de un numero positivo mayor a, se o
;obtiene el mismo resultado que al sumar el“Opuesto ‘de b al numero

i
!. .
a. s‘ . LS Lo - .

C%mo ya has tenido experiencia con la resta de numeros bosi-
tivos, ! probablemente te preguntaras\qpe hemos logrado con 1o ante—¢
rior. Nuestro problema es decidir cdmo ‘definiy la resta para todos
155 numeros reales. Hemes descrito ahora la resta, en el casb ya
conocido de 1os nimeros positlivos, medlanté operaciones que sabe-
moes efectuar con todos los numeros reales;. a saber, las de sumar y.
“tomar opuestos. Por lo tanto, deflinimos la resta para todos los
nﬁmeros reales como sumar el opuesto.‘ De este modo, extendemos
\la resta a 10S numeros reales de manera que conserve las propie- St

dades que ya conocemos de la aritmética; y en nuestra definicion

. o218
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. gdlo se ﬁtili:aron 1deas ya conécidas.\ ‘ L
Para restar- |51 nﬁmero‘real R del nimero real a, suma el .
opuesto de b . al nﬁmero a Asi, para dos nﬁmeros reales . a, b, .

S a~b-a+(-b) : e T
‘Eiémélgs. el :L . 2 - 5=2+ (-5) = | . ‘ - ;
T 5+(-2)=*'5 S
| ff“ (-2) - 5= (-2) + (\-5) = -7 .
| ;(--51\-2= e B .
L s B T -

" Lee iaféxpie316n~"5 - (-2)". ;Hemos utilizado el sfmbolo
- = " de dos haneras distintas? LQué significa el primer simbolo*
LY RT3 T significa el segundo? .
. Como ayuda para utliizar con claridad este’ simbolo, formulamos\,
los siguientés enunciados analogos acerca de los dos significados.;

)

‘ » . En lla b!l’\ ‘ . . En. )la + - (“b)" i
s el simbolo " - " estd entre el simbolo " - " es'parte desun
dos numerales e indica la . numeral e indlca el opuesto de.
15 operacidn de restar. Leemos Leemos 1a expresién como "a
la expresidn como "a meﬁgF sumado al opuesto de b",
b". B . . i N . . . . hd \\" .

t

\ Vémos que 1a operacion\de restar estad muy relacionada con 1a
de sumar. Enunciamos esto como sigue*

Teorema 9-1. _ Para tres nimeros reales a, b, ¢, *
a =\t:>~ +.¢ 8l y solamente si 3 - b = o,

]

Demostracion. Recuerda que para demostrar un teorema en que
1ntervenga la condlcidn, "si y solamente si" tenemos que demostrar,
en realidad dos teoremas. " ' .

]
K’

I T



2.
-3,
k2
5,

) ‘60

N
12,

13,
1%,
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mostramos que 81 a=>b+¢, entonces, a - b=
a+ (-b) = (b + ¢) + (s—b) . (E?Por qu‘é‘f") V
" ) . fa - ;~Kb + (»bB) +e @ (aPor qué°) ‘* \ﬁ?'Qi
. \ . v R A > B ‘
. a-vs cg: J‘ - (,,Ppr~ ésy g,
Demostremos ahora que. 837 a‘- b &= c, ntonces a. b + c. Para o
ello, observa Yue."a - b =_- e" significa 'a + .(—b) = c". ~Ahora L
podras completgr 1z, demostracian.“ oo . ". R S
R \ DA Con;junto de problemas 9 ¢ T T "
R (_5000) % (-zooo) T ~
N . e v«‘\_?;‘,‘ R NEBRLIRRY .. ) o -

\ %" ( 'E)v.) J ; § {15$.i5\\i 135\~  ~ § ‘i; : \ RN

(“o 631) - (0.63ﬂ) O .
: P S S _ R

(-wT9) -vzz | e
R S . o j -~ . - V\\ \ “ :.».\;\.,

0.8 s

m-(am S
. . e oy . N N
f- ) t*9‘f | KR | . |
» Resta -8 de 5. . oL oy
De -25,'res’6a@»,{} C \‘ o S
;Qué nimero es. " menos que 97, ‘ \ . ‘
6Cuan’co ma‘yor es -12 que *17?_ S SUET
,Cudnto mayor es 8 que -5? S - T ¢
Sea R el conjunto de todos los ‘mimeros reales v.S el con-
Juﬁto de .todos 1os numeros obtenidos al efectuar 1Weracion .
de restar con pares: “de numeros wde R. z,Es‘ S un subconjunto
de R? Es el con.junto de los numeros reales cerrado respecto
'de la resta? tEs el conjunto de 1os mimeros de 1a aritmética -
cerrado respecto de la resta? ) -
"Muestra por qué Ny - a = O" ‘es clerto para todos los ndmeros .
,reales. ~ -~ g :
~ . ‘ o :‘ . R i
L i
218
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R[N Halla el conJunto de validez de cada una de las sigu;entes

. ecumctoness .t T, AR
we @ yemsez (@) myizeiw T
%1 W), oz - 34: 76 - - (e) x+23 s= 7.2. )
o (c) 2x-+ 8= -16 o (£) = 3 %) 5 “;"‘ |

:;&3“17; ‘La temperatura bajdé 10° desde una ‘temperatura original de 3°
B “"bajo cero. &Cudl es la nueva. ‘temperatura? Muestra cdmo- eata‘

o “‘pregunta esté relacionada con la resta de numeros: reales,
.-=18. La.Sra. J. tenia un haber de $7.23 -en su cushta en una .
" 7. . tlenda por departamentos. Comprd a, crédito un traae de

;\1 ~t:»::9‘$15.5(:). ¢Cudl era ‘entonces el balance de su cuenta?
i? ;ﬂg."Guillermo le debia 80 centavos 4 su hermano 'y le pagd 50
PR centavos. ;Cdmo podemos escribir esta transaccidn como una
DU resta de mimeros reales? (Repreaenta 1a deuda de 80 centavos‘
T per (Bo). 4 |
. 20. EI punto més baJo ‘del Vhlle de la Muerte esté a 282 ples bajo
e . eX nivel del mar. La cumbre del Monte Whitney, visible desde ‘
1;;~‘ . este valle, esté a una ‘altura de 14,195 ples sobre el nivel .
\§t1§~ del: mar, aQué altura tiene e1 Monte Whitney sobre el Va11e~ \ ;
" de la Muerte? ‘jﬂ’1 ‘ ‘
- 9-2. Progiedades de la resta " o *

: ‘aCuéles son algunas propiedades de la resta° +Es
e 522 . 59 : .

zA qué conclusidn llegas acerca de la conmntatividad de la resta”

gY es . . o

Y . '\ - (7 - 2) = (8 - 7) - 2"
4"9”‘zCrees que la resta es asociativa° ) .
S1 la resta no tiene algunas de<1as propiedades conocidas,‘

tendremos que aprender a restar refiriéndonos a la definicidn en

~términos de sumar el opuesto. La suma, despuéds de todo,lgi tlene
entas propiedades. A ‘ \ ' ,

DY x .

R | 53153 o ~ -

-
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)
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Por ejemplo, como. 1a resta no es ésociativa, la expresion

53-2-4;  T
\ no es :r'ealmente un numeral porque no .es el nom‘bre de un numero en
particular. Recuerda que la resta &s una- ope:cacién binaria, es
ideqir, en.ella intervienen dos numerosa Entonces, z,entenderemos
que "3 -2 - significa "y (2 - ) 8 "(3 - 2) - 4" Para
llega,r a una decisién, “transformamos la resta en’ la suma del
. opuesto. \Eptonces, . \ : -

345(42+»QA)» T

3 - (2 -'4) =
. . . L =3 + \((-2)‘ + ll) : '
N =3 + (<2) + 4.
Poz‘" otra p..alg'te, L oo 7 )
o ek (3 (R)) ¢ () ‘ |
R IS Rt .

2
»

\\Escog‘emos el\ségundo' de estos signifipados como el més apro-
. piado. Convendremos pues, que ‘ ' ‘ -

» 3 \ 2

. . “a=-b-c¢ significa ‘(a - b)
es decir, . - :
g‘ \‘Sb ﬁ" a;}a -¢c =% + (-i)) +‘(-‘c).\ |
" -Ejemplo 1. ' Halla un nombre corz;iénte ‘paré | . )
N LT (6_*_2)_‘__ . .

5

\ Podemos considerar esto como (- + z) + (- -5-), v entonces sabemos
que podemos escribir !

. 6 146, “.l
I g+2) -g=(g+2)+ (-3 ‘
6 14) \
- = (5 + (- -5-)) + 2
C= 1t + 2 \ ~
) 1 \ N ’ . N N . ) ‘ “ - = 3‘ \ ' ' N A3
, \
- '
‘ 1.
¢ - )




- EQEEBEQ:E, Apllca las PrOPiEdaaes de da suma para escribir 1a |
Lo expresidn‘\-Bx + 5% - 8x ‘en una. forma-maa sencilla.“ e T

-

. D - =3% * 5x - 8x = (-3)x + 5x + ( -8)x. .x .-

Empleamos aqui el teorema,~-ab = (-a)b, para el primer termino,
y la definicidn- de 1a ‘resta Y el mlismo teorema para el ultimo e
. ~término. Es- decir, consideramossla expresidn, -3X + 5x - 8x
‘ como 1a suma de las expresiones, (~3)x 5X, ( 8)x. Entonces
‘ 3% + 5x - 8x ;; 6—3) +5 + (*8» x por la propie@ad

. : : \ \ ‘ distributiva
’ ) = -63{- A N . L 3N

14

- A
>

L \\ La palabra "simplifica se usa ‘habltualmente para 1ndicar
instrucclones tales como "halla un nombré corrlente de" y “emplea o
- las propiedades de la suma para escriblr. en wna forma més sencilla\\

v 1o giguiente , aun cuando no"es tan preclsa como €sas frases. De
Co ahora en adelante, utiIIZaremos este término cuando no haya posi-
l bilidad de confusien. ‘ ‘ .
Ejemplo 3. Simplifica - (5y - 3) - (6y - 8).. - . o
(5y : 3) - (6y =.8) = 5y + (-3) + (—(6y\+~(-8\)))j (¢Por qué?)
; = 5y + (~3) + (‘(6y)> ( 8)) toda vez que -

el opuesto de 'la suma es la
suma de los opuestos.

| -5y + (-3) + (-6)y +8  (sPor qué?),”
) . C=(-1)y +5 L (sPor qué?)
o ‘ ey es . ) S .
. En vez de haber empleado la\afirmacién de gue el opuesto de-
una suma es la suma de los opuestos, bien pudimos haber empleado
el’ teorema 7-2a, el cual establece que -a = (-1)a, y luegp la )
propiedad distributiva. Entonces nuestro ejemplo hubiera apare»
cido cqmo slgue: - . " ‘
(5y: - 3) - (6y - 8) =5y -3+ [-(6y - 8)) T
. ' o =5y -3+ (-1) (6y + (-8)) \
. =5y - 3+ (-1)(6y) +.(-1)(-8)
. =57 -3 -6y +8 _
n ' . ) ‘\ \ ;___ _y+5 ) ', .
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oo Cuando entiendas 1os pasos efehtuados podras &bPEV1arlos asi
N ) _y + 5 . N .

Tal vez te asombre la manera cdmo ahora efectuamOS mentalmente
algunos pasos. Esta habilidad de abarcar varios pasos sin tener~qne
escribirlos |7 gos ‘es una indicacidn de nuestro desarrollo matematico.

" No obstante, debemos estar dispuestos en cualquier momento a seﬁalar
Ly expiicar en. detalle cada ‘paso. ‘

¥

 .> - Por ejemplo, just;fica cdda. uno de 1os siguientes pasos
R (6a - 8b + ¢) - (ha - 2b + Te) ‘ o o ;/
IR = (6a"+ (-8b) + c) .(-(4a +.(-2b) + 7c))‘« |
o = (6w (8p) + ) + (ha) + (-(g22) + (=Te)
= (6a + (-8b) + c) + (-4a) + 20 + (-7e)
= (6a + (-ha» + ((8b) + 2b) + dc + ~7c»
o= (6a + (~4)a)‘+ (-8)b + Zto +. e +\(—7)c)
g\(6‘+ (-)a+ (-8)+ b+ {1+ () .
2a + (-6)b + (-6)e o i
= 2a + (-6b) + ~(-60) v .
B = 2a°*- 6b - 6 - . .
T ”»
: \ Conjunto de problemas 9-2a = - ~ : S ,‘
Simplifica: (En los problemas 7 ¥ 20 ‘muestra y expllca cada paso
. ‘ecomo s& hizo en las primeras dos partes del ejemplo 3.7
En los demas problemas utiliza la formawabgeviada de
- , la tercera parte del eJemplo 3.) o .
. . (a) 3x - bx 3 (a) -(x - 4y)
C ) sa-3m - - () -(sa-z) -
() ‘ux® 2 (-7x%) (o) -(sa - 6) -
- . (d) . -J-I»XZ - xz | . (&) : _(7 _ X) R -
2. (a): 3y -5y +¥y b (3.6 - 1. 7) + (2.7 - 8.8)
(pb) -3¢ + B¢ - %c 1 -5, (%. B) - R
~ 2 2. 2 ‘
(¢) 1Tx -;hx - 11% 6. (ﬂ ‘3) + (E ‘3)
(d) 3a® - 5a°, + 6a To. (3¢ +9) - (51 - 9)




SR

10,
.
2.

. 13.
TS

21,
\ 22, °
T 23,

ek
25.

26.

extender aun. més nnestras aplicaciones de la propiedad distributiva
¥y desériblr en un lenguaje diferente algunos de los pasos llevados

De 11a + 13b - 7c resta Ba - 5b - har

5f216»; o ‘
*(2«/‘+ 8) + (2 - +5) | ‘515{ (3a+2b - 4) - (52 —Bb +c)
;‘i-hy+6y S T 6 (1 3m) + (- Tx - 8)
e 3e + 5c I . (TP - 3 - (#x - Tx 4 8
(3% - 6) + (7 - 4x) {1‘8. ‘(m - dxz) - (8xy-=- 33*3)
(3% - 6) + (6 - 3x) 19 Tn + 120 - 8a) - (33 -.7n - p)

~

[ :
* N RN N *

3Cua1 es el resultado dé restar —3x + 5x - 7 de Q3x + 129
L Qué debemos sumar a 38 - - 4t + Tu ‘para obtener '~98 - 3u?
Demuastra S1 a > b, entonces a-b es poaitivo.

81 (a - b) es un nﬁmero posltivo, scual de los enuncilados, -
" a=<b,a=0b, a>b es clerto? ;Y si (a - b) es8 un mimero

negativo? S (a - b) es cero? = .

a

(58» - 1717)' - (lla - 6b) ‘ .20, (5.7( - By) ,_,.\(‘2 +‘5X) +~(3Y— 2) ‘
‘\(2){‘+7)+(ux +8—x)\ \ . ~ _—

Si a, b ¢ son nimeros reales v ademéa a> b, gqué‘ée puede

- declr acerca de 1& ordenacién de a=~-¢ ¥y b -c? .Demuestra

esa afirmacidn.

" . ’

*

\ . |
La definicidn de’ 1a reata en términoa de la suma nos permite

a cabo al determinar conjuntos de validez.

Aplicando la definicidén de Ia resta, tenemos que o -

f Ejemglo. Simplifica

() (ex - 5). ¢

Y




. (a):

Tal vez: hubieras tqabajado mentalmeﬁte algunos de estos ‘pasos
y hubieras eacrito directamente > :
o (-3)(2x - 5) - 6 ¥ 15. |
: ~ pensapdo que “(-3) por (Zx) .es igual a (-Sx)"

y que - “(-3) por (-5) es 1gual a 15",

Erectﬁa las operaciones indicadas ¥ simplifica cuando sea

“?iﬁ‘fz‘z “Kf‘*;

»

L (5)iex - 5) = (=3) (ex & (-5)
S S m(=3)(2x) + (-3)(-5)
- ((-3) (2)) x + 15

.-

»

- e = (-6)&!‘"+ 15

= "6x + 150

Conjunto de problemaa 9-2b

“(;Por qué?) -
(Qué propiedades

' de la multipli- . . -
‘ cacién“ﬁtilizamos"

posible' R

(v)
(e)
()
(e)

W3 -5 () 5(3.-.2x)
*(-2) (3x - ¢-3)). -

(3@ -(5) - (n) 203x-3) O
(-x){-2 +7) (1} alw -2)

(-y)(~=x - 4)

Efectda las operaciones 1nd1cadas ¥y simplirica cuando sea

26# -(-a» (&)

(-1 -%x) . D

posible-

{a)
(v)
- (e)
(a)

(e)”

{{-)
(g)"
(n)
(1)
(3

(3)(-a+25-0) o

(-3x + 2y) + 2(-2x -y) °
(-2)(a - 2g) + 3(a - 2b)
ha(2u + 3) - 3(2u + 3)
x(x +y) -ylx+y)
2ala -~ b) -+ bla -3)

3(a - b + ¢) - (2a - b - 2c)
(-x)(4x - y) + 2x(-x - :v)
alb + ¢ + 1) - 2a(2b +.¢ - 1) .

ala +b + 3) + b(a +Db + 3) + 3(a + Db + 3)
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;3;

~ (e) Wu+3>-B5u-3 ¢ - _
‘ ‘(a); E1l ancho- de un rectangulo es 5 pulgadas menor, que el -

“(¢) Un- maeéiro dice' ‘"Si tuviese en ‘mi clase ‘tres veces €1

- (b) .81 a un nﬁmero le réstamos 17,\y'mu1tiplic§mds eI‘*

largo.* ;Cudl es el largo, sl el perimetro es de 38
~pulgadas° - :

resultado por 3, el producto es 102, ;Cudl es ei
g-numerov . o ) ‘ IR f,‘ T

mimero de alumnos qpe tengo ahora,- tendria un. mimero

, menor que 46 més de ros que hay". ¢Cudntos estudiantés\ti

‘tiene en la clase° R B S

w

.

-

9-3, La resta en términps -de ﬂf/;ancia

Suponte.que preguntemos: J En la recta numerica, gqué dis- \

tancia hay desde' 5 hasta si x- representa el nﬁmero de.
unidadea ‘en esta distancia, enonces ‘

5+X=8 . ‘i\ \‘ ™

Como hemos visto, la sefuctdn de’ esta ecuacién puede escribirse
" como Xx < 8 - 5., Asi podemos 1nterpretar a 8 - 5 como la dis-

tancla desde 5 hasta 8 ,gn la recta numérica.

Y

. . N 3

F”T

" Y e (n 3 A
~ hd T LRGN | LI T ¥ L T ¥
o 1 2 3 4 8 7 9 10 H. R

V;

Preguntemos'ahora qué distancia hay desde 3 hasta (-2).

Siﬁ‘y representa el.numbro de unildades en esta dlstancla,
entonces N 3

1 . L

»

S B
‘ : ) Co v . .
Résuélﬁé. s :"{, ;=~ ) “~ ‘¥ o \ \ .5
(a) 3% - =5 - () 0.7k F 1.3 =3.2 + 1.4x - 0,3 :
(b) 2a - 1= la - 3 - (8) "=xy- 1 <4 -x ~ a ;; ) R
(0) “3? =2 ~~Y -6~ ~(n) ?x, 3=T7a+ 44 -1 )
(@) 2 -2y < -1 T (1) 4f2--2.50¢ -33.-¢ ° i
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BN ‘ f{f : \: \ ‘ v o 3 + y" . (-2) . B ‘ |
T e Ty e - I

\\Agi, (-2)‘r13\ se puede iﬁterpretar como la distaﬂcia desde 3

N haSta (-2). ] - . Ot e ) n . ) - “ R N \‘ 5
- : —————t———t—t———
-2 - 0 . 1 .2 3 . 4

-~‘ a N ~ ' ~ N
La. cantidad '8 - 5 =3 es positiva, mientras que ‘(:2)'~ 3.

es negativa. sQué nos dice esto? _Nos dice. que Aa digtancia desde
S5 hasta 8 se mide hacla la derecha, y desde 3 hasta -(-2) se

mide hacia la izguierda. Por lo tantq, & - b nos da erectiva-\ *

"mente la distancia desde . b hasta a; es decir, nos da a la vez

‘le distancla entre a ¥ b. Entonces -a - b es la dlstancla

la longitud y la direccién.~
Supongamos que nos interesa, no 1a direccion, slino solamente

desde Db ;gg;a a, b - a es la distancla desde & hasta by ¥y

la distanc a entre a y b es la que sea positiva de esas dos
cantldades. A hase de nuestro trabajo anterior sabemos que ésta
Ja -] : o |
Por ejemplo, la distancia desde 3 hasta (-2) es: (-2) - 3;
es decir, -5; la distancia entre 3 y- (-2) es “1(-2) - 3|, es ’
decir, 5. De lgual modo, la distancia desde 2 hasta % es ‘

% - 2; la distencla éntre 2 y 'x es ix - 2]

NN . . °
A .

. Conﬂunto de problemas gf \ .
1. gQué distancia hay ~ ) "
(a) desde. -3 hasta 5? (f)"‘entre\ 5 vy 12

,M.-‘Wt‘ () entre 3y 5% - ¢ (g} desde -8 hasta -27
(¢) desde 6 hasta -2°? (h) entre -8 'y -2?
. (a) entre 6 y -2° (1) desde 7 hasta 0°?
-~ (e). desde .5 hasta 1? (3) entre 7 y 02
o

» .



-zgp; y
\jaQué distancia hay BT ‘ \ .- -
\‘(a)’ desde\ X. hasta 59 - {e) desde‘ -1 hasta -x? 1o
(b) entre x ¥y 5?" ‘ (f) entre -x y - -1? ‘
(¢c) desde -2 hasta x? (g) desde O hasta x?
(&) entre -2 "o x?, (h) entre 0 y x?

En cada uno de los siguientes pares de expresiones,lsustituye

el signo de interrogacidn por uno de los simbolos "'< ", " = M,

" > " para obtener un enuncilado clerto.

(a) ~’. 19 ;sél ? 19[ - JZJ
(v) - |2 ~9] 2 2] - |9 . .
ey o~ (&) e f9k- 2]
o da) o [(-2) v ol 2|29l ¥,
(e) - (-9) 2] 2 |-9] - |2|
ey " 2= (9] 2 J2] - |-9] a
(&) |(-9) - (-2)]'2 |-9| - |2 .
) -2y - (-9)| 2 |-2] - |-9] - T

' Escribe un sfmbolo entre |a - b| ¥ {a};f [b] para obtener

un enunciado gue sea clerto para todos los nimeros reales a.
L 'b. "Haz lo mismo para la - b] ¥ ]bl - ]a] para la - p]
y |l - mwi|. e o |
Describe los enunciados obtenidos en el problema 4 en Eérminos\
de distancla en la recta mmérica. . s

\6Para qué dos mimeros X en la recta numérica es cierto el

e

sigulente enuhciadov . \
. » - R
. ‘ 'x S ul = 1 . . . [N
¢Cudl es el conjunto de validez del enunciado,

| - 4] < 12

~

Construye la grafica de este conJunto en la recta\numérica.
6Cua1 es el conjuntor de vallidez del enunciado,

£

Tx - 4] > 10 -

Construye 1a grafiqa del conjunto de valldez dge

x>3 y x<5 =~ ‘ ¥

en ia recta numérica. ;Es este conjunto 1déntico al conjunto

a

» ) 2 2‘?



1.0

%12,

() Iv+5! :
Para cada enunciado en la columna d& la izquierda, escoge el .

» -

‘de v&iidé@ de |x - 4] <12 (Acos tumbramos eseribir ..

"3 ¢ x = 5" en vez del enunciado "x > 3 Py x < 5")

$Determina el conjunto de valldez de cada una de' las. slgulentes
 \ecuaciones y representa grafieamente cada uno de los conJuntos;
v (a) . ]x ' e 6! N 8 : » . B . - “

.

enuncliado 'en la columna de la derecha que tenga el mismo con-
Junto de validez: ' -

|
'
W

‘_»M“*?’ X= «3 'y X=3
’*‘\}x}\%‘} X =e3 6 X=3 " N
xl 23 x> 3 y x<3
|x] > 3 x> -3 6" x<3 N
|x[ > 3 x< -3y x>73
|x] 4 3 X< -3 6+x>3 SR
2] + 3 x2-3 6.x>3

Juan y Ravl salen en blclcletas desde un punto marcado con 0O
en una carretera recta. Juan corre a/a10 millas por hora v ‘
Radl a 12 millss pbr hora. Halla la distancia entre ellos .

al .cabo de - | ‘ ~ oo \
(1) 3 horas, ﬁ(a) 1%-horas, : ~(3) 20 minutos, si

(a) Salen al mismo tiempo desde 1a marca 0y Suan va hacia
el este y Raxil hacla el oeste.

(v) Cuando salen, Juan se encuentra a 5 millas al este y
Ravl a . 6 mlllas al oeste de la marca O,y ambos.van
hacla el este. ‘ \ \

. SIS - .221- L - H I

NS \ R R . ) N .

v O

(b) ¥+ |bl=10 o S
(e) ]10\‘- a}: 2 RN S
(@ |xj<3 s '

() vl >3 - e T

) y| +12=13 o e
(g) |x~- 8] <14 (Lee esto asi:" La distancia’ entre X Y

S . ) . 8 es menor que &, ) N ST L

(n) Jz] +12 =6 | N o
) = - (- 19)] =3 " s ’
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. ;‘;;‘(c)‘\Juan sale desde la maréa O y va hacla el este, Raul
\ _;éaie 15 minutos mds tarde, tamblén desde la marca 0,
S va’ hacla el oeste. ' \

‘o - (a) Ambos salen al, mismo tiempp.: Juan desde la marca O\ ¥y

~ va hacla’el oeste y Radl desde. 6 millas al oeste de
' dicha marca y también va hacla el oeste.

3} »

A N

. 9-%, La divisidn . . .
Becordarés que definimos el restar un numero como el sumar .
su opuesto. \

,..“\ o o ' a - b a+ (-b)

' \a

“En otras palabras, definimos la resta en. terminos de la suma y el
.\1nverso aditivo.. v * o
~ Puesto que la relacién entre la divisién ¥ la multiplicacion .
es casl la mlama gQue la que hay entre la resta ¥ la suma, . podriamos |
esperar que la divisidn se defina en términos de la multiplicacidn \
y el inverso multiplicativo. Esto es exactamente lo que hacemos.

Para dos numeros reales cualesquiera a y'bv \
- ¢ (b %’0) "a dividido por b" significa fa ‘ C‘ o
- multiplicado por-el reciproco de b"“\' ‘ o
Utilizaremos el simbolo "%” para indicar "a dividddo por b”
Este simbolo no es nuevo. Lo has utllizado.tomo una. fraccidn'
*para indic§? divisidn. ~Asi,\pues, la definlcidn de la divisidn
es: \

g-a-.g (b0

Como en la aritmética, llamaremos a "a" el\numérador y a
\ ~"1::" el ‘denominador de la fraccidn "g" Cuando no haya posibilidad (/
'~ de confusidén, llamaremos tambigp numerador al mimero que "a" re-
 presenta y denominador al numero. que "b" representa.
A continuacién aparecen algunos ejemplos :de nuestra defini-

_ cldén. E1l simbolo 7?- se Interpreta como 10~'~%; é 5; e lgual- .

‘.

~ mente ‘:?— quiere decir 3(—T— é 3(s5), 6 15. .




~
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~

;Esté de azuerdo'esté‘definicién de la divisién con'las ideas
- que acerca de. ella tenemos en la aritmética°‘ Por ejemplo,.una
\ ‘manera elemental de referirnos a 3? es preguntar, ":qué nﬁmero
" ‘multiplicado por 2 da .10?" Como 5 - 2 =10, entonces ;T?" 5.
e Por qué en la definicidn de la division se impuso 1a re-
striceidn."b ¥ O"? Debes ‘estar prevenido contra el tratar inad-
vertidamente“ée efectuar la operacion imposible de dividir por -
_Cero. ) T . o :
. ”Conjﬁnto Qé_probléﬁas 9-4&
Escribe nombres corrientes para los sigulentes:.

W g2 10, B .
. 5 | . 7 ‘_11. :. | —%_ o
70 3 S ‘ -
R L -
y, R . 2
"5 . ‘
30 A Lo | . x
5% e _é_ S
6. 22 o L ;

* A
A N

T=.5 y .1Q=51‘ 2:
BB 18- 6( ),

=2y ¥ 8y = zy(u).

~ : h \,‘
-

LQué te sugieren estos eJemplos acerca de la relacidn entre la
multiplicacién y la divisidén? ;Es el siguiente teorema compatib‘ew |

con>tu experiencia en la aritmética?
oW

Teorema 9-4, Para b #’0, a'= ¢cb 81 y solamente

*

. Bl S’“ e,
. : F)
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Es decir, a dividido por b es e} nnmero que multiplicado por
‘b da a. Gompara esto con el teorema 9 1 que afirma que h)
L '*restado de a es el nimero que suma.do a b da 8. - e
\ .. . De nuevo, para demostrar un teorema en que intervenga la -
‘\condicion Y81 y solamente si" tenemos qwe demostrar dos cosas.
' Primero, hay que demostrar que si E‘ (v # 0), entonces
a =‘gb.. El hecho de‘que deseamos obtqner cb ‘en el miembro X
x derecho de la ecuacldn nos suglere dnlclar la demostracidn multi-\
plicando ambos miembros: de " =c" por b. - :
Demostracidn. 51 ~B'=xc (b %’?), entonces - .

I o o \ . a'Q"%.='c,3\. ]
. . C(a %Jb =" chy, ) '
L ¢ a(d.b)=wop, :”'
T S e . cb"‘ e
a = cb. e -

Segundo, hay que demostrar que s1 a = ¢b (b # 0), entonces
E-u c. Esta vez, el hecho de que no deseamos que b \apareé;at
" en el lada derecho sugiere iniciar la demostracidn multiplicando
© 2 ambos mlembros de “a = ¢b" por %\ Esto “es pdsible puesto que.

b.# O.. . - T - )

Demostracidn. ;Si\ a=c¢b (b #’Oj, entonces

\ 1 1
T oa . oa e E= (Cb)‘g,
‘1 . e
T a-p=clb: %0;

N . a * %= c j]’ s \ . R RN
» 1

\ a 5= c,

. a_

. DI o * b= ©

o Justifica cada uno 'de los pasos en las demostraciones anteriores.
La segunda parte de este teorema concuerda con el metodo
acostumbrado de comprobar la divisién multiplicando el cociente
~ por el diVisor. o N : o
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La‘propiedad mnltiplieativa del 1 ‘eétablede que & = (1)
- para cualquier mimero real a. Si a esto le aplicamos el teorema.

- 9-4 obtenemos dos’casos especlales: conocidea de la divisidn. *Para
~cua1quier nﬁmero real a, ‘
N . [ : ) T -
A para cualquier nﬁmero real a, distinto de 0,
0 ‘ ’a‘z 10 . ~}‘* -
o Conjbnto de problamas 9- 4b S \ .
1. Demueatra que para cualquier nﬁmere real a, ' = EEES
. “ . ' a ’ \ \V\ ’ -
» BN . \~_= an ’ \ '
i ) ) S N ) ‘1 i N
L2, Demuestra que para cualqniep numero real a, distinto de cero,‘ o
o : \ ) a 1 : - _,.>
3,.+Bn los siguientes problemas efectua 1as divisiones indicadas y
. .compruébalas multiplicando el coclente por-el divisor:. ‘}~
R . N ‘\. 2 00 . 2‘ i ‘ ] N . - N
S (e) B2 0 (e) -3 ) 55
S Cas o T 3 L gy 360 ’
& (b) "? * X ‘ > , ‘\2‘ ‘ : (1) %-
U, S Uyl , 152 .
. (c) “50. - 3 . (m) -3 "
s JE L ‘ -14
; (@) %5 . (1) -2. . () &7
~\ _3\ \\ N R . . - | \ \“ . \ m»“‘\
(e = ) | 2 - %
S 9r \ 4\ 976 NI XN
. (£). > : (3) 4%;6 . (P) =7
- \ \ B} .
R aQué-puedes decir.acerca de 7? ’ R T

5. Cuando dividimos un numero poslitivo por un numero negativo,e‘
6obtenemos un ' coclente pd%itivo o) negativo9\ 6Y al dividir .
un mimero negativo por uno positlvo? oY si dividiéramos un e
numero negativo poxr un nﬁmero negativo° . ‘

¥ =




\Halla el conJunto de validez de cada una de las siguientea
ecuaciones., ! ST N .
(a) Gy = 42 ~,§‘ Ch) 5“ = 20 ‘?jJ

o) eyaaz ¥ T T ]
. m)§®--wijfﬂ e %;9ft(~:_~‘77wgg
\ (e)-. 42'y= 6. - ‘2: ' - IR
e ’_:‘ (£) 42-y.= 42 o L R | | |
- (g) 6. = h} . ;t?; f (1); sx\=\§r": lf\_ o R

756?

3
.3
R
4

4

it 0 st

T Halla el copjuntc de validez de cada una de las siguientes
S ecuaciones~ ,? e S o e

ta) 5a°-8= 453‘ A BRI
) yeeas S
oo w>x+~mx-6wij . L :
, @3 (@) n+ (n+2)% 58 W ~ . I o L 35

(o) g §““ AL T I
“18. .Si seis veues un. nﬁmero se. disminuye en 5, el resultado es o
B Halla el nvmero.. ‘ . T
;59. Sl a dos terqios de un nﬁmero le sumamos 32, el resultado
L, es "38. Cudl ea el' mimero?" - . _— S
:10,‘ Sl se necesitan 3~libras de azﬁcar gara hacer un bizcocho,
| gcuantas 11bras.de azucar se necesitan para haser 35 ‘
bbizcochos para un’ banquete al cual asistirén 320 bersonas?\
41, Un recténgulo es 7 veces!nés largo que: ancho. Su perfmetro =
" es. de 144 pulgadas. zCuaI'es -el ancho del recténgulo? R "{
“;1?; La edad de Juan es tres veces la de Ricardo. - Hace tres afios:, "
_la sumakde sus edades era 22 aﬁos.ﬁkagé edad tienp,pgg§~gg§,
. . ahora? . - L '.'ﬁ . |
", 13. Halla dqs entérq§~pares qonsecutivoskcuya‘sﬁma §e§<-46;“"

Ve

v

]

»
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142 Halla dcs enteros poaitivos impares consecutivos cuya guma ' sea

15

‘ 16;~
17,
- 18,

19,

20,

21,

T 22,

~

=23,

*zu;

- menor que o igual a 83. ~
En una venta especial con’ descuento de VZO%, una silla costé
$3O.W L Qué precio‘%enia la silla antes de la venta especia1°
Dos, trenes salen ‘de Chlcago. al mismo tlempo: uno viaja hacla
el norte a 60 millas por hora y el otro hacia el sur a 40,
- millas por hora. 5Después de cuantas horas estardn a 125
‘millas uno del otro? L o i ‘ \
La mitad de un numero es 3 unidades mayor que un sexto del
numero. 6Cual es el nﬁmero° s
Maria: compré 15 ‘sellos de tres centavos ¥ otros de cuatro
‘centavos. Si pagd $1.80 por todos los sellos, ';le cobraron
la, cantidad correcta°
Juan tiene 50 monedas, algunas de cinco centavos, otras de
dlez ¥y otras de un cerntavo. El, mimero de monedas de diez cen-
tavos es™ 4 mds que el de las de un centavo, y el numero de
monedas de cinco centavos es seis\Mas que el de las de diez
_centavos. \6Cuéntas monedas tiene de cada cla.swz'7 5Cuanto
) dinero tiene?. .
Juan, que esta ahorrando dinero para comprar una bicicleta,
‘dijo; "En cinco semanas tendré An adlar més que”tres veces
- lo que tengo ahora. Entonces tendré suficlente dinero para
.comprar mi bicicleta " 81 la bicicleta cuesta $76 bcuanto
tiene Juan ahora? .
Un avidn que vuela 'a una velocldagd media de 200 millas por
hora (cuando no hay viento) es retardado por: un viento de
frente y tarda }f horas en completar un vuelo de 630 millas.
zCual es la velocldad medla del viento?

La suma de tres enteros positivos consecutlvos es 108, Halla’

los enteros. : : »

La suma de dos enteros positivos consecutivos es menor que - 25.
-*Halla los enteros. \ - *

Un fabricante ‘de Jarabe prepard ' 160 galones, con un valor de
> §608, mezclando. jarabe de meple de a 2. el ‘cuartillo con
jarabe de malz de a 60# el cuartillo. \¢Cuantos galones de
-cada clase wtilizé? ‘

Al

?

»

*

*
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* »Por btra parte,\ nyh

o

25. Muestra que ‘81 el cociente de dos mimeros realea es posit:'cvc,
el producto de los nﬁmeros es tamblén positivo, y que ‘sl el
.. coclente es negativo, el producto ‘es negativo,’

LS -

» ot »
. AR

9-5. Nombres co:c'x-ientes N -
En el capitulo 2 consideramos algunos nombres especiales .
para los nﬁmeros racionales, que son en clerto sentido los nombres

més simples para estos nimeros, y los llamamos "nombres corrientes" .

" Dos detalles particulares acerca de coclentes indicadoa eran de
Interds: a "29n

porqu,é "4" es mds sencillo, anélogamente "%—f“-" no es un nombre

corriente para "doa terclos" porque "g-" es mas senc:l.llo. bbteriémosi l
estos nombres conrientes empleando 1a propledad del 1 y el teo- -

rema &, S

@ oo - .
-5—=—5..5= 1&(%) = 4(1):’1{

S N TE N S
“u“gll “ ‘:'

no se pueden simplificar méa.
rior, Lqué nos permitio escribir 3—;

a, b, .c, d, sl b ¢ 0 q 7! o, entoncea ,
- < . ac - \
té @‘\ ' ’ A . \Ba. ‘\ ’ M
" Demdstracidn. %‘» % = (a - %)(c . %-)“ : (‘z,Por qué?) -
. ‘* T = ’ 1 . . 9\
L e sl (ePor quéz)
* To= (ac)(-ﬁla-) ¥ Teorema .7-84d
| ‘;%'g' : B (sPor qué?)
‘ . + N ‘. j¢
i S \

no le llamamos un nombre corriente para "cuatro“ o
E



LN

L ,fébﬁ}__{ab}‘
A \ }—5- : por 1aa -propliedades aaocia-— i
D A ab)’ tiva y conmutativa, = - "4

3——( ) ’ . por el teorema 9-—5,

o SRR 2_ - por 18 propled"ad del T.

.' ‘ %\’ \ . \ . b " = SY i . . _W\N_E
Ejemplo 2. Simplifica 'Z%L-—%T (Nota. Cuando escribimos esta -
B ‘ . ¥ - Y . 'frase, suponemos’ automdtica- .

*° 7 mente que el dominlo de ¥
excluye a 1. z,Por qué?)

’Z%L?T H ; par la propiedad distribu- -
= %(y ~ 1 : : por el teorema \9';-5, e .

A \ \ =g-(1), toda vez que %a 1, (aqui a =Y - 1)

¥y

- ( % o por la propiedad multiplicativa del 1.,

Cuando adquieras més experiencia » indudablemente tu agil:ldad men‘bal

te permitiré, omitir algunoa de estos pasqas.

(2x+5)~(5-2xl :
Ejemplo 3. S:lmplifica \ e} o S

.‘Por la derinicién de resta, ‘
(2x+5)-(5~—2x) 2% + 5 - 5+ 2X
-8 \ : ~ ‘

»

f B
ok T .
iy <} ] .
;_ xgug - .
~ . = - 2
v ‘. | R ‘ = ;92{-\ por -la propiedad multipli-.

i cativa del 1.

» .

I.oa numerales ‘2-, -2- y - -2- son todos nombres del mlsmo
nﬁmero ¥y todos parecen 4dgualmente sencillos, pero el \iltimo de
e‘IIoa ‘@B el nombre—earriente»que se_acepta. Por lo ta.ntq, o

+«

e . 3 W X ‘ ) *
S | 236
s N M “ A




- 9.5 NI ~\“\ ;f<~; e

-

Lozma5-(5-2x) X |
. 8 z & .
Con:junto de problemas 9-5° "

I4

“ 1. Hemos empleado la propiedad cuyo enunciado es; para los

mimeros reales. a y b, si b ¥ 0, entonces

]
hen - SOREIRIEES Y - SR - TN

‘ A‘\ — - e ‘

) Demuestra \este teorema.

*

Simplifica las expresiones que aparecen en cado uno de los

siguientes problemas: - -
O N O
NPT B
b) . a ;
() 1 N C e
! nen - AN 1 .
3¢ (a)‘ ) o (c) — \".
2 N
_n’ .
(b)"i ' . ' b \\\:.‘
3, (&) 2§ - 2 (d) e{x :32:
(p) H - (e) 2E- ux
F o) S ?
5. (a) %%—HO (c) HgL
N x - 4 “ x _ R)
() H | (a) FE =
. 8b - 10 10 - 8b .
(b) 5 - (d) T+ F(1 - bJ




@ EgE
. f(bj;}§§—§€§“ -
o () B
:.kﬁ);~2a_;\€2, |
9. (a)\ 3%‘%%%;‘ |
\\ \‘ (v). FE -.-% T3
\:do.\\(él 532?
| (;) ‘sgib
\1{}, (a; ‘x‘f ;)i;u- ll\
) (""*ul)(x"u'. ol
2. (a) ,};_3’2‘ = g |
\Qeé.. Fraccion;;

IS

el capitulo 2:

-

a

,1\‘
(d) | X + 6 '
R '2
(o) Z2mg’
(d) 28 - 3.?
- 8 -2a o
(4t -8) - (6 + 1) -
(°) SR 5 \
 6ab
(e -~
) 2b7a’

(d)t 3-1% + J

‘ \(;f\ (x - 1z§2§‘£§ + x)

v

\mx+40

‘(b) 2 - 21. :

'S

»

-

238

(ay L o 8)(2 - 2x)

Al comlenzo de la seccién 9-5,‘recordamos dos convenios rela—

. tivos a los nombres corrientes, que hemos estado utilizando~desde

‘ Un nombre corriente no contiene divisiones indica-

* das que puedan efectuarse, y 8l contiene alguna divisidn indicadaj
la fraccidn resultante debe ‘estar en su "expresidn minima".
en la misma seccldn, eatablecimos otro convenilo, éste relativo a -
opuestos- Preferimos.eseribir - 5' a escrilblr cualquiera de los8
‘otros nombres sencillos para el mlsmo mimero, 53 5 :

Volvamos a los convenios acerca de fracclones.

- una "fraceidn“ es un s8Imbolo que 1ndica el coclente de dos nﬁmeros, :

: Asi una fraccién contiene dos numerales, un numerador y un . {

En este’ curso

A )

)



. ’,‘

9-6 - -232-

?

" denominador. Cuando no haya posibilidad de donfuéién, empleareﬁos‘.

la palsbra "fraccidn” para referirnos también 2l mimero mismo que
esta representa. -Cuando haya algnna posibilidad de conrusién debe-

‘MOS8 - volver al aignificado estricto de una fpaccidn como un<numera1.

En algunas aplicaciones de la matematica, el nﬁmero repre-"
sentado por E- se llama la razdn p_ Ngb_gL~"31gung§__gces

usaremos también la palabra razdn al rererirnos al simbolo que
indica un cociente. ‘ ~ \ .

~ En la seccién anterior utilizeamos el ‘teorema 9-5 para .
escribir una fraccion como el producto indicado;de dos fracciones.

. 4
Por eﬁemplo, escribimcs i -

‘ ! Er__;; L

\- ’ n

‘Apliquéﬁos ahoré’el‘teorema 9—5 ‘eh “ofra direceidn“ para |
escribir un producto indicado %e fraecionea como una sola fraccién.L‘"

Ejemplo 1. Simplifica 32 ! : .

. or el teorema 9-5, S .
N T N
‘ N ‘ ~ : . . ’ = 25 \ - . - .
N Ad t . . ) N R :.:\

N \\ 3
’ » - L.

Algunas veces utilizamos el teorema 9-5 *de las "dos maneraa en
un problema. b

~ 4

Ejemplo 2. ‘Simplifica (g)(1u).~ | \ R » ‘

o DED R (aror auen)

\"\ :\'."‘ C. : .=% Hporque"]u:z-?l
: o \ Q=33

= (6P0r Q\Jég)

= %(%—}—%) por el teorema 9-5.

N

. . - “*;“ D= %- ‘ por la propiedad
L : - del* 1.
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t,
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\ {f - on,junto -de p ‘blemag 2 ‘ .
Simplifica las expresiones que apa.recen -en 108 problemas 1 10~

,‘- @ 3 ‘ c 15 1 I
"ﬁ (b)( %);t 1 ?a) %(%1 T

\7‘+ 14 T

e ‘T"TU' ('c) 'Eﬁf 5

BN A ST
+(b) hr. & S - (d) 1'——{5__

"y, : \’(a)‘

.1,
L4
/,,,n,; a

=
v

i’
U
[ 2
—~
’, m l
St
R
hd ¢
i Bl
~
(o]
S

(v)

L
e
\’»m

6 (8

oz Mz sk
:
::
n:lw
S’

(b)

+
o
——
=™
g

tp
wl:s
S
+

W
f -

= (&) (5§ (c) ;m%)‘
W oedE. . @ §g .
(a.)%- X+ 2. Q \ (c) %-(x:i-z) ; X ‘ B —

? ‘* Y .
u‘ - ) 240 ‘
‘ ]
L
v .




e - e

\\ . t*' -+ *; -y 2a - a“", _2a_
| 10,*\ (a), %-F)% %’7';1[ L (P) -8 - a-z
C11. . 4Se puede representar todo numero raclonal por una fraccidn?

12, En un coleglo la razén del. mimero de profesores al de es

13. Las ganancias que se obtengan de un espectéculo~estud1an Il

Yoy N+ 3 2

2

H A Y
.

\ W

LRepresenta toda fraccidn gp,nﬁmero racional ?

-

diantes es %%? gCuéntos profesores hay, 8l el nﬁmero
»;estudian;es es 1197? L : .

estén asignadas a doa fondos, para becas en 1a razdn de
! el fondo al cual se aslgné nds dinero recibio $387,.
~ jcudnto recibid el otm?Q ‘ .

3 a

-»
Al

. N

‘Podemos enunclar '~ hemos hecho hastg ahora de otra

" manera. . Un producto de dos coclentes indlcados se puede escrfbirx
.aiempre como Jn coclente indicado.~ Asi, podemos simplificar

aiempre ung frase que contiene el producto de variaa‘fraccion%§

‘escribiéndola como una sola fraccidn. Sin emdargo, 8l en una .

frase aparecen varlas fraceclones, éetas se podrian sumar, restar

. 0 @ilvidir. En esta seccién veremos. que en todos- estos casos,

podremos encontrar slempre para representar el mismo mimero, otra :

. frase con una sola divisidn indlcada. Podemos, ﬁnea, enunclar .
‘otro convenlo mis acerca de cocieﬁtes indicados: Ningdn nombre s

corriente de un nimero contendrakmés de una divisid@ indlcada.

" Asi, la instruccidn "simplifica" incluird siempre 1ls, ldea:

"emplea las propledades de los nﬁmeros reales para hallar otro
nombre que contenga a lo sumo una. divisidn indicada".
La clave para simplificar la suma de dos fracclones es em-

" plear la propiledad de}l uno para obtener denominadores iguales.

R L N n
3 ~ ‘ S 7,

»



A

1,

2,

\q\n{plii‘ica las expresiones ‘que apabecen en los pro’blemas 1-6 .
() 3+3 ) 3-% () B+ %"
@>3+%' - GX%*% ) .m>%;§;%‘
(@) 42, L §+ 2. (@ -§+§g
(@) £+3 . 33 (@ F-F @
w)$§~%v‘\w;§;§g wjg—-%
(a) §%§+x-2-1l (b)\‘iroqd’*x‘;z‘ (c) x;lc-{o x;2
Demuestr;a que para tres nﬁmeroé rea).'-es a:, b y ¢ (e #£0),

. Simplarica ¥+ L.
e x,xt
. 3*%

1.

N >

A

= (5% *r’}y) T

Lo ix' T;‘ﬂ :‘ "

-

Conjunto de problemaa 9-6b

~

a+b
. +-d' c . ,/““
\ .
LN
N »
R S
~ 12 °

Wt - ——

o= -3-(5) + 1@), ya que. ~=~1;

5%

f=mﬁ@+3ﬂ

~ De nuevo te iﬁdicéxnos que pronto sprenderds a omltir a;gmos de.
»“‘es'tos pasos. & . R

RN

£ ?.;..(1) + I{q), por la prqpiedad del S PR

( N

por el teorema 9-5,

4

-

21y, por la definic"idn
de diviaién,

por la propiedad dis- \
tributiva, -

por la derimciﬁn de o
d:l.vis:!.dn‘

a~

W PRI TP

72




-

q.

E

. &

Demuestra~que para cuatro nﬁmeros reales ~a, by’

(c #£ 0,

-236-

*

afo) &

b

ad + be

ed ¢

Determina el conjunto de validez de cada uno" de’
enunciados abiertos‘~ ‘

! E;}emp_»lo. '3- -2 = §X

Es posible utilizar dos prooedimientos distintos~\‘

'S

Cx e o
39T .
x  2x )
R
2——9—-—\"\“'2";2
. x_
\ 5= 2.
ot G
SR 1 ' N
(a) W +I= = (e)
(p) % +B =1 (£)
(o) 2FE=2 (&)
(a), r=gx+8 )

10.

1.

12. ?% de un ﬁumero es
- 4Cudl es’ el nimero?

3

»

\(x

NN 4

\‘3)( - 1:8\: 2%

*Multiplicamos por 9 por-
que sabemos que asl la

¢ e,

.y &

1o§iéiguienﬁés

¥

le=cﬁm*

\x = 38

A

-ecuacidn resultante no

S

3'&] + 8 = -—1W]

5ol

35 - X

-

Rk
3

a

. contendré fracciones.

R .

3;+]x-31<%

La suma de dos nﬁmeros es 240, y uno de los nimeros es

.del otro.

X.

Halla los dos nﬁmeros.
BEl numerador de la fraocion

tantldad se sumentd el numerador°’

27

+En qué

2

5

se aumenta en uﬁé cantldad
El va10r de la fraccidn resultante es

1

-

13 unldades mds que la mitad del nimero.-

®

e



. O . N .
N ) - . * N " * ) »e B R
' =237~ \ . < 9-6:
~ N ? N . \ 14 N - ~ .
. A N N R . )
R o o . - . - N N
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. . 13, La\edad de- José e§‘~%\ de la de su padref "De aqui a 12 aflos
) su edad serd la mitad de la que tendra su padre entonces. Qué
fq‘ edad tiene Juan? ;Qué edaq tiene su padre? \
. 14, La suma- de _dos enteros positivos es 7 ¥y su diferencia es 3,
~ iCudles *son 1os nﬁmerosd gCuél es-la suma de los reciprocos
S — de eg&ga,numgros° AOual es 1a diferencia de los recIprocos?
15. . En un embarque ‘de 800 radios, ?6 de los radlos estaban ‘
.defectuosos. En este embarque, gcual es 1a razdn de: 103 radios
Qerectuosos a-los radios no defectuosos° ~ \ ot
16. (a) .81 a José le toma 7 dfas.plntar su casa, 5qué parte del
~ trabajo. podria hacer en‘un-dia? ;Y en d dfas®?
(p) Sia Roberto le toma' 8 dlas pintar 1a. casa de José ;qué "
\ parte del-trabajo -podris hacer en un afa? ;¥ en d dlas?
(¢) S1 Roberto y José trabajaaen juntos, Lqué parte del tra-
- bajo podrfan hacer en un dfa? (¥ en d dfas? _
(d) Utilizando las partes (a), (v) y {e) . como referencia,
\traduce el siguiente enunciado abierto a un enunciado ‘

'

} 1inguistico-
| N C T . g_ a _
: “ Déspeja la ‘4 ‘en este énunpiado abiertp.:\{Qmé‘represénta
. . d? . R } ~
(e) gQué parte del tranajo podrian hacer Roberto y José en un
f”;dia, si trabajasen Ju os? = -

. *37. FEn agosto 1° un equipo de’ 1sbol habla ganado 48 Juegos y

‘ perdido 52, ¥y le quedaban por celebrar 5# Juegos. Suponga-
mos que para ganar el banderin deben terminar con un proquio

de por lo menos 600. ¢Cuantos de os Juegos gue le faltan

_ deben ganarO\ ;Cudl es el prcmedio més alto que pueden alcanzar?
6! el m&.s bajoO. .

* o,

- ~Una.prOpiedad*cléve~para simplificar el proqycfﬁ;indicado de -
_dos ‘fracclones es el teorema 9-5; y una propledad clave para sim-
~—--plificar la suma-lndlcada de dos fracciones es la propledad del 1.

T




s 3B

\ \Cuando trahadamos con el "cociente 1ndica.do de dos rracciones
\tenemos varios procedimientos alternativos en los que 1ntervienen \
% " estas propiedades.( Consideremoa un ejemplo. .

N &
. 5%6 ‘ - ‘
* z x 6. .
= -13-, por nuestro tra‘ba.:lo anterior con la
a-multiplicacidn.,
- Método 2. Utilicemos, la®propledad del 1, y.consideremos a 1
N S ~ como »-g-.\" Escogemoa el 2 porque es el reciproco de
Entonces —%— i—(?)é' | '
::‘ ‘ . i \ Ca ) . E )(‘ 2 \ A . R
% . )
N | 10 | | :
o = -q:- « el numerador segin nuestro trabb.do‘ ——
‘ . anterior
. S - el denomlnadoxr por haber escogido
‘ el rec:[proco de 2-.
= lé)- . porque T = & para cualquler a. |
: \ )
- . 2 15 ’ h - 2
L ] A - ‘ - 3

i ) i : R ; R ’ ? 2 a .
: kE;lgemplb A Simpl}fica ™. . - ) R
N ‘ Método 1. Apliqu‘erﬁos la propiedad del 1, y consideremos a 1
R ; como 2 (A medida que prosigamoa el tra.'ba;]o, verds
‘- por qug escogimoa E’) .

L B "'%".-"’ ‘ (3) T | L
- -7 7 ~ ‘
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*

Método 3. ;;Apliqﬁemos 1a definicién de la \giv‘iﬁ'idn;‘

g
ey

7 - v $
. i- gy \ 3

. : ? 2 .- ‘ v o »

- v ST o o g_(z) pue‘g‘bo. q“}e:\:..s!%u‘l\.:ﬂ_—&“

v —

. N Ot N a
\ § . "o . . C : . .
o . = Jg‘?‘ : por nuestro traba,}o-anterior con

la. multiplicacidn.§ -

De estos métodos puedes apl:lcar el- que creas més ¢ veniente con
) ‘tal que (1) entiendas siempre lo que estés hacien%/ y (2) no.
freci‘bas instruccionea en contrario. :

Conjunto de pro'blemas i o
Simplifica la éxpreSidn que aparece en cada. uno de los aiguientes

ejerclclos, utilizando el procedimiento mé.a ‘a.decuado'

- . i . i . . 1 . 1 . . \ '\\
‘ Ca - L S : \ + : - .

. ~1. ‘i ) oo . T. M /
L F o CETE T /

*

—Jg‘

‘. ‘ﬁ- - : ’ R b a - . ) | ) '

.\J. ‘ 11 | ; ‘ \“ . ¥ . ' . .
| s.\:iz———':“"" ;e == .
\ . ‘ R \ \' )a\ 3\.+ N .
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9-7. Reaumen \ o TN .‘;" o
Defin:lcidn de la restaw Pa.ra restar el mimerq real b del
e nﬁmarn real 2, suma, el opueato de b -al nﬁﬁero a. ;
D T
e e 'I‘eorema 2 1. . Pars. tres riieros :nealgs c\iﬁlesquiera ay b u, .
RN am b +c ai‘y‘salamente~si a-b=g, " T - -
Uonvenio- @b - c = a "+ (—b) o+ (-c) SRR = ——
“En la recta numé*rica, S S .
‘a -b es la distancis’ desde "b naa’ca ‘a. -

b - a es la distancia desde a \hasta ‘b
]a - ‘b} es la distancla entre a'y b,

. Definicidn de la divisién‘ > Para dividir un :mimero real &
‘ Qor un mimexp real b, distinto de’ cero,, mult;lplica a . por

Ta ek reciproco @ b, A
J v - ‘ .-
o Teobhema 9-h" " Para tres némeros, Peales. cualeaquiera( a, ‘b, c,
.o donde ‘b ,( 0, a'= cb siy Boiamente si -5_. C e

(.

e Teorema 2_5_ Par& cuatro n'dmerba neales cuaiesquiera a, b,
m R

: c, d,’s1 b 57’0 ;w a ¥ 0, entonces
\ L o a ‘ c &ac . R L -
S . E1 nombre mds sencillo para. ‘un mimero: .
S (1) No debe contnener oparaciones 1ndicadas que pueda.n
N A efectuarse, - R ‘ h ‘
.. (2)- No geve aontener en ninguna divisidn indicada factores N
e o comunes al numerador ¥y al denominador. N \~
T ‘ \(Q\)\ Debe tener la I‘orma s - -5 con preferencia a \"% é . _%.‘
e 7 - (%) Debe contener a lo mds una dlvisidén indicada., a
. .\‘ . \ . - - ar - ‘ - .
>, - > » N ; .
'. g . o . ¢ : \
S . ‘ - v | Bk |
. ,,N’ . & \ , 21/_,
o ‘ . .
A : . » ’
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Problemas\de repaso -

w¥

ol

i; aCuéles ‘de las aiguientea expresiones denotan un.nﬁmaro real?

 Para cada una escribe o'blen-el nombre corriente del, nﬁmero o)
13 razﬁn por 1la cual no repreqenta un nﬁmero. N - R

IOR 2 g B CIE
(b) . 3 .‘3. SN fei*"ﬂ—%——

(¢) 3-0 (D) 540

@ gl
‘:ih)~l5M,15;; 7
“(1) & -2 ~ §' L

%

2. En cada una‘ﬂe 1a8 siguientes expresiones coloca paréntesis

para obtener un enunciado cierto~

N

(a) 5-5-7 20 (a)

-

T -6-2m= -1 e .

(bﬁ" i - 5 7 = -30 | : Qe) 3.2-2 .5 =0 )
(°)7“6 223 - (i‘)’5’2-2'5a20

3. Halla el valor de 1a fragg, vé - #ac, qpra cada uno de los

_ vsiguientes'

(8) a=aba<1nc=5 (@ .

. b)) ass, vaB e () (o)
~ (e o= 1rb=(3), em(2) (D)

- 1,658, b.a‘z,"b -0 -

a=5 b=0,¢c=-5 .
"‘1 "

[N EY ‘l
-8.\‘—‘--%, b=1r, c.—_».g

‘\‘4.“Déda‘1a fradcidn,-gﬁiti% iscudl es el dnico valor de. x para
e]l cual la fraccidén no representa un nﬁmero real? ‘
.5 Emplga la propledad dlstributiva para escribir las aiguientea

e

u\ expresionas como sumas indicadas:

) (e

: (b) &b(a - b) . (£)
Ve w0 D (e)
e -x-E) * (n)
““6;“;Regue1ve los siguiéntes~enunci§doé:
(a)‘ 2a -3<a +‘4 . - (a)
(o), 7x + 4 + (-x) =3x -8  Te)
(6) 602 135 ()
\ . ~

5ala + 2b - 3¢)

(x -~3)7x° ;‘_ R | .
(2x = 3y)(x + 4y) |

(Za - 3b)2 ‘
e tiz3E -2

_3]3;] < .6 . -
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/
1
2

4
B
A B

. »242-‘.«‘ o . . .
! - ) N b \ '
7; - Si -4- -de un nimero aumentado en ; % dél‘ mismo. nimero es -
. . menor que el numero disminuido en 25, Joudl es el mimero? oo
o8, _Halla .4 promedio de los siguitentes ndmeros: , S

‘x+3 X -3 x+k X -k
x\’; x 2 " x ?oox

, en los\que x ;( 0.

LN

B 9. Muestra que % -2%- % :rz-,_aon...emnciadoa_cientoa

- ‘Luego, sefiala por qué reconoces inmediatamente que % 17-
‘es cierto. . .

*10. Un mercero vendicS dos camisas a $3.75 cada una. En la.\
primera perdid 25% -del costo ¥y en la segunda gand 25%
del costo, g,Cué.l fue el resultado neto de estas ventas?

Coe1e Sk y = ax + b, donde * a #'0, determina un enunciado equi- -

~3

- / _ Valente parg Xx en términos de. ' a, b, V. : 2 . |
12, E1 aflo pasado el costo de las bolas de tenis era a délares e
" la docena. Este afio el precio es . ¢ - centavos por docena "

- més alto que el del afio pasado. ;,Cuén‘!:q costaré. medis.
"docena de bolas al nuevo preclo? \
‘"13 * Halla el conjunto de validez de cada una de las siguien’cea
-~ ecuaclones: a

(a), (E= Dx+zre0 () (e - 1) (m i’2) -0
) (y+B)y+T =0 (&) (Fanze0
() 0=2(z-2) (£) (x-3)+<x~a)=o

14, S1 -5- 'cT’ donde a, b, ¢, d son nimeros regles y b 710,/)
oo -da# 0,
‘ (a) Demuestra que ‘ad = be. ‘
(b) Demuestra que, 81 ¢ # O, entonces \% = g-.

x

) (¢) Demuestra que, sl a # 0, ¢ ¥ 0, " entonces %:%.
‘(a) - Demuestra que & ; b = & ; a | | : \ e e

15. Demuéatra el tegrema:

'S1 b#0 y a‘c # 0, entonces, g% = &,
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. 16, Demuestra el teorema. ‘ - : ® .

S1 a;lo ¥ by!O,tentonces L .2

\ ) a \
: f17. Dados el conjunta [1 AR j, -J] ¥y la sigulente tabla de -
multiplicar . \ S S :
m——— g . . . NN Seg‘andonﬁﬁé‘:ﬂo - . o . . R . i . et
- x| A -1 J S 1 A
* 1
8 3 ,
o g * S |
a = ‘ * :
1‘:.‘.\ . % -1 » =1 ‘ 1 ‘ -J . | J ]
H;? ) - ‘ ' ’ . N . . a
R I N
T (a) z,"Es el conJunto cerrado respecto de. la multiplicacién"
(b) Para'los casos (-1, J), (3, -3) v (-1, —,j), verifica |
que esta multiplicacidn es conmutativa. o
(¢) Para los casos. (-1, 3, =) v (1, -1, 3), v‘brifica que T
esta multiplicacidn es asoclativa. : )
‘\(d)‘ JSerg clerto que a X 1=a, sl a es cualquler elemento
Cde (1, -1, 3, =3} } ‘ \ )
- {e) * Halla el reciproco de cada elemento de este conJunto.
‘ Si x  es un mlembro no especificado del conjunto, halla
“los conjuntos gg validez de los sigulentes enunclados, .’ :
. haciendo uso de la pregunta (é) ‘
) (£) Jxx=1. . '(n) j W X = =1, . T \‘ .
(B -3 xx=. | W Px M ‘
. ) .
o ~ -
. : I
\ » . S
2 5 n - . 3

ro D ’ .. \



it

5 INDICE ALFABETICO *T'*‘\f‘ .
Los nﬁmeros indican las. paginas en el texto. . “_

‘a. cuadrado, .

\3; asoclativa -~ ~ N o
TR propiedad ‘ L R

’» N de la mult:iplxicacién, ‘ 27, 71, 153, 202 . e
. caréinal gﬁmiias“mg’. 4, , 130 W, 200 A
- cero \,‘ ’ * . . . \ . ) . '

L2

‘no tiene reciproco, AT o
propiedad aditiva del, . 51, 72 131, 41 @

propiedad multiplicativa del, 58 72 146, 151, 178 a.
claupura . ‘ -
) propledad de, ~ ,‘71, 201 . :
" cociente indlcado, 23ﬁ\ o N ‘
_ comparacidn \ - ‘ 5
. - propledad de, 105, 116, 185, 202 .
‘ condunto, 1 ~ : L < LT :
‘ de ‘soluciones 134 S S
. 'de validez, ks, 56 B *

‘elemento de, 1

" finito, 5

infinito, 5 ° - . * -
mlembro de, 1 \ \
nulo, 2 ‘ i i - \
vaclo, 2 ‘ S,

 conmutabiva K Loy

propiedad \ : o
de la mnltiplicacidn,\ 28, 71, 146 151, 201
de la suma, - 26, T1, 130 1#1, 201 ‘

N contradiccién, 173

- coordenada, 9 ' - L - - .
-correspondencia, 8 o . o ' o
cuadrado - .

cuadrado de un nﬁmero dlstinto de cero es posltivo, T97, 198 - :
demostracidén, 137 = . \
indirecta, 173 -
. por cantradiccldn, 173 . - . .

‘ denominador, 222

" distancia desde b hasta 8, '219 ‘ .

~< dominlo, 38, 102
-eeuacidn, -- 50

distancla entre, 113, 219 ) .
distributivar \ \
.+ propledad, 31, 66, 6 “NT1, ‘11;6 155, 202
divisidn, 223, 230’
comprobacidn, - 224 . v ‘
indicada, 234 ) e \

Vo

‘elemento de un conjunto, 1 U -

- elemento ldentidad

para la multiplicacidn, 58, 162, 202 \ ;
para la' suma, 57, 161, 201 T | A



enteros, . 98

. enunclado, 22 41

~abierto, 42, 56, 82 ‘~ )
compuesto, - 56 '
v ™ con la nonjuncién o,
con la conjuncidn: Zk

numerico, 22

53
52

enuncilados equivalentes,; 168 169, 198

- estructura, 201

exlstencta del 1nverso multiplicativo,

rracciones, 9, 231
- suma dej 234

‘\frase, 21 ¢

ablerta, 42, 77 -
numérica,; 21 .

: gréfica, 12

% de.un enunciado, 55, 56

. del copjunto de valldez de un enunciado abierto,

1gua1dad
‘ propiedad aditiva de, 133,
propledades. de, . 205
slgno de, 19 _ s

~ ;nverso, 180

agitivo, 135, 20t

multiplicative,' 162 163,
mayor que, 49,.185 °° .
mayor que o igual a, b5l ~
menor que, 49, 102, 116, 185

_ menor que o ligual. a, 54

mlembro de un canjunto, L
minimo comin miltiplo, . 59
maltiplicacidn
» de fracciQnes, 228 -
+  de nimeros reales, 145 .
de un ndmero real por -1;
~ en la recta numéricéa, 14
miltiplo, 5
.minimo comin, 59

nombre mds sencillo para un numero,

nombres . corrientes, 19, 228

numerador, 222

numerales, 19

nimero
cardinal, 2 “
‘de. la aritmética, \11

‘ irracional, 98

h natural, -2
negativo, 116 .
negativo real, 98
positivo, 113 .

*

‘!

-

~

155

\‘::‘ . .
.~21§,0 N

-




Ta T ‘Qositivo reaﬁ:l,~ ‘98 ‘ o

' racional 8\ N Yy
real,’ é )

*operacién binaria,~ 109, 201

++: produgto de dos .imeros reales.(definicidn), 147

operaclones basicas, 180

opuestos, 107, 108, 110, 117,209  °

propledad aditiva Qe, 131, 141
ordenacldn e T

‘relacién de, 185 I e v .
producto indicado, 19 S N i
propledad, 23 ‘ ‘ e
" aditiva,, 202, 205 ¢

~\a..-:soc::l.a‘t::l.va, 201 \
conmutativa, = 201 ‘ <o
de da igualdad, 133é 141 ’
Ts-

- de 1la ordepacidn, . 190
~ de_los opuestos, 131, 141\ o S
- del cero, 57, 72, 131, 141 . . R
elemento identidad 462 201 S
asociaﬁiva o ¥

RIS de la multiplicasion, 27, T4, 153, 202

,..\._\__—»‘:\ e g ae 18. suma," 24 71, 130 141 201

conmubabiva

de la multiplicacién, 28,- 71, T146, 151, 201 .

de la suma, 26 T1s. 130 141, 201
de clausura .
\ de la multiplicacién, 17, 61, 71, 201
L de la suma, 61, T1, 201 T L
de comparacidn, 105, é 185, 202 T

Wdistributiva, 67, 71, 146, 154, 202
- miltiplicativa, éoz 205 Lo
asoclatlva, 71, 153 202 o
conmutativa, 6, 151, 201

de Xa. 1gua1dad 167 .
de -la ordenacion, 195, 196
. del cero, 8, 72, 151, 178
_ del uno, 5d, 72, 151 ?&
elemento 1dentidad,~ 58 62, 202
usos de, A5
transitiva,‘ 106, 118, 185, 202\ 205
propiedades ‘ o
de la comparacidn, .105, 116, 185, 202
de la igualdad, 205 ) \ .
‘de la multiplicacidén (V. Propledad multiplicativa)
e la suma (V. propiledad aditiya) ‘

* fundamentales, 200 , - . . N

razdn, 232
reciprocos, 172, 175
recta numérica, 7, 9, 97, 101

.
-

253

o8

s
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Csuma .

: reduﬁiéﬁdo tétminos, 158

- reductio ad abaurdum, 173

T reflexividad, 205 RN
 relacidn binaria, 185 .
reldclidn de ordenacion, \185

- resolver, 134 ..

resta

s

o “definicién de, 209, 240

en la recta numérlca, 240

“en términos de distancia, 218

no es asociativa, 213 * - |
81 y solamente 81, 169 .

" signo de igualdad 19

‘soluclones, 134
‘ conjunto de, 134
de ecuaciones, 166
subcondunto, 3 ‘
propio 14
sucesor, T ~ .
" de numeros reales, 121, 124, 1
“en la recta numérica, 14
indicada, 19 )

 sustraccidn tv reata)

~ teorema, 138 .
términos de una frase, 157
traduccildén

de la 1éua1dad a la: ordenacidn,

de 'la ordenacién,a la 1gua1dad

<o transiti
L pwad, 106, 116, 185, 202,
ﬁnico, 163

uno, propledad multiplicativa del
valldez, comjunto de, 45, 5

© valor absoluto, 112, 113, 11& 115,

varlable, 38, 77 102
valor de, 8

W

27,140

191
191,

205 .
58, T2,

167
"7

o

193"

1‘51

-




