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PROLOGO

, -La creaiente contribuci6n las matemiticas a la culture del_
mundo moderno, y su importancia dçrnio parte Nital.de ,la educacicin
'Clentfica y'humanistica, han he o necesario ague las matemiticas
del prograqa escolar ue Uelecciohen juiciosamente y.que se enseften,
bien en nuestras escuelks. ..

4 ,*4

Tamando esto en consider4ci6n, las cTganizaciones de mate-
mitices en los Estados,Unidos cooperaron en la formaci6r1 del
Grupo de Estudio de la Matemitica Escolar (SMSG): Este 'grqapo lo
constituyen matemitioos de colegios y universidadeu, maestros de
matemiticas de todos los niveles, expertos en educacicin
sent,antee kleaa_alencia_7,/a tecnologia. .EI.1)ropásito.generaI
del SMSG ea el mejoramiento te'leenzeAanza de las matemiticas
en las escuelas d los gseados Unidos. La Fundacián Nacional de
Cienclas ha provisto fondos sustenciales pare el financiamiento
i:le'esta labor.

Una, de los prerrequisitos pare eJ mejoramien,to de la,enseftenza
de las matemiticasen nUestras escuelas es un mejor progtama de
estudtos, un program& que tome.en consideración el' uso creciente
dd las matemiticas en la ciencia, ia tecnologia ytros cappos del'
conocimiento y'que; a la vez, refIeje los avances recienta- de las
matemiticas mismas. Uno de los primeros proyectas del SMSG fue
reclutar un grupo de matemiticos y maeatros de matemiticas dis--
tinguidos pare preparar una serie de libros de texto ilustrativas
de un programa de estudios COMO el ya mencionado.

Los Matemiticos prOfesionales en eI SMSG creen que el.con-
teniqo matemitico presentado en este texto es vilioso pare todos-
los diudadano4 cultos de nuestra sobiedad, y.que su aprendizaje
es importante Para los estudiantes que van a ingresar en univer-
sidadeso gomo preperacion pare estudios avanz-ados en este.campo.
Al mismotiempol los maestros en el..SMSG creen ve la forma en
que aqui se preser:it e. el material de estudio facilita'al eatudAants
.su

EA la mayoria de los casos eI material pareceri familiar, per0
su preaentacián y punto de vista serin dicerentes. --Alga material
seri completamente nuevo en relecián con 'los programas de estudios-
tradicionales. Asi-debe ser, porque las mateMitices.constituyen,
una.disciplina viva y en constante crecimiento y no un propcto
inert4 y rigido de la antieedad. Este fusicla saludable entre,lo
antiguo-y.1c1 nuevo debe guiar a los estudiantes hacia una mejor
oomprensi6n de los conceptos bisicos y de la estructura de las

matemitldas y pfrecer dna base scilida pare la comprensi6n y el uso
de las matemiticas en.una sociedad cientifica.

No- 144etendemos que epte libro se consi re como'le Unica
m kkelanera definitive de prIsenter correctamente as matemiticas a los
,estudiantes en este nivel. En cambio debe cons derarse como una
muestra de la clase de;programe de estudlbs que necesitamos y como
una.fuente de sugerencias para los autores de textos comerciales.
Esperamos sinceramehte que estos textos seftalen el camiho hacia
una enseftanza mis inpirade y significative de las matemiticas,

..
discipline que es la reina-y sierva de las ciencias.
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PREI'ACTO.

ESte'llbro se escribiá para ti, para que lo

leas. No es uns: mei% lista de problemas.
4

t

Tu crectmlento matemitico y, en consecuencia,

1arsatisfacci6n y el placer que derives del estudio

del algebra dependeria grandemente de la lectu'ra

cuidadosa del texto. ,Por eso veris la importancia,

del desari,oIlo de hibi6t.eficaces. en la.lectura ae

'las matemiticas.

Leer sobre matbmit4ca no es Io mismo que

una novela. En 6casiones ,
comprenderis Odl4o.una pe-

,que4a -parte del material en la primèra lectura, un

poco' mis 'la segunda v, y solamente tras '1=ater-

cera lecturitte sentiris seguro de ti mismn. Con.

frecuencia.seri necesario usar lapiz y papel para-

ilacer ejemplos o aclarar detanes.

-

Ante ti hay ahora una nueva y fecunda-experien-

cia. iApmovêchala lo mejor e puedas! lEmpieza
)

ix



Capitulo 1

CONJUNTOS Y LA RECTA NUMERICA

. .

Conjuntos x.suboonjuntos

'1,Podrial ofrecer una descripci8n de los siguientes:

: Alabama, Arkansas, Alaska, Arizona?

i

06mo describirias gstos:-

lunes, martea, miércoles, jueves, viernes?
.

Made
. sibadp y domingo

al grupo anterior y luego describe los siete. Describe la colec-

clon de-hdmeros: .*

3, 4, 5

la coleoción de ndmeros:

2,'3, :5, 7) -

Te.preguntartis si has entrado'a lecIase correcta. '441tud re-
/

laci6n hay entre eStb.s preguntai y la.matemgtica? Cada una de Ias

colecciones anteriores es un ejemplo de un corqunto. Tusrespues-:

tad a las preguntas deberlan haberte sugerido que cada conjunto era

una colecci6n particular de miembros o elementos con_alguna carac-

terfstica en comdn. Esta caracterfstica pudiera ser solamenie que

apardzcan todos juntoe en una

El conceptb de conjunto será uno de los mgs sencilIps entre

los que aprendergs en matemitica. Un conjunto es merament0 una

coleccidn de elementos (en este curso casi siempre sergn ndmeros).

Necesitamos'ahora algunos simbolos para indicar que estamos

construyendo o describiendo conjunfos. Si es posible baCer una

lista de los miembros de un.ctonjunto, podrfamos enceriarlos entre'

naves) as/ el conjunto de los primeros cinco ndmeros impares se

-

reliresenta por: \

(1, 3, 5, 7, 93;
el conginto de todos los ndmeros.pares entre 1 y 9 'por:

. %
(2; k. 6, 8);

y el conjunto de 'los estados cuyos nombres empiezan con la letra

C per:

(California, C9lörado, Connecticut).

1 0
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aodrias hacer una lista de.todos lOs elemeAos 4e1 vonjunto
de los.nximeros impares y otra de los nombres de todos los ciuda-.

danos de los Estados Unidos de:Am4rica? Veris-que en estos casqs
preferirlamos 6 más bien nos verlamos forzados a describir.el

.

cOnjunto sin tratar de hacer una lista'de todos sus elemento*s.

Es conv.eniente usar letras mayliscuiaq para nombrar conjuntos,
ail

3 5 71
o también'

1

,A es el conjunto.de todos los nUmerop impares entre
0 y 8.

.

- Cuando un niflo aprende a contar, recita'al'gunos de los
primeros elementos del cohjunto N que nosotros llamamos.el
conjunto de los ntimeros naturalqs:

. I

N = 2, 3, 4, 4..).
.

Escribimos primero sufi'cientes elementos del conjunto para.
ilustrar la ley que obedecen y luego usamos tres puntos que quiren*
decirl_ny asi sucesivamentew. Cuando al conjunto N le adadipas
e l ntimero 0, obtenemos un nuevo conjUnto- W al que 3,lamarem9s el'.
conjunto de los ntimeros cardinales:

. .
.

...
.

W = (0, 1, 2, 3, 4, b.

-, Surge ahora una pregunta interesante. LC6mo podrlamos des-/

cTibir un conjunto tal camo el de todds los ntimeros pardinales
.

.-
pares mayores que 16 y a la vez menores que 10? .LContiene este

.

conjunto algtin elemento? Tal vez no te inclinarlas a Hamar a
esto un conjunto, debido a que no hay mane4 de hacer una lista
de sus elementos. Eh matemáticas llamamos conjunto vacSo o nulo
al que no contiene elementos. Usaremos eI simbolo 9' para de-

snotar el conjunto vaclo.
. /

,g 61:conjunto vacSo.

dvert,p/cia! El con5tintb (0) no este.' vaclo; contiene el
110eleme O. Por otra parte, nunca escribimos.entre llaves el

sStbol

- Pal vez puedas pensar en mg,s ejemplos de conjunto vaclo, ,como
4el conjunto de todos los nximeros cardinales entre -, 'y
3 .

Observa que cuando hablamos, en térmiNs de conjUntos, nos
referimos mis a colecciones de elementos que a )...c;s elementas

.,.
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individuales'en 'Cier;bos eonju os puedea contener'elementos

que tambidn perteneCen a otros conjunp3s.% ?or ejempIo considere-
.

.Mcis los-conjuntos

R = (0, 1, 2, 3, 4) y 15. (0, 2, 4,.,6).

FOrma eI conjuno T de todos los ndmerqs que pertenecen a antbos

R y S. Por tanto.

T (01 2, 4);

Vemos que todos los elementos dl T lo son tambidn,de R . Deeimos

que T es un.subcoOunto de, R.
/ 0

Si todo elemento del conjunto A pertenece al

conjunto. entonees A' ee un- subconjunto 51e

.Consecuencia de lo anterior'es que todp conjunto'es un sule*

conjUnto de si mismo. Oomprueba por, ti mismo.que, (q141 3, 4)

es un subeonjunto de si migmo. panvendremos taMbién que el eon--

junto nulo, lar; es uh subeonjuntp de Atodo tphjunto.

A
Conjuntig de problemas'l-la

Haz-una lista de los elementoi del cdnjunto de A

(a) lbdos los nd-nieros cardihaIes impares del 1 al 12

elusive.

(3) Todos'los ndmerop del 0 al 50, inclueive, que pean los

cuadrados de ndmeros cardinales.

(a) Tudos los ndmeros cardilWes de dos cifras, encada uno

d2 los auales la cifra las unidadet es el;dige de 1a

elfra de Ias decenas.

.(d). 'logos los ndmeros cardinales del 0 -al 10, incluaive14.

que.sean ralces cuadradaWde ndmeros cardinales.

(e) Todas las ciudades en ios Estados Unidos de Am4rica cuya

pop1aci6n exceda de cinco millones.

Todol los ndmeros menores que 10 que sean.los Atuadrados

de Ameros cardinales.

Los cuadrados detodos-aquellos n eros que sean-menores

que '10.

&Es T un subconjiinto de S?

wo

(h) Todos los ndmeros cardinales neiore que 5 y al mismo

'tiempo mayores que 10.

tam

S.
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DadoS los- siguientes conjuntos: ...-
.1. ,'.

PI el conjunto de mimeros'cardinales mayores cipe.. 0 y. menores

clue .7.; - .

Qi el elnjunto de

fty eetc9./unto de

1*

mimeros naturales menores'Oe

nAmeros representados por los sltbolos en
14AsOcaras ,de.un idadb; 4

el con4unto (1, 21.3, 4, 5, 6).."

-(a) 'Hem upa lista de-losmentos de eada unocle los con-
juntos ,P, k

04- Describe el bbnjun&o S.

.(c) sando como base-las contestaciones.de (a) y lb), de-
.

- aide cantata descripciehes de un consju;Ito se plieden hacer,

Halla U, el conjun.to de todps 1.c) ndieras car&nales del ,1

41 lk inclusive. Luego halls TIel conunto; de los cuadradoS
de tets los elemeptos de J. Ahora halls V:, el conjunto de

todos Xps nximeros que pertenez.can'abos conjuntos, y T.

(4Incluistl al_ 2.:84.en el conjunto IP?. Pero m es un ele-
mentb de T, de mariepa que ng puede pertene er a ambos, U y
T.) .0"ertenece as U .todo ele'mento de. V? s tv % un.sub7
conjunpo'de. U? i.Es' V up subconjuntq de T? Es U'un*
vilbonjunto de T?

yo1v4mo.d al'problema 3; sea K. el conjunto de todos los,h
meros que Pertenecep bden a U, 4 T, o a los dos, U- y T.

'44

1

V

4

(4Incluistb al 2' en el-conjunto X? Has hecho lo correcto,
porque el 2 'pertenece a U, por lb tanto, pettspece a-uno
de los dbs qonjuntos, U o T. Los Tnimetos 1 y 4 per-
tenecen a ambos conjuntos, p: 'T, pero los incl4mos sOlo
una ve*z en fX.) LEs K un subconjunto de U? 4Es U un
subconlUnto de X? LEs T un subconjunto de K? 4Es ,U'

flun'sub,conjun ,de U?

*5. Oonsidera los uatra conjuntos:

A . 10)

.B = (04 1) ,
C.= (01 1, 2).

iCuintos stbconjuntds diferentes se pueden construir de los

eleMentos de cada%nOode etos cuatro conjuntos? LPodrlas

13
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decir, sin necesidad de escribirlos puintos-suboonjuntos hay

en el cpnj nto
I) . 10, lv 2, 3)?

1;Qud'reg a hasdescubierto para contestar la pregun

Up conjunto puede confener.cualquierntiMero (1,elemphtos.

.Leuintos elem6ntos hay en 'el conjunto de todoslos nlimeras in-

pares antre 0 y 100? jodrias 97ontar el ntimero de estos eltmentow
,

'4Neaesitas Critavlosjara determinar auintos hay?,

pliiiltos eleOntca hay en el caijunto 'de lp*nlimeros car,.

dinalet due sorimiltiplos'de -51 (Un matiplo de ,!,4es.un Atimero_

,CarAinal myltiplicado por 5.) &Puedes-co,ntar.el nximero exa9to de

'e1ement:4 en este conjUnto? .

.Considera un conjunto cuyos elementos se- puedan 'eontd, aun

cllando'el hacerlo reqUiera_una gran 'cantidad de tiempo y esfuerzo. ,

Un conjunto como 6ste es el conjunto de todos los seres viVientes

en un instante dado. pOr otra Piirte, hay conjuntot'cuybs.e.le,

M;ntos no te pueden contar, porque su nlimero no tiene fin.,

. .
Diremos que un conjunto es ftnito si se puede contar e

,

nlimera exacto de Susielement4os, o si dichosconjuntd es el c n,

jUnto nuIo; Ile otro'modo, lo lIamaremos un cpnjunto infinito.

DedimoS que up conjunto infinito contiene un nlimero'infinito de

eleMentos.

,k
Algunas,veces un -conjunto finl.to Puede contenr,tantos ele,

. . ,
.

mentos que es preferible.abreviar la lista que se-haga de ellos.

Por ejemplo, pe puede 9scribit el ponjunto .IE de todos los ntimpros*
-..v. ,

'

4

pares entre 2 y .50 oomo

E . (4, 6, 8, 48).

s
dailijUnto de probIemas 1-lb

4Cuintos eIementos hay en gada uno,de los tiguientes conjuntos?

a) El conjunto de todos los. niimeros cardinales del 10 'al

27,

(b) El conjUnto de todos los mimeros impares entre 0 y 50.

(c) El conjunto de todos loErmilltiplos, de 3. 4.

(d) El conjunto de tados los matiplos de 3 entre 0 y 99,

inclusive. .

40'
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4

l'e) El conjunto de todos los Mclot''de enth,e 10

100000 inausivi.

.Clasifical coeo finit6 o infinit4oada.uno de los siguientesi
cOnjuntos:

.(a) ,Todos los'ntimeros naturales.

(b)..Todos los cuadrados de los ntimeros naturales.

,(c) Todos los iciudadanos.de los'Estados Unidos de Am4rica.
(d) Todos los ntimeros.naturales menores que un))1116n.

(i) Todos los,ntimeitos naturales mayores,Tle un billOn.

Dadot aos conjuntds S = (0, 61.7; 9) .y T.= (01 2, 4,
.8, to). - .*
(a) Halla X, el fonjunto de tockos los ntimeros que p6rteneu.

cen a ambas- S y T. &Es ,K un subc6njunto de S?

&De T? &Son SI T, y X finitOs?
_

(b) Halla 'M, el conjunto de-todos aquellos nilmeros que perteni-

cen gen a SI a T, o a los dos. (Un mismo n,inero no

se incluye más de una vez en un conjunto.) Es N un
subconjunto de S? &Es "T un subconjunto de M. LEs

X finito?
(c ) Halla R, .el subconjunto'de MI que contenga todos los .

n4meros, tmpares que hair en M. '&De cu4les otros d4

niabstros conjuntot es 6ste un subconjunto? 1
(d) Halla A; el subconjlinto'de R, que:contenga todos los

miembros de M true sean matiplos de 'IA. &flas encon-
-.

trado qiae\ A no tiene elementosl 06mo llamamos a este
conjunto? 1

(e) &Son los conjuntos 'A y X el mismo conjunto? Siino,
&en qu4 difieren?

(f) Baseindote en tus expeidencias con los problemas anteriores

&podrlas llegar a 14 conclusi6n de que los.subcoijuntos
de conjuntos finitos son tambi4n,finitos?

Usando como referencia 14 'definiciOn de matiplo de' 6" quS
dimos anteriormente, define un ntimero cardinal par en t4rminbs
de miltiplos. .LEs, 0 un ntimero par?



1-2. _La rectanumdrica

a

.77-
1-2

.Al estudiar la ariimetica0, empezaste a user los mim eros pare

contar;,m4s.tarde lbs*considerabte coma simbolod, aparte de su uso

0

'pare contar. Trab.a.raste tambidn con'puntos en escalas o lineas,

como por ejemplo eh una regla o en pn term6metro. Suponte que

ahora asoaiemos ntimeros contpuntos.en u4a recta.

Primero, *Pazamos una recta considerandola como un conjunto

de puntos. Ougntos puntosl .Clertamente, hey'unntimero infinito

'de ellos. Vemps a aSociar algunes4e.estos puntos con ntimerosr en

la sigtiente fórma: a

Escoge dos puntop distintos en una linea y marca el punto de

la iziAerda con el simbolo 0 y el de la derecha con' 1.

/0

Usando el.intervalo entre estos dos puntos como'unidad de

medida, y empezando ertel punto que asociaste Con el I, localize

puntos en la recta, a intervalos iguales y bacia la derecha. Sabe-
.

mos queeste proceso no tiene fin, aun cuando no podemos contifluerlo

mds allddel margen dereaho de este, pigina'.

1

Marca ahora es.eop.puntos, de izquierda a dereche4 asignindole

.8 cada nuevo punto el ntimero cardinal que sigue al del punto

antezior. Lpblinea se vera asi:

Observe que cede amero cardinal ye seguid3 a su derecha por

,

su sucesor. Ouil es el -sUcesor de- 105? 4De 100000005? Se2ea-
i-

aioea un ntimero natural tin,grande como puedas imaginer-ee. LTendri

este ntimero un suCesor? Formula -Lane regla para hallar el sucesor

de un ntimerc natural. 01914 implicecienes cenlleve esto? Uria es

'que,' como todo ntimero'natural tiene un sucesor,: no puede' haber uno

qué sea el mayor .de todos ellos; por lo tanto, el conjunto de los .

16



nlimeros naturalestes.infinito.

,Cerciorémonos de que.entendemos que tOdo nlimero 'cardinal esti

ahora'asociadocon'un punto de-).a recta,ilimitadi i que todo4unto
. hasta shoralocali;ado en-e6a recta'eSt'i asociado con Uri ntimero

pardinal. Esta correSpondencia entre 'conjunt6s de nUmeros y 'con-
, . . .

juntos de puntos en una recta esuna ilea que*usaremos-miadhas
. _

-veces durante el curso.
. .

. ..
.

En,la recta dondefmarcamos.puntqs con nUmeros cardinales
,

ipodemos seguirmarcando otros lountos dividiendo los intervalos
,

.1

n mitades.tercios, cuartos, etc. parOWtlelmer-

V..

etc.

0
2
4 4

1

4'. 4 4
7
4

.

2
8
4

9
4

10
4

11

4
12
4

13
4

1.1

4

' etc.

dondese puede ver un conjunto'interminable de rectas!divididas

en intervalos, a su vez subdivididos subesivamènte eh más y mis
parteg.

Coloquemos todas estas subdivisiones en una misma recta.

Los puntosasi deterMinados corresponden algunos de los ele-
,

mentos del conjunto de niimeros que llamamos mimerios racional_ps.



2
4

I
4

114
4 4

4
7

6 7 15- 2 10 11 la 13 14
4 4 71 4 7 z 4- 7(

. Mc.
. )r , '. , A

1 .)

A uha recta 'en la cual marcamos, como-acatailos de hacer Puntos

con nlimeros, la llamaremos 'recta numérida., 4finimero ,sociado con.

'un punto'le llamaremos la coordenada del plinto.

Vamos a'repasár ahora Io que entendethos por una."fracciA"

Observemos blue la'coordenada del punto que corresponde al 2, en

ia recta numérica, iene nambres diferentes:

4 6 8
2., 5, 7,

Cada unO'de estos sIthbolps es'una fraccicin y cada Vhd es un nom-

)re AistintO papa el in mmo rnimero 2. El nlImero que llamamos

",4H puede ser repres ntada-tambi4n por medio de fracciones:

0-etc Tambi4n podemop Apresenta el ntimero'que

3, -6
'Mmamos ".6" por.medio de:

1
etc. ErCgeneral entenL

. 54 10b 15
.'dererlbs por una fracci6n un pfmbolo que indica el-cociente de dos -

ndmeros.

Llamamos, nUmbero racionpl a un Imero que se puede representar

Dar mediq de una fracci6n que indique el cacienti'de dos mimeros
,

ral01
cardinales, excluy4hdo la'divisi6n por O. Asf, 2, 4, .6;

son ejempIos de nlimeros racionales. '1014s1tarde estudiaremos 2115-
)

meros racionales que coriTsponden,a puntos a la izquierda del 0

en la recta num4rica. Veremos también que no todas las fracciones ,v

representan nUmeros racionalet; pero, pbr def1n1ci6n todo nlimero

racional 'se. puede representar por una fracci6n. Representa los

sigtientes numeros racionaIes por medio de fracciones: 7,

3 5, 0.%

37



_4416, Ips dete4les importantes que debes x4cordar son los 1.$11.1diantes%

11,
(t) /In niimero raciOnal se pede-representer p una fracc16n:

(1Debe ester siempre reOeSentedO poriuna raccicSn'?)

( ) El conlunto de-los mimeros.cardinales es un.subcorijunto

del conjunto de los nilmeros recioneies; esto todos
s .

loS nlimeros cardinzdes son nlimero'epacioneles. '(iSon
e

niimeros cardl.nales todos los -nl'imeros_recionales?)

-(3) Hay muchos nombres.posibles Tara Itn mismo ntimero.

(.11.) ',Tenemos un-procedimiento pare ).ocalizar 'en 4,recta

num4rica.el puntq correspondiente e-zuelquier ntimero
.

A

racional-dado; esto es.,- a
,

cada elemehto del-conjunt6 de

niimeroS racloneies le correspontle un punto en la recta,

"inum4rIca.
-Penseras que en'el proceso de asigner,nximeros a puntos,.se

- agotarin los puntos: LE,starzmosfeeguros-que entre dos puntos4'
. *'cualesquiefia, sea cual fuere sulproximidad, hey otroAqunto?- ...

* .

Podemos contester este pregunte pera puntos que correspondsn a

ntiMerds raciona.245 de la siguiente format. Escoge dqs dk estOs

puntos, *m.ejemplo, los puntos cuyas coordenadas seen ,5 'y ly. '
. . L. 11

_7_ 1 . a 3' 4- 8 'te l's

.Sabemos que 5 tiene los nombres:. .6, 5, -71-2r, -2.47, e ., y r tiene

. 2 3 4 4. 6 12'los nombres: 47, 1144 , 11.r, .271.1 etc. Enionces un niimero entre.
1 1 8 12-

. .

,y. es un nlimero entre, 2-4- y .274.. .Se puede escoger como uno ,
s

sde estos nUmeros a /7 41-41N

lo ..
.

I- lilts
.0. a,
4

etc.
VV.

10 11Asi, los puntos cuyas coordenadas son .2-47, .27 estAn.entre's.
-1 1-los puntos con coordenadas 75 Y Tr. I/

A Este procedimiento de localizar un punto entre dos puntos
,

baTaando un nlimero entre dos ndMeros se puede never a cabo con

a
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dos puntot Cualesquipra no importando su proximidad.. ,Es'eo nos
.

Aluestra:; no solamente que hay un elan nlimero.depuntos entre dos

puntos cualesquiera, sino que el nlimero de- ellos es infinitcti:*

Alora estamos.se6ros de que-todo niimero racional dorresiponde

a un ptfrito en-la reCta num6rica.' Orees lue cada punto en la recta

,nuhAri,ca (a la dere.cha 4el cero) dorresponde a un'nlimere racional?

En otras palabras, orees'que podemos marcar cads; punto a la dere-
\

cha del 0 'con un pimero radinall

tarde demostraremos esta aseyeracien,'y pro,nto asociiefilbs

-'Laucontestaci8n a esta pregunta, aunque"te asoMbre, es

niimerps,con puntoa:a ia izquierda del 0. Mieptras tanto, vamps*al

s4oner clue todo.pulAp a la deredha del 0 ;t.i'ene una coordenada

.numérica,' aun cuando' algunos de estps nlimeros-ilo,sean racionales'

Resun4nd lat aseveraciones anteriores:, Existe un:rnSmerp

.infinitot'd puntos'en,la recta numérica. Hay tambi4 unAtimero

.inflnito de puntos cuyaS coordenkOas son nIlmeros raeionaaes. Por

cierto, hay un nilmer6 infinit, de puntos entre eada par de puntps

en-la recta nuMérica. 'Aunque-sdio hayamos visto estó para puntos

cpn coordaladas racionales, ello es cierto también,Para todeS 10$

puntos.

Et los capItulos 1 al '4 nos,eocuparemos del conjunto de nil- -

merow.que consiste en, 0 1r todos los niimeroe gorrespondientes. a
at

puntoS a la_derecha del 0. Cuando en estos caPitulos hablamos de

"miteres" de la aritmética nos referiremos a niimeros de adiccen-

junto.

Con junto de problemas 1 -261-
3 9

LCUantos ntimeros hay entre 2 y 31? 4Entre
75Z5.

Escribe des niimeros que se encuentren,entre 2 y ;. entre

551-6 qtr°
2

2. En Ia recta numérica, indica por medio de maicas obscuraa

aquellos puntos cuyas coordenadas son:

(a)s 1 3-.1-.4
9 11 i3

.2.) -2., -2-, -2--

I.

(b)/ NUmeros racionales representados por fracciones con. 5
1 20

como denominador, empezAndo con ,-,-, hasta llegar a
5

20



0

:(e) 0, 0.5; 0.7, 1.1, 1.5, 1:8, 2, 2.7, 3.5, 4, 4.1.

(d) Outilea.deaos s#bolos que,Apareeen en (a) y (e) no

son fraccipnes? &Niles deA.os slmbolos en (a)4'. (e)

.representan ndmeros raeionales?

En el problema 20)) la eoordenada del punto asobiado eon 39-
5

podria te4r otro nombre; a saber0.el nombre habitual:de tin

ndmero natural. Ouil seria iste? aue'des eseribir otros

&uatro nombres del oimero que Airlfan come coordenada de este

pUrito1-

4. tscribe seis nombres paint 1A-coordenida del piulto asociado
eon 4. .),

5.
#

VemRs queen la recta numirica algunps puntos estin a'la

.derecha de otrop; alguhos a la Azquierda de otros, y algunos
entre, otros.- &Uncle esi localizado -el punto euya eoordenada

es- 3.5 en relaci6n al.punto9.uya .00rdenada es 2 Culla )
es el mayor de 3:5 y 2?. 6D6nde esti localizado el punto-

avya coordenada.es 1.5 con relaci6n al punto cuya'coordenada

es 21 Ouil is el mayor de 1.5 y 2?
224Entre quedoentimeroseardinales eonsecutivos se halla

:47?- mayor que .3.1? 4Esti el punto euya coordenada es 2t2

loealizado a la izquierda del punto buya coord4nadaes 3.2?
-22i...Entre qui dos ndmeros, expresados en dicimas., esti
7

1,Quepuedes decir acerea de un eonjunto S 'de ndmeros car-

*.dinales 'clue tenga las'siguientes dos carheteristieas?

())* 2 es.un elemento' de 'S
*

(2) el sueesor de cualquier ndmero que pertenezea a S taxn-

bi4n perteneae a S.

Ifolvamos.a la idea de un: eonjunto de ndmeros y,representemos
un ponjunio en l& recta numirica. Por ejemplo, cada elemento Ael

conjunto

A = 11, 2 3$ 5)
es un ndmero Asociado con un puntb en la re0p. numdriea. A este

9

conjunto de puntos asociados le llamamoi la gráfica del conjunto A.Alt

2,1
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A

Indicamos los puntos de la grifica con mamas bieA obscuras:

0 .1 2 1% 4- 5.

Ass, la grifica de un conjunto de nUmeros es el conjunto de,puntos

en la recta numerics: cuyas coorden&das correigondqn'a aos ntimeros

,del conjunto, y 8610 esos puntos.

Observemos de paso qui las grdficas del conjuntoi ae los-

/Illmeros naturales y del conjunto y de los ntimeros cardinaled son:

4.
4 a

Eh estos diagrams vemos inmediatamente qtlie

de W.

f

7

etc.

es un subbonjunto

.
A continuaci6n aparece la grdfica del cpjunto de los ntimeros

1

cardinales 4res 8.81 comb la del conjunto de los ndmeros cardinales

impares:

PARES

IMPARES

4.

3 4 15 6
etc.

etc.
3 4. 5 6 7

pm:Junto de problems. 1-2b

Dados los conjuntos S.. (0, 3, 4, 7) 'y T (17, 2, 4, 61 8, 10).

(a) Halls. K, el conjunto Ade todos los ntimeros pertenecientes

a ambos S y T; y M1 el conjunto de todos aquellos

ntimeros que pertenezcan a S1.a T, o a los dos. .

(b) Traza buatro rectas num4ritas idénticas, una Aebajo.de la

otra. En' rec:tas consecutivas indica las grdficakde'los

conjuntos SI T, r y M.

22
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(c) Oes'alen procedimierIto que te permita obtener las

grificas de it y M' de las gráficas de S y 'T?

Considera los.conjuntos A = 10e' 5, 7, 9) y B = (1, 81 10

(a) Traza dos recths numtiricas idAnticas, una debajo de la

otra, e indica en 4laa las grificas de A y B.

(b)' Si 0 es el conjunto de los nimero que pert'enecen a

ambos A y Eq-Lqud imfieres sobre el cohjvnto C, al

éstudibli las,graficas de A 1 sl? LC6mo se llama este '

9onjunto? -

Todo conjunto finitcCtiene la propitdad de poder ser apareado

en forma biunivopa con.un conjunto finito de ntimeros naturales.

Por ejemp3o1 el.dbnjunto de todas lab letras del alfabe4

inglds atede ser apareado en fórma biunlvoca con el conjunto

de los prim'erCa 26 Illittieros naturales.'

1 2, 4, 044,

as b, CP 421 Z

Un conjunto infinito, sin eftargo, no pede ser apareado en

forma biunivoca con un conjunto finAo. -Pero si tiene la

8orpreriilente4propiedad de poder ser apareado-en forma#bi-
.

univoca con'los elementoa de alglin subconjunto propiolde sf

mismo. (Un subconjunto propio.de un conjunto es'uno que no

cbntiene todos los eleméntos del conjunto.) LC6mo se puede
.

aparear en forma bipilivóca, el conjunto de los ntimeios car.L

anales (que es infirdto)scon el conjunto de todos los mtilti-

plos de '3 4Squetes un subconjunto propio del primero)?

1-3. Suma multiplicaci6n en la recta numérica

Hemosvisto c6mo se pueden representar conjuntos de ntimeros .

en uha 'recta numérica.: Vamos ahora a usar la recta 11.Umérica para
Oa

p.A;trepresentar la suma y la multiplicaci6n de nUmeros.

'Pecordemos primero*.que

5 + 3
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es un simbolo para un ntimero que se obtiene suniindole 3 a 5. -

Esto se puede Itterpretar como moverse en. la recta num6rica desde

0 hasta 5 y desde este punto moverse tres unldades hap.a la

derecha; localizando asi el puntp cuya coordenadi, es 5'4-

1

1

0 I 2 3

(+ 3

4 5,4, 6 7 8 9IO
Tomemos otro sjemplo: vamos a hal ar

'

3 1- 5

en la recta numérica. Nos Movemlos desde 0 hasta 3 y luego 5

unidades mEishaela. la derecha, localizaxido asi el punto cuya coor-
.

denada es, 3 +,5.

345

0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Como podevos ver en los diagramas, estos dos proceddmientos para

sumar son diferentes; aun cuando terminail en el mismo punto. 4Esto
t

es, °5 + 3" y "3 -12 5" scm slmbolos distintos para el mismo ntimero

8.

Tal vez.nos preguntemos st la Suma' es siempre posibe en la

recta numdrica. ,4Seili la suma de do6 ndmeros 'racionales 'uales-

quiera en Ia recta hum4rica un ndmerd raeional? Te sugej1Tnos que
t.

pi,enses sobre esto 6uidadosamente. .

4

El-broceclimiento para muitiplioar dos ndmeros natursaes en

la rectenum4riea es parecido al 'que usamos para sumar recor-
.A

damps que, per ejemplo,

3 x 2

es un simbolo para iiepresentar el ndmero que se obtiene ai tomar

e3 2 tres veces. comp .sumando. En la recta huM4riea se interpreta

esto tomando el segmento entre 0 y . 2 como 'unidad de medida y

moviOndose hacia la derecha del 0 una distancia igual a"tres veces

dicho segmento. Asi iocalizamos el .punto cuya coordenada:es '3 x 2.



3X2
2 C 2 011-7- 2 -el

Consideremos otro ejemplo:

# - 2 x 3 4
%.

es un siMbolo para el ntimero que se obtiene al timar 3 dos veces

-como sumanAo. En la.recta nui4ri4a tbmamos el segmente entre .0. 1

Y 3 como unidadde nedida 7 nos movemos hacia la derecha del CI

una distancia igual a dots veces dicho !egmento. El punto t4iminal

tiene la coordenada' 2 x 3.
. I

Como podemos ver en los diagramas, estas dos multiplicaciones en

'la reAa.numdriea son diitintas, pero en, ambos casos se termina

en el mismo punto.

Conjunto deltprqblemas

Efectlia las siguientei operaciones en la recta numiikoa:

(a.) 4 + 6
(b) 4

(c) 0 o.8

1g. Describe un procedimiento para restar niimerOs en la recta

num4rica. Apnea dicho procedimiento a

(a) 6,- 2 . (b) 7 *(c) Iva.- 2.
5 .

EN:demos representar la multiplicaci& de ntimeros radionales

en la recta num4rica de la siguiente manera: Considera

nx que es un simbolo que represents dos tercios de2
3 ,

En la recta num4ri'ca se divide el segmelito entre 0 y en

Nt
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tres partes Iguale's y se localiza el punt6 que corresponde al
-

extrema derecho de s'egunda parte.

.. .4

.2
. .1

. . :Efeettia laitsiguientes .operaclones en la.recta numél-ica:
.

(*) '1 ;, 4 .

,*(,) 4&ex imp*ar lasuita .-cle'aos mim9ros rpare -cusiesquiera.2
*Da uri elemplo.

(-1;). i:x,

(b) 4SeráImpar el producto 'de .4os ntirrierbs imparts cUalea-

,,, quiera? -'Da un e:jemPlo.
5. Consi'depa el conjato iT = [ 10 .2, 31 4). Si seXecolonamos

cu'a]ikuier elemento de -este cOnjunto y le sumamos cualquie
srp elemento del conjUnto (incluyendo el sumarlo conEd.g.

44;
ml.smo), 4cual es el conjunto S e todas las posibles sums.?
4Ep S un subconjunto de' T? .

,
.

Considera el .conjufito Q = (00 ). Paige cualquier elemento
d'e Q y multiplicalo por cualquier elemento de Q, inclugendo
a. 41. mism9; &Cuil es el Ionjunto P de todos;. los 'posibles-
productos? .4Es P un subconjukto de Q?

Considera conjunto Q = [1, 31 51, 70 9, ). Como 'en el '

-*caso, del problema 6, haz una lista de to_dos los productos que
se obtienen al- multipli'aar-cualquier elemento de Q. por cual-
vier elemento de- Q. ,Obtendris en esta forma el conjunto
P = 1, 3, 5, '7.& 9, ...), cual es un-§ubconjunto de' Q.. ,t

Eata.propiedad de los ritimeros imparw se describe d±ciendo que
el conj.unto Q es "cerrado respect° de laNfitip1icaci.6e.
En general si se efecttla cierta operaci6n con todos. los par

elementos de un conjunto dado K y,,obtenejnos comp resul ado

un -conjunto P que sea un subconjunto de K: entolaces decimos
que 'it es cerrado respecto de dicha operaci6n.
(a) '/Es ei 'conjunto Q cerrado respecto. de sla suma? vt

(b)- LEs el conjunto 4e, los nlirneros pares cerrado respecto de



T
la Bump..? 'a,respecto de la operacitin. de ballar la media.

aritmética?

(c) as el conjunto--de, los ndmeros,cardinales*cerrado re4;
w

pqcto de aaisuma? a'respecto de:la multiplidici6n?

(d), 1ES el, comjunto dep-los ntimeros racionales cerisd8'res-
.

-_-pecto dela.sum&? la respecto de la multipiiaci6n?'*'

(a) ,Describilun Conjunto-que sea cerrado respecto *de la

,operacián,'"dos veces 0.producto".

(b) Describe un conjunpa que sea cerrado,respecto de ia

operaci6n "dos veces el producto mAs.uno".-

Resume las ideas importantes de este capitulo.'

VI
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NUMERALES X ITARIABLE.

2-1. NUmera/es z frases numéricas
,

Gran parte de tu vida,la has pasado aeyendo,, escribiendo,

hablando,de, y trabajando con nximeros. Has usada también muchos

nombres.distintos'para un mismo nUmero. Algunos nilmeros tienen

und.o ms nombres:corrientes queson usidos con meta freauencia al

referirnos a "ellos. Asil'el nambre eorriente'.,para el ntimero cinco

es "5" y'el,de una gruesa es "144". 'Los nombrescorrientes del

nlitheroiraaional. uA Medioi -son "II y Un problema de ari,
4

mAtica puede aonsiderarse cmo el problema.de hallar un nombre

corriente pa.raup7nlimei,o qut.estd. expresado de algunasot* forma.

Por ejemplo, en la.arftm4tica encantramos que 17 por 23 es-el

nUmero ,39i.

Los nombres de los nilmeros,'en contraste con los ntimeros.mis-
,

mosse llaman numerales.' Por ejemplol.dos numerilles que repte-

sentan el' mismo ntimero son: la suma'indieadal "4 + 2" y el pro-

ducto indicado, "2 t 3", El nximero representado en cada,caso es

6 -y decimps que "el:IT:mem 4 + 2 es 6", "al nAmero .2 x 3 es

6", ique "el nlimero .4 4. 2 es el mismo que el niimero x 3

Estwaseveracionesstpueden abreViarse asl: "4 + 2 . 6", x 3 .

y"4.7t: 2 ..2 x ,ra uso due aqui damos al-signo de i

.dad ilustra su uso general con numerales: ljngigno de igualdad

entre dos nUmeralep indica 'Tie tales numerales representan el-

mismo ntimero.
A

Algunas veces, necesitaremos encerrar un numeral entre paren-

tasis,para-hacer claro que.se trata realmente de un numeral. Por

consiguiente,'conviene considerar el'Simbolo obtenidO al encerrar

-entre .paréntesis el numeral que representa un_ ntimero dado como .

:otro humeral para el mismo ndmero. Asf,,"(4 + 2)' es otro numeral.

para 6 y. podriamos escribir "(4. + 2) . 6". Para abreviar,fre-
,

cuentemente se sust4tuye el simbolo "X" de ra.multiplicaci6n por.

un punto., ".".' Por,7lo tanto V2 x 3" se puede escribir comp "2 .'3".

Para abreviar tambi4n, acordamos que pa colocar dos numerales, uno

al lado del otro indicamos un producto. Por ejemplo, "2(7 - 4)"

Mb
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se interpreea lo mismo que 2 x (7 - 4)". Observa, sin embargo,

que "23" es el nombre eorriente ya estableeido para el ndmero

veintitrés y no puedeentenderse como el product° indieado "2 x 3".
l 1;

,Otra excoci6n,seria "2.T
u 1que quiere deeir."2 +.4- y no "2 x .

Sin 6m6argo, podemos escribir "2(3)" 6 ".(2)(3)", en vez de "2. x.3".
/1 A

Igualm?nte podemos sustituir' "2' x
in por,"2 4.

16 '2k4-) n

Considera la expresi6n "2 x 3.+ 7". 4Es 4sa,un numeral?

yal vez estés de acuerdo con qUe loj4es puesto que 2-x 5 . 6 y

Vor lo tanO
2 x 3 + 7 6 + 7 = 13.

Por otro lads?, otra persona podria penaar que,,como 3 + '7 = 10,

2.x 3 + 7 .2 x 10 . 20.

Vamos a'examinar esta exPresi6n con m411 auidado. i:b6mo la leemos?

/.QuI3 nUmerales codprende? Obviamente, "2", "3" y "7" son nume-

'rales pero, podemos decir de !t2 x 3" y "3 + 7"?. 'Es eierto

'que "2 x 3", como un producto indicado, y "3 + 7", como una sums

indicada, son numerales. Sin embargo, en la expresi6n "2 x 3 + 7",'

si "2 x 3" eg un produeto indicado, entonees "3 + 7" no puede .set

una suma indlcada; o, si "3 + 7" es una =ma indicada, ento9pes

"2 x 3" no puede spr vn,ptoducto indicado. Por lo tanto, a falta

de informacitin adicional para decidir entre estas alternativas.,

decimos que ta expresi6n "2 x 3.+ 7" np es realmenteun numeral,

ya que no representa un ndmero definido. Otra expresi6n en la

que aurge el mismo problema es '110 - 5 x 2'1.. Para evitar.con-

'fusi6n en expresiones de esta clase, convendremaa en que cuando'

noae indique otra cosa, se efeetda primero la operaci6n de mul-

tiplicaci6n luega las de suma resta. En oatras palabras:

"?.x 3 + 7" se leeri tamando a'? x. 3" cdmo un prociucto indloado,

de manera que: 2 x 3 + 7 13. Igualmente, "10 - 5 >t 2" pe leeri

*4tomando a, "5 k a" como un producto indicado, de modo'que

10 - 5'A 2 .' 0.
\

Los par4ntesis tambi4n pueden latilizarse para indicar c6mol

deseamos que se lea una expresi6n. Tendremos solamente que en-
,

cerrar en par6ntesis aquellas partes de la expresidn que Oben

,tomarse como un numeral.' Asf, en el caso.de "2 x 3 + 7°, pode-

mos escribir "(2 x 3) + 7" si queremos que "2x 3" sea un numeral

'y "2 x (3 + 7)" si queremos que "3' + sea un numeral. En otras

29
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pilabras, se efectdan primero las operaciones indicadas dentro

par6ntsis. .DeberiS'haceruso ole".par6qesis ouantas veces

sea necesario, para pvitar toda duda en cuanto a c6mo se debe leer

una.expresi6n.

Er siguiente ejemplo ilustra otro citsso en el cual es nece-
,

sario 111bgar a un acuerdo sobre c6mo se'debe leer una expresia:

ti

Se sobrentiende que las expresiones oolcioa4aa sobre y debajo de

.1a raya de la fra oi6n deben tomarse oomo numerale;. Poor lo tanto

la expresi6n es un dociehte indicado de lo ndmeros 5(6 - 2) y
3

ti

Conjunto de problemas 2-la

Escribe otros seis numerales para el naimerO 8. Ouintos
numerales.hay para-el ntimero 8?

Comprueba si los numerales representan el mismo nlimero,en

baxia uno de los siguientes:

(a) + 4 x 5 y. 22 (e) 4 + kx 2 y

(b) (2 + 4) x 5 y .30 (f) (3 + 2) + 5 y

(e) 3 x 3 - 1 y 6 (g) 14 - 4 x 3 y

(d) 2 x 5 + 1 y (2 x 5) + 1 ) (4 +A) + ' y
3 5

Escribe un nombre ,corriente para cada numeral:

la) x 5 + 7 (g) 4(5 + 7 x 3)

.(b) 2(5 + 7) (h) 4(5) -I- 3-

+ 15) (a + 5)

(d) 2 4- 3(5 + 1)

( ) (8 = 3)6 + 4

(f) 4 + 15(2) + 5

(1) 5
6

(j) (7 2)(3 + 1)
15

(k) z547.5
6

1 4. 1(1)

-

(44 3) x'2

3 :I- (2 + 5)

2

4
3

).5

Expresiones tales como "4 + 2", 12 x 3", 62(3 + 7)" y

"(1 -4)(16 + 4) - 5" sonejemplos de frases num4r1cp.s. Cada una

de.ella. s es un numeral formado bor numerales más simples. 'Una

0
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frase marl= es un.numeral.dade,mediante una e4presiOn:que tom-

fprende otros numerales, asl como tambi4n signos de operaaiones.

Es necesario recalcar-que una frase num'arica,tiene que rePresen-.
.4

tar unladmero.; es.decir, tiene que ser un numeral. _Per lo tenth:

'Una expresi6n-carente de sengdo COMO lo es "(34) x,(2 +) .-"I no

es um frase: numrica. An lk,exesi6n "i x 3 .4- 7". no es- una

frase,numaricasi no tomamos en consideraci6n el Pacuerdo de hacer

la multiplicacifin antes lue la auma.

.Las frases pumaricAm se pueden combinar para,formar enun-

Ciados num6rIcos; esto .es, enunpiados COn:afirmaciones sobre

ndmeros. Por 0-emplo, -

2(3 + 7). (2 + 3)-(4+' 0)

es un enunciado que afirma que el-ndmero representado por

"2(3 + 7)" es S.mistno que el representado por_"(2 + 3)(4 +

'Se lee: "2(3 + 7) es igtiai a (2 + 3)(4 +.0)"; y facilmente

puedesyerificar que..aste es un enunciado cierto.

Considera el ?nunciado,

.(3 + 1)(5-- 2) .1 10 A

Este afirma qug el ndmero- + 1)(5-7 2) es 10. eTe preocUpa,.

esto? ,Tal vez te pregunta cómo'puede ser posible qUe el autor

haya coMetido tal'error de,arit'm4tica: pQrque cualqblera puede

ver que (3 + 1)(5. - 2) les 12 y 'no 10. Sin embargo:,

.21(3 1- 1)(5 - 2) = 10" sigue siendoun enunciado a pesar de ser

falso..

gl dato importante acerca de un enunciado bon numerales'es

que sea cierto o falso, pero no aMtas cosas. Gran parte del tra-

tajo. en algebra consiste en decidir pi son o'no .ciertos algunos

enunciados que conaenen numeralett.

Conjunto de problemas 2-lb

Letermina males de los.siguientes enunciados son Ciertos y

cuales son falsos:

(a) (3 + 7)4 = 3 + 7(4)

(by 4(5) + 4(8) . 4)3)

(c) 2(5 + 4) = 2(5) + 2(y)

(d) 23 5i,2) 36

(e) 7 9 - 7 + .

(f) 4 +,(4 3)+ - 3=

.,(g) 5(7 + 3) . 10(1? + '1)

1;(2)12



,(1) 3(8 +.2) =46 x
(,j)) 12..+ (*2 x 3) = 12(9)

Escribe. un nomiDre oorriente para cada numeral:

'(a) '8'+ 3(5 (9 - 5) (d) + 18

(b) 3 2(s) +.7 4 (e) 5(7 + 2)

'(c) (3)(5) + 2(e.- 3). (f) 0.6(2() + (3)" - J1. 4102 '2
Suponte que -estas explicando el uso de par4ntesis a un amigo

(a) 10 - 7 7.3 . 6

b 3 5 + 7 . 36

(c) 3 5 + 7 . 22
4

(d)' 3 5 - 4 .

(e) 3 .5 4 = 10

(j) 3 x 5 - x 4
.(k) 3 x 5 - 2 x 4 52

(1) 12 x -9 .

( ) x - 9 . 3

(n) 12 x x 9 -18

(f) x 5 + 2 x 4 . 23 (o)t 3 + 4 6 + 1 =49
(g) 3 >s 5 + 2 x 4 84 . (p) + 4 6.+1 ;31

(b) 3 x 5 + 2 x 4 =1'68 (4) 3 + 4 6 + 43
(1) 3 >1 5 - 2 x 4 36 (r) -3 + 4 + 1 . 28

2-2, Algunas propiedades de la sUma de 1a imil-t1p1icaci6n

Al final del capitulo 1, teacordaste de la suma y su repre-
:

sentaci6n en 1a. recta num4rioa. Vamos a considerar ahora algunas

'de las propiedades* de la suma. Primero, 'suma es una operación

*Propiedad en el sentido familiar de la palabral es algo que se
posee. Una propiedad de la suma ep algo que tiene la sump.; es
decir, una caracteristica cle la suma. Otro ejemplo.del uso de este
vocablo es, !Ila dulzura es una propiedad,.del amicarn-.

y su repre-
:

sentaci6n en 1a. recta num4rioa. Vamos a considerar ahora algunas

'de las propiedades* de la suma. Primero, 'suma es una operación

*Propiedad en el sentido familiar de la palabral es algo que se
posee. Una propiedad de la suma ep algo que tiene la sump.; es
decir, una caracteristica cle la suma. Otro ejemplo.del uso de este
vocablo es, !Ila dulzura es una propiedad,.del amicarn-.

32
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binarial en el sentido de'que sidmpre ae efectlia con,dos,nximeros.

:.Esto n9 parecer6 muy razonable de primera imtencidn ya-que fre-.

cuentemenie has sutado columnas largaside niimeros. Como un ex-'

pertmenta', trata de'auMar 7,13 :simUltineamente., No JM-

Porta cOmo,intentesbaberla, te verás oligada s escoger dos de

los niimei,osl aumarlos, y lue-go aftadir el tercera a esa suma.' Asil

,cuanda escribimos 7 + 8 + 3, queremos dear rearmente' (7 + 8) + 3

6 7 + (8 + 3). 1.1Samos el pardnteSls aqui, comp en aasos ante-

riares, 'paraseftalar ciertoa grupos,de 4merbsaon los auales se

ha ,de trabajar primero. Asi, (7.+ 8)-+ 3 impliaa que primero

sumamos 7 y 8, y lue'go aftadimos' 3 a esta mama,' de mapera,que-
.

,pensamps en "15 + ,3". De igual modoi 7,+ (8 +43) .implica-gue

Immos a aftadirle as 7 la suma de ,8 y 3, abtehlendo asi 7 -h 11.

Observemos shora que 154+:3 = 18 y que 7 . 18. ':liemos en-
.

contrado4'pues, que

(7 +28)4 3= 7 * (8 3)'

,es un enunciado cierto.

Comprueba,si el siguiente enunciad60

(5 + 4-= (.4.4.)

es o no cierto.

.Haz la miamo con

(1.2 + 1.8) + 2. .2 + ( + 2.6)

y con

(4. + + + (4- + ,;).

Es evidente que estos enunctadas siguen'una ley comin y que

todqs resultan ser ciertos. Llegamo a la conclusi6n de que todoi

enunciado que sigue eata ley'es cierto. Esta es,uha propiedad

de la suma de n15meroi; esperamos que trates de:formularla't15

miamo. Compara, tu formulación con lo siguiente: Si-ahades un

§egundo ntimero a un primr.nlimero, y a esta suma le aAades un

tercer nximerct; el resultado será el mismo que si aftades el

segunAo nximero al tercero yluego aftades esta suma al primer

. nlimero. ,
..

0 .

,
Esta propiedad de la suma sePllama la propiedad.asociativa

de la auma. Es ésta una de las propiedades fundamentales del

sistema numérico y una de cual dePende toda la matemktica.' Mei-
,I.

I.
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dehtalmente, con frecuencialsirve para economizar trabajo al sumar.

.Esto lo vemosen'el'segundo ejemplo ariteriort 44-k es otro
3 1

nombre pare '2, de.manera qUe "5 + 74a" resulta sep una suma
3 i

.
ags sencilla,que "b -4- -E) + m .En el tercer ejemplo, tenemos4100.

1.2 + 1,8 = 3;.partiendo de'eito, 01.41 de ias.expresiones,

"(1.2 + 2.6" y "1.2 + (1.8 + 2.6)", hartamásfácilla suma'

finali
41*.

Examinemos el cuarto ejemplo.' Iiinguna de las expresiones
1' t 42

k + 2)". contiene una primera suma tan f.4.cilIt( 1 1 , H ni 1 .1

'5 v, 7-7 J 3 7 3'
de efectuay,que.vpos:timplifiqUe el trabhjo de la segunda sUma. Si

pudidramos primero sumar 2 1- la suma seria 1, y es Oen7 3t
aftatlir', 2. a 1. Lo que'nas agradaria, entoncea, ep tomer la.

lorimera sum indicada en la expresidn'AC; + + .r2e y_escribirla

aomO ' + pare que "1" quede inmedfatamentean;es que "2". '

2 . 3
Para el o, necesitamos sallbr que

1

4

es un enunciado ciertO.

Aunque esto lo poOemos comprobarmuy bien por aritmetica,

'val,ppea considerar otr6s ejemplos mis sencilIos. el siguiente

enunciado cierto?- /D

rs, 12"

3 = 5 4- 3

1%1 vez pienses: "Si yo me gano 43 hoy y maftapa 45, tendr4 lo

tismo'que ganándome 45, hoy y 43 Maaana". TaI vez Juan plense:

"Camtnando 34mil1as antes del almuerzo y 5 mulles después,del

almuerzo se recorre la misma diStancia que 'aminando 5-millas

antet,del-alquerzo y- 3 millas despu4&

ahora la'recta numdriva.
,
capftulo 1 acerca de poverse desde 0

del aimuerzo".

1,Qué hailamos en el

haste 5 y luego moverse

tresunidades más hacia la derecha, y c6mo se comparaba esto con

.;Midverse..Alesde 0 haste. 3'.4.luega moverse 5 unidades m4s hacia.

ia derecha2 011Pd'noSId1ce-e6to acerca de 5 -1-'3 Y4. 3 +,5? Usa

eSte mismo procedimiento pare decidir si los siguienies enunciados

son ciert6s:

0 6 . 6 0,

2.

3 4



, ,

Probablemente conpces *hien esta propiedad de la suma. Se

amaqap.opiedaqcotiautativa de A sums.. Trata de formularla

miemoy compara,10*que obe.1).gas con lo,siguiente: .La suMs. de

'do's ntimeikos es'la misma no impOrta 'en qué, orden se sumen.

'La propiedad asociatiya de ia suma nowdice que, seglin sea

nu4stro'deseo podemos o no usar pitrtintesis como simbolos de'

agrupacian en una suma'indicada. -.La propiedad conmutatival a su

vezl 4os dice qute'las sumass que lo son siempre de dos ndmeros

'Ian tiemRol pueden.hacerse en cualquier orden.' Por,ejemplo si

consideramos

32 + 16 + 18 + 4,

la propiedad-asopiativa'nos dice nne no es necesario el,uso de
. nr..

'paréntesis para agrupar los sumandod en-esta sumalndicadas por.=

.que no importa laforma en que los agrupemd4 el'resultado no

:Var.la. Podemos, si.nos place, slimar. 16 y 32, despuds aftadir.

A8 a esa suMa'y finalmente aftadirre 4 a. esta atimassuma: la
r

.propipdad conmutativa nos dice .que podemos esqog cualier otrov
orden. Cuandp efectuam6s la operapidn mentalmente' es más ficil.

edeoger pares.de sumandos cuyas sumas Bean matiplos de, 10 y e

.considerarlo primer& Podemos ptnsar en "32 4. 16 + i8 +.4" oomo

vdi.fuera "(32 + 18) + (16 + 4)"0.en donde las sumhs indioadasiDos .

...dIcen que primero summos 32 i 18 (qpe da.una suma.fioll, 50),

-luego 16 7 40 y finalmente las dos sumas parciales 50 y 20.

.Primero hietimos uso mentalmente de la propiedad conmutativa para

-alterar el orden de los sumandos 16 . y 18 en la suma indicada

-.Original..

Conjunto de problemas.2-2a

Considera varias maneras de efectuar mentalmente los siguientes

cdmputos y halla si la hali) la que paxezca mats sancilla, pes-

pués-efecifia dekla manera mis sencilla las sumas indicadaS.

(a).-6 + (8 4. 4)

(b)

8.8

14

(d)

3 5

'(e) 21 + 4 e 71
5 5

1 , 6
(f) (23+ 1)

5.

(g) ,(1.8 + 2.1) + (1.6 + .91 +

(h) ,(8 7) + 4 + (3 + 6)

.

%.4
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. teUe la punta del hocico deiin rat6n hasta la parte posteriOr

de au oabeza 114Y, 3? milimetros; desde la parte posteridr de su

oabeza hastael arranque-de su cola hay711,:milimetros; desde

el arranque de su'oola hasta el extremo de esta hay 76 milk-
. v

itatroa 4Cuil,es el laigo del rat6n desde la punta de su

hocico hastaael extremo,de su, cola?' aendre el misMo largo .

desde el extremo de 'su cola hasta la punta de su h?)bico? &'Por

que areas que hemos ineluido aqUI este ejercicio?

Examinaremos ahora las propiedades correspondientes de la

Multiplicaci6n. Considera este enUnclado,

("Ix 6) >q..yr x (6x i).

Comprtieba si es o no un enunciado cierto; asegdrate de que efactlias
. -

las Multiplicacionea comd.ae indica. En forma similar, comprueba

, la veracidad.de lOs enunciados

(4 x 1.5) )('S = 4 x.'v( .5 X-3

x 7) x 4 . X (7 x 4).

Una Vei mes encontramos que eatos enunciadp son piertos, y ue ie T

a:ustan a una misma.ley. Llegamos a la conclusión de we todos los

enunciados'que siguen eaa ciertoa, y llamamos a esta pro-

'piedad de la multiplicaci6n, la propiedad asociatiia de la multi-

Recuerda tu esfuerzo para expresar.en palabra§ la pro-
,

piedad asociativa de fa suma y) de manera semejant, enuncia ahora
t.

la propiedad asociativa de la multiplicaci6n.
ms.4

En los ejemploa anteriores no todas las multiplicaciones in-

dieadap eran de igual difieultad. En el primero, "(7 x06) x5 , que
l 1 I

da
n"42 x resulta ser m4s trabajoso que "7 x (6 x

f
3) , que

asneillamente se convierte en "7 x 2". 40.utl de las frases en el

segundo enunciado es más ficil de manejar? Vemos, pues, que

propiedad asociativa de la multiplicaci6n, al igual que la pro-

piedad aso6ritiva de la duma,.puede usarsp para simpliflear las

operaciones aritmdticas.que se 4ectlian,me21taiMenpe.

En el tercer enunciado, ninguna de las formas facilita la

segunda multiplicaci6n. Lo major que se puede hacer es multiplicarr.

3 6
3
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3primeiio x 4, aun cuandb no aparecen.seguidos'en ninguna de las

'dos fra'ses, y'luego multiplicar el'resultado pOr .7. 8,estb

permisible? PodrSamos estar seguros 'deque lo es si sui6ranios

,que

3 - 3
3.%7 X

es.un enunciado pierto. Estepopible intercambio es uno que nos

gustarla hacer.antes de aplicar la propiedad asociativa. '(Lcutil

serla Otro?)
4 4

bomo en la,secci4m anteriox construye algy_nos problemas

-sencillos acerca de caminar o de ganalft dinercrque c6mprueben la

eracidad de un enunciado. copo
,

>t 5 5 x .2.
, En el cap/tulo 1,,tuviste'tambi6n la eXpell.encia de usai la recta

numerica.para ver.que

. 2 x 3.- 3 x 2

es un enunciado -cierto.. De tu aritmética, tambidn sabes que la

m4ltiplicacián larga-se puede hacer en, cualquier order:, y pro-I

bablemente has usado-esa in2brmaci6n'paraTComprobar tu trabajo:

256
4610

6 2

3115

)6)28't
Todos,estoespn ejemplos ilpstrativos de la propiedad con-

mutativa de la multiplicaci6n: El 15roducto de dosjaimercis es el

.mismo no,importa en qu4 ordem se multipliquen.

CdMo en el caso de la sum., las propieaages asociatiVVy con-

mutativa de.la multiplicaCiOns nos dicen. que en,un producto-And

cadts podemos agrupar los factoressb. nuestra conveniencia,,e

mente podemos alterar el.orden de los factores en el producto.

al pultipliear -Tx 2 x 3 x.50,:es convenlente tomar 2 XVO''
primero y luego multiplicAr 9 x 3, o sea -27,.por 100.

Conjunta de problems-4-2b

. Considera varios modoS de.efectuar mentalmente los siguientes
_c6mputos, y halla (si lo hay) el que pareica más sencillo.

Luego efectlia las operaciones indicadits en la forma más ,sen-
.

cilia.
.

-,
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(a)

(b.)

.14.x 7 x 25.

,(26.x 5).

(f)

°(g)

.(0) 73 4. 2 IF 27 (4)

(d) (3 x 4) X' x 25) (I)

(A) 12 x 14

4Es miis'fieil eomputar

957
x 222

,a en el caso de
3. 89

X 141

6

1!..)

6x x 1.25

(1.25) ):( 4; 8

(2 X 5) -X 1.97

x x

141
x 3.89

Ia. propiedad distriutiva

-Juan recogi6 diner° en su saldn hegar4 El -martes, :7 personas

le entregaron eada'unal. y el mihreoles, 3 personas le evpre-
1

garon' 15% calla una. Ou4 cantidad de dinero recogitW El hizo

este,cilculo .v

15(7) + 15(3) =I

.105 45 .

150

Dp tanera qUe recogi6 41.50.

Pero, vamos'a pedirle ahora que-aleve auentas diferented: Como

todos le dieron la misma cantidaa de dinero, es posible tambihn

llevar una cuenta s6lo del 111.1mery de pereonas que pagaron y luego

multiplicar el total Ror 15. Ahora su calculo apareceria como

*sigue:

15(7 .+ 3) =
.15(10) .

150.
.E1 reoultado es el mismo no importa cal de los dos mhtodos Ile use

pare llevar'cuentas; por lo tanto,

15(7) + 15(3) = 15(7 + 3)

es un enunciadecierto. Como este enunciado cierto nos dice que

15(7) + 15(3 ) y 15(7 + 3) son nombres para elfmismo ntimero,

tambihn podiamos haber escrito r.
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15(7, + 3) = 15(7) + 16(3) b .

La mitad ql.dinero que'Juan recogi6 seya a-gastar en un

,xegago, y.una tercera parte en otT6'regalo. Ouinto be gasta en

total, De nuevo-los c6mputob pueden'efectuarde de dos manerast

10(2) + 150(4.

75 + 50 =

125.

.

Como 'antes, hipos encontrado un enunciado eierto,

.150y 4, 150(4) . 150(4. +4).

Otra Mailers de. qperibir el mismo enunciado serU

150(, +-i) = v4-1502- +150( ).tiN

Consideremos. otro ejemplo. gl Sr. *Tones posete un solar en 1

ciudadj.d.e 150 pies de rondo y 162.5 ptgs de frente. Adyacente

a su solar, seParado de éste por una verja, hay otro solar que

mide lo mismo,de rondo pero cuyo.fren'te es de s6lo. 37.5 pies..

Ouil es el'area, en pies cuadrados; de eada uno delos solaies,

eu0 es la sums de las dos Areas? EI Sr. Jones compra el sei-'

.gundo solar y quits la'verja. LCuil es el area del solar ahorat

El /rtimero de pies cuadtiados en el nuevo selar es

150(162.5 37.5) .

150(200)2.

30000.

El Area total de los dos solares

separados.es

150(162.5) + 1.50(37.5) .

24375 4= 5.625 .

30000.

Por tanto, _

150(162.5 + 37.5) = 150(162.5) + 150(37.5)

es un enunciado cierto:

.Eicaminemos más detalladamente dos de nuestros enunetados

0,ciertos. Escribimos

15(7)*+ 1513) = 15(7 + 3).

?9'

1625' .37.5'

a
1.1

A ke
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15(7), representa un niimero que hemos deciOido escribir como un

produoto inclicado; lo mismo sucede con, 1/6(3). Asi, 15(7) 15(3)

es una-lsuma indicada deslos nlimeros. Pot O'ir'a parte, 3 repre-,

splta un nlimergque decidimos escribir ?omo una'suma indipalda de-

modo.que. )5(7 + 3) es un producto.in icado*: 'Por tantol'el

enunpiado,

15(7) + 15(3)

anima que la 812MA. indicada y el producto ihdicado son nombreS.del
r

mismo nligero.

:El enunCiado cierto
1

,

150(7.+ 5) = 150.(& +

estuna afirmación semejapte.

CoNunto de problemaW2-3a

Exthuina la ;eracidad de los siguientes enunciados:

(a) 2 4 + 5 4 =7 4

(b)' 15 .- 2 . 7 . 2 + 8 . 2

(c) '25(40 + 3)'. 25(40) 4 25(3)

(4) 3(2) + 6(3)). 9(6)

,(e) 13(9 1) = 13(19) 13(1)

(g) .12(- +4) = 12(-) +

(h) 3(2.5) + 3(1.5tt-= 3(2.5 + 1.5)'

PareCe'que hemos encohtrado una ley para construir enunciados

cirtos. 'Trata de verball.zar esta ley devarias maneras'. Despu4s

compara lo.que has hecho con lo siguiente El productO de un ndmero

por la sUma de otros dos (nilmeros), es igual al producto del prlmero

y eI-segundo m4-el procluato del primero.y el terc:ero. Esta pro-

pieda4 se llama: la propiedad distributiva de la mu1tiilicaci6n con

respeCto-a la suma, o como-dlantemos_frecuentemente, la propiedad

di'stributiva

Esta propiedad, al igusi que otras que hemos estudiadp, tiene .

estrecha.relación con la ari.tmética, tabto en 10 relativc;: a los

artificios de los cOmputos ni'entales como en lo*ql:le concierne a loS

40
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fundamentos d la mat.eria. ,.En maestro primerejemplo, si
..

mos las clos expresiones "15(7) .4- 15(3)"37- "15(7 71- 3)", vemop.qup 1/4

; es ms senoillo taloular el.'resultado usaviistaNiegicnda .expresión
ya qe .'"( +.3, que es 10,, h'ace..ftioil.la multipliCacidn. En el
'práximo ejemplo, sin embargo, st Ocipparamos las expresiones
"1504) + 150(5)". 11504- .*+ ij" vemos que es preferible 'huer

uso de la primera expresi6n porquees sèncil10 sumar (5 y 777
1 150 .que: sumar las fracaones Y' 441u4 forma es más sencilla

en el tercel', ejemplo? 4Y en los enunciados del Conjunto de
.problemas 2R-3a9

. Más importante que-sp papel:, de facilitar los cdmpu'Os mentales
es el que tiene

t proPiedad distriblitiva en gran parte denuestra
tdonica aspitmOrea, comp ppr .ejemplo en.la multiplicaci6n laiga.

; .06mo efectuas la siguienie'operaclogn:

62
x

Escribimos
62

x 2
1

124
rkins%

A ,

Estt) significa ,realmente .que iomamos ( 20 + 3) . como 62(2(4
o 'sea, 1240 186. (El "0" al final de "1240" no aparece

pero ,se sobrentiende en la. mgltiplicacidn larga- de arilba:) Vemosso * 4

uess lue la propiedad distributiva es la bass.de esta tdcnica

s corriente% -1 1,-. . 41 - ., ,
Supongamos.que deseaMos considerar varias maneras de computar..

.A' el producto indicado, ,
.1

- Alk3. + 4)12.
4

Estafrase no se ajusta a la ley de la propiedad distributiva en
la forma en que la hemos considerado hasta ahora. Tal vez pddris

___adivindt.,_baslindote en tus experieneias anteriores,- que
a

1(3- + 7)12 (j.) (4.) 12

es un entinci.ado cievto. pin embargo, yaws a ver c6mo 'las pro-
piedades segdn las hems descubiprto hasta ahora nos permiten
establecer la veracidad de-este enunciado.

4 1
as,

,

a



Sabemos primer° que

(5+ v)12 . 124

es lin enunciado cierto, (Arud propiedad de la multiplicacicin

usaMos aqui?) Lund podemos aplicar la proPiedad distributive

aegn Ia conocemos pare eseribir

142743- + T + 124)

y apliceivio propiedad conmutativa doalleces ruts, podemos escribir

12(.1) 12(:1 ) = (4-)12
4 J.

El atimo paso, que seria iiinecesario si sac), quisiéramos computer

"(,,. +4)-1'2" en 'for/nal sencilla, nos neva finalmente,al enunciedo

requerido:
(5 + .4)12 . (5)12 + (w)12..

Una vez Inds, este enunciado parece tener una forma sencille, y de

hecho sugiere una forma alternative pare la propieded distribtf=

tiva, la cual puede obtenerse de'nuestra ley anterior aplicando

sucesivamente le propiedad conmutativa de ls. multiplideci6n Ex-

presa en tus propias palabras este forma .alternat1va. El illguiente

4..enunciado,

) 2 + (.j-)12 4);
sugiere una ley, 1,Cuil es?

Conjuno de problema 2-3b

Siguiendo. una forma adecuada 'de la propiedad distributive, com-

plete los siguientes enunciados haci'4ndolos ciertoi:

. (a), 12( +.4) 12( )'+ 12( )

(b) 3( ) + (7) = 3(5 + 7)
(c) , (2.5 + 4.5), + (4.5)4

.,(d) = 24(i +44
(0' ) .,6 ( ) - 3( )

. (r ) (3 + 1)2
Considera los siguientes ejemplos de .dos maneras oiferentes y

'decide en cada caso euil de las dos (81 alguna) hace rtas sen-

cillos los cámputos. Luego efectda las operaciones en la

forma pis sencilla,
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a

(a) 27( ) + 27(g)

(b). ( )212 + (4)12

-(e) ,(.36

(e) (2.3 4.6) + 7.7

(f) 6( 4)

(g) .71(.8) + .2(.71.)
(a) 12(5. + 5). .....031_312_±.-7-+
La siguiente. figura muestra oierto minter& de -tritingujOs.

6

LQué relaci6n existe entre el irea de triongulb. ACD y las.."ireas de los triingulos y Usa la fdrmula del
Area de un trigngulo en tdrminos del largo deela base y de
la -altura.
Esoribe. 'an nombre oorriente para

1
-)11 + 3)7.3

.(Sufgerencia: COnsidra 2.1 + 31 oomo un numeral's y no empie ep
a trabajar hasta quo no hayas pensado en una manera p000 tra-
1)8.31osa de hacer este ejeroloio. )
EsoribeAlos nombres oorrientes Rarae'
(a) 'f. (4, + i)7
(1?) 7(4. + + 5(i +

*( a) + 31.7 + (11> t\
Esoribe nombres oorrientes para:
(a) 3 < (17 +

(b) 2 4:

5
(d) 3(7) + 3(11)

(4,3(7) 3(2)

(a. 3(7) + t.
(g) -7(4) ;1.. 42

(h)

4



(1) 3(17)

(i) 6(19)

12 (k) ( 0 +:2) tkx

(1) (10 + x 4

, 2 4. Variables

Consid a por un momenttiun ejercieio'sencillo para trabajarlq

mentalmentet

"Tama 6, sdmale i21 multiplica por 7 y luego4diyide por 4".;-

Si sigues estas instrucciones se te habri ocurrido indudablementa

la aucesicin de ndmeros

6, 8, 56, 14

y que'la contestaci6n a este,ejereicio es. 14. Imaginate dhora

que tu major amigo esti ausante de la claie y que le has prometido

uninforme detallado sobre el trabajo del dia. Por esta raz6ni

ascribes las'instrucciones para cada Paso del ejerciclo de la
. .

manera:
6.

6 + 2.

7(6

Ofrece este m4todo de-deseribir el ejereicio mis informaci6n o

menos informaei6n que el arl.erior? Claramente tiene la ventaja

de mostrar exaetamente las operaciones implicadas en cada'pasol

pero tiene /a desventaja,de que no'llega hastil1econtestaci6n

al elercicio. Por otra parte4 la Trase
"
11

2
----F-1

" es un numeral+

para el resultado, 14. -Esto se comPrueba ficilmente llevando a

cabo las operlaciones indicadas.

Esta es una situación irflaginaria eela cual anotaste, para

tu amigo, no la contestacitin al ejercicio, sino la 'forma del mismo.

/WI te Ilustra un punto de-vista fundamentalde'la,matemitiaa. En

muchas,ocasionea,durante este cursb, daremos primordial importancia

a la estructura ,o forma de un problema antes qua a la contestacin

al*mismo. De hecho', Maw ppeas vaces nos interesamos solamente en

la eontesticidh a un problema.

Trata ahora de seguir estas inptruccionest



2 4

'"Toma '7; muitiplicalo por 3, &lade *3 al

product()) mIltiplioa por 2 y div1.4e por 12

01141 es la frase que pps presenta todas estas operaciones? 4Es
ditha frise un numeral para el mismo niimero que obtuviste mental-
mente?.

-----=-Hagamos-ahora uno de ptos ejereicios a1adi6ndble.la condici6n
,de que se te.perMite escoger, al comienzo, cualcwiera de los
meros.del conjunto

S . (1, 2, 3, 1000).

Esta vez las instrucciones son:

"Tome, cualquier ntimero del conjunto S, multi-
plicalo por 3 12, divide.por 3 y
resta 4".

. Se puede advertir que eate ejercielo consiSte realmente'en
1000 aiferentesoejerticios de aritmética,.uno por cada electiOn

un ntimero de. partida entre los del conjuato S. Considera el
ejercicio que ze obtiene al partir derniimero 17. El método
aritmdtito y el método cfe la estruttura correspondiente.conducen

-- a los siguientes pasos:

Aritmetico

17

- 51

63

17

4111-Observa que, la propiedad distributiva de los niimeros, y ya
que k12 . 3(4),

'EstruOural
'

3(19
3(17) + 12

3cl7) + 12
3

317) 12

3

3(17) +, 12.. 3(17), +.3(k) = 3(17 +
de manera 4ue

3 Pt + 4
Por lo tanto,

4 . 17 + 4 - 4 = 17.

'Eh"otras palabras, la frase final que se obtiepe haciendo.uso de
la "estructura" es un numeral para 17. Elige otros nximeros del
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conjunto S para haeer el ejereicio., '4Obtendrás sieugra al anal

-el ndmero que espgiste al prineipio? Una manera de eantestar

esta pregvnta seria haeiendo los .1000 diferentes ejercieios. Tal

vez hayas sospechado, despuds de seguir el procedimiento en varios

-easoss que pudiera n ser neeesario becer todos los mg ejer-

cieios.para contestar la pregmnta..

Nramos a examinar dicho procedimiento más detenidamente. 013.1

serva primero que el procedimivnto no depende realmente del ndmero

we se escogi6 del,conjunto S. De heeho, si usamos la palabra

"ndmere.para referirnos al ndmero seleccianado, los pasos del

ejereicio'son:

ndmero

3(ndmero)

3(ndmero) + 12

(ndmero) + 12
3

3(ndmero) + 12. 4

3
Para,ahorrar espacio, indiquemos con la letra "n" el ndmero

.sdleecionado. Entohees los.pasos atterigredvienen a ser:
. .

n *

3n

3n + 12

21+3'
3n + 12 4.

3

Observa que'aqui usamos "n"'comto un numeral parael ndthero

seleecionado y iue_la frase en eada una de las otras etapas es

tambidn un numeal: (Asf, si n fuera 17, entonces el producto

4

,indieado "3n" Berla un numeral par

n + 12

Ademis,

4 es un numeral para

por la propieclad distri

y de aqui que

Por consiguiente,

51.) En particular, la frase

resultado" del ejereieio.

tiva para los ndmeros,

+ 12.T. 3n 3(4) . 3(n + 4)

3n + 1 3(n + 4) n +
3 3

ti

'3

v
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3n 4, 12
4 n + 4 = n.

3

Como "n" puede.irepresentar cualquier pdmerodel oonjunto SI

llegamop a la oonclusi6n de que el resultado final de este ejer-
,

cioio es, en.verdad siempre, el MisMD ndmero sele4 g1.020..2_al
. Acomenzar,

La discusi4n anterior ilustra '10 poderosos que son loa mAto-

dos basados en la estructura a forma, ,exi've; de.los direotamente

fundados en aritmética. El métOdo.,.'en oierto sentido, nos per-

mite r 1000 diitintos problemes aritmdticos Por:un aolo
.

.

roblema. 4

alabria algdn cambio significativo en la discusión deI ejer-

'ciao. si,en .4ez de n' hubldram s decididb usar alguna otra letra,

,como m o x; para 'indicar al iiiero seleca9nado:de S?
.y.

.Alamaremos una variable a una letra que,.como la "in" del

ejercicio anterior, se uswpara itidicar uho cup.lquiera de los

.ndmeros de un conjunto dado. E4 run 41oulo cUalquiera en. el 'clue

interviene Una vailable, 4s.ta es un numeral que representa,uh-

ndmero definido,,Tero no especificado de un cOnjunto dade de

'n4meros admisibles. Los ndmeros admisibles para la variable

"e en el ejercicip anterior son los ndmeros cardlinaIes del 1

al 11000. 'Todo ndmero que una variable dada puede representar

se llama un valor de la variable. Algunas veces llamamos dominio

o campo:de variabilidad de una variable al iponjunto.de valores de'

la misma,.. El dominio dela yariable "n" en el ejercioiO anterior
,

es'el conjunto S = (1, 2, 1000). A menos que'no se es-

pecifique 01.14l es.el dominio de una7 variable, sUpondremos que

4ste es el conjunto de todos los ndmeros. Por ahora
4

s6lo

mos considerando los ndmetos de la,aritoStica.

Conjunto ae problemas 2-4

Si doblamos la sum de.cierto ndmero t y 3, 0141 de las

siguientes seriauia. forma correcta,

-2t 4- 5 6 2(t 4:3) ?

sumamos 5 al duplo de cierto ndmero n ysluego dividimos

la suma por 3, 01141 serla la forma borrecta de expr'esarlo,

*

,En + 5 6 2n
3 3-

6

7
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Si sumamos' un cuarto de cierto ntimero x a un tercio de cuatro

veces el mismo plimero, cuL seria la forma correcta de.:ex

presarlo,

11r(x) 6, 14(x) 1r(x) ? ,

4. Si representarnos por 1 letra y el n:limero de gaIones de leche

comprados, 0116.1 serla la forma correcta para el. Tali-Ler° de
botellas de un cuartillo en que pudiera echarse leches,

6 *i*

5. Si a representa el largo de cierto rect ulo en pies y b

representa el ancho, tambi4n en pies, oodrSamos representar

el. perimetro de dicho rebtfingulo vor alguna de las siguipntes

formas:

4

+ b, ab ?

6. Si a es 2, b es 3 c es .41---m---es 1, y- -nes -0; 4-Ialla

el,vaIor de (es decir el rAmero que rePresenta) cada una de

las' siguientes expresiones:

(a) '61D ac

(b) (a b)(a m)

(C) 6(b + ac)

(d)
2b + c

n(c +.ac)
2a + 3b.

m(b - 4c)
3a + kb
a +

(e) nc + ap (j) a + 2(b + m
7. Halla nombres corrientés para:

(A) -?"4 cuando C es 85

4 (b) ' h(a +.17- cuando es'' 4, a -es 3, y b es 5

4.

2

(c) 7.(1 + rt)

ri - a cuando

cuando .P es 500, r es 0.04, t es 3

a es 4, r es 12, 2 es - 48

(e). Awh, cuando. /7e-a 1 , 14 es 10, h es 6.

Si a es 3, b es 2, y. c es
(3a + 4b)_ Ec

3

(b).. -;4b) + 50
5

(a)

4.

4, liana el. valor de:

P-
.2

(1-5a + 3. .11) 2. 1 c.

4
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2.4

4

Resume 'las ideas puma* inoluyendo las derin oioneas que hen
sido introduoidas en este oapitulo.

t*1,61111-34,-W.'

4.

4

,......,

4
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ENTDICIALOS Y y'ROPIED,X1E6 DE LAS OPERAcTONES

7Anunciados ciertos xfalsos

CuaDdo 4acemos afirmaciones acerca de ntiraeros, escribtmos

enunciados tales como

(3 +.1)(51+ 2) 10. ,

Recuerda que un enunciado puede ser c&erto o falso, perp no ambas

cosas. Este enunciado en ,particular a. falto.

Algunos enunciados, como el antericr, comprenden el simbolo

= ", que 4uiere dear "es" o "es igual a". Ademis de 4sta, hay

otras formas Verbales quo usaremos en enunaiados matem4titos. ?or

ejemplo, el simbolo," I" significant "no'es" o "no es gual a"

Entonces
4'

es un enanciado cierto y

es un enunciado falso.

4.'7( 28 .

Con4unto de problemas, 3-1. A

Ouges de los siguientes enunciados son ciertos y 0141es son

falsos?

A. 4-+ 8 7 10 + 5 9. 7(6 x 3) = (7 x 6) x

2. ,8 + 3 = 10 + 1 10. 8( ) 8(v)

3. 4 + 8 . 8 + 4

4. 5 + 7 oe 6 + 6

5.

6 a / 85
1

7. 13 + 0. / + 0

8. 12(5) / 5(12)

3-2. Enunciados abiert

4 'No deci r pn entriciaao nurn4rieo es ci'erto o nt),

50 .2

11,
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pOrque'estaclase de enunciados comprende rixiMer0s partioulares.
Considera el enunciaddl,

'4Es dierto este enunciado?. Dints que no sabes, qué ntimero

representa y sin esa informaci6n-no puedes llegar a una deeisidn.
Iso mismo sucede con el enunciado, "El es un doctor0; no puedes
decidir si.es cierto.O.no8ta que sepas quién7es "dI". En este
sentidb, la variab,le "x" se usaM4s o menos en la misma'forma en

que usamos un pronombre 2n el lenguaje corriente.

Considera el .enunciado,

.3n + 12 . 3(n .+ 4),

. con el que trabajamos en la secci6n 2-4 cuando por p4raer vez se
introdujo la ideh de.una variable: Tampoco en este caso podemos,
decldir a base*del enuncidro solamente, si es cierto o ne; pero
ahora se trata deuna situación diferente. Como en los casos

anteriores podriamos decidir, si supiérambs el nximero que "nu

representa. Sin embargo en este caso es.posible tomar una deci--
si6n atin sin'saber el valor de n. Podemos recorder Una:proAddaa
generdl de-los nlimeros para 4.emostrar que este enunciado es.tierto

,independientemente del niimero al2.:"n" represente. '01%4 nombre se
le dio a esa propiedad?

. becimos que enunciados talee COMO

a "

que contienen variables, son enunciados abiertos. El hecho de que
iin mds informacidn no podemosAecidir si estos enunciados son
ciertos o no,*augiere el uso de la palabra "abierto". Un enunciado
abierto es un enunciado que comprende una 0 m48 variables,-y la
decisi6n sobre si es cierto o falso queda pendiente hasta tanto

----tengamos Suficiente información adicional. De la misma-manera-,

'41lamamos frases abiertas a las trases que comprenden una 0 más
variables:

x + 3 7

3n + 12 7 3(n 4),

Conjunto de problem, 3-2a

.Letermina,v+ lossiguientes enunciados abiertos son ciertos
para los valores de las variables quo se proponen:

51



7 x 1 sea x igual a 5
. 7 x ses iguar a 5

y 9 11jseas --ylgual---ta 6
t 9 li; sea t 6

sea x sea x ,igual a 4

6. 2y + 5x 23-; sea x.,igual a 4, y igual a 3 sea x igual
a 3, y igual a 4

2#. - 5 ')/ (2a. + 4) - 13i sea a igtial a 9 b a 9;

sea igual a 3 y b igual a 9

5ni + x (2m + 3) + x x igual a 4

Si se nos da un enunciado. abierto, y se especifica e3. dominio

de la variable, &c6mo Podemos determinar los valores de la variable,

si los hay, pars los cuales el 6nunbiado sea cierto? Ensayandol.'

podemos tratar varios niimeros hasta dar con un ntimero "correctp";

pero seria major, despu4s del primer intentos, pensar un poco con

el fin de que nos sirva de gula en 14 siguientes ensayds.

Experitentemos 8on el enunciado abierto n2x 11' 6". De

primera intengi6n, trata un ntimerO x'; lo s'uficientement grande

de manera que 2x sea, mayor quay 1.1;-.tomernos 9. 'Rotonces

2x - 11 2(9) - 11

= 7,

Por tanto, el numeral dee a 1.zquitiaa reiresenta a que es dife-

rente p 6. Parece Mae era un mimero rnuy gran0e; ptir lo tanto

vamos a tomar A,. 8. Entpnces

2x -11 2(8) -ii
= 5,

En eata ocasi6n, el numeral de la izquierda representa a 5, que

también es diferente de 6, Como 8 result6 ser muy pequefto,

-vamoa.a. tomar-un.-mimer.o.-que-,_eati....-entre. 8 y 9 ,digamcs 8.

2x ... 11 . 2( 11

"6 6" estlm enunciaao cierto; de manera. que hemos encontibado que
1

el enunciado abierto' n2x 11 =, 6" es cierto si x es igual a 87.

Entonces
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4Crees que haya otros valores de x para los cuaIes este enun-

ciado es cierto? 4Crees que para todci qnuncido abierto existe

haga cierto?; 4y um' que Io haga

fadse?

.4 CoNunto de problemas 3-2b.

Deterr.rana'los ntiperos, si los. hay, que hacen cl:ertos los

siguientes enunciados abiertos:

0. 12 + y = 8
29 4y + 5 45

3x - 2 10.

4. 3x .- 2 . 5
4x + 3x 14

6. 4x - 3x 14

7. a + 3 . a + 2 *'

8. t + ri 27 + 3t
9. t + 3 . 3 + t

10. (x + 1)2 yi 2x +

. .

. Si una variable apareceen un enunciado abierto en le. forma,

"a .,e, que significa "a Matiplicado.por a", es.conveniente

escribir "a %/1" como."a2" lo cual leemos "a al cuadrado".
. .

Conjunto de pro?lemas 3-2c.

Trata de hallar vaiores de las variables para los cuales los

siguientes enunciados

(a) x2 1 9

(b) 4 - x2 . 0

(c) x2 x

(d) x2 - 1 =,

abiertos son ciertos:

(e) x + 2 . 9

(f) (x 1)2 . 4

(g) 4 +

(h) x2 + 7 = 7

4Cui1 es un valor de x para el% pual el enunciado,

. x2 =

es cierto?

Un nximero que nos interesari mis tarde es un valor de 'x.. para
4 n 2

'el cual el enunciado x 2" es cierto.. A este nlimero lo

llaniamas la raiz cuadrada de 2, y lo escribimos como

Mis tarde veris que 4./7 es la coordenada de un punto en las

recta nurnirica, 4Aproximadamente, d6nde estaria localizado

en la recta numérica?

ler
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-3. Conjuntos de validez de enunciados abiertos

Se..9- el dc;minio de la variable en el eUnpiado.

el co.njunfo de todop los ntimeros de la aritmdtica.. S1 Vmamos un

valor particular para x, intonceW el enunciado.resUltadie seri .

3-3

cierto.o falso

Si x es

Por ej.,emplo,

el enunciado es

0 3 +.0 = 7 ralso

1 '3:1- 1 = 7 falso 4.

1 falso

20 3 + 2 =- 7 f also

4 . 3,+ 4 . 7 ciertg

6 .3 + 6.= 7
.

falso

De eata manera podembs considerar que el-enunciado 3 + x 7"

se comporta como una Ariba: separa..el doMinif1)-de la variable en

dos subconjuntod.* De igual modo que puedes:separar en ulia. baraja
..

.dp naipes dos subconjuntos, el de negras y el de roir as14 el

dominio 14 variable pe criba para construirdoslubconjuntos04

. upo que'contiene:todos los nl'Imeros que hapen el -enunciado, ciertb

'y Otro qu4 contiene todos lot nIlmerOs que haPen' el enunciado.ralso.

Vemow aqui que 4 perteneceia primer subconjuoto amientras raile
1

1. -2.1 2 y 6 'pertenecen al segundo

El conauntp de validez de un enunciadp abierto que comprende

una variable es ei conjunto de todos aquellos ntiMeros-del,dominio 1

lie la variable clue hacen cierto el enunciadov! A menos .que se7es-

pecifique,otra.cosa, ciptinilaremos sUponiendoique el dominio de la,

variable es el conjunto de todos,los nlimeros 'cle la iritatica.

(Recl)erdkque los naeros de la aritm4tica consisten en el 0 y

todos los ntimeros-que Bean coordenadas de puntos a la derecha de

_

. qpnjunto de problemas

Decide si el nxiMero que apaitcé despué 4e cada'enunpiado

abierto.pertenece al conjUnto de validez del enunciado:

.(a) +. 2; 5

(b) y + ., 6 .
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i

(r), 31111-Ir 2trit'

'(g) 'n2..4.

Piiiiii4SdeTtiii,da7ino'd.erra-iFikuliteS enuneis.dos- ibiertos

aparece un conjuntp que'''.pontiene- todoi 'lbs r;:timeros.del 'aon
ft -

Junto' de' validez 'del .eriunaiado, y pbssiblemente,otios.

eI -eonjunto, de validez qn scada-caso..

(i;)1 ;

,(g) x + 1 =x 2.1.; 2)-,

(i.1) x +- 2 = X.+. i").

Escribe un enuncia4o abierto 'cuyo conjunto de validez .es

SI

eloconjunto dtilo.

,
'Michas .f6rmulas usadas en la cienga y, en el comereio apare-

cen en. forma de enunciaps abiertoi' que comprenden más 4;13 Una
variable,. 14Por ejetnplo la f6rmula

-*
lr

V . --Bh
3

se Via para hallar el volumen de ,un cono. La variable ,h .repre-........
sentb. el ntimero de iinidades de-.3.a Altura del cono B, representa

----1- , el ntimero de vinidades, au-adradai -de la base; y V repreSenta 'el-
:n;,..imird d'e vnidades. ctibicas eli el Volunien. Cuando* en una fármula

,como Ssta, se especifican va.16 res ,para todas excepto unOyle las
i .

'vapiables, el enunciadt? abierto resultante complende solo una
., . .

. variable. --4itonces el conjunto de validez de este enunciado nos,

X?
. ,. 0 ,

,

MI6

*



.da informaclon.'acerca del nAmero r,epredentado par esta var1abl4.

Siguiendo con el ejemplo4 aonsideremos
4
un cono particular ccin

66 iies clibicos de volumen y 33 pies cuadradOs de area en su base.

Atp:eita informacián deWiinamos que V es '66 y B' es 33

.0scribiffios el enunciadd.abierto.correspondiente di una variable hs

66
.3

El %conjlrnto de validez de este'enunciado.es (6). Ass. hallamba
Ave la....altura del conO es 6 pies.

. -

Conjunto de.problemas 373b

La f6rmula que se'usa para papar deyna temperatura F, medida

en grado4.Fahrenheit, a la temperatura correspondiente C,
Medida, en grados Centigradoss es

40,

.-C-. ,7(.F 3i). c

.. Halla,efvalor de C cuando F )qa igual a 86.
4b,

. La.i'ármula:lasada.para calcular'el interds simple es

, A = prt,
. ,

en fa que-, i, es el nlimero a ddlares de interés, p es el nxi'-.

mero de,4Ziares de capita r' es el tip° de Inter4s y t- es
,. . .

el H.fto dinlmere aosal
, , .

el valor de..t tuarido -i es 120,,

es 0.04,47 p e 000.
.

,

Una.f6rmilla usada en-fisica para relacionar la presi6n y el

Volumen de una cantidad 'dada de un gas a temperatura constante

es r

pv PV,

an'la que V es 1 nximero Ae unidades clibicas de volumen a P

unidades de presi6n y v ses el nimero de :uniaades clibicfp de

volumen a. p.unidades,de presión. Halla el valor de4 V cuando

es *.b0, P es- 75 y p , es 15.

La'fdrmula para el gre'a de un t4pecio es

1A . 7(3 b)h
#

en la que A -es el niimero de unidade2 cuadradas del area, B,
es el nximero de pnidades de una de las bases, b es el ntimero

de unidades de la otra baae, y h es el nAm4rode-uniclades-de

la altura. Halla el valor de B quando A es 20, b es 4,
41,

:56



*4, oveas/".,...rovt,,vits.segiiitle.,;,-7.';'7,'

h

4.C tow-44,T4g,440111-

Grificas da con,juntos de validez

Recordemos que la grifice de un.conjunto S de nimeros es

ei conjunto de puntos de la recta numhrica correspOndientes a lot

nUVIOrge__ o esos

Asis grifica del conjunto de validez de un enunCiado

abierto q obmprende 'Una variabld es.el conjunto de todos los

puntos'd la recta numdrica a la.derecha del 0. y cuya9 cooxbde

nadas so valores de la variable .para los cuples el enunciado

abierto cieitol Representemos lap grificas de.algunos enun-
,

ciados abiertos. Conjunto
GraRica.Enunciado de validez

-(a) x 2 12) 4 1 t
todos los niimeros--,
de la aritmética u 1 2

excepto el ,3 \

; 4 Todos los nximeros-4
de la aritmitica 0

fOs 2)

(i)

I., 5

1

4 La
(La grifica no con-17
tiene punto alguno)

Notarás en (b) que ifidicamoi.con mamas blen obscures los puntos

.,incluidop en la 'grifica y con un circulo todo.pUnto na incluido en

la misma. Las lineas obscures seftalan todos los puntos quo estein

cubiertos. Ia flecha al extremo'derecho de. la recta numdrica

. COY y (c) indica que todos los puntoP hacia'la derecha ePtin en
T

la gráfica.

Conjuntp de próblemap 3-4

Define el conjunta de validez de.cada enunciado Werto y repre-

séntalo grificamente:

1. x + 7 10 '73. x x / 2x

2. 2x = x + 3 4 x + 3 . 3 + x

57

5.



-

(x)(0) x

3-+ x

2xt3s 8

8. 5 3n + 1
9. Y e (1) yl

10. x2 . 2x

3-5, Enunoladbs kat contienen desigUaldades

3-5

l'-donsideramos.dos,ntimeros diferentes cualesquiera, ,una de

vnas.serti menor que el otro. :4E8 eato-slempre cieho? \Se nos

sugiere, pues otri forma verbal que usaremos en enuncl.ados
4

17100S0 Usamos el 4mbolo ",74 " para significar es menor'quen, y

--" " para significar "es mayor.que".

Para evitar'conpasidn en el,uso de eitos simbolos, debes re

corgar que en un enunciado pierto, tal coma

8 -( 12

tambidn

12 ?.

la punta del simboia (el extrema pequefto) sefiala hacia el más pe-

quefto de los dos mimeros.

Balla los dos puntoss en la recta ptimérica que corresponden a

.8 y a 12. 01.141 de qllos queda a la izquierda? i,Correspander4

siempre el manor de dos almeros al punto que queda'a 1i izquierda?

Verifica tu contestaciOn localizando en la recta numdrica puntos

8
corresgondientes a varlas pares de nlimeros tales como y 2.2s;

r 7 r
Le iguarmanera que " " significa,"no es igual a", asi "

significa "na es'mdfibr que". Oud.significa " "?

Conjunta de plUkemas 1=2
4Cuiles de los siguientes enunclidas son ciertos? 4Cuiles son

falsos? Usa la recta numdrica coma ayudiaftpara tomar una decisián.

1. 4 + 3 A -1-'4

2. 5(2 3) > 5(2)

-1 1

+

5 + 0 i 5 10. k + (3 + 2) A (4 + 3) + 2

2
5. 2 > 2 0

6. Q.5 + 1.1 = 0.7 + 0.9

3

7.

8.

9i

5.2

2

.2 4-

- 3.9

1.3 >

1.3 j

< 4.6

3.3

3.3
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3-6. Enunciados'abiertos nue contianen desigualdades

'Ou61 es el conjunto de- validez del enunciado abierto

x4. 2 4
A

Podamos contestat,esta pregunta de la siguiene manerm. Sabemos
x

que el conjunto de validdi de

es (2). ,Cuandot- x es Un:n4pero,mayar que 2, x 2 seri un,,

11:timer° mayor que L Cuando -x es unlaiimero mendP'xiue 2, X + 2

seri'un nximerd menor ql.te 4. 'Asil todo niimero maydr qua 2 'harti

el enunciado cierto todos los demis nximeros lo harin falso. Es
-0

dear,' el conjunto de validez del enunciado "x 2 > 4" es el cot-

juholde todos los .mimeros mayores que 2.

La ggáfica de este conjunto de validez es el conjunto de.tbdos

2os puntos de la recta,numArica cuyas coordenadas son mayoree'que

2. Este es el conjunto de todos los-puntos que estein a ia detecha

del punto con coordenada. 2:

10 It

i
4 5 6

'CoMo otro ejemplo considera la grifica del conjunto de vilidez

1 x 4.

Conjunto de validez_"'

Todos los ntimeros de la arit-

mética desde el 0 hasta'el

3, incluyendo el 0 pero no

'el 3

Grtifica

Se acostumbrallamar 1.us. ldad a un enunolado simple que com-

prende el stmbolo " = ", y desigualdad a un enunciado que comprende

uno de los s/mbolos " " 6 " > Una igualdad que contenga varia-

blee se llama igualdad condicional o e6uaci6n, y una desigualdad

que contenga variables se llama desigualdad condiAonal o inecuácidn.

Conjunto de problemas

Determina en cada caso si el conjunto de los puntos marcados

constituye la grifica del conjunta de validez del enunciado

abierto. Si no lo es explica por qu4.

(a) 2 x 4



,,
-, '

(b) 533c5.

(a) = 7 .

(d) x '1 s

(ei* 21: >'5

I I

. 3.6

0
,

1

, AI' I I

2 4
I

5
-I

6
I

7'

,0
i

-1 2 3 4
.1s5. II

6: 7

0.
1

*1
- * S S

2- 3 4lei.
6
5

4 ,
6

4.
7

2. 3 4 5 -6*. 7
2. Dibuja las grificas

enunciados abiertos:

(a) Y
(b) x 2

(c) x > 2

(d) 3 y . -4

(f) 2x m 5

.

de los oonluntos de validez de los siguientes

.(11) 3 + 7 > 4

(i) 3 +7 '4
(3) In .4
(k)
(1) x(x + 2) 4x

00. =3 ,

1.

4.

(g) 2x > 5 .4 -(1) 3a + 2 = 3(a +.2)

3. A continuaci6n aparecen algunis grificas. En cada

el enunciado abierto cuyo conjunto de validez est4 representado

por la correspondiente grifica.

caso, halla

0 I 2

3 4 5,

4

2 3 4 5

k. Si él doMinio de la variable en cadi un09de los siguientes
%

enunciados abiertos es el conjunto (0, 1, 2, 3, 4, 5),Jialla

el conjunto de validez de cada la4o.y dibuja la,grifica del

ism6.
04 4 + x . 7
(b) 4x 3 . 6

(a) 2x . 5

Si el dominio dd la

(d) x + -t 6

.(e); rx 6 . 2(x + 3)

variable ewcada uno de los enunciados

abiertos del problema 4 es el 9onjunto que consiste en 0, 5

y todos los nUmeros mayores que 0 y,menor's que* 5, halls. el

,



eonjunto de-malidez de eada uno y dibuja la gritfica del mismo.

&Cud les de'loa conjtAntos de validez en`los iiroblemas y 5
sop conjuntos finitos?

_

3r7, Inunciados con .1114s' de .1.2.44 cliusula

Todos los enunela4os :discutldos hasta ahora han side

Aecir contenIan solamente una forma iierbal. Consi-

deremos un 'eplinciado comp-

4 + = 5 7 6 + 7.'
.

.

De primra impresl6n, ,creeris que,hemos- eserlto dos enunclados&

Pero, si lees el enunciado de lzquierda a derecha, ver4s ;rue es un,

enunclado: compuesto en el opal la Conjunbi6n,z1 enlaza 'dos cifiusulas,

pe mailera que ep la matem4tlea,,, cano en el lenguaje =cOrrlente: en-

contramoa enunelados . deciarativoS clue están compuestos de enun.7

Recuerda que Un enunclado num'erleo es clerto o falso. El

v`.

enunclado eohpuesto,

- 4 + 5 y 6 + 2 = 7

es indu4ablemente' debido a que la palebra ]x quiere deeir.

"ambas" y' en este ca'so la segundit de las clgusulas es false. El

enunclado compuesto,

3 f 1 + 2 y 4 + 7 10

es cievto, debido a que ambas cl6usulas
4-
son enunciados ciertos.

. .

En general,* up enunciado:Oompuesto que lleva la conjunoi6n

z es oierta si todas 'sus, olaksulas son bnunclados clertos; de

.ctro modes seri falzo.

Conjunto de prolemas,,-7a

'Ouiles de los sigulentes-enunciadda son clerios?

1.

L.
3.

4.

5 - 1 y 5=
6.,c

: 3 > 3 + 2 y 4 -+

3 +.2 > 9 x y

3 + 2'

\
Na.

7 1

5. 3.2 + 9.4. it 12.6 y

6. 3.25 + 0.3 ,f 6.25

x / 5

4's



Qansidera &lora é3. enunciadoo
4 + 1 = 5 6 6.+ 2. 7

Esttl.et3 otro tipo de enunciado compuesto eneI que la conjunción es
*o. Aqui debemos ser muy cuidadosos. Posiblemente, lost enunciados

.-:..7:---Ungiil.s.t.i.e.o.s.-..pueden-sytidarnos a esclarecer Ia situaci6n. Si deci-
.

mos,. "Los Yankees o los Indios ganaran banderin", queremos decir

que solamente uno -de los dos gariará; ciertamente: los dos .no pueden

ganar. ,Pero cuando de6imos, "Mi paquete o el tuyo llegard dentro

una semana% cabe la posibilidad de ,que lleguen ambos paquetes.

'on esto queremos decir que uno o mis de los paquetes llegar, lo

tique inclUye la posibilidad de que lleguen ambos. ;Fists *segunda

interpretaci6n 'de la conjunci6n "o" results más aprdpiada para.

maestro Vabajd en matemática.

tantoo scoRdamos qtie un enunciado compuesto que neva

la conjunci6n '') es '01.er-to si una o más de sus cliusulas son enun-

ciados ciertos; de otro modd será falsO.
Clasificamos- a

4 + 1 = 5 6 6+24=7

3-7

come un enunciado compuesto cierto .porque su primers clausula es
urOenunciado clerto.;, clasificamos tambi4n a

5 .< 4 + 3 6 2 + 1 0'4

como Dunciado compuestp-ciertolporque una o mils de sus altiu--

sulas son ciertas (en este caso, ambas son ciertas).

LEs .el siguiente enunciado falso?

3 / 2 -1-* 1 6 2 > 4 + 1

aor.qui5?,

4:cmjunto deproblemas 3=7b

Ouiles de los siguientes enunciadóa son ciertos? "

1.

2. 7

3. 4

k.

5.

6 5

= 5 1 6 5 =13 4,2 11.

2121 + 6

>--3 + 2 6 6 -4.3 + -1

+ 3 > -x .y

+ 2.3 / 8.8 6 175

4. 4 < 9 6
<

19rp

, 62
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Grificas de, conjuntos de .validez de enunciados'abiertos--
compuestos- )4'

Haste ahora, scilo.hemos eonsideridtrgreficas de enunciados

simples. Lab greficas de un enunciado abierto compuesIo requieren

un tratamiento especial, Consideremos el entinciado abierto.

x 2 6 x = 2.

Ili*cleusulas'dePeste enunciado 7 las grificas cOrrespondientes de

-sus conjuntos defvalidep son las'siguientes:

x . 2

9 1 2 3 4'

0 1 2 3

4Si un nximero pertenece dl conjunto de validez del enunciado

"x > 2" o al conjunto de velidez'del enunclado "x = en, entonces

pertenece al conjunto de validez del enunciado compuesto "x > 2

6' x 2". ItflO tantol todo nilmero mayor que o igual a 2

pertenece al conjunto de'validez. Por-otrapartel'cualquier

ntimero menor que 21 hace filsas ambas cliusulasdel enunciadO

compuesto y por tanto no 'Pertenece al conjunto de validez. La

gráfica del conju o sle validez sere, pues;

x 2 /5 1 .41 1 lo-'
1 2 -3 4

2 t
0

.Abreviemo el enunciado "x >"2 -6 x 2"sasf: "x

, Este se lee, Px es mayor que o igual a 2". Ape queremos decir
4, "9

.P9r - /

Hagamop une exposipi6n precise delprincipio Comprendido:.4

Le gr4fica del conjunto de validez de un enunciado compuesto

Ape ileva 1a conjunción consiste en el conjunto'de,todos los ,
4

puntos pertenecientes a cualquiera de las 13re:fides de las dos

clemsulas del enunciddo.: '

Finalmente, consideremos'el problema de construir la &gape,

de un enunciaao abierto tal como

x y x -4 4.

Le nuevo, eMpezamos qpn las dos cliusulas y las giaXcas de sus

conjuntos de validez:

63
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0 '2 3 4 '5

pe aqui se desprende (usando un argument() parecido-al anterior),

,3-8

clue la grafica del oonjurto de vilides del enunciedo compuesto es
I

x > 2 y x -4 4 -

0 1 2 3 4 5

A Veces escribimos fix )1'2 'y\ x 11.11 en,li forma "2 -4 xk-4 4".

Vemos que.la grifice del conjunto de validei de un enunciado

compuesto que lleva la conjunci6n zconslste en tOdos-los puntoi

comunes a las grOl,cas,de los conjuntos de veidez de las dos

'olEtusUlas,del enuneiadq.

Hemos necesitado muchas phlabras;..escogidas culdadesamente',

para deScribir las diversas relaciones entre enunciados, conjuntos

'de.validez y gráricas. Basta ahore4,consistentement'e'hemos-hecho
1

referencia ale grifica del'conjunto de'val).dez de unenunciado

abierto;.en el futuro,,usaremos.en cambio la frase abreviada

Ipificade un.enunciado. Este seri-line descripci6n más sencilla

y no habrá confusi6n.si retordamos su verdaderp significado.

También'para abreviar, convendrá hablar del punto '3 6 del'

1

'punto auando,nos referimos al punto auya coordenada: es 3, 6

1

al punto cuya cOordenada'es Sabemos que.i)iintos illtimeros son

entidades distintas, pero tambi4n'hay una correspond.9c±a definida

entre ellos ep la recta num6rica. Cuando.haya'algptib.. posibiildad

de oonfUsi6n, nos acordaremos de uear las descripciones completes.

Oonjunto dekproblemas

tonstruye las grificas de los siguientes enunciados abiertos:

x:. 2
1

6 x 3.

2. x. 2
,

y x 3

3. x \> 5 6 x5 =

4.:x2 y

5. x >c 5 y x = 5

6, x. 1 4 y x

7. x 1 ..4 6 x

8. x>3 6 x = 3

9 x 3 6 x 3

64



10.

9.--Resumen-de-enurielados-ablertoo

HemQs e

uno puede

.cosas. E

relacion

4

it

ada algunos enunelaclos hemos visto que

clastficado'como *tierto o falso, pero no camo aibas

ablecimos tembi4n un conjunto de slmbolos ps..ra indiaar

entre matt:woe:

quiere decir "es" o ,"es igual as!

n y(" quiere dear "no es" o ;'no.es iguaI a"

" quiere decir "es menor qUe"

" '" quiere. decir "es mayor que"

" " quiereoleair i!es manor queso igual a" ,

" quiere,decir "es mayor que o igual a"

Eemexa estudiado enunciados compuestos queo tlenen dos clausulas.

Si las cliusulas est4..n unidas pop. la palabra 2, el enunciado serti.

-Aierto si menos---ma de ellas es cierta; de otro modo seri false...
,

Si las oliusulap estin upidas por Ia ::,a.labraz, el enunciado ser6

cierto si ambas cldusulas son aiertas\ de otro modo serd'falso,
Aln enunciado'abierto es un enunciada,que tontiene_ una o m

variables. .

Al ponjunto kvalidez de un enunciado abierto que contiene
una variable.es el conjunto de to(los loi*nlimeros que hicen que el
enunciado sea alert(); El enunciado abierto actia como uns: criba

para separat, el dominio dia variable en dos subconjuntos: unt
subimjunto de mimeros que hacen que eI enunciado sea cierto y

un subconjunto de mimeros que hacen que el enuntiado sea falso.

La grlifical de un enunciado es la grifica del conjunto de

validez del enunciado.

Conjunto .gAL problemas 1:2

Determina el conjunto de validez de aada uno de los siguientes

enunciadqs abiertos 'y représdntaIo grificamente. A continuadicin

tienes algunos ejempIos de c6mo podrlas expresar los donjuntos de
validez:

*
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untiadcHabierto Conjunto de vafidez

x + 3 = (2)
/x +

)79-
.

1. z + 8 = 14
2. 2 .+ v 15

3. 2?c = 3
4., '6 1 + 3.

6 > + 3
6. x2 x
7., +*2 = 3 6

8, > 3

9. 't +,4. 5 6

10, 3a. / a + 5

6

El conjunt6 de
m4tica excepto

El aonjunto de
m4tioa 'menores

todos los ndmeros de la
el 3... . .

todos 'los ptimeros dé la
que 4

El con4unto de mimems que..consiste.,en
y$ todos los ritimeros mayores que

c

.

11

12.
13.

;3x2-= 12

(3x)2 = 36
9 + t -4 12 6 + 1

5 + t 14. 5X +- 3 -4 19

2 t 1 15. (x ii2 = 4
16. 3X = (8 + x) - 2

x + 4 = 6 17.

18. t + 6 .4 7 y t + 6
+ / 5 19. 3(x +- 2) = 3x + 6

20. t 2./3 y 8 + 2 vc 5

'3-10. Eaemento idIntidad

Consldera los conjuntos de validez de los enunoiados abiertoss

x = 5

3 + Y = 3
+ a =

4Te parece que.el conjunto de validez de cada uno de estos

enunciados es (0)? 4Para qu4 nlimero n ser4 aierto que

n + 0 = n?

Aqui tenemos una propiedad interesantt,que'llamaremoS la 21-2-

piedad aditiva del aero. Podemos expresarl4 en palabras asi: "La

puma de aualquier ntimero y aero es el'ndmero mismo".

En el lenguaje algebraico podemos expreSar esta propiedad de

la manera slguiente:

Para toda; ndmero a,

a + 0 = a. ,

Al 'aero lo llamamos frecuentemente el eiemento- identidad o
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ileutral para 7.p. Rue al surcarlo a, oualquier.4mero
mos oomo resultado'iddrrtibaMente el,mismo rnimero.

,
4Existe un 21,ementg identidad pars a multiplioacitSn?

-7dera ios conluntolf-deiie.fd-e-iefe-16-1-6-igadn't 7"enUndiad6s
3

.7 = .7y
n(5) = 5.

. Seguramenté enoontxbaste que e.1 conjunto de
uno 'de estos enunelados es (1).

Asis
n( 1 ) = n

Rp.reoe ser un enuneiado oierto para todos los nximero A esta .

propiedad la .3.1amaremos la propiedad multiplicativa d uno. 4C6mo

obpene-

Consi-

'Etaertos

idez'de oada

podrias expresarla. en palabras?

En el iengtiaje' algebraioo 'podemos expresirla de la man r
sigUiente ,

Para todo ntimero as
a(1) = a.

Podemos ver ,que el elemento identidad para la multiplicakidn
es el 1.

El oero posee otra propiedad que se hard evidente si con-
tedtas las sigialentes preguntas:

1. 4Cuil es e3. resultado de multiplioar oualquier ntimero de

la aritmdtica poi' '0?

2. Si el produoto de dos mimeros es 0 y uno de ellos-es
4qu4 puedes deoir aceroa del otro?

A esti propiedad que se ba heoho eyidente la llanamos 3.a

propiedad multiplioativa del cero y la podemos expsar de la
manera siguiente:

Para todo ntiMerlo-

.

a(0) = O.

Estas propiedades del oero y del uno son muy tiles. Por
ejemplos usamos la propiedad multiplicativa del uno en la arit-

atica ouando trabajamos eon ntimeros raoionales. Suponte qup,

:deseamos hallar un numeral papa que sea una traccid con .18
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como denominador. Entre tbdoe los nombres del 1, tales como
ip a *4 ,escovinos "3-1! porque 3' .es el ntimero quel'a3. multipli-

taame .por -6 sda 18. Entonces --tendrernos

Suporite que ahora queremoS sumar 7 -4g. .P.ara hacerlo convendria

otros nombres para j. y nombres que.lean fracelones -con

,el miimo denominad44!' Lqu. denominador debem8s ecage'r? Tencirit,
que ser un mtiltiplcr!de 6 y de. 9, pero no podri ser 0; As1;
36, 6 18, 6 54, 6 muchoa otross, son posibleselecaones. Para
mayor dencillez esqoiemos el m4s ,pequerio, 18. .(A tiste le 3.3.aniamos.:

mfnimo comdn matipIo de 6 Ys 9.) Mora, para sumar
ya *Abemos' que

Anal ogament e

Entonces

,

= 8

1 4

Tr3

41/4

346.1

2
3 + 5Ejemplo. Halla un nombre corriente para

2.".,.
7

2
,

5 + 5 -.21 W ?lo
or clu4 usimos tr,'

7



1_

(Observa el uty) de .

rop..1.dad

Conjunto .de Eroblemas 3-10
Atn los problemas del .1 al 101 ilustra . c6mo usas las pro-

Piedades de*. 0 ydel 1 para erloontrar un nombre corrierM para
.oada uno de ,los slguientes:

-1

27 +114+ 4) - 18
:03.7 +

1'63 ( .172*

(; -,4,42 + 17 ,
0 \

2- 3(12) .

10. (16 5)(3f(5280) ,
,

-,
--41:1. ( ) -ai a;be; que el produoto de dos ntimeros es 0 y que tmo

de los mimero9,. es 3, 4,qu4 puedes d'ec4,r acerca del otro.,,;,... 0...



nif.mero%

(b) Si el pr6dueto /le do's nximeros es 6, op6 puedesdecir
,

de por.lo-Imenos uno de ellos?'
..

...( ) LPermiteIa propiedad multiplleatiVa *del 0 contestar

'stas..preguntas? 'i,Q".16 otra propiedad del 0 eata im-

119.1eia aqui?

Clausura

Basta ahora en nuestro tral:!ajo, hemos'combinado frecuentemente

dos nOmeros, mediante la suma'o la multiplieacidn, para obtener otro

ntimero. Basandanos .en nuestra experiea kiaerior, nunea hemos

tenido duda dequwel resaltadb siempre es un r1mero9 Sin embargo

' hay4agunas tribus priktivas qUe.sdlo slaben contar liAsta tre's.

Suponte' que trataras ae*erisenar a tales,Pert04s.a sumar-Ltitid les

, dirSas al llegap a sumas como "2 1-'2" y !!21+,3"? Obviamehte, ten-

drias qu ampliar su conjUnto ntimeros' de manera.que la s4tTra,de

'dos ntimeros-cualesquiera fuera un niimer del conjunto:

El eonjunto de los nlimeros de la ar ica tiene esta propie.-

dad; .es decir la .suma de dos cualesquiera de eitoi.plimeros'es

pre Un olmero deI cOnjunto. Cuando se'efecith una eierta operaci&

soon los elementos,.de'un subeonjunto-dado de los ndmeros'dells:Irit-.

y obtenemos siempre com6 resu1tad6,un nxiMero de este stOcen:-
A

junto, decimos que subconjunto es ce=ilde respecto de Ta opera ,

Por lo tanto, decimos que el canjunt9 de*los mimeros de la

aritmdtica es cerrado respecto de la siAi.s Asi también,"este con-:

junto es cerrado respecto,de la multiplicacicin ya que el produpto

de'dos nAimeros cualesquier i. ep slempre un'ntimer6;" Expresamos estas

propiedaeles en lenguaje.,sagebraico como sigUe:

Propiedad de elausura de la 'sum: Para todo niimero a .y todo

(admero 130.a + b es un ntimero.

s) S'ropiedad de elausura de la multiplicación: Para todo ni5mero

.a y todo nilmero b, ab es un nOmero.
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. 3-12

'Alto
,'

3-12. PropiedadeS asociativa eonmutativa, de la sum z. de .18:

multiplicaei6n

'En el capitulo 2 diseutimos varios modelos para eonstruir
enunciados eidrtos acerca:de nlimeros y-vimos-que esos modelos
vstaba4 edtrechamente'relaeionados eon muehas de las tienieas de
la aritmétlea. ules 5eran'5 algunos de estos modelosy Por ejem-
plc), eneontramos enuneiados eiertos tales como

(7 + 8) + 3 = (8 + 3)

(1.2 + 1.8) + 2.6 . 1.i + (1.8 + 2.6). V.

De estos ejemplos lerivamos.4una ley para enuneiados eiertos que
- presamos en'palabras como sigue: &lades un segundo niimero a'

un primerfnlimeros y despu4eup tereer niimero a esa sums el re-
sultado es el -4,mismo qUe si sumas el:15egundo nlimero y el tel4ceros

y luego eAadps su suma al primer nlimero. 4C6mo se llamaba esta'
propiedad?

El lengua.je algebraieo oonel que nos hemos estadofamil4r
. tando nos permite'presentars al igudl.que en el paso de las pro-'
piedades del 1 y del 0 que aeabamos de estudiars un enUnciado
relativO a la propiedad anterior en-eate lenguaje. Tenemos que
oeuparnos'de tres nlimeros -(no neeesariamente distintos) a la vez.
4..lamemos "a" al primero de elloss "V" al segundo y "c" al tereero.
"Aftadfr un segundo.ntimero a un primer ntimere se representari por
"a + b"; "eadir urctereer nlimeto a esa'suta" se represeniari par'
"(a + b) + c". (Oor qu4 intercalamos los paOntesis?) Escribe

-la'segunda parte de nuestro enunCiado verbal en el lenguaje del
álgebra 'Las resultado es el mIsmo" nos dieen ahora
,que tenemos dos nombres para el mismo ndmero. Entbnees nuestro
enunciado result& der V.

(a + b) + e = a + (b + e).

.LPara,qudk'rydMeros'es oterto este.enuneiaft? Anteriormente hab/amos
llegadoioala.conelusOn de.que es cierto para todps los niimeros.

--, -Tor lc tantol flnalmente..eseribimos:

Para todo nlimero a, para todO nlimero bl para todo nIfimero'
*(a b) + c . a + (b +to).

Otrod'enunciados ciertos eran de la for4ta*

S

4

1.
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3 + 5 5 + 3.
laamamos propiedad conmutativa de la suMa a la propiedad que nbs

dize que todos los enunciados que siguen esta ley son clertos. La

xpresamos en,palabvas asl: Si-do§ mimeroese suman en'Ordenes

4istintos los resultadoS son los mismos. DichO'ben lenguaje'alge-

braico:

Para todo ntimero a y todo ntimerp

a + b .."13 + a.

1 ICOmo expresarias la propitdad asociativa de a.a muItiplicaci6n'

en lenguajeelgebraico?

Au4 pOpiedad está expresada por la sigUiente aseveraci6n

Para todo ndmero 'a y todo nximer61 bj

ab ba.

Esfas propiedades de las opehaciones nos permiten'eseriblx

frases abiertas en "otras formas". )°or-ejellylo, la frase abierta

3d(d) puede escribirse com6 3(d d). esto es, 3di, si aplicamos

la propiedad asociativade la multiplicacián. De modo que, dos

"formas" de una Prase abierta son dOs nUMerales*Para el mismo ndmero.

Entre las Propiedades que acabamos de considerar estin las de

conmutatividad de la stima Y de Is multiplicaci4n: qunos
interesa ianto ,isaber'si soh conmutativas operaciones binarias tares

coma la suma 7 la mu14plicaci6n? LNO son conmutativas todas'las

operaciones de la aritm4tica? Xntentemosaveriguarlo con Ia

sión,0 por ejemplo. Recuerda que

6 .1- 3 '

signif4.s. "6 'ftvidido por 3". Examina ahora si

6 -t-'3 . 3 6

es un enunciado cierto. Esta es evidencia sufWente,para.mostrar

que la divisi6n n9, es una operaci6n Conmutativa. (Incidentaimente,

podrias hallar aIguna' a y alguna b de 'manera que" a b = b a?)

as.asoCiativa la operaci6n de divisi6n?

Otto ejemplo muy interesante en el caso de los mimeros naturaIes

ez el sigulente: Sea 2 ** 3 :definido como (2)(2)(2) y 3 itit, 2

,o9TO (3)(3)., En general, 4 ** b si6ificará que a se fia tornado

b 'Ileces comp factor. as cierto el siguierrte enunciado:

t )



3 2 -164-

5 *.2 2 ** 5?

eilIegas a-la conclusi6n de que esta operaci6n binaria can los nd-

meros naturales es conmutativa? /,Es asociativa?

Tal vez objetaris que este-segundo ejemplo es artificial.

Par el.contrarlo, la operacidn *** definida arriba se emplea

reljbnte en el lenguaje desalgunas Qomputadoras digitales. Veris,

u a mAquina trapraja mejor si se le dan'Ntodas las instrucciones en

na sola linea,Xy por esto se ide6 una notaci6n "lineal" para esta

.operaci441. Pero debes ver que para la miquina el ordert de los

ndmeros en esta operrici6n es muy significativo elay alguna
restriaci&I en cuanto al tipo de ndmeros con los cuales podemos

efeatuar la operacián **?

'4Conjunto de problemas 3-12,

1. Si x, y son ndmeros de la ar1tm6tica, la peOpiedad de-clau-

aura nos asegura qup 3xy, 2x, y por lo tanto, (3xy) (2x) son

ndmeros de la aritmdtica. Entonces, las propiedades asocia-
.

tiva 7.conmutativa dela multiplicaci6n nos permiten.escribir

estedltima expresi6n en otra forma:

. (3xy)(2x) = (3 2)(x x)y

6x2y.

Como elejemplo anterior, expresa en otra forma los siguientps.,

productos indicados:

(0 (2m) (mn)

(b) (5P2)(30

(a) n(2n)(3m)

(d). ('-ab)(6c)

(e) (10a)(10b)

(r) (3x)(12)

Si X, y Son ndmeros,de'la aritm4tiaa, entonces la propiedad

de clausura nos permite considerar 12k2y. como un.numeral,-

que representa un solo ndmero. Las propiedadesNconmutativa y,

asociativa de la multiplicaci6n.no, permiten esaiibir otro

numerales para el miamo ndmero. (4xy)(3x), (2x)'(6xy) y.

(12x
2
y).(i)' son algunas de lasmuchas formas en que podemos 4-

escribir 12x y como productos indicados. Análogamente,

escribe tres posibles prodtptos indUados para Cada uno de

siguientes: *

(a) Bab2

O.

(b) 7xy2
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(0) 10mn
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(e) 64a2b02.

(f) 20

3,12

4Cuiles de los siguientet enunciados son ciertos para todo valor

de la variableic Explica miles de las propiedades te ayudaron

en cada caso.

(a) m(2 + 5) = (2 + 5)m

(b) (m + 1)2 . (2 + 1)m

(c1) (a + 2y) + b (a + b )+ 2y

(d) 3x + = + 3x

(e) '(2a +.0) + d ='2a(c + d)

(f) 20 6 = 6 + 20

(g) .5b(200) = 200(.5b)

(h) (2uv)z ...,2u(vz)

(1) + + = + +

(j) 3x + y x + 3y

Sea, el'conjunto A . Aq,

fa) as A cerrado respect° de la sum?

(b) &Es A eerrado respecto de la multiplicación?

(a)' as el conjunto S de.todos los matiplos de 6 ce rado.

respecto de,laspme

(b) as el conjunto S cerrado respecto de la multipliea016n?

,tefinamos,algunas oPeraciones binarip distintas'a las:de la

suma y la multiplicicidn. Usaremos el simbolo " * " y leeremos

ft a . b" como "a operacidn b". Como el simbolo que utilizare-

mos'tendri varios signl.ficadosi es imprescindible definirlo.

cada vez que'lo Usemos. Paejemplo, para toda a y'toda 'b,

si a o b significa 2a + b, entonces 3 . 5 . 2(3) + 5; ,

si a . b significa a 13, entonces 3 . 5 . 3 51

0 b significa, (a '- a)b, entonces 3 5 = (3 - 3)54

si a . V significa a 42b, entonces 3 . 5 3 +

si a . b significa (a i; 1)(b + I) entonces 3 5 .

(3 +

'Para cada una de la Iriterpretaclones expuestas arriba escriVe

un numeral que repr4 nte cada uno dF los siguientes:



(a) 2

CO (2-) 6
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(or 6 0, 2

(d) '(3 *02) . 4

-4Son conmutativasbperaciones binarias con ntimeros tales coo:),

que de1tjos en el proiblema' 6? En otras palabras, Les

ierto que' Para toda a :7 toda b, a b = b a? Examinemosr"

'algunos casos. Por ejem o si a . b significa 2S.1+ b,

mos que

3 . 4 . 2(3) + 4

40 4 . 3 = 2(4) + 3.

Pero "2(3) + 4 = 2(4) + 3" es,un enunciado talso. Por lo tanto

concluimos que Is,operaci6n aqui indicada por el simbolo " ° "

no es cinimutativa. tetprmina en cada uno de Ids siguientes st

la operación descrita es o no cOnmutativa:

(a) Para toda a Y,toga b, b a ba

(b) Para toda a y toda b, 'a * b.= (a - a)b

(c) Para toda a y toda b, a .-b . a + lb
3

(d). Para toda a y toda bo'a a b = (a + 1)'(b + 1)\

OueOps-coricluir,que son conmutativas las operaciones binari

pn todo caso?

LEs la operacidn a " asociativa'en cada uno de los casos

anteriores? Por ejemplo, si para toda y toda b, a o b =

-2a + b, Les (4 0 2) . 5 = '4 0 (2 . 5) un enunciado cierto?

a

( 4 * 2) 5 = 2 2(4) + 2 + 5

. 2(10) + 5

mientras que

4 . (2 . 5) = 2(4) + 2(2) + 5

='8 + 9

Como el .enunciado 2(10) + 5 = 8 4-9 es falso, concluimos

ue esta operaci6n no es asociativa. Determina si las opera-

oneS. descrttas en el problema 7(a) . (d), son asociativas.

3-13.. La propiedad distributi,ya

Lo que estudiamos acerca de los ntimeros en el capitulo 2 nos



ha mostrado .variAs versiones de la propiedad distributiVa.

15(7 + 3)=.15(7) + 15(3)

- + -(4)12 + .012

son dos enunciados cie;toscada:uno de los:cuales,sigue una de las

leyes que hemos estudiado. Hemos visto iaiMportancia de esta prp-

piedad,para 141acionar sumas inlicadas y-p.Foductos indicados. Pode-

mos expresar :.hora la E4AA2g21 dist-rIbiltiva.; -en lenguaje algebraico:

Pam todo'ntimero a, todo niimem` y todo'nlimero el

a(b + c)'= ab +

101....1161.

&Está esto de acuerdo con lo que expresamos'envtlabras en, el capi-

tulo 2? Comp hemos establecido que "a(b + Hy "ab ae" son

numerales para el mismo nxim"o podemos, igualmente escribir:

Para todo nl.imero all'todo'nlimero b 'y todo 1115mero' 0,

ab + ac'. a(b + c).

Podemos tambidn aplicar laspropiedad conmutativa de la multi-

plica0i6n para escribir:

Para todo inimero -a, todo nlimero b y todo nlimero

(b + c)a = ba + ca

,y t'aMbi4n:

Para tbdo ritimer° a, todo nlimero b 'y todo nlimero

tiDa + ca = (b +

&Cilia. de estas leyes sigue el primerd de-los ejemplos anteriores?

.01 segundo?

Cualquiera de los cuatro enunciados-anteriores describe la

propiedad-distributiva. Todas estas formas son Aitiles en el es-

tudio del 41gebra

Elgp.1.9. 1. Escribe el, product° indicado, x(y 3), como una suma

Elemplo

Ejemplo

.

indicada.

x(y 3) = xy + x(3) por la propiedad diStributiva

.txy + 3x

Escripe 5x + '5y :como un product° indioado

5x + 5y . 5(x + y) por la propiedad distributiva

Escribe en una forma mils sencilla la fraSe Tbierta,

3a +



por la propi.edad d±stributiva

Eemplo 4. Escribe en pna forma mAs sencilla La frase abierta,

2x'-i- +.4ic + Sy. -
.....

.2x + 37 + 4x + 6y . (2x + 4x) 4- (3y 4- 6y)

IiIasspropiedades aso-
ci tiva, y conmutativa de

. laisuma

por la propiedad distri-
butiva

= 6x + 9y

'.Conjunto de problemis 3-13a

. Escribe los siguientes productos indicados como surnas indicadas:

(a)., .6.(r tii) si) (7 x).'x
(b) '(b + 3)a (e). 6(8 + 5)
(o) x(x + z) (f) (a 4- b)b
Eseribe las siguienes mamas indieadas como productos indieados:.
(a) 3x + 3y

(b) am +, an

(0)- .x + bx Sugerencia:, x = ( )1c

(a) vc

JeL4 2a + a Sugerencia: 403mo se define a2
'IV

(f) x + xy

t

Utiliza las propiedades-dsociatival conmu%ativa y distribuiiva,

para escribirs en la forma lo mks sencilla' posible, las siguien-

tes frases abiertas:

(a)' 14x' 3x

(b) +

2(e) 30.1. 3b

(d) .7x * 13y -112x + 3y
(e) 4x + 2y A- 2 k-F 3x
(r) 1,3x + 3.7y + 6.2 + 7.7x
(g) 2a + b +

'7)41

s
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La propiedad distributiva expuesta en el enuneiado:

. Para todo ndmero as,todo neimento bs y todo ndmero' e

a(b + e) = ab + ae

eoneierne a los tres ndmeros al b e. Sin eIbargo, la p pie-

dad' de elausura nos :permite apliear la propiedad distributiva en

.muehos easos en qUe una trase abierti eontienesaparentemente mda

de tres numerales. Por ejemplo, suponte que querews expresar el

produeto indieado .2r(s + t) eamo una suma. La.frase abierta'eon-

tiene los euatro'numerales 21 r, s t. No obstante, la Propie-

dad de elausura nos permite eonsiderar a 2r eomo el nombre de un

solo nximero de hodo que podemos pensar en términos de tres nume-

rales, 2r, s t. Asi:

2r(s.+ t) = (2r)(s + t)s

.(2r)s + .(2r)t

2rs + 2rt

. #Ejemplo 1. Eseribe 3u(v + 3z) como una suma indieada.

La propiedad de elausura nos permite eonsiderar a'cada uno de los

t4rminos 3u,*v, 3z _comb el nombre'de un ndmero. Entonees, por

la propiedad distributiva /

3u(v 3z). (3u)v + (3u)(3)

= 3uv + 9uz por las'prZpiedades eon:-
mutativa y asoeiativa de
la mn4tiplieaei6n

,Ejjemplo 2. Eseribe Ia suma indieada, 2rs + 2rt eamovn produeto

indieado.

Esto-lo podemos, haeer de tres maneras:

(1) 2rs + 2rt = 2(rs) + 2(rt)

2(rs + rt)

(2) 2rs + 2rt = r(2s) + r(2t)

r(28 +

(3) 2rs + Frt (2r)s + (2r)t

tr(s' + t)

Aunqug_las ilres formas,son eorreetas, generalmente preferimos la

tereera,

Ejemplo Expresa el produeto indieado, 3(x + y + z) eomo una

Emma indieada.

3(x + y + z) = 3x + 3y + 3z

0+1



pon4unto de Eroblemas
.,Essribe como una suma`Udicada Cada uno de.los

N
productos indicadowis
(m) 111(6 4. 3P) (d) (2x + xy)x.
(D) 2ic(k (e). (e f + g)h

(c) 6(4 3r + 7q) (f) 6pdp +
'40uiles de los siguientes enunciados ,son ciertos para todo

valor de cada-variable?

(a) 2a(a + b)S. 2ae + ab

(b) 4xy + 17.2 =(4x + y)y
(c) 3ab + 6bc = 3b(a + 2c)

(d) 2a(b + c) 2ab +

ie) (4x + 4x2 + 3 + x

.25, xy) = (2 + x)'Y

ERcrib* COMO un producto indicado °Ada una de as sigu entes

-suMap indicadas:

i(a). 312), + v2

(b) 7pq,+ 7qr

(c). 3x + 3x2

(ld). 2 +4cd1

(e)\f3x + 6x2.

(f) 'xz2 + 2xz

siguientes

Sugerenci Yiensa en 3x com (3x)( )

gerencia: 4ed =4 (20)(20

A continuaci6n presentamos otra aplicacicin important* de lg

propiedad distributiva:

Ejemplo 1. Escribe la expresi6n, (x + 2)(x + 3), OMO una suma

indicads, sin par4ntesis.

'Si escribimos la propiedad distributiva, y,debajo de ella el pro-

ducto indicado, podemos ver qu4 nombres debemos tomar come nombres-

diferentes de nximeros.-

a(b c) ,ab + ac

3 x + 2 x + x + 2 3

x2 + 2x + 3x + 6 .prOpiedad distri-
butiva

2
+ (2 3)x + 6 propiedad distri-

butiva

x2 + 5x + 6

7 ,9



4Podr1as haber usada una forma diferente de la propiedad distribu-

tivapara empezar tu trabajo?..

Ejemplo 2. Esoribe (a A:. b)(e + d) comp una suma indieada §in

pardnteais. Justifica cada paso.-

(a.+ b)(c + d) = (al+ b)c + (a + b)d

ac + bc + ad .4- ,bd

Conjunto de problemas 3-13c

Eseribe eomo sumas.indicadas sin 'par4ntesis los-,siguientes

productos indicados:*

1. (x + 4)(x + 4. (x + 2)(y + 7)

2 (x, + 1)(x + 5) 5. (m + n)(m n)

3. (x + a)(x + 3) ,6 (2p + cl)(p +' 2q)

3-14. Resumen:-: VroPiedade6 de'la..s.oridrac 6117es 661-i-ridnieros de la

aritmdtica

Los ndmeros pueden ser sumados y multiplicados. Hemos,,apren-
.

dido que los ndmerOs y las operaciones relacionadas con'ellos

tienenpropiedades fundamentaleyve llamamos, las propiedades de

los ndmeros. kcontinuaciem haremos una lista de estas propiedades.

1. Propiedad de ciausura'de la-sumal Para todo ndmero a y todo

ndmer bj a, + b es un ndmero..

2. Propiedad de elausura de la. multiplicaci6n: Para todo rimero

a .y'Ntodo 'n,dmero bj ab un ndmero.

propiedad conmutativa decla -suma: Para todp ndmero a y todo

ndmero b'j a + b = .b + a*

Propiedad conmutativa de.la multiplicael6n: Para todo ndmero

a y todo ndmero bj ab ..ba.

Propiedad asociativa de la suma: Para todo ndmero aj todo

ndmero b y todo ndMero c (a + b) + c = a + (b + c).

Propiedad asociativa de lamultiplicacicin: Para todo ndmero' aj

todo ndmero .b y todo ndmero cl (ab)c = a(bc).1

7. Propiedad distributive:: Para todo ndmero aj todo ndmero b y

todndmerO, c, a(b + c) at, + ac.

80



8 ,Propiedad aditiva del 0: Para todentimero a,

a 4 0 = a.

Propiedad multiplicativa del . 1: Para todo nlimero al

a(1) Am a.

/10. Propiedad multiplicativa del 0: Para todo nximero a,

A(0) = O.

Con)unto de problemas 3-14

Halla el noare corriente de cada lino de los niimeros que'se -

obtienen de

3 2

ilenando cada Vde los blancos con uno de los signos 4 ; X 2
1

p y colocando pai4ntesis para indicar su agrupaci6n.: Como

ejemplos; 8 - (3 + 2) = 3, 7 (8 + 3) x 2 .

En los ejercicios siguientes2 esaribe los productos indicados

como sumas indicadas y las sUmas indicadas como productos in-

dicados:

. (a) (1 + x)5 (h) 3ax + 2ay

(b) a + (i) (5 + 3T)37 + 2Y

(c) 33(95) + 15(11) (j) (2 + a)b +. (2 + a)3

Sugerencia: (2 + a) es un
nlimro2 por lapropiedad de
clausura

..(d) c 20

(e) +

(f) x(y + .1)

(g) xy + x

(k) + 3ab

(1) 2a(a + b + c)

(m). (1,1 + 2v)(u + v)

(n) (a + 1)2

Usa las pro es.de los ndmeros para escribir en una forma

mils sencilla os siguientes:

(a) 17x + x (d) 1.6a + .7 +.4a + .3b

(b) 2x t y + 3x + y (e) by + 2by

(c) 3(y: + 1) + 2x + 7 (f) 9x + 3 + x + 2 .+ llx

Aquf vents c6mD se comprueba si un ndmero cardinal es exacta-,

mente divisible por 9. Segdn veiyas leyendo, anota las pro-

plat:lades de la suma y de la multiplicaci0 qu se usah.



.-+

Analiza lo siguiente:

2357 2(1000) + 3(100) + 5(10) + 7(1Y7 1
= 2(9,99 + 1) + 3(99 4- 1) + 540 + + 7(1)

= 2(999) + 2(1) + 3(99) + 30) + 5(9) + 5(1) + 7(1)

((999) + 3(99) ± 5(9)) +. @1) + 3(1) + 5(1) + 7(1))
2(iii) + 3(11) + 5(1)) 9 -I: + 3 + 5 +

= (222 1- 33 + 5)9 + (2,+ + 5 + 7)

/,Es 2357 divisible por 9? Emplea el-mismo procedimiento con

35,874. aodrias enunciar una,regla general para decidir ciaando
,\

un numero cardinal es divisible por 9?

Examina la estructura del siguiente

19 x 13 = 19*(10 + 3)

= 19(10) + 19(3)- (oud propiedad?)

=119(10) + (i0'4.9)

= 19(10) (0(3) + 9(3)) (qud propledad?)

= 69(10) + + 9.(3) (oud pmpiedad?)
= (19,-1- 3)10 9(3) (oud-propiedades?)

El resultado final nos indica un.mdtodo.para mtl?.tUlicar ntimeros

cardinales entre 11 y 19, inclusive: 4Suma al PriMer ntSmero

la cifra de las wildades de segundo niimero y multiplica por

10, luego aftade a este res ado el producto de las cifras de

las unidades de los dos umeros. Usa el mdtódo para muIiiplicar

15 x 14, 13 x 17, 11 x 2
4

ProVemas de ,repaso

. (a) conjunto H s

46.......no.711

1-73- 3-14

= (21, .23, 49).
(b). Considers' el conjunto A4 de todos los ntimeros cardineiles

mayores que 20. 4Es H un,suboonjunto de A? 1;Es-1k'
0

un subconjunto de H?

(c) Clasifica finito o infinito.cada uno de los-conjuntos

H y A.

2. -Halla 3a coordenada: de un punto que esti en la recta numdrica

entre lob dàs puntos con coordenadas y ik Ouintos puntos

hay.eptre estos dos?

Considera el conjunto

T = (0, 3, §P; 9, 12,
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Es T cerrado' respecto le la operaci6nide,.sumar?s rap-'

peet6.0e la operacidn de calctaar la -media aritmétisan?
dominio de .1a variable t el tconjwito R todos.

Rs ntimeros gtntre 3 37..: 5, inclusive,
Construye la grifica dei cohjunt6 1:

(b) Determina.si cada uno,de los piguientes,nlinveros es tit\
:valor admis2blt seam- t: Ic 40.4 42.;

Zed alert) .cada uno de ltis Siguienteenunciados?
(3 + 1)2'*= 32 + 2(3)0) 12

(5 + 2)2 = 52 + 2(5)(2)% ± 22

=
'2- 2 2.(i)2 +,.2(34. (3) + (3)

Detennina qué pat'r6n siguen estos enunciados y describelo- en"

palabras. Entonces; formtilalo en )..enguaje.argebraico 9omo-**un

enunciado,abierto cOn dos variables. Utiliza. as proptedades
de los minteros- .de la aritin4tida, segtin las hemos aescubierto,

, pare: demprollar, si el enunciado obtenidp es 0 rip 'cierto,pare

todos 'los valores de las variables.
Outiles de los sivielltes enuncAdos,4, B, c, p y E tienpn

,

4'

A
en,1 conjun t o de Yalidez *que el enunciado nx A.- s

JA) x > 5 6 x 5:

(B):..)- 5: Sr-'-

,(C) '-x f 5 -- i. .
(D) x 1 -5 ..

Halle el contSunto de validez de:cada uno de loe siguientes. .

enuncia.dos: ,
(a) .n - 5 r 7 (a) ,4n.-- 5:t. 7
(b) 2n - 5 .. 7, (e) 6n - 5 ... 7
(a) 3111 5 =.7 . . (f) , 12n , 5 . 7
:Si ins, .ta un ndmero tie .3.. 'aritméV.ca, xletermina el ponjunto

de validez On ,

N

..- (ar m -i-I'm ...--,2 . .(c) In.. 24
: -

(11) m + m ='2ms',, (d) m- :I- 3 -4 m
.

,

todos lov denuts?
.!"411r1 e .14-1. suboonjunto ,s'oIp.mente cie si ,inksmo? Contesta ,las

1,Cuál de, estps scbnjunt'ft es .un subpottjunto de

83.. At. p.
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,pregixotas antprores, 4i)sde .- (a) hasta' ( d), a el dominio dok
11140its el conjunto de .36013 rgl*ros naturalese%
Sba T el eonjunto de valisclez de

x 3 5 6 x +,1 4.
-(a.) /,Es un elemento de T?

(b), 4Es 2 un elemento de -
co). 4E8 suboonjunto, de Tt
Repisesenta griflaamenie el. conjunto de validez
\ x + 1.'4 5 7 x 1 2.

-11. Considera el enunciado abiertip,
. 2x 1.

iCuil es au eqnjunto de validez s
-eonjunto de
(a) - los ntimeros naturales?
(b) los niimeros eardinales?
(c)' todos los ndmeros -de ari ica?
(a) &Es oleyto siguience enu olado?

,

el dominio de

'4(8 + 4(4 + 5)

4t.

.414

es- el

(b) L.Tie'nes' que hacer aIguna'multiP leaoI.6n para 'contestar la
parte '.(a)?

-1 . LGuiles de los siguientes;enundiados son .ecertbs?
5(44s(a)

c(b) 104

(c) 110(..
(d.) 4 + 7 + 1;817-4,-. 5 + 1, 817 4-
(e)' ,12 x 8 + 12 x 92 =.120b

16 500 '

Explica e6mo *se usa; la propiedad del
siguiente

S.

. Expllee-por qué

I. 3x 4, +'2x + 3y = 5x -t 4y

al!

al -efectuar el

,



es oierto para todos los valores de x y de y.

(a) Esoribe oomo sumas ind;oadas.sin par4ntT4$ los siguientes
,

productos indloados:

(x + 1)(x +,1)

(x + 2)(x + 2). ,

(b) Emplea el modelo de los resuliados de la parte () 'para

etoribir la.suma indioadas

2x 6x 9

.como un'produ'oto

*

a v.

t

41111.

gr.



Cap1tula.'4

E'NUNCIADOS ABIERTOS Y ENUNCIADOS LINGUISTICOS

4-1. Prases-abiertaszfrases lingiasticas-

Conitantemente.eitamps construyendo:un nuevo lenguaje simb6-
lico que se va hacidndo tada'vez mis, un lenguaje completo.. Remos

undo frases matemiticas, tales como "8 3y"; formas verbales
matemiticas inciuso " = " y " > "; yt,enunciadosmatemáticos, como
"7n.4. 3n .50".

Recordellos que una variable, tal coMo "n" es el nombre de un
ndiero,bien d4finidos'aunque no especificado. La traducce6n de unti

a nuestro idioma iignifiara entondes una'referencia de uh ndmero

110 especificado"con algode, interds paranosotros. Asioel numeral
"e'puede representar "el nldmero,de-problemas.que he resuelto", "el
.hdmero de,estudiantes dn un,acto deportive, "el ndmero de mOnedas
-de 1Crcentavos en el bolsillo ,de Juan", o "el ndmerib de,pies de'

altura del asta de la bandpra de IL eieuela". iQué otras tra-
;

ducciaes'son posibles?

'bonsedereos la'frase* "5 4.41". aLPOdemps inVentar uná frase'
Alheilstica para eila? ,Supongamos-que empleamos las traducciones

ant4i,stigeridas SI "1.1 el rAmeio cfe prob].einas que hd de resOl,-

ver'hoentanees la frase "5' -1-'n" represents "el to de los

problemas inc.oyendo los cinco resueltos la noChe ant or"j 04 81

'44

yo tengo 5. monedas de f0 centavos y "n",representa bl inimem

de tales monedas en.el bolsillo deJuan, entonces "54 n" repres
It
el nd,Mero totalde di&laS monedatl'contando las cinco

que eSt411 en el bolsillo de Juan". ,Observa qUe la t

depende des qud traducciOn hacemos de "n".'

4Cuil de las traduccionesi en aparientia innumerables, hemos

de seletdlonar?. Debemos reaordar'que la.variable-q4aparecev?n la
frase:abierta, sea'"n" o "x", o "w", o "b"_p*S'el'noAbre de 'tip,

s y las

aducq.k de -

.-
ndmerp. que este mime= sea, el de monedas, el cre estudiantes o. el

-

de pulgadas, etc., depende s610 del uso que.pretendamo Ater,de la
;

trad4cc16n., "El contexto mismo frecuentemente 'suger1r4' limftey6'
tales traducciones. Asijoor ejemplo, no tendria senildo el tradu-
cir una frase tal como "2,500,000 y" en thrminos del ndméro de

..monelas de ,10 centavos en el bolsillo de Juan, pero a-1'10 tendrla

r

-8 6



4-1

el considerar "y7 Como representando el nilmero que da el aumento de

poblaci6n de un estado que tenia 2,500,000 habitantes'en,ka época

dei i1tinio censp, 0 como el mime's° 'a.dicional de minas que ha re-

corrido'un satdlite, que en ermomento de la xiltima informaci6n

habla.yct viajado 2,500,000 minas., Amilogamente, la vriable en

la frase ".05 +lc" difcilmente podr/a traducir;ecomd el ntimero de,

vacas o de estudia0eS,.pero sl como el increment° en el porcentaje

de inter& que,preViamente era.5 por ciento.

4C6mo podemos traducir la frase u3x + 25"? Si no hay razones.'

especiales para elegir una.tradUcci6n partidular, podemos consi-

derar x como el nilmero,de centavos 'clue Tomtits se gana.eri una

cortando'grama. Entonces 3x es el ntinero de.centavos

ganados en:tres,horas.1 Si Tamas termina la tarea en tres hdras-

,

y recibe una'propina de 25 centavos, entonces la 'frase "3x +25"

representa'el niimero tot4l decentavos que Tomis posee liaego,de

trabajar tres horas.. Oámo puede traducirse esa,frase Si C0mai-

deramos x como- et nximero de'estudiantes en cada Olase de ilgebra,

si eStaS clases son deI mismo tamitip? 0 bien,, Laugndo x es el

nlimerd de millas recorridas por un automóvil en :una hora a velp'-'

.0idadconstante? up

Hay muchas traduCciones lingt/sticas del sfmliOlo " + "0.que.

Indica la operaci6n de sumar dos miinerosv-- Algunas de ellas san

las siguientes "la suma de", "tis que", "aumentado en",-"mAS

viejo que y otras. Hay también much.a8 traducciones linguisticas

de.los simbolosqua Indican la,operaci6n de multiplicar dos pi-
14

meros,-incluyendo "porn, "pro'duCto de" y otras. Oltutradtfccionesi

lingiiisticas hay del s/mbolo ".?

Conjtnto de pilobleMas A-1

En los-problemas 1-6, escribe frases lingufsticas que corresponan'

a ca,da una de lp.s fraseS abiertaS que aparecen a tontinua.c16n.

Trata de variail todo lo -que puedaslas frases

en cada casO qu6 repreaenta la vaViable.

.1. 7w (Si un quintal .sede .trigo cuesia , w

bmel n4merq de d61#tesique cuestan siete quintales".)
I

lineifsticas. Indica

&ilexes, la frase*es:

2., + 7 .

3. n 7
4

.4*

5. 2r 5

6. a + b
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En pada uno de los problemas 7-171halla una frase abierta.que

'sea una traduccién de la 'rrase linguis.aci dada. En,cada,problema
,

,

indica qué representa'la variable.

7. Fa-ndmeroAle pies.en y yardas.

(si y es el, ndmerp 4e yardas, entoncea 3y' e.sel ndmoro de,

geS.)
El\ndmero de p.ilga4as on f pies.'

9. 'El'ndmero de pintas en k cuartillos.

Ima, El ndmero de minas en: X

11.. El zudesor de.ungdmero,cardinal.,

El reciproco de un ndmero (si.el product6, de doe,nd

cada uno es el'reciproco,del otro).'

3 El ntime4o de onzas er Ic libras y t onzas.

14. El, nUmerg db centavos en .d 106Iares y k pesetas.

15. El ndmrd_de,centa*A en m 'd6lares, k pesetas, m monedas.de

diez çntavos y n4 monedas''de cinco-coptavos.

64 El odmeo de 'ptigadam de largo

eroS es

más 1914i0 que.analo. (Sugeren

ayude'a representar .14 situacian.)

El ndmero' de pies,de.altura de un 1r1An4pla Ea la altura.es

que L. base.

e n redtanguloAue es dos veces

a Dibuja una figura qme te

En los probl'ema,08-251 escribe frases lingithticas que sean

.iradUcciones de las frases abiertas dadas. 'En*cada,problema

tifica

n + 7n.
19. (2r 5) + 7

20. 32 + (2x 1),

21. 5000 +

22. . oolty °

*23. x(x + 3) ' (iftgarencia: Esta frasetpodria interpretarbe como

la expresi& para el ndmero de-unidades cuadradas
_

'N.

de cierta

*24: 44y (y + 5)

*25. vi(w :3)(2w -1= 5)

4

(Sugerencia3 Esta f ase,podrIa.interpre-
.

:itarse como -la expr slAn para.repreaentil.r

el ndmero de mnid es cdbicas de cierto

Nolumen;)

u

mrt



26. Eteoge una variable para ina.Lcar el nlimero ae pies de longitua

del.laao de un' cuadrado. Escribe una frase abierta para re-
.

presentar el nilmer6, de ples en el perimetro del cuadrado.

27. Escoge.una variable para indicar elntimeror.6 pulgadas de

altura-de la cabeiat.de.un hombre. Despuds, escribe una fiase

abierta para representar el niimero de pulgadas ae estaturi,del,

hombre)-si se Babe que su estatura es "4 veces la altura de.

su eabeza.

Si un lado de- un triiingulo es tree pulgadas mit largo que un

segundo lade, escribe una,frase abierta para representar

n4mero as pulgadas-de-pergp del primei 'ado:

29. La longitud de.un lado de un tritingulp es 'x pulgadas yla
de un segundo lado es y plAlgadas. La Ipngitud del tercer

lado es la-mitad de la suma de las longitudes de los dos

(a) Escribe,una frase abierta pare: represantar el nilmera de

.puIgadas del perimetro dea triAngulo.

(b). Escribe una frase abierta park representar

pulgadas de longitud del tereer lado.

30. En una cierta comunidad el 1115merade:nifia es seis quintos

del de niftos., Escribe una frase abierta para representar (A..°

nlimero de niffas en.t4rminos del ntimero de.niftos.

, La entrada paila una fuhei6n de "El Mikado" cuesta 42.00 par

'persona. Etcribe una fripe abierta para representar eI,total

de ddlares cobrados en t4rMinos del ntimero'de.perionas que

compraron boletps. .

32. Si un hombre puede pintisu casa en d diaa, esci>int una

frase abierta para representar la parte del trabajo que puede
t

comp;etar en un dla.' 4

j3. Si una tubers. pluede Ilenar la (pinta parte ae,una piseina en

una hora: escribe una fraseAbiertatpara represen;tar .1a parte

de la piscina que se nensrfa en ,x noras.

34. Zuanao un Arbol creoe, aumenta eliradio de su troneo debido

4
#

4

8 9
ter

.

4

.

.44
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f ..
a que.va formanao un anirlo de madera nueva cada ako.' Si el

,

tronCo'tierie ahora r anillos, escribe una frase abierta para

representar 'el ndmero de anillos.que'tendr4 de apf.a dote aftoqo
.,

*351 Una planta trete un'cierto nUmero de pulgadas 1)6* semana. Ahora

tiene 20 pulgadasde altura. Escribe una frase abierta que

represente el ntimero de pulgadas de altura quo tendr4 de aqu/

a cinco semanas. .

*36. Supongamos que diez minptos después.de un hombre mdter'sui

.

brazos en igua-caliente, la temllratura de sus pies eMpieza a

Subir a rai6n414e un grado poi. minUto. Escribe una frase abierta
t

1
.

para representar el aumento de la temperatura de los pies del

hombre en cual9uier momento (pasados diez minutos de haber

puesto 'stip .brazos dentro del agua caliente.)
t

Tres hijcis comparten unaherencia.

(la) :scriAlbe una frabe abierta para representar el ndmero de

daares. ue retibe uno de los hijos Si le toca la mitad

de lali*ei, ncia. A
.

(b) Escribe una frassabierta. pira representar el. ndmero de
. v

, d6lares que recibe al segundo hijo, si le tocan cincuenta
e 4

-d4lares.más que lecd4cina pavte, de la herencia.

(c) Escribe una frase abierta para reprepentar la parte qtie

le corresponde al tercer hijo.

(d). Escribs..una frase abierta para representar la suma de las
,

partes que recibieron lob tret hijos.'
.

38. Escoge pia variable para representar el mimero de'pies de ancho
N ..,,,,.,.

gq N.de un rectangulo. ,

(a) Escribe una frftse abierta para,repr2senar --el largo del

iectAngulo; al' 4ste es cinco pies menos que el doble del
) .

ancho. libuja la figura coi.respondiente.
. .

(b) Escribe una frap abierta pars, representar el'perimetro

--del rectingulo descrit6 en Ia parte (a).

(0) EtAibe una frase abierta para 1-epresentar el area del
4

way..

rectángulo descrito en la parte (a).

4

4
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4,2. Enunciados abiertos xemunciados lingUisticos

Es raturel pesar de la traducción de frases a la traduccidn

deenunciados.

. Ejemplo. 45 + 3x = 108

404mo escribirlimoi un enunciado lingulatico para este ,enunciado

"ai6yto?' Podrlamos decir: ."A un vendedor de, Iibros 3,0 pagan
445. semanalesI'más 43 por eada jUego de libros que venda. Una
iemana*le-,pagaron 4108". (tra traduecidn de ,este enuneiado

abierto podria.ser: "Un embarque de Merchncia consta de una caja ?.}
que pesa 45 libras y varias eajitas que pesan 3 Iibras cada unas

El 'eMbarque total pesa 108 libras".

4(024 enunciados iingiisticos psIlx_das escribir para este mismo
enuncia4O?

Eseribe .tus propios

enuneiados abiertos

1. n + 7 . 82
2. 2n. . 500.

3

4. w(y 4 4) . 480

5. a (2a + 3a) =

)7).

CorOunto

enunciados linelskicos para los siguie es

6; 7n 114

7. 4k +. 7k 47

8. x x + x + x 100

9. + 5 =2 5

2a) + 3a 10.° .4a + jib 6

9

Con mils frecuencia necesitamos tradueir enunciadps Iingills-

ticos a enunciados abiertos. Encontramos que tales enunciados s

abiertos son de especial ayuda cuando tratamos problemas verbales

en los que el entinciado LtngiiIatico hace referencia a una cantidad

que nos interese hallar.
11P,

Ej,emplo 1. "Carlos ti ne una tabla de 44 pulgadas de largo.

11)

Quiere cortarla en dos' edazos, de mIkera que uno de ellos sea

tree pulgadas lois largo qUe el otro; .4Cu41,debe ser el largo

del .pedazo mis.corto?"
.

A_yeaes podemos ver mas_ficilmote cutia debe ser nuestro
. .

enunciado abierto ensayando cOn un valor num4rico cualquieft de.

la cantidad que pide el problema.

*Si el larg% del pedazo más corto es 18 pulgadas, entonces
'Any

aft
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el pedazo ids largo mide (i8 3) pulgadas. Como la tabla enters.'

-mide 44 pulgadas de largo, tendremos el enunciado

18 +: (18 + 3)

de que este'enunciado no es cierto, suglere la forita que

os Para un enunciado;abierto. Obberva-que la cuestián

en el problema.nos ha sefialado nuestra variable. Ahora

d cir:.

Si el largo del pedazo as 6orto es K

A.pes

necesit

plantead

podemos

'pulgadas entonces el pedazo mds largo '

mide (K -I. 3) pulgadas de largo; y el

'enunciago ps

*K + (K + 3) 1. 44.

Decimos que el enunciadoes ;a1fito cuando Kes i8. Proba-

bleiente exista alglin valor de K para el.cual el.,enunCiado abierto

sea cierto. 'Si quisi4ramos'hallar el largo' del pedazo.mis corto,

podr/amos hacerlo halIando el conjunto de validez del enunciado

_abierto ante'rior. vez'sientas el deseo de'hallar un nlimero
it

que haga el enunciado cierto. Eh tal casol trata de halIarlo.

Per ahora, sin embargo, -nuestro objetivo es ten4 práctica en la

constru6a6n de enunciados abiertos. Mae tarde s ocuparemos de

Aiallar los conjuntos de vaIidez de tales enunciado y asi cantes-

taremos las preguntas de los problemas.

Eh este ejemplo sustituimos algunos ndmeros especificos a las

cantidades que intervienen, con el fin de ayudarnos a idear un

modeIo para el enunciado abierto. Algunas veces podris descubrir

ei enunciado abierto inmediatamente sin tener que ensayar Von,

ntimeros especificos. 4,10
Observa que los enunciados lingiasticos tratal a menudo.de

pulgadas 6 de libras 6 de aftos o.de dalares; sin embargo los enun-

ciados abiertos siempre tratan de'nlimeros solamente.

#0,7 Observ'a tambidn, que tenemos gran guidado de'sefialar lo que

representa nuestra variable,*bien sea el neimero de pulgadas, o el

ntimero de burros, o el ntimera de toneladas.

Iamp1a-2. "Dos cipros parten desde el mismo punto al misma,

4dempp'y corren enla misma diAecci6n a velocidades constantes de

34 y 45 minas por horal.respectivamente. cu4ntas horas

'estarAn a 35 millas uno del atro?"

9 2



.
. 'Si corren durante 4 horas, el más veloz reeorre 45(4), minas-.
. . , .

,y el mAs lento 34(4) minas. POMO el carro rads veIoz deberia

-estar entonces 35'millas'malejos del'punto de-prtida que el

carrd mAs2lento, teneMos el enunblado
N,

745(4) --34(4) = 350

que es faIeo.. Sin embargo, nos sugiere lo siguiente:

Si los\qarros v4jan durante h horas, entonces

el, mis yeIoz recorre '45h minas y el mds lento

34h minas, y

45h - 34h . 35.

Ejemplo.2i. "Un hombre dejó $10,500 para su viudal -un hijo y

una'hija. Las viuda recibici 45000 y la hija dos veces lo que

recibid vl hijo. LeuAnto le to96 al hijo?"

sI el hijo recibirS n daares entonces la hija

recib46 en daares y
n + en + 5000 = 10,500. tl

Conjvto de.problemas 4-2b

lacribe enunciades abiertos que te puedan altudar a resolver los

problemas 1-130 tehiendo cuidado de dar el significado de la

variable en cada uno. Para efectuar tu trabajo puede servirte

.de gula la forma indicada Sn el ejemplo 3. 'No es neeesario hallar

los conjuntos de validez de los enunciados abiertos.

A 1. Enrique y 9arlos eran candidates rivales en una elecci6n es-
,

eOlar. If&taron 516 miembros de la clase y Enrique recibiá

30 votos ms que Carlos. LeuAntos recibi6 Carlos? (Sugeren-

cia: Si Carlos recibi6 c votos, escribe una frase'abierte:i

para representar el nlimero de vptos que recibi6 Enrique. En-

tonces escribe tu enunctado abierto..)

2. Un regtAngulo es ,6 veces mds largo.que ancho. Su perimetro

es- ,144 pulgadas. 4Cuil es el a'ncho del rectingulo? (Acudr-

date de'dibujar tn.% rigura.)

3. El Angulo mayor de un triAnguIo mide, 20' mas que el doble
.

del menor, y el tercer Angulo mide 706.. La suma de los

Angulos de up triangulo es 1840. .LeuAnto midé el Angulo

mAs pequefto?

Un puente tiene tres secciones0 una de ellas es -100 pies

I.
93
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mis larga q,ue cada una de las otras 06s. Si el pUente 'mide .

2500 Pies de largo, Lcuanto, #de cada'una de las ,secciones rilLEs

.

cortas?

Una' clase' de: 43 (Istudiantes: se dividi6 en dos secciones. r si

en la seCciOn del *.., P4rez habit citco estudiantes Mae que en f

la de'lE(-Srta. LOpez Lcuantos estudiantes habia- en cada seccián?'

(Oodrets /lacer kate problema de:doi maneras? , Si7habia, -w estu-

diantes en la secci6n de ,la ,Sra. Lopez, halla dos maneras para

decir cUinto's.,habra -en 3.e. del- Sr. P4rez. )

El largo 4e IV rectangulo /nide, 5 pulgadas Mac clue su ancho:

Ou41 es ,el largo del reqtangulo si su aga es de 5911: pulgadas

cuadradas?
,

7. La iedad de, Juan es tres veces , la de Ricardo. lia.ce tree aftos

la sum de ails edades era 22 aftos, L916 edad tiene cada uno
,

ahora? (Sugerencia: Balla una frase para representar la .edad

que tenia cada uno hace tree aflos en términos dp la edad que

tiete Ricardo-ahora.)

Juan tiene 41.65 en su bolsillo repartidos en monedas de

cinco, diez yk veinticineo centavos. El ntimero de monedas de

veinticinco centavos es fino mas que el de monedas de diez cen-

tavoi, y el nUmero de monedas de cinco ceniavdS es sun° mis.que

dos veces el de monedas de diez centavos. LCuantas monedas de

diez centavos tiene? (Sugerencia: Si Juan ttene d' monedas

de diez centavos, escribe una frase para el valor de todas

ellas, una trace para el valor de todas sus monedas de veinti-

cinco centavgs, y otra frase para el valor de todas sus monedas
, .

de cincO centavos; luego escribe ,tu enunciado abierto. )

Compr4 23 .sellos de correo, algunos de cuatro centavos y

otros de s ete centavos. Si los cellos costaron un total de'

$1,19, Lou tos compré de cada clase?

1.1n tren de pasa4eros .viaja 20 minas por hora mas ripidamente
.

que un tren' de carga. Al cabo de 5 horas el tren de pasa-

'jeros ha recorrido 100 minas m4s que el tren de carga. LA
,

qué velocidad viaja el tren de carga? (Sugerencia: Para cada

tren, halla una frase que represente el nxImero de millas qUe

ha recorrido.Y

9 4
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C ft
11. En una tienda.hay 39 cutirrtilios de lechel repArtidos en en-

irases de cart& de una pinta y de media pinta. Hay seis VeceS

mis envask duuna pinta que de media pinta. Ou4ntos envases

de-medl pinta hay?. *

12 El-Sr. élez tiene un enIpleo cdft sueldo inicial de, T3600 y

aumenbo6 anuctles de 4300: Al mismo '51empp, elc4r. Sinchez

empe4 a trapajar con un sueldo de 44500 y aumentos anuales .

de 4200. Oietaqui a cu4ntos.aftos- tendrin los dos el mismo
t

sueldo?

Una mesa es trot: veces m46 larga que ancha. Si fueratres

m4s cOrta,y tres pies mis ancha, serla cuadrada. '40u41 es su

-largo y 0114l es su ancho? (Libuja-dos diagramas del tablero

de'la Mesa.)

I . 'Construje tua propios.problemas para cada uno-, de los siguientes

enunpia&s..abiertos:

(a) 5n + 10(n + 2) + 54(2n)'=.480

CO_ a(36) = 3000r

(c) .60x + 1.10(85 - x) = 78,50

(d) (a + 3) +,(a + 6) . 69

(e)- 2(18 -.1))

(f) 30h 4. 4(5 - h) =-59

(g -4-.+ 3 x
,

15. raduce lo siguiente a un enunciado abierto. Luego traduce

el enunciado abierto a un problema distinto que'comprenplo.

otra situaci6n.

"Trescientos turistas fueron en dos lanchaa dar un

viaje alrededor .de la bahla. La capacidad de una deelas'

lanchas era de 60 -pasajeros m46 que 17-capacidad de la

ptra. Si las dos lanchas se llenarpn, 4Quintos.pa7sajeros
V

habia en cada una?"

4.

4-3. Enunciados abierias gat contienen desigUaldades

No todos nuegtros enuncia s tienen que ser. igualdades. Los

problemas que hablan dp "mayor q e" o "smenor que" taml;i4n ,pienen

significaci6n real.



Si decimos: "Canstruye problemaVarei,enuntiado

d + 2, 5", el problema vehal pocirla'serz: "Si sumara dos d6lares

al dinero que tengo, tendria más le ainto ddlares. '6Cue.nta tengo

4-3

ahora?"

Conjunto.le problemas 4-3a

Construye trableAa*pra ibs siguientes enunciados abitos:

1. a > 3 \

2. n + 1 <

3. ,25q < 175

4. 5(n, 3)

Alt 6. a + 2a,4- a > 484"

7., -a + 2a + a = 50

8. y- 3*< ICI 7 +.74 > 5

1 ,9 b

5. ,p + 10,000 > 1,60 opo *lo. S > 3(12 s)

En los problemas cOn desiguaIdades, ak igual que'en las eaua-.

cipne,s, convendri a veces ensiyar primdro con uniatimrbespecifico

a fin de, oder descubrir tin enunciado abierto. t.

Ejempio 1. '
seis.meses el Sr. Acosta se gan6-mis de $700.

Ouinto se gan6 or mes?"

Si ganara '1100 al mes, en' 6 meses Ae ganaria x 11W
d6iares. El enunc ado entonces serla.

6 x 1100 >70006

tsto, desde nego, no es.ciecto pero nos sugiere lo que debemos

hacer.

el Acosta ganara a 4.6lares a

+-ganaria. 6a ares. Elitonees
%

4.

meses e

6a >' 7000. .

Ejem42. cueivo cae libremente durante d6 segundos y

torre una distancia de 48 piese menas, dependiendo de,la resis-
.4

Ancia del aire.
,

'Aué distancia reCorreri durante'el segundoase-

..,: gundo.si la owe recorre durante el primer-segundo es 32 pie6 me%

clue :s.q.1),411A?'"

Si. el.cuei-po'cae '42' pies durante el segundo segundo, entoncesN

habr4 caldo (42 7

distahtia total de

ellunciado ei

32) pies durantd el primer segundo. Como la

caida es. menor que o.iguaa a 48 nuestro

- (42 -32) + 42 < 48.
,

. A
. 4

Es;to sugiere una manera de escribirel .epunciado abferto. Si-
.

796
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'1

;ea cuerpo cae.d pies durante el segundo segundol-entoncelk habri
.. . .

. .

caido (d - 32) pies durante el primer segundo y tenemos-que

(d 7- 32) +A -4 48. .

Eljemplo*-3. "Las longitudes de dos lados de un tritinguio'son 5 7

-88-

§ pulgadas. LCuAl es la longitud del%

tercer lado?"

Quizis'hayas*dibujado muchd8 tri-

tiatigulos y te habrás dadoicuenta de. que

la longitudide un lado cualquiera de un

VriAng4lo tiene,que.ser menor que la

suma de las lOngittades de los'otros

' .dos lados. .Por lo tanto, si éî terder

lado de este triingulo mide n puI-

gadas,

n 5 4. 6.
4%

Al mismo.tiernpo el lado que mide seis pulga.das tambi4n debe set

menor que 1.a suma de Us longitudes de los otros dos, y aBI

6 <n + 5.

Como deben aumplirse ambas condiciones, tenemos que.,p1 enunciado

abierto para nuestro problem es

n 5 + 6 y 6n+5.
1

Conjunto de problemas 4-3b

EsAribe enunciados abiertos pa;".a los problematit 1-10, teniendo

cuidado de indicar.el significado de Ia variable en cada cast),

1. Tin tercio. de un nUmero sumado a tres auartos del mismo nimero

e#,iglial a o mayor,que. 26.' Oug.es ef nUmero?

2. 'Ttid.8 tiene 5 aaos m4s clue BaiSl y la:suma de sup edades'-es

menor que 23: LQu4 edad tiene

Un cuadradO y un tritingulo equiltitero tienen per,Stros iguales.

UnTlao de). tri4pgulo es ,c1nco puIgOas mis largo que ui Iado

del cuadrado. 01141 es lavidngitud del Iado del cuadrado?

'Eabuja Ia figura.

kin bote, viajando a favor de la corriente, .ma 12 millai pox), .

hora mAs 4.4pidamente que la corriente. Su Velocidad en esa

direcci6n es men:18'de 30 minas por hora. LCuil es la velo-

cidad de la corriente?

I s

a

t

4

a
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5. Alan dijo: ,"Tardar6'mas de dos horas en- cortar la Varna y no

debd tardar mas de cuatro.thoras en esientrabajo, pues.de

contrario no 13401,4 ir.a /lacier". LCuantO,tiempp esperaAue le

locupe el trabajo?.

El'anUnciante'en.un programa .de televiscin de media hora in-

siste en que el tiempo pare anuncios comerciales'debe ser..por

, 10 menos ties minutaelle y la' cadena televisora insistp en que
.

afa meno*wde 12 minutos: Expresa estas condicipnes en un.

enunciado matem4tico.-.1,Cuinto tiempo debera dedicar'el di-
. .

rector del programa alos asuntos que no seen de publicidad?

maestro. dice: "Si tuviese en mi clase, tres veCes el ilifinero

de alUmnbs que'tengo ehoral tendria por lo menos 26 'mis de

los que hay". Ouantos estudiantps tiene en la clase)9'.

La cantidad' de *205- se va a iepartir,entre TOmás;: Ricardo .y

Enrique. A Ricardo le tocan .415 más que a Enriclip*, y a T0m44-

le toca dos veces lo que a Ricardo. LCómo se' debe tepartir el

dinero?

9. Una cantidad entre' 4205 y *225, inclusive, se va a repartir

entre tres-hermanos, TOma4 RiDardo y Enrique.- 'A.Riardo-le

.tocan 415 más que.a Enrique, y a Tomas le toca dos veces lo

que a Ricardo. &Cu/Into le debe tocar a Enrique?

.*10. Un estudiante dituvo-noas de -75 y' 82 en dos examenes.

.1.026nto deberi obtener'en un tercer.examen paraque sU'promedio

sea 88 o mds? SI %a puntuaci6n maxima del.teiger examen.es

100, lcuAl es el promedio mAa alto que 43. puede obtener? LCuil

es el ulo más bajo que pyde Obtener?

11. Escribe u enunciado abierto par cada uno de los siguientes

enunciados linguisticos, utilizando dos vaniables.:.

(a) ta matricula en la Escuela'Central es malor que la matri-

o cula en la Escuela Vocacional.
\

(b) La matricula en la Escuela.Cetal es de 500 estudiantes

mas que la matrIcula en la Escuela Vocaciorial.

Problemas de repaso,

1. Escribe frases lineisticas acerca de situaciones reales que

seen traducciones de las siguientes frase's abiertas. En cada /



oraci6n' wide de identifies.", expliCitemente la Variable.
(a) x 115.

31)+.2(1).- .1)
(c) 69 :7 tOt
(d) 9(15r -I- Z5)

(e) ib(3b
8

En lbs problemas 2$ 3, 11- y 5, escribe frases abiertas clue seen

traducciones de las frases lingtifsticass. En cada problems. ten
cuidado en indicar$ si es que no e'stCya especificado$ lo que re-

. presenta la variable. En 'algunos px:oblemes puedes user mis de

una

2.. (a) Un niimero distinuido en 3. *
4(b) La edad de Samuel de aqui a Siete

(c) La edad de Maria hace diez arlos.

(d) Una temperature .200 más alta que la cie ahora.

(e) El costo de n lp1ces a 5 centavos cada yno.

(a) La cantidad de dinero en mi bolsino: x monedas de

diez centavos, z monedas de.. ainco centavos, y 6 cen-
tavos.

(b) Un mimero aumentado en su deplo.

(c) Un ntimero aumentado en el duplo de o.t'ro ntitero.
(e1) El ntimero de dias en w iemanas.

(e) Un mill6n mas que dos veces la poblaci6n de una eluded

en Kansas.

(f) Un sueldo anual equi-valente a x. d6lares por mes.

(a), Un d6lar m4s que clips veces la asignaci6n sde

(b) La gistancia recorrida en .eh horas a una velocidad coris-

\ante ,cle Aip millas por hora4.

(c) La contribuci6n sobre ,una iiropiedad val.orada, en y d6lares
si el tipo contributivo'es de 4251,00 por cada $1,po0

en -v9.1.or de tasaci6.n.

(a) CUarenta liblras1mas que el peso de. Gdrardo.
(e) El. área de tAn rectanguto- que tiene un lado 3.pulgadas

más largo qu'e tro.
eY ,

(a) . El costo de 'x libras de lomillo a 41.59 la libra.

(b) LaS ganancias. de Catalina en /z horas a raztri de 75

toi / 99.
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.centavos la hora. I
A

.0
(c) El costo de g galones de gasolina a 33. 2 centavos el,

,(d) )E1 costo de'dos c ras:t x melones a 29 celitavos cada

libras..de carne picada a centavos la libra.

(e),, 'Oh almem de doS,digitos en el.que.el digito de, las

. decenas ts, d .y.el de las unidades es 1..1

Escribe enunciados lingiastico8 que seantratiucgiones de-16-s_

enunciados abiertos:

(a) x -4 8o

(p) y 3600

(C) 2 >-'100,0001000-.

(d) U + V + int = "180 ,

(e) z(z + 18) ...3.60

En los problemas 71 8 y 91 escribe enunciados abiertos que corres-

ipondan a los enunciados lingtilsticos, usando una variable en cada

uno. En cada prOblema cuiga de exponer, si es que ya no se ha.indi-

cado lo .que representa la v4V.ab1e.

7. (a) Maria, una.joven de 16 affos que tiene dos-hermanos

4 aftos miyor que su hermana.

(b) Guillermo compr6 b plitanos a 9 centavos cada uno y

pa.g6 54 centavos.

) Si'un cierto ntimero se Oracle a,au duplo, la suma es menor

que 39.

(d) ia cantidadque perl6dicameate sus padres asignan.a Arturo'

es in alar mis que el doble pe'rb dos d6lares.menos qbe e1

triple de la asignada a su hermana

(e)' La distancia desde la Ciudad Dodge hasta 1CCiudad Okla-

homa, 260 minas, se recorrid en t horai a una velocidad

media de 40 millas por hora.

(f) El viaje e'n automewil desde San Luis a Memphis, 300 minas,.

se hizo en t horas a una velocidad mixima de 50 millas

pc).3,ora.

(a) La cumbre de la montafta Pike esti a mas de 14,0001pies

sobre el nivel del mar.

(b) Cierto'libro, de 1.4 pulgadas de espesor, tiene ,n

Ozinas. cada p4gina tiene 0.003 pulgadaside espesor y la

10f)
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1
cubierta tiene lb- pulgadas 4d.-ps ebor y es azul.

(c) Los millOnes es mayor que-dosi le es la pob4Lai6n de cual-
.

6ier ciudad en Colorado.

(d) Un auadrado de.lado x .tiene Area mayor que.un rec-
SU

ti.ngulo cuyos lados son (x y ,(x + 1).

(e) LOB impuestos Sobre J.enelp r ces se calculan a base d

424.00 por'eada *1,000' en valor de tasaci6n. El .

gravamen contributivo de un propiedad valorada en y

dcilares es-048..00.

(f) Si Gerardo aumentara: 40 1 bras, todavia no pesarla más

44,

de 152 libras., 2

(a) La-puma .de un ntimieim car nal y tu sucesor\es 575.

*(b) La suma de un ntimero car inal y du sucesor es 576.

(c) La suma de dos rulpieros, el segundo de los puales es una

unidad mayor que el pr erol el '576.

(d) 'Una
.

Atde 16 es pe longitud se aorta en dostabla

pedazos'de modo 494 uno de ellos es un pie más largo que

dos veces el otio.

(e) Catalina gana 42.25 pOr cuiaarmiaos durantef, 3 horas
a x centayos la hora.

10. Un raimero de'dos diiitos es 7 unidades mayor que tres veces

la 'suma 4e sus dgitos; *'Traduce esto a un ,enunclado abierto.

(Sugerencia: Eipresa el nUmero* por medio de.dos variätrles

como hicist en ei prOblpme.'5(e).)'
V

La suma de dos rulmeros es .42. Si n representa el primer
nlimero, escribe una pxpresi6n Tiara representar e1 segundo

nilmero, iltiIiiandO la Variable' n.

,12.*.(a) A un niblerb le sumamos 17 'y multiplicamos el resultado )

por 3.; EScribe un enunciado abierto Para indicar que

el prbducto resultante es 192.

tb)- Si Ifrn rilblero le sumamOs 17 y-multiplicaMoz esia

ppri 3, 4 producto resultante es menor we 192. Tra-

,. duoe esto a un enunciado abiertp.

13. Un nlimero es 5 veces otuo. La suma de los do's rilimeros es

15 mu que, 4 veces el m4s pequeao. Expresa esto por medio
de un enunciado abierto.

101

,
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14, Susana Ilene 16 Aibros ma Axle Sara. _ti rlbe un eilunciado

ablerto'para indica4 que e e -las dos.ti en mis de" 28'. libros
A,

. 15. (a) Uh agricultor puede arar'un terreno, rn 7'horas usando'uno
. . . ,

de .aus tractves., Nmé.parte del teirrdno:pede.arar con
. .

,

ese tractor en una hora? '..
, .

/

(b) Con un segundo tractoil, puede arar'el terren;en 5 boras,
r'

Si usara, aMbos tractores por dos hgras, 4(14,pil.rte del

lserrepo podria.arar? :
.

. /
,

(p) Nu4 iDarite'del terreno pe queda.rialsin arar?
.

.

(d). Escribe Un enunciado abierto'paralindicar que,si se usan

.
Wmbos tracfores por x horas', .selpodrIa'larar.todb.el

rreno. . .

*16. Al volar de Nueva York a Mos Angeleal el reloj se atrasa tres
, .

'horas. Si el tiempo de vuelo es h 7 hor4i, tdkaindo'd4pereis-

salir de Nueva York para nevi. ,a LoliAngeles'ahtep del medt0-

dia.? Escribe un enunciado abierto`pfra este problema.'

17. El Sr. Rivexi.'esta rebajando su peso En los atimoS ,8 meses-.

ha'perdido 85.1ibras por mes. Su pe
is
o es ahora de' 175_1i:bras.

. I

LCu41 era su peso 'm meses atrOs si m -5 8? ,Escribe'un enun-
. 1.

.-

ciado abierto para indicar que hace, ,m _meses su peso era de .,

200 libras. .
.

,,j

,Escribe enunciados abiertos para los problemas del 18 \al 23..0

Expreaa claramente fo que representa la variableo,perb no deter-
.

mines el conjunto de validez del enunciado abierto..

18. (a, La suma de-un nUmero cardinal y su sucesor es' 45. Lquaes
son,los rdimeros?

A

(b) La sump.' de dos impares consecutlIvos es 76. Ougles son

lps nlimeros?

19. El Sr. G6mez pag6 4176 por un congelador vendido con un des-'

, cuento de, 12% .del precio -4Cua1 era el precio.

estipulado?

20. La paga de un hombre npe trabaj6 48 Line. semana fue

de 4166.40. Las horas en exceso de 40 , pagan alraz6n de

tiempo y medio. LCuanto es su salario por hora?

*21. Un timbre dispar'a su rifle'sobre un blanco,. Dos segundos det-

puds de dispararo oye el soxido de la bala al dar en.el blanco.

Si la velocidad del aonido eits 1100 pies por segundo y la

1 0.2
,

.5
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velocidadcle 3ala es 1700 pies,por egundo, 4a clue dis-

'tancia está eJ. b anoo?

Los'estutiantes Cle'asisten a Ia EAcuela.Superior Lincoln

ttienep la.coatum ré de-atajar atraiesandp un solar yaclo que.

haycerca de la scuelal: en vez:de.seguir la acera alrededor, , A

delle-esquina., l solar eerectangularlde 20b plea 'pop:, 300 .

tliedy/y pr atajolsigUe una lfnea recta desde una esquina del

solar hasta la4lesta. liquAl es la longltud del a:tajo?

(Sugerencia: -141 el toreftia de Pitagoras.) ,

Uno 4e ios extrlipos de.'un ala. tbr e de 50 pies estiv.amarTado.-
.,

. al tope de un po te vertidal. de'telefono. El alambre se

.tensa: y el otro. xtremo se fija .c(*1 un bloque de concreto
.

que esti'en el iliso a '30 pies Ile la base del pO6te y ar

.'nivPI de. esta. 4Cuá1 _es la altura del poste?

2 (a) 'En..;urtysolar de)estacionamiento-de ai,ItomOviles cobran

35 centavos por la primera hora,.o fracción de Ilona, y

cen:tavos por cada hp*ra.(%completa o fraccionaria)

. adicional. Si un automóvil ha estado,estacionado poi

espacio de, t pertodos de una bora despuéb de la pri

mere., escrIbe_un&frase abierta para el costo del esta-

.pionamiento.

(b) Si.el costo de estacionamiento por hora..es el misto del

probIema anteridr, y 1.utom6vil se e.stacion6 por un

total des; h 'perfodos de una hbra,, 6Scribe una frase

abierta p,a.ra la cantidad a pagar.

Al-agua de Un. radiador se le ,aftaden dos cuartillos de Alcohol

y entonces la mezcla contiene 20 por ciento de alcohol; es

deóir,; 20 por cientO de la mezcla, es alcohol puro. Escribe

un enunciado abierto para este.enunciado lingUfsti.co. (Su-

'gerenoia: E.5cribe una fraSe ablerta parall ndmero de cuar-

tillos de alcohol en terminos.del mimero de.cuagillos de

agua que habfa orlginalmen t-e en el radiadpr.)'

*26. (a) Dos tuberfas traen agua a up dep6sito. La capacidad.de

una de ellas es 100 gaIones pop minuto y la de la atra

kO galones portinuto. Si pl agua fluYe a través.de

primera tuberfa: durapte X- glitiutos y a 0,avés'de la

4scigupda durante y -minutos, escribe,una frase abierta'

1 03
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para el flujo total en galones.

(13) En el probIema anterior, si cerramls la primera tuberia

. aI cibo de dos horasib escribe fa expresi6n que represente
II

el flujo total en galones en y minutos, siendo y- mayor

que 120.

(c) Usando la informaci6n dp la parts (a), escribe un enun-

ciado abierto para indicar que l aujo total es de

20,000 galones,

27. . (a) La plants: crece dos pulgadas .cada 4mana, y al pre-

sebte 240pulgadas-de altura. Esvibe una frase

abierta:para el ntimero de puIgadas de altura de la,pIanta .

de aqui a 7w 'pemanas.
.

y La plapta B crece tres pulgadas cada semana y elibrs

tiene 12 puigadas de altura. *Escibe una frase abieYta

para eI numero de puIgadas de altura de la planta de aqui

a w semanas.

(c) Al cabo de algunas semanas, las pIantas tendrin.la W.A.;

aItura. EXpresa esto por medio .11a un enunciado abierto.

*28. Alsnivel del mar un hombre respira 20 veces por minuto y

respira una vez más pox, minuto pr cada 0,500 pies de ascenso.

(a) Escribe una frase abierta ilara el niimero-de veces que el

hombre respira por mpauto si se encuentra a h pies de

aItura sobre el nivel del mar.

(b) A y pies sobre el nivel del mar un hOmbre respira_ 24

vecet por minuto. Con la informaci6n obtenida en (a), bs
-

escribe un enundiado abierta'exponi-endo este dato.

29. EMplea cada uno de lod Sfmbolos verbales: = l't*, *4 P )

loon.

fs<p?-ren x Lyconstruye la grifica de cada uno de

los ,enunciadop abiertos qpe obtengas.

. Rana los en4ciados abie4os cuyas grificas aparecen a con 7

(a) r 6
0 I 2 3 4 5 6 7

(b)
0 I 2 3 4 5 6 7

(0) 4-

3 4 5
+
6 70 I t

. 104,,
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Construye la Fines. 'de los s/guientes enuneiados abiertos:

(a) x 2 >
(b) x=2 y )1 5

(e) x 2 6 x 5
(d) x 4 y c5

*32. Halla un anunciado abiert0 cuya grifica sea:

-6

Probablemente tendris que 1.2.acer enuncikos4compuestost usando
las conjunciones "o" asi coxnc tambidn algunas*desigual-

dades.

Un hombre que tiene cincdp ddlares en .su bolsillos se detfene,

eamino.de su easa, en unb. eonfiteria con laIntenei6n de
llevarle su esposa dos libras de:dulces. Eneu4ntra dulees

que Be yeriden en :eajas de:a. libra por $1.69, 41.95.0 42:65 y
43.15. Si sale de.la tienda con dos cajas de a libral, .1

N\. (4) 4Cual es la.eantidad m/nima de.dinero'qui le.puede haber*

.sobrado?

(b) Ou4es la eantidad mixima de dinero que le puede haber

sobraft?

(e) /AO combinaciones de dos-cajas 'de duleeti no45uede com,
Yrprar

*34.

a

Al finaltdel cap/tulo 3 '(Conjunto 'de problemas 3-14, ejercicio

5)2deseubriste una l'agegla para.multiplicar mimeros.c.ardinaIes

entre 11 .1r 19, iOlusive". Ahora, usando a' z b, res-
pectivadente para Troliear las cifras de las unidades de 'dos

nximeros, deter/as poder'escribir'un enunciado.abierto que

exprese el preducto p en t4rm1nos de a

escrito tu enunciadol emplea la propiedad

verifitar si lo que hiciste es correcto.

-41.

z. b. Cuando hayas

distributiva part 2
.s.



0apitulo 5

7.108 NUMEROS.REALES

5-1. La rectix de Ias nlimeros reales

Cuando trabajaste con la rpeta numérica, varias cosashIan podi-
,

do despertar tu curiosidad. Por ejemplo, una recta se extiende in-
.

terminablemente tanto hatia la izquierda como hacia. la derecha.

embargo.°

1 2

s61o'lemos marcado aquelloa pantos situados a,la derecha del O.

gsto plantea unasregunta que contestaremos en esta secci6n: 06mo

marcaremos aos puntos situados a la izquierda?

En el capitulo 1 se te dijo que hay nUmeros racionaleg que se

azocian cbn los punt6s.de la mitad JAuierda de la ipota numerica,

pero entre tanto's6lo has tratadoscon los nUmeroaracionales de Lai'

mitad derecha. Tambi4n* se te dijo que algunps'Puntd.s.de'la recta

numerica no corresponden a blimeros racionales Esto plantea tina,

segunda pi;egunta: 006nde estin algunos'de esos punitoA en la reeta

num6rioa queno correspon!len a ntimeros racionales y cranuevb$

plimeros 'estin asociados con. ellos?

Volvamos a.la primera de egtas preguntas: LC6to parcaremos los

puntos situados b. la izquierda del- 0? No hay duaa algtina de'4ue

la* recta, contiene infinitos puntos a la izquierda del 0. Es fioil

marcar btales,puntos,si segutmos la p-auta vtilizada par*a marcar los

puntOsaladereComo entohces, usambq el intervalo
desde 0 hasta 1 como unidad e medida, y locilizamos puntos a'

intervalos'iguales a lo largo de la.recta hacia la izquierda. El

pftmero de estos patoslo marcarnos con -1, el gegundo con "-2,

2 3 4

etc., donde el simbolo "-1" se lee "1 negative, -2 se lee "2

negative,- etc. 40uil es la cooraenada del punto que esti 7

106
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Unidades a la izquierda del', 0?

Ptocedisndo como antes0podemos,localizar más pantos
izquierda del Q 'y marcarloè con simbolossemejantes alas yk.
usados pai.a ros mimeros dela derechal pero On raya en la
parte supezlor izquierda para indicar_que el nlimèro esti a la

3izquierda del 0. .Asi) por ejemplol, sestA a la itilsma d±stan7
cia del p por la izqbierda que' 'por la derechal etc.

. 1 , I I 1.1. L I 1.. 1 _i

it
-4 -2 -3 -

22 -.1 A0 i 1/ Ar 2 . I
2 5 2 2 2, I . .

.

El conjunto de todos.las niimeros asaciados con'Puntos en la
recta numdrica se llama conjuhto de boa nlim'eros reales. Los nii-

meros a la izquierda dei cero se llaman Tnimeros reaThs negatIvas
y los e la derechal nIjMeras reales positivos. .En.este lengua.40'
los nximeros de la aritmética'ton l6S'niimeros reales no riegativos.

El conjunto.Ve todos los nlimei-os caklinales, (0) 10 21 3,'..
reunido don el conjun*to (MI 3, res..) -se llama- conjunto de
lox'enteros f...01 -31 -2, -11 0, 10 20 30 ...). 'Eiconjumeo de
los ntiméros racionales de, la'aritmdtica; reunido,con el de los
numeros racionaleg negativos0 se llama canjunto dklas nilmeros,,
:racionales. (Ciertamente todos 3os nISmeros racioniles son n15-
'meros reales.)

_ Recuerda que cada nlimero racional queda ahora asignado a.un-
punts de la recta numérica, petocquedan todavia muchos puntos a
los cuales.0 Se les puede asignar nlimeros racionales: Los nxi-
meros -e asoc os con estoS puntos seollaMAn.nximeros'irracio-

nales. As/0 todos los ntimerbs irracronales son tp.mbi4n nUmeros
reales. Par (consiguientel podemos conaiaerak el conjunto de
los-ntimeros reales como el conjunto,coMbinado de los nlimeros
racionales e irraciOnaleg.

-Rdr ejemplo0 todos losenter:os,, tale;\kamo lip Op son
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.

: 1 I ,

. ndmeras raciQJ1a3es ; halla ejemplos. de n eros racionales.que no

somenteros. 'Ademis, todos los ndmeros racionalel,:tales Como i,
. .. . .

., --1 . . .,
Oa 61 . son ndmeros reales. .

.

'Weft la segunda pregunta: 06nde estOm'algunos de los puntos
\ .

. . .

.
dez.la recta dumirica que no corresponden a ndmeros racionales? En

.- ,
...

ma.capftuIo ulterlor se., -demostrará. que, por e.jemplo, el ndmero real
1

;el es un dumero irracional. Localicemos los.puntqs con cooi-denadas
/

.415: Jr -;,/g, respectivamene. ... .

Ante tOdoi recopdemos que ika.es ain'ndmerp cuyo cuadrado ed
, .

22 Puedesihaber afrendido que la longitud de la diagonal de un

cuadrado, cuyos lados tienen longitud 1,- es an ndmero cuyo cua-

drado es 2. '(i,Conoces algunos datos
-
acerca de los trilingulos .

, , N

rpctangulos que te ayuden a comprobar esto?) Con el fin.de locali-og
. - .

zap un punto en la rebta numOrica para 47, todo lo que hay que

ha2er es construir un cuadrado clays lado tenkg longitud 1 y
...

trasladar la longitud de una de sus diagonales,ajmestra recta

.numéric4. Asto pcidemos hacerl, como er 14 figura, dlbujandO un
,

.eft.culo ikon centrd en el punto 0' en'la,rect'a n4mericai de radio
. , J

a.

4

Agual a ka.di'agonal del.cuadrado, Esteecirculo aorta la reeta

numerica.en dos pttntos, cuyas coordenadas son los ndmeros reales

, y respebtivamente.

Mis adelante demostrar6s que el nirmero ./2 no es racional.

Tal ve creas que Nrt es 1.4. Cuadra 1.4 para que td

compryebA si esto es cierto. LEs (1.4)
2

el mismo ndmero lue

21 ,.De lgual modo, comprueba:si NAF les 1.41; 1'1414. El cuadrado

qada uno de estos decimgles be acerca.cada.4,2 mis a 2 que e l

antèr0e, pero parece no haber ndmero racional,alguno,cuyo.cuadra-
_, N

'do bea 2.. Aisr

11A
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Hay muohos mis puntos enala recta nuindrica liea3. cuxas coop-
., . ..-. denadas no son, n 1timeros racionales. zQrees que 7.4.12. es unoi,de - ---.)

ellos 44 ...LY 3 -1!;4-1 ;Por .qui?

9oniunto de problemas .
. Construye las gratiolo de los: siguiente.p gonjuntos

L.L-)11

4:(a). 'M.,' 3, -54

tb) II: 4,
'tit 5,- ".7,e)

(ay. (-12* 6 6, 7
p 54 0'

A

1'
%

(e) 4/1 3, T3).

(IN 4'1, +

(g) (4,%(4.)2, 4, (3 3)).
2. En ,cada uno'de lob siguientes ejergielos aparecen las coor-

denadas de dos puntos; cuai esti a la derecha:*del otro?
(a) 31 -4 (4 ip 0 (h)

74 (i) ; 411
le -21',
3 1

(a) -2, -4 (g) .0, 3 (j) 7* 7
(id): 42-, 1

301. rnimer6 ./t es la razón de la circunferencia-4A6 un cfrou.o.
. a su diimetro. Asi, un eireulo -ouyo diametro es 9e Ipngitud

1 tiene- una elreunferencla de longitud it. magina
043 de.scansando sobre la recta numérica en e). punto O. Si
sobre la recta, 7 sin qua, resbale, rodarnos el #re9lo una

# vuelta coinRleta a la derecha, 4ste se -detendri:en Un punto.
LOuil es la coordenadà dp este punto? Si lo rodamos une,
welta completa ala izqUierda, t,en qu4 punto' se detendri?
4Puedes-localizar..aproximadamente estos puntop en la recta

,numlirical. (El ntimiro real it, al igual que ,472", no es un
rnimero. racional. )

199
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(a) 4Es -2 im ndmero cardiAal? On entero? On ndmerp..

raCional? 'On ndmero real?

(b) 4Es
4,39L

un ndmero.cardinal? On entero? On ndmerp

racionaa? TJ ndmero real?

(c) 4Es V un ndmero, cardinal?. On entero?. On ndmero

racional? On ndmpro real?

'Ouáles de lds siguientes cpnjuntos son id4nticos?

A es 'el eonjunto de los ndmeros cardinales, B es el conjuntd'

de los enterps Ppsitirs, C es el.conjunto de lo.s enteros'no

negatiVos., ; es el caljunto de los,enteros, N 'es el conjunto
4

d e los ndmeros haturalest Nat"
a

5-2. Orden .enlaireOta de los ndmeros reales

Para el easo de los ndmeros reales positivos, 4c6mo deacribi-

mos una: ordenaei6n? 'Por.ejemplo, Coup "5 est& a ia izquierda de

. 611. en la recta nuM4rica, y como "5 es menor que .6", convenimos

que estos dos enunciados dicen lo mi'smo acerca de 5 y 6. 'Escris-

bimos esto como el enunciado.cierto

Asfi'para un ,par de ndmeros reales positivos,-"está a la'izquierda

de" en la recta numérica y "es menor que" irldican el mismo orden.

/A1114 entenderemos por "es menor que" al referirnoà.a*dos

ndmeroo,cualesquiera,,Aean éstos positives, negatives, 6 0?

AUestra contestaci6n ea itencillamente: "esti a la izquierda de"

en la recta de los ndmeros reales.

Busquemos una justifipaci6ri en,la experiencia diaria. Todos

conocemos pien los term6Metros y nos dams- cuenta de'que las es-

calas en los termometros estinmarcadas con n-dmeros,sobre 0; bajo*

y con el 0 mismo. Sabemos7que mientras mAs frfo hace, más

baja seri la temperatura que ledmos en la escala. Si ponemCs,un,

'term6metro en posici6n horizontal, como en la figura, vemos que

se piarece a parte'de nUestra recta. Cuanda decimos "es menor que"

("eS una temperatura'mis baja que"), queremos decir "esti e( la

izquierda de" en la' escala del term6metro. En esta escala, 4qu4
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ntimero es menor,, -5 6 -10?

t.Asi extendemos el significado anterior de 'espenor que a

tOdo el conjunto de ntimeros reales. Convenimos que:

Para los ntimeros reales,1"es menor que".

significa "esti a la izquierda de" en

.1a recta numerica. 'Si a y b; so
nUmaros reales,"'s. es menor sue b" se.

escribt

. ! b.
.4

(A.menos que no se especifiqup,otrasosa, ahora y' en el futuro

se .entenderi que el dominio de una variable es el con,lunto delos

nximeros reales.)

aodrias dar Un Significado para4 Tes mayor que" pn el caso de

los aimeros reales? Como antes, usa el slmbolo " para "es

mayor que". De igual modol explica qié significan " ", '

T
en el.caso de los niimeros rea1es.

a..

Conjunto de problemas

1. Determina cuiles de los siguientes entInciados son ciertos y

miles son falsos:

t o

(a)

(b)

3 *4
im

2 K (g)

/

-6 .

3.5

-3'
it

(c) -4 i 3.5. (h) 3.5

<
(i) 3 < -2.8

5

'(e) (j) -7( i -2.8
5

2. Considera los siguientes pares de nximeros reales.y decide.

.cuiles de los enunciados que estin debajo de cada parson

ciertos y cuiles son falsos

isu



3., y

3:14 <

3.14

73.14

jib

4
y

2
3*x 4 es

r2 > 31
(b) 2

.

2 -4*-2,

= -2

b-, s:b

.(d)- -o41

-1D:col -4

2

ciert6;

'falso;

(c)

(1(6):

(1t100)

-0* 00

r

iboo

(wog)

5-2

2 x 2:

2 x 21

2 x

5 + '7>
2 .

Construye la grtiffca del conjUnto,de validez de cada uno de

:los siguientes enunciados. Por ejemplo:*

2

4 i e`). t

sr-4 2 (f)
1-1 3 (g) a

v (h) d

r -2 (1) u

.x 3 6 (11) a -<

Para,cada unoAe los siguientes conju

1 2 3'

2 y

y a >

6 d 2

2 y u3
6 y -4 -2

escribe.un enunciadg

abiérto que contenga la variable x y cuyo minjunto de Validez

sea el conjunto dado:

.
112
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,

(a) A es el- conjunto' de todos lps mimeros reales no iguales
. a' 3.

(b) B es el conjunto de todos,los ntime .i. reales menores (lue

o igualts a -2.

ti%.er C es di. conjunto de todps los mimeros reales no menores

gut

Escoge cualqiier mimero real positivo
.

p; escpge cualquier

mimero real negativo n. &Cuales de los siguientes, enunciados

son ciertos/
.

40

.<p, p < n, n p, .n p.

LsOt el domtzto cie la variable p el conjuilto de iflos .Interos.
Fx

BirPonc0.' la el2aonjuntode validez de: .-

P 3.
.p y -4 -4 p.

P= 5.
Durante un dia frio lta temperatura subi6 10 grados: desde

5°. &A cuanto subi6 la temperatura?
*L.Otto dia.' la temperatura subi6 5 grados desde &A

Subi6?
Zurtio.nte un cigshielo en ena, la temperabfra subi6 de 15'
a 5°... &Cuanto subi6?

,eada lino: de los -blancos que siguen, u ,a uno de los ,s1mbolos
para canstruir, si es posib un enunciado cierto

6. 1

"TZT

(e)

(r)

.1.1aLt eytok. datos sencillos, Rero muy importantes, acerca del

orden ae Mlmeros en la recta cle los mimeros reales. Si esco-
,...

gemos dos Itimeros reales diferentes .cualesquiera, estanios seguros

de que & el primero, es men6r que el 'segundo o segundo menor .

que el primero, 'pero no ambas cosas. En el lenguaje del algebra,
esta propiedad' de ordenitci6n de los ntlmeros reales se convierte

1 3
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en la. proRiedad. de ...e.21.9 araci6nt
, E. !it. es unntimero real y b

ntmero real, entonte's
solamente uno de los siguientes
es ciert9:

a.

a ID a b, 17- -c a.

Conjuntó ETobiemae 5-2b,

Para cada uno de los siguientwpares de.ndmeros, comprueba

quo la propiedad,de compara91.6n es 91.erta ja base -de hallar

cuál (1,e las tree relaciones existe. entie !foe ntimeitost
t-

5 - 2

111**

(a) -e y i.6 CO' -16' y
(0 0 ir -2 (e) 12 'y (5*-1 2) (3.x
/-% 2 x 3 xl4 2 x 3 4\ (q.) -2 2kt.;) , 5 Y

5 '

Usando el simbolo .< Cortstruye enungiiidqs cier.to.s-'0e eon-
,
.tengan,los siguiente ares de ndmeros:'

(a)
.---,

(f)
10 0

(b)
. (g) g. ,

(a) 14 I.
( h ) 114 (

. (d) ;L, ii5-1

if.

'(e). 16...
...,

. -
.

4.

a.
( 3) 42 +

. .

1.5

'-1.5 + 3

'La propiedad.de comparacicSni ya;expuesta en ei texto, es un

enunciado qtre contiene'el simbolo ". Trata de formtilar
la proPtedad correspondient43 usando slmbolo'n > no y

prudbalacon referencia a los pares .de ntimeros del problema 1.

Trata de. enunciar una pPopiedad de cornparaei6n que contenga

el simbolo "

40will es el menor

aplicando la propiedad

'4 6
as1 obtener = x

4
de 5 ,07 .Pvedes
multiplleeztiva del 1

24 1ç .5.y. =.i x 5

eontestar esta pregunta
a cada mirnero para

4Entonees ip
5
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24debidp a que .estEt a la izquierda de en la: recta numérica.
,Ahora, deberias Asentirte capaz de comparar dos ntimeros racio-.

naIes c\lalesquiera. 2,C6mo decidirlas eueil es el menor de los dos
nximeros (No efectiles los cálculosl sao describe
el:i4todo.)

Tal yez inotaste, a.1 comparar 1151 pe 3 (es

eqi; 3 ) 3 kes decir LPod4as6 .1
1 - 55 55.1,

decir &lira qu6 relaci6n hay entre 31 31'37 .,,y 31,5 tener que16

-,escribirlos 0:1010 frapciones c&I el asmb denpminador? 06mo
"40podrias, de 'manera semejarbie averiguar, es* el menor de 7

y Suponte qtie x, y -son rnimeros reales; S'y que ademis,
-( -1'; -1 Usando' de nuevo 1a. recta 'numdiica, LqueS 'pue4es

decir aderca de la relaci6n .que hay entre ellos?
, La propiedad de ordenaci6n q e empleamos en los tiltimos tree

ejemplos se llama la pr6piedad sitiva*:
Si a, 'ID, c, son timeros reales
y si' a .< b y b c,
entonces. a *4 c.

4ponjutito de problemas 5-,2c
. Eri.cada uno de' los siguientes ejerclgios, determina la rela-

ci6n ,de ordenación qje hay entre cada dos. de ads tree ntimeros
reales.

1
Por ej.emplo IT) 'A" estetn en la relaci6n:> 3 -4 -4

e/ 5 5

5 -2'

(a) 1 y 12,

(b)

(c) 1.7,.0, y 1.'7,

(d) (45- y

1 1
12 x

liota al calce'
transire, cruzar.'

115
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N 1' ,

33 1-(27 + 61. (2 x 3) +' (7 x 9 (99 x .) x 3- -
'Y

S4 `i * 4 . P I. Pe ',, .

(EC) 32, 42, 13 +4,2, ., .

4 (h) .4, 4s 71:

(i ) 1 + '.:.:1 4. (-)2., ( i 4) a.
2.: Enuncia una propi.edad transitiva para n > "0' e ilustra dicha

proPiedad mediante doe de la, ejercicics ',del problema.:1.
3. Arturo y Roberto est& .sentados en lose extieinos..Opuestos de un

,2,
.balatia/n (sub&.y baje.) j y el extremo en que esti -pentad& Arturo._,.. . -.,

. . baja lentenente hasta el 41guelo. Arturo se'levanta :y '.garicis se: 1

0

a

5-3 ,

mit

.11

. 11S

monta; entonces 'extremo donde esti sentado Roberto -baja
haste' suelo. &Qui& pesa Más, Arturo o Carlos? -

&Existe una propiedad transitiva para la relación n? En
tal

;

caso, de; un ejemplo.' .,
.Rtluncia Una propiedad transitiva. paxa " > " y da un ejemp4.o,.

6. Remos nsmado ntimeros reales positivos al conjunto de los nti-
meros mayoret que 0, y-nlimerOs reales negativos al conjunto

, de los ntimeros menores que O.- Describe,
(a) ios ntimeros reales no pOtitivos, te,

(b)) los mimeros- reAes negativos.
.'7. HaAa la relaci6n que hay' en cada uno 'de lo's -siguientes pares

v

de ntimeros:

(a) y

17

5-3. Opuestos
Cuando marcaxnos los puntos a aa izqulercla del 0 en la .recta

de los ntimeros reales ? empezamos por marcar intervalos sucesivos de
longitUd, 1 a la izquierda del 0. Sin embargo, podemos tambign
apartar lo puptos igual distfncia del 0 y a distinpo lado del
mismo. Asi, -2 esti a le: misma. distancia del 0 que 2. LC01:

ntimeró se enctentra a la misma dist4mcia del 0 que Si escoges

'104
-2-r
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f

urCpuntii cualquiera.de la recta numArical oodris hailer unpunto

a la misma distiriola, pero a distinto lado del '0? Lead puedes

de.cir si el punto es el mismo_D?
a -

Como los 'dol

-Unto lad? del 0

opuesto de unnniL
que.eati a igUal ci

niimeros en cada uno

1.es natural que los

m real distinto de

istancia del 13 eh

es el opuesto de 6?

dg eepsparr-eitgn a dis-

alameimeopuestos. El

.cero es el otro ntimerb real

la 1:ecta'humAr.leba... LCual'
4

Consideremos algunos 'nlimeros-reales tipicos. Escribelbs en

una columna. Luego escrlbe sus opvestos en otraprolumna y esiudla

las .afirmaciones que siguen:

.2, -2;
s

es 41 opuosto ae Z.

1 1
Tr'es el opuesto de Tr.

0
/ .

0; 0 es el opuesto de, 0.

Es un tanto dolesto tener que escribii tales.afirmaciones-en esa

forma y por ello hace falta un simbolo que signiflque ",e1 opuestp

de". A *este fin, usaremos la mIsma raya con que indicamos los

ndmeros a la izqilierdadel 0, pero coloCandola tn 5oco-mds abajo,

" q EMpleandoeste slmbolo las tres afirmaciones se convierten

en los enunclados ciertos:
. t

a

1 7
I.

(Lee estbs enunclados
euidadosamente.)
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. De estas enunciados podemos aprender,dos cosas.s PriMera, que

"-2" y -2"son nombres distintos de unmismo niimero. Es afar,
, /

"2 negative" y "el ,opuesto deAE_Y* represent= el mismo'ndmer. Por

lo tarito, no imports si la raya se escribOarribe o:un poco mis

abajo, pues'en ambos casos significa lo mismo. Siendo es-po as14

110 necesitamos los d9s simbolos.

Ouil de ellos seguiremos usando? Eseritaiorriba lari.,aya se

aplicaasolamente.a. nximeros negativos, m4entra4pescritetun poco

mu abaj9 puede aplicarse a cualquier-nlimero real. (Observa que

opuesto del niimer° poqitivo 2 es,

el opuesto ael n4mera negOivo"

la,tanto, es natural,consemirarelss

ntimero'negatiwo '2, y que

s Al minter° papitivo Por

bolo para "opue,sto.de" (en el

sentido de'"negativofi u "opueito de ) cuando el ndmeró en auest n'

.s'Positivo. Ahora los enunciadoe se .pueden escribir asi:

-2 = -2 (lo que leemos, "negativo 2, es el opuesto' de 2")

=' (lo que leemos, es el opuest* de negatixo

0 = -0
. El segundo de estos enunUados tambi4t se p dq leer comsat

r es Al opuesto del opuesto de,

Una segunda observaci6n general: eI opupsto delopuesto.de un

nlimero es el ntimero mismo; en isimbolos, /

Para todo nimero real y,

01241 es el Opuesto:del opuesto del.opuesto de un numero? 4Cual.es

el opueSto del opuesto de un niimero neptivo?

-Cuando.escribimos laraya " " a la izquierda de la variable

x, estamos efectuando con x la operaci6nide "deterMinar el opuesto

4de x".' No confuvlas esto con la operadi66 binaria de la resta que

se efectiaa con dos ntimeros, como por ejemplo "3 x", que quiere

deoir "x reStado dA' 3".. &Qpé clase de ntithero es -x si x es

un niimero positivo? &Si x es un niimero negativo? Si x es. 0?

El slmbolo "-x" se leei como "el opuesto de le. De modo que,-

' si x es uTInlImero a la derecha del 0 (positive), entonces -x

esti a la izquierda (negatiVo); si x esti a ra izquierda del 0

(negativo), entonces -x está a la derecha (positivo).

11 8



--Con:Nnto de problem.as 5-3a.

Determina el opuesto de Cada uno'de los siguientes ntimeros:

.(4). 2.3 (c) -(42 x.:b)

.(d) (T) -(42 o)

e's. si .;)c es Pas#1.vo9 3' zi x es

NY -2.3 : *

2. 00. cIase de namero

negativo?, isi x es 0?.

00-blase de ntiMero es Ai i -x*es..un miner°, pg6itivq?,
%

si -x es un ndmero rAgativol, Lsi -x es

(a) Es todo ndmero real el-ppuesto de, alen- ndmero -real?

(b) 1,Es el conjunto de_to-dos' Ios 4sPuestos de Alimerbs reales
,

,e1 mipmo-que el &onjunto de todos los ndmeros reales?

(c) &Es el conjunto de todos las ndmeros negátivos un 111D-
.

conjunto del conjunta de todos los opuestos de ndmeros

realest 1 ,
Et.

(d). 4Elvel conjuntb.de-todos los opuestos-sde ndmerOS reales
up subeon:unto del conjunto de todos 1os ndmeros negativos

( ) 4Es el opuesto de todo.ndmero un ndmero negativo?

Ia ordenacion de los ymeros en IA recta de los niWros r*tie

reve que IT es meno ,w7 2. iEs el g-puesto de. menor
1, 1

Tie el orlsto ap 2? "Consruye ejemplos semejantei)Cori.potros-

pares de ndmeros., Despu4s qUe.hayaS determinAdo la ordenaci6n

de un Par, halls la ordenaci6n de sus opuestos. Veris que hay,

unii.propiedad general pars 9pUestos:1'

-Para lok ndmeros reales a 2: b,

si a '4 )D4 entonces

Conjuntd de problemas 5-3b
allsk

Para cads unio de. loS siguientes pares de ndmeros0 determina

es el'mayor:

(a

(b)

10)

297, -2.97 (d) -1, 1

-12, 2 (e) -370,

-358, -76? Cr) 0.12,

4g) a, --o

-121' (h) -0.1, -0.01 .

0.24 (i) 0.1, 0.01

Vtilizando las,relaciones " " o " > "0 escribe enunciados
.

ciertos. pars Ios siguielltes ndmeros ysus opuestos.

Ejemplo: Para los ndmeros 2 y 70 2 7 *y -2 > -7



(a)

O.)) Nit -7t

r -111-

(d)

(e)

3(14

8
(

+ 2)

+ 6

V

i(2c1:+ 8)

"
7 ,),

,(0) .7(4 21- (11) -(3 17)0) -6,g4= 0)i)

Construye' las .graficaS .de loi3 conjuntos de- validez de loi
. i ..

siguientes enunciados abiertos:' .. .

. .
. ,

*.(sugerencia: Cuando sea'conveniente emplea la OpPlédad de .

.

.
.

' ordenaWn.para opuestos.aptes de hacer.la grafi:4A

(a) x> 31 . .(c)' .-x. >. 3,
(b) r>, -3 -(a).- %.4e> =3

. . .

Describe el'conjunto de validez de'cada enunefado abierto:

(a) -xyi3 (c) 'x' .4 0 ':- ',(ej -x >'.0

(b) -..x ri -3 ' .' (Aa) -X A 0 , . , (f ) '''1C '4 '0
.

. :

A continuacióniaparecen algunos-conjuntost En Cada caso,

construye dos enunciados abiertos cepa unp de,16acuales ,

tenga por conjunto de validez el coplOnt&,9ollsideradow (Usa

opuestos cuando sea conveniente.)

(a) A es el conjunto de iodos los nlimeros reales noknegati4os.

(b) B es.el conjunto de todos los mimeros reales no iguales,

a' -2.

C es el conjunto de todos los mimeros realesno wores

que. -3.

(d) pr. . (
(e) E es el conjunto de todos los nlimeros realea. .

4

Escrpe un enunciado abierto para cada una de las siguientes

graTas:

(a)
I

1-4-2
i

0.

2
(e) '4''*at"-m---=-"--o--"-'----PP-0

(b) --o.i.h.=-. (d)
-2,* 0 1 2 -71.717171.11r-

Escribe el'cpuesto de cada uno de los siguientes nlimeros y

luego escoge el que pea mayor del niimero y su opuesto:

(a) 3, (.0 17

(b) 0 (d) -7.2

129
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"(e) - 472' (h)-* (

(f) (i) i - ()2'

(g) ( 2) (I)
.EscrAamos " per la frase nestá m.s distante de Q Rue"

-.

A

TOY

en la 'recta de los ..ntimeros reales. LTierie " la misma
propiedad de* comparaei6n que > "?; es de&s si b
orPdos ntimeros reetles astintos, Les oierto que io

1? .al perond einbas cosap? erient " " una propiedad
sitiv,a9 jara qu'd subconjunte del conjunto de mm0,08 realea
tendrdn " " y " > ", el mismo significado?

9. Tiaduce los aguientes enunciados lingiiisticos a enunciados
,abiertos y.'describe la variable empleada:
(a) La puntuacion de Juan es mayor que 100' negative.- 4Cua'1

I.

es su puntuaci6n?
.(b) S6 clue no -4engo dinerd, pero mis deudas no paean de $200.

40pil es mi situaci6n financiera?
(c) Pablo. aboh6 410 a sus. cuenta, pero an debe más de $25..

9ambi
misMo

Aud

s
seri la rela2a6n entre sus opuF,Stps,R)- Formula ahora una .

regla ge,neral parafdeterminar la relacf6p.`.de ordenacI6n que
hay, e.ntre .dos ntimeros racionales negativos.

4Cuet1 era el mantante su cuenta?
a* los numerales "- y "- 4:415." a formas que

9
denominador. (Sugerencia: Primero cambia

relacln 13.de ordenaci6n hay entre - y
Conociendo la relaci6n exis4t4nte entre

tengan. el
13 1

9 ( Sugereh..
cuil

Valor absolute
Queretos definir ahora.una operaci6n nueva- y muy titil que.

concierne 8). un solo mime= real: la operaci6n de tomai-
absolute..

EI valor absolueo de tin' ntimero real
distinto de 0 es 41 mayor\ enti-e
ntimer.0 y su opuesto. . El valor. abso-
luto de 0 es 0.

-

%Alt

I '
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Sa. 10.1or.ibscauto'ae 4 es 4,1pOrque entre':.4 ,y....-4,.el mayor

es 'A. El:Valor absolUtog '..- i es .,.., (,1,POr%q49) ,01161 e's.
. -

el Valor absdluto de. -177 Entre un:ntimer6.4atitto)le...;o, y su

opilesto Lcual es.el.m.aq; siewprie.: el positivo o el pegatiyo?

,Expl4.a por qtC4-61 Vaior.abdbluto. :un ritimet-;6 real cup.qupella e4 . ,

tom° de Ostumbre, convendremos en usar un smbolo para indioar

la pPer*1-11.

-E.sorillb414os
a . - a -0

sun ntimero Dositiiv 6 a'

*

"

'par;a'iridlOar'ei valor. absoluto .d.elWmero. n: Poi-'ejemplo,
0-0

1'= ki1 ii..= ;.:; 1- V2-1,-= 42.? 1 2 1:2:
. ,.

_,!.:.. .

'Obserya..0 cdtk:Itilo:de IstQ es no negatiVoe.

Si ex Inas eatos ntiMeros-y,:sud.valores absolttos en la
,.. . . .

. -,. .

-re.cta numéai iqu4 ptiedes conoluir acerca de laa distancia eiatre. .

. ..

'un'nlim'ero y -04?. )Observils que 'la distanCia. entre 4: YI 0 es

entre ..- ;.4 0,;./es Ttlpto., Observa tambi4n que la distanoia-3'

-entre dqa'pUntos.cualesquiera de la.recta'numerica es un gdmero
4 4

real no riegativo.

La distahcia entre un miterp

real y- 0'. en Wrecra'de los

ntimeros reales es-el valor

4abso1uto de ese nUmero.

Conjunto de problemas

Halla.los valores,.absolutos de los siguiehtea ntimeros:

(a), °,7 (c) (6 4) (e) +-0)

u) (d) ik x

. (a) LQue alase de ntimerd'es.
',

Lqu4' clase de ntimero es
3

(LNo negativo o megativo?

(b') Si x es un ntimero real no negativo, Lque clase de ntimero

(al Lait14 clase de ntimero es 9 Lqu4 clase de ntimero es
21 5',
51? (6m) nega-qivo.o negativo?)

:



.a

(b) Si x es un ndmero rial negativos &qui ,clase de ndmero

es lxl?

&Es Ix I un ndmero ho megativo parw toda x? Ebcplica.

$i , x es un ndmero ,negativos.' &cuil es;e1 'mayor entre x

14?
4Et:el conjunto (711: -2, 1, 2) cerrado respecto de la opera7.

ción de topar el valor absoiuto de stis elementbs?

OP.

Iptamos clue para n ndmbro ndsenegativo, el mayor entre el

ndmero y suopuesto es el primer°. Es 'Aeci.r:,

Para todo nAmero real x

.qtke sea 0 6 positivo,

xf' ai x.

1,Qp6 se puede decir acerca de un ndmero negativo y sU valor

absoluio? Escribe numerales corrientes para los situ ntes pares:

clase de ntimeros son -

1-4671

- -3.1, -467?) Enqontraste que

-5 -(-5), 1-3.1 1 = -(-3.1),

Id ='''47 4*), 14671 -7. ''(467).

140 esti claro. ahora 4ue podemos decir: "El valor abysoluto de un .

mimero negativo es eI-opuesto, del ndmero negativO"?. Es decir:

Para todo ndmero real negativo xs

lx .-x.

Conjunto de problemas 5-4b

&Wiles de los siguientes enunciados son ciertos?

(a) 1-71 .'4Y3 0) 2 i 1-31 (g) -2 '4

(b) 1-21 1 1-31 (e.) 1-51 1121 (h) 41

(e) ,I41' Ill (f) 44 17 (1) = 4



.0.

t..

_Escribe cada uno de los

(a-Y. 121 4* 131:

.(i.;) 1-21 4* 131'
(0)' -4121 + 131)
(d). AL-214 + 131)
(e) 1-71 (7 5)

-
(g) .1-51 x'.2

-.(i1'); -(1-51 )

.4Cuil es el 6onjunto des

:evm4iados abiertos?

1aY IX 1.= 1, (1?) r

siguientes corno:un numeral aorrl.entet

(1)'

0 L4 ".2 41 I *'3

(k) -(1'731 2)

(i)' -1-2 -3 )

(m) 3 '- j3 21'
(n) -11-71 - '60

.(o) 1-51 x 1-21

(ID) 5)

(1-51 )< 1-21i.
v4idez, de cada uno de los'siguientes

.3, -(0) . jxj + 1 = 4,t *(4),. 5

OuilesdeHlos siguientes enunciados abiertos son ciertas para

todas los mimegos.reales

.(a) lxi t:00 (b) pc lxi, (c) -3e4.< I (a) lx x.

1Sugerencia: :Asigna un valorpositivo a' x; luego asignale

tambidn un valor negative antes de tomar una decisi6n.)

'Descri,be las.variables..empleadas y traduce a unienunciado

abierto: .JUan tiene menos,dinero que yoj'y yo'tengo menos de

$20. ,Ouinto dinera tiene Juan?

Itepresenta grAtiiOente los conjuntos de validez de los

Akti, tes enunciados4

(a) lij

(b) x -2' y x'

'.(a) jx 2

(4) x -4 -2 fo x > 2

. 2,

COmpara las grifibas de los enunciadoi en los problemas 6(a).-
*(b); en 6(o)& s(4).

8. DeMuesira que st x es un almero real negativo, entonces x

, es el opuew0 del valor absoluto de x; es.decir, si' x 0,

entonces x = -Ix1. (Sugerencia: Otial es'el opuesto del

.opuesto de un;niimero?)

124
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9. Representa g ficamente el conjunto de los enteros menores

que 5 cu Os valores absolutos sean mayores que &Seri

-5 un elemento de este conjunto? 4Serel.' 0 un .flemento' de

este conjuno? LSeri -10 un elemento de-este conjuntol?

1 . Si I es ei conjunto de todos loS'enteros, R el conjunto-de*,

todos los nUmeros realee, P el Conjunto de todos los ntimeros

reales yositivos, escribe tres ntimeros:

(a) pertenecientes a P pero no

-(b) 'pertenecientes a R pero no a PI

(c) pertenecieptes a R pero no a P ni a

.(d) pertenecientes:a P Rero no a R.

11. TAduce a urkenunciado abierto: La temperatura de hoy oseiló

no*s de 5'grad.os aliededor de 0.

12. Compara los conjuntos de validez de los dos enunciados,

Ix . 0, . -1.

5.25. Resumen

. Marcamos lbs puntos a la izquierda del O. en la recta numérica

con nfimeros negativos; el conjunto de los ntlineroi realps don-

siste en.todos los ntiMeros de la aritm6tica y sus opuestos.

2. A muchos de loc.; puntos en la recta num4rioa no les asignamos

nilwros racionales como coordenadas.s IdenPificamos eitc5s

puntos con nUmeros irracionaIes. El conjunto de los nt'Imeros

reales consiste en todos los ntimeros ra,cionales y los irra-
.

s'cionales.

Para los niimeros r4ales "es menor que" significa lesti a la

Azquierda de" en la recta numérica.

4. Propiedad de comparac16n. Si a es un ntimero real y b es

un ntimero real, 'entonces solamente.uno de los siguiente$es

cierto: a < b, a = b b < a.

Propiedad transitiva. Si a, b c son nUmeros reales y si

,a< b y b<c entonces a< c.

125
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6. El opuesto 'de 0 es 0, y opueeto de-cualquier otro ntimero
real es el otro nuMero quo esti a igualldistancia de 0 exi.- la

recta de ,los ntimerds reales.
El'valor absoluto de 0 'es 0, y e3. 'valor absoluto de' cual-
quierotro nximero real n es el mayor pntre en y el opUestq
de an!'

,

.Si x es un ntimero positiVol entonces -x es un niimero nega-
tivo. Si x es 'un raimero negativo, entonces x es un ntimero

positivo.
El valor absoluto del ntimero real n se denota por Ink
Tambiih, Jn es uri mirnero no negativo:Aue represents la dis-
tamale. entre 0 y n °en la recta null-162,1os.

10. Si > 0, sentonoes In) n;
, Si n.< 0, entonoes Ini -n.

Problemis de repisot
1. &Wiles de los siguientes enunciados son ciertos?

(a) <

.(b) -(5 -3) m

'(3) -(5 3) 4 1-2].

1 6 + 1, 4

( d) "2 * q7lir
(e) 72 .g 1751'

(r), 1-2,1 1-51

2. 1,Cuttles de los siguientes enunciados son ralsos?

*(a) -4-3) 0-

(b) 3 ye

3 7( -3

5 >. -(-2) + 6 (d)

6 3 -3.

Y 3 > -3 (f)

._(-1-11)

2). 13!)
,-Cenptruye la grifica' de cada uno de los siguientes enunciados:
(a) v>i 7 IP 4 3 (0,) x -4 4
(b) Irl . 2 . ta) latl . x
Describe el conjunto de validez de cada, enunciadot
(a) 7 '4 3 'Y's' y > le (d) kJ.. -x

, . (b) -1u 1, < .2 (e) lyi < -2
(0) -3 < x '4 2- ,, (f) lv s> 0

126



5. Considera el enunciado abierto "Ix' 3". Construye la

grifiCa de su'conjunto de yalidez si el dominio'de x es

el conjunta*de:
..

(a) Aas nximerOs reales (c) 1os ntimeras reales no negatJ;Yos

-(b) '1os enteros (d) los enteros ilegatiVos.

Describe las variables'emplpadasy traduce 'cada uno de log

siguientei a'un.enUnciado af3terto:

(a) El Neves la temperatura media fue,de menos que el

viernest ytel viernes.estuvopor debajo de -10*. uál

fuels temPeratura media el jueves?

( 'El'dotingo la.temperaiura media osci1,15 no ma% de

alrededor'de -5°.

81 I es el conjunto de todos,los enteros, R el conlunto

de todos lbs niameros reales, ? el conjunta de todod los

nlimeros,i'eales positiiios, y conjunto de todos los

nlimeros racionaIes, &guiles de las siguientes afirmaciones

son ciertas?

(a)* F es un subconjunto de' R. ,

(b)' Todo-elemento,de I es unelemento de P.

'(c) Hay elementos de I que no son elementos de

(d) Todo el;mento Oe-,I es un3eIemento de P.

(e) 'Hay elementos del 11., que no son'elementos de P.

8. ConstrUye la grifica e2. conjunto de enteros'menOres qUe

6 cuyos yalores 'absolutos Bean mayores que- 3. 1,13 -8

un elemento de este conjunto?

9. Cvando sumamos un cierto entero.y su sucesor, el resultado

es el Sucesor mismof

(a) Traduce *este enunciado linguistico a un enunciado

abierto:

(b) .Halla el conjunto de validez de e0e enunciado.,

10. El perimetro de un cuadrado es menor que 10 pulgadas.

(a) lAu6 sabejaceraa ded. niimero de un1dades0 sl de longi-
.

tud del lada de este cuadrado? Representa gráficamente_

este conjunto. ).
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.z,Qt..}6 so:bee, acerca del Trinero .de unidades, A. del Lima de
este madras:10i. Represènia graficarner-este donjuilto..
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Capitulo

PROPIEDADES DE, LA SUMA

Suma-de los ndmeros reales
_

Deade primer grado has esta4o sumando ndmeros; a sabers'los

n4eros no negativos deA.a ,aritmética.. Mora rios ocupamos de Ain.

conjunto m4s amplio de ndmerost el de los ndmpros reales. NUestra

larga-experiencJia can la suma de ndmeros no negatiVos,:tanto en la

aritm6tica cpmo en la recta ,nuphrical deberia darnoS inmedlata-

!mente un indicio de'c6mo sUmar ndmeros reales.

Conlideremos las gananclas:y 'pérdidas de un vendedor'de hela-

doe los diez dias en'qUe tuvo el. negocio. .Usamos ndmeros

.; 'positJ.vos para.represeniar las ganancias y ndmeros negativostpara

representar 1,as pérdidas. Describamo, la operacial, su.negoci6

en la primera column& y4ftadamos otras dos cq/umnas,'una para'los

cómputos aritM4tiCos de su ingreso neto por'perlodos de dos d1as4

'y la,otra para repreteniarestps cámputos en.la recta num6rica.

Negocio

lunds: Ganan la de 47

martas:, Gan cla de 45

Aritmética. Recta' numérica

7, + 5 = 12 7.-----4----- 5 ....31
1

ingreso'neto
0 7 * a

mi4rcoles: anariela de 46

ju'eves: P6 dida de 44 (-4) .

(se vaciá una goma) ingreso neto

viernes: 'Pérdida de 47

(otra'goma)

sibado: Ganancia.de 44

Dla de,descanso

lunes: P4rdida de 4,

(hizo frio)

martes: P614flada de ,44

(hizo mis frit))

miércoles: P4rdidaode 46

(cerr6 el negocio)
,

.

0 + (-3) = -3

12 7

-10
6

-10

r 3

-3 0

a
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Estas euentas iiustran easi todas las posibles sumas de nUmeros
reales: un'positivo sumado a u4-posi#vo, un positivo iumado a un'

negativQ1,un negativo,silmado a un positivo, 4gro sumadO a'un nega
tivp y Un negativo.bumado a un negativo.,,

Uno de los prop6titA de esti sgcci6n seri aprender a tra-

-ducir"al lenguaje del algebra unas operaciones Ague primer9 des-

pribimos geometrieamentb. La suma en la recta numérica es una

de enee; tratai-emos de definirla en el'lenguaje de).ilgebra.

Si representqmos-la suma'7 + 5 en la'recta nimérica,

primero vamos desde *cit ahasta 71 y luego desde 7 nos movemos
5 unidades,Mii-hacA la derecha. Si,consideramos

iprimero,vamos'deide 0,hasta (L7) Y.luego deade, '(-7,) nod
movemos 4 unidades'hacia la derecha.- .Estdb ejpmplos pos re,

Ouerdan ago que ya sabemps: Parasumar un ntimero positivo, nos

moVemos hacia la dérecha en la'recta nurdérica. De los OtroS

ejemplos, podemos claramente deducir qué sucede, en la recta 411i-

mérica-auahdo .tumamosun' mimero.negativo. Al sumar (-4), nos

movemos 4* unidades hacia la izquierda; cuanda sumamos

nos movemos '6 unidadeg hacia la izquierdd. Hay otro caso a
consideplr: Si sumamos 0,,zqué movimiento se hace?,

,Ya hemos dscritoel Movimiento pard todos los casos; vamos

a ver si podemos aprender a expresar algebraicamente la distancp.

que nos movemos. Olvidate poi- el momento de la direccidn; s6lo

queremos saber qué distancia nos movemos al ir desde a hasta -*
, -

a + b. Cuando b es positivo vamos hacia la derecha. Muy bien,'
lpero que distancia? Nos movemos' b unidades. Cuando b es

-negativo,- 'Vamos hacia la izquierda. Omd distancia?. Nps movemos
(-0 uniaideS. (Recuerda que (-b) es positivo-si b et nega-
tivo.) -Si b es 01 no nos mOvemos en Abdoluto., 4Que simbolo

hemos usado con el significado: "b, si b es positivo; -b, si
b es negativo; 0, si b, es 0.11?- Por gupuesto, el simbolo "Ibt"

Asi hemos aprendido-que para encontrar a + 11' en la -recta nuMé-

,rica, empezamos ,en a 'y nos,movemos la distanaia. 1bl

hacia la derecha, si b es positivo;

hacia la izquierda, si ed negativo.
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1,

'Conjunto de problemas 6-1
.

Resuelve 'los siguientes problemas, usando ndmeros.positivos
4

negativos:,

(a) 'T.Jn equip° de fdtbol perd16 6 yardas In la primera jugada

y gancS, 8 yardas en la segunda. LCuiLlN fue el resultado

neto de las dos jugadas?

(b) Juln le Pag6 a Jaime los .&),)i que le debia, pero Alfredo

le habia pagado a Juan los 541 qukle debla. 4Cuel es

el resyltado:neto de las dos transacciones de Alan?'

(c) Si un termOnietro registri'' -15 grados y la!temperatura

sube 10 grados,- 4que tpmperAura *registrará el terrOmetro?

a si el aumento de,temperatura hubiera sido de 30 grados?

(d) La Srta..Wlez rebajci 6 libras durante sy primera semeina

a dieta, rebaj6 3 libras la segunda semanal aumenta 4

.libpas la tereera y auient6 5 libraa en la dltima.

fueel resultado neto al cabd" de las .cuatro semanas?
,

Usa la'recta num4rica como ayuda para efectuar leks operaciones

indicadas con,ndmeros reales:

(a) (4 +, (-6)) +*(-4) (e)% 2 + +

(b) 41+ q_6) + (f) ((-3) + 0) (- .5)
(c) _.(k (-6)) (g)* 1_21 + (-2)
(a) 3 + ((-2) (h) (-3) + (1-31 +,5)
En cada uno de lob,siguienteS ejercicios, explica con tus pror

pias palabras cdmo sumfts los dos ndmeros dados:'

7 +.10: (f) (-7) + (-10)

'7 + (-10) (g) (-7) + lo

10 + (-7) ,
(h) (--10) + 7

(-10) + (=7) (i) (-10) 4 0

10 t 7 (j) 0 + 7

LEn qué partes del problema 3 sumaste del mismo modo que lo

hacias con los ndmros de la iritmética?

podrias=decir siempre acerca de la suma cuando ambos

sumandosIson negativos ?

6-2. Defini0.6n de la suma

Queremos ahora aprovechar lo que_acabamos de aprender acerca
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de la snma'en la recta numérica para expresarl primero en nuestro

idioma y ltiego en eijenguaje del algebra, Io que se entiende pbr

a +1D para todos loo ntimeros.reales a y. b. Las cuentas del
.

.

.4
vendedor de helados not presentaron.algunos casos. Ante todo,

sabemot a base de nuestra experiencia anterior ccimo sumar a

b si ambos son ntimeros no negativos.: Consideremos, puess otro

,ejemplo; a satiers un negativo sumado.a un negativo. Aué es

(-4) + ( -6)?

En la pecta numérica encontramos que

(-4) + (-6) = (-10).
Nuest ra tarea ahora es pensar mis cuidadosamente acerca,de cdmo

llegamosa (-10). Etpezamos moviéndonos des e Q hasta (-4).

06nde esti localizado (-4) \'1.1 la recta num rica? Esti a la

izquierda del 0. LA qué distancia? "Pistancia entre un mimero

y 0" era uno de Icis.significados del valor absoluto de un niimero.

Asis la distancia entre \O y -(-4) ,es 1-41. (Naturalmentes

vemos qu'e- es mu escribir 4 que . pero la expresi6n
I-41 nos recuerda que eaVamos petisando en "distancia desde 0",i
y en este momento es:oportuno redordarlo.)

4 (-4) estds puess F-41 unidades a la izquierda de 0:

'Cuando ahora eonsideramos

. (4) + (1-6);

nos mov4mos otras 1-61 unidades hacia la izquierda. 08nde-

eitamos ahora? En - 1-61).
Asil el pensar sobre la distancia desde 0 y sobre la distancia

recorrida en la recta numérica nos ha lAvado a reconocer que

/ (-4) + (-6) . (I-4) 1'1-6))
es un enunciado Cierto.

Es razOnable que preguntes en este momento qué hemos'logrado

Con todo esto. kTomar una,expregi,(in sencilla como (-4) +'(-6)0

y hacerla parecer mis complicada! Ciertos pero la expresión

-0-41 + 1-61), complicada como se lies tiene una gran ventaja.

Contiene scilo operaciones que sibemos efectuar a base de expe-

riencias previas. Veris: 1-41"'y 1-61, son ambos ntiMeros posi-

tivoss y sabemos cémo sumar ntimeros positivos; ademiss

4f-61) es el opuesto de un ntimeros y sabemos cc:5mo hallaf
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-di opueiio' ap un ntimero. Asio hemos.logrado expresar la suma de

- dos mimeros negativos, de la cual sálo teniamos una ilus

en la: recta numérical por medic, del'lenguaje del argebra,tal como

.10 .hemos construido haeta ahora.

Considera la suma. (-2) (-3) y observa que por 'el mismo

razonamiento IIegas al enunciado cierto,

(-2) (-3) =4-(1-21 I-31)-

De estos ejemPI8ese desirende que 10 siguiente define la

,iuma.de dos n4merob negativos en térMinos de operaciones qUe ya .

aabemos efectuar:
,

En nuestro idigma: La suma de dos ntimerot negativoi es nega-.

-tiva; el Valor absoluto de esta 13uma es la sUma de . los valores

absoluto'S de,los'nximeros.

En ellenguaje del algebra:

if
S a. b son ambow,nilmeros negativps, entonces

6 a + b -(18-1 Ibp
,Cbnjunto de problemat 6-2a

- 1. :Uta la definicián anterior Para hallar un n9mbre corriente

para cadd'una de las siguientes sumas41ndicadas, y luego com-

pru4balos intuitivamente mediante la filterpretaci6n por ganan-.

cias y pérdidas,,,o usando la recta num4 ca.

Ejemplo. Per definici6n,'

(-2) + '(-3) s:-(1-21 + I

Comprobaci6n: Una p4rdida de' 42 seguida de una p4rdida,4e

43 ,es una Ordida neta de 45..

,(a) (-2) + (-7) SO (-25) + (-73)

(b.) .(-4.6) + (- 6) (e), 54. +

(c) (?) + (-4)

*Escoge un método dualquiera,Para hallar un nombre corriente _

para%ada uno de los siguientes:

.-(1-71 + 1-61)

6 + (-4)

(a) (-6) + (-7) (o)

(b) (-7) + (-6) (d)-
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(e), (-4) + 6 ,

(*: 161 1-41"

(g) 04 (13)

-126-

'(h)' '..( 31 bl)

(i) 3 (- + 2).

,
,

HaXla el conjunto de valfdez de atda unp,de los siguientes

enundiados:

(a) (r5) + (X) 7.r(1-51 +

(b) +.(-5) 7 -(1-51 + 1-31),

(0) (-5) +v(x)-=-(1-31 + 1-51)

(d) .x +*-5) -(1-31 + 1-51)

Piensa otra vez sobre.el problema3 en el CongInto de

problemas 6-1. C do un ntimero es positivo y otro es

tivol La que dist aa de 0 se halla la suma de los dos

nximeros?

4C6mo sabes si la suma de dos nximeros 'es positiva o negativa

cuando Itnode ellos es positivo y el otr6 es negativo?

LEs el enunciado

(-1) + + 1-xl) .
cierto liara todes los valores no negativos de x?

Hasta ahora hemosconsiderado 1,1 suma de dos ildmeros:n0

negativOSI y.la de dos niimeros negativos. Seguidamenteconsi-

deraremos la suma de dos niimeros.y.,no dflo's cuales es positivo

Y Plotro pegativo. \

Veamos otra vez.algunos ejemplos tobre ganancias i p4rdldas:

Ganancia de 47 'y perdida de 43; 7 + (3) . 4; 171 - 1-31 7 141

Ganancia.de 43 sY pérdida de $7; 3 + (-7) . -4; 1-71 131 - 1741

P4rdida de 47 yAganancia de t3,; (.-7) + 3 . -4; 41-7r- 131= Pd

Pérdiaa de 43 y ganancia de 7; (-3) + 7 .-4; .Iti 1-3 H. 141
Pérdida de $3 y gananala cle 43; (-3) + 3 = 0; 131 1-31 = 101

09nO_dera es-tics ejemplps en 14 recta numArica, y tambien

spiensa de nuevo sobre las preguntas planteadas en los problemas

4 y 5 'del Conjunto de problemas 6-2a. De 4stos se desprende

que la sumalde.dos nUmeros, unode los cuales es 'positivo (6 0)

y erotro negativo,'se obtiene de la siguiente manera:

1;'



El valor absoluto de la suma es la dif6rencia de los

valores absolutos -de los ntimeros.

La suma es positiva si el ntimeropositivo tien4 el

yalor absoluto mayor.

'La suma es negativa si el-nlimero negativo tiene el

valor'absoluto mayor.

suma es 0 si el ntimero positivo y el negativo
4

tienen el mismo valor absoiuto.

Eh el lenguaje del algebra,

Si a > 0 y b < 0, entonces.

a + b = lal si

a + b -( bi jai), si

b y a *4 0 entonces:s'

a + b lb] - si lb

.a + b 7( lal. - ltil); slo lal > I

Cc_1.unto de problemas 8-2b

-,Halla ia euma en pada uno de los siguientes ejercicios, primer°

de, acuerdo con la- definicion y luego mediante otro mAtodo, cual-
4

quierralue areas conveniente:

(a) (-5). + 3 ( e) +.(-14y1
L(b) (-11) + (-5) (1)

+ 7.4

'

3

(4) .2..+ (-2) (h) ± (-65)

,iEs el conjunto de todos lop mimeros reales cerrado respecto

de la operaci6n de sumar?

iXs el conjunto de todos los nlimeros reales,hegativos cerraqo

respecto de la sum? Justifica4tu'contestaciOn'.

En'el transcurso de una semana las desviaciones en la tempera=

tura media de la
k

temperatura normal de 71 para la estaci6n,

fueron047, 2, -3, 01 9: 12, .761 4Cual fue la tAperatura

madia pars_ cada dia? 4Cual es la suma de las desviaCiones?
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Pitra.cada uno de loS sigi:lientes .enutciados abiertos
0ntbriero real ciue lo haga:cierto: ,

1

(a) x -I-- 7
..% -c (f) c .-4-'(-3) le 7

(6)- 3 1- t
(h)' ., ilk + (-4) . 6,

-(1) (sr +.(-4 *-1- 2 .

(c) a + 5 m 0'
s

b +(-7) =

x,. ,( ) (3 + x) +
4,Cuetles.de los- siguientea eilunclOcts soh ckiertog?
(a) (-4), + 0 4

-(1-1.1 101) . -1.5-

tej' s.0);+ + (-3)
(d) 4- (-q + 4,-1- (4)
(e) +

(-7)-+ q-5)4+ (-3)) = ((-7)
(z). -(6 + (-1 ,(-6) + (-a)
(h) (-4) + .(-9) m -(7 4- 9) /
(1) (4) ; +
Traduce-low siguientes.enunciadós lingUleticos-a enunciados
.abiertos. Par ejemplo:- Guillermo gast& 60 el martes
,se'^gin6 40, el miérooles. Ba.rio podia recordai..qui aipedi6
'el lUnes pero el miércoles por la noche le quedSban' 50k
401into dinero tenia el lunes? Si Guillermo binia x. cen-
taiips el lunes entonc6*

x (-6d5 74- 49 50.'

E t se Mede escribir asil'

X (-20) . 50.
(a) at viajas 40 malas:laciabel norte y luego 55 millas

hEiVa el Bur, la qué-distancia estaris del punto de
-parida?

-(0) 7.,e*ma de (-9); 28, y up tercer ntimero, ea (-52),
£buta,es el teiAr miimero?

(c) A las 8 a.m. la temperatura era.' -2°. Entre las. 8 a.m.:.
y el mediodia subi6 115% '4Itaitre el mediodia y 3.aa pori.

A

halla .un

3

A

-4 6
A
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...auptent6' 6*.- .A las 8 p.m. ;a temperttUra era

'4Cuil .rue el cambio de temperatura eritre las 4 p.m 7

las .;, 8, p

C1) Si un7hombre que pesaba' 200 libras re.bajcS 4 iibras en

una -semena, 6 111?ras en la seglanda amaza y pesaba 195

libras. a/ .terminal, la tercera semanal 4'cuintas libras

aument6 en la ',tercers. semana.?

(e) Una accicin que al cierre de operaciones el lunes tenis:

valOr de 83, baj6 5 ,puntos el martes. .4(1.66 cambio

tuvo el midreoles si en la mahana del jueves su valor

era de "/864.?

6 .Propiedades de a sum.

7Vvimos buen 'cuidado de describir y hacer una lista de la8

propieclades de, la sumi cuando ttabalamos con los ntimeros de la

aritMétipa. -A4ora: que hemos decid140'06Mo sumer 'ntimeros reales,

.
deseamos verifiOr qUe .estas propie des de la..suma ,se apllcan a

los, nOmeros reales 'en' general.

Sabemos cjMe nu es tra definicidn, de .sum$ incluye la suma usual

de loa nalerok.de la -aritm4tica .pero necesitamos también-poder

..sumar de una mineri' tan sencilla, coma antes. I.Podemps todavia

suiar ntimeros reales en mialquier orden 7 akruparlos de la manera
. s 9

Gime nqs 'convenga? En otras palabras, Lserin. V.Fidavia vilidas las.

,.propiOades conmtiVativa y asOciativa de la suma? Si',podemos

vencernos' de que esias'propiedades tambidp se pueden aplicar a ioa.

'"ntimeros reales0.entonces podemos estar segUros de 41.1,0 se ci5nserva

la.estructum de los nximeets cuando pasamos de-los nUmeros de la

.aritmética,a los ntiMeros reales. Mis adelante se planteartin.pre;

gpntas-0414.gga_lacera de la multip1icagi6n.

Ctensidera, aiguientea preguntai 4Son 4 + (-3) y

(-3) +. 4. nombres del mismo ntiMero? CompruAalo en la recta, num4-

rice, Eaz 1; miamo para (-1) 5 7 5 +4( ) ; para (-2) +

7 4-6):+' (-2), . 4 41 6

1,Inpluyen. los enunciados anteriores todos los casos posibles

en' la- suma ,de Trameros reales? Le no ser asi, busca ejemplos de



los casosAue ralten.

Parece, Dues, que la suma de dos ndmeros reales cualesquiera
es la misma.no 4mporta en qu4 orden pe iumen. Esta es la,

Propiedad.conmutativa de la suma: Para dos ndmeros reales4 *arm

cualesquiera a. y. b;

. a + b = b + a.

Calcula ahora los,siguientes pares de sumas:

+ + 3 y 7 3

+ -+ 2' Y 8 +
Y. 4 +

4Qué.obs4rvas en estos resultados?

Podriamos presentar muchos otros ejemplos. :aCrees, que se

Otendrian los mismos resultados? Tenemos, pues, la

Proptedad asociativa 0 la *suma: para tres ntimeroareale's

eua3igguiera a, b, e,

(a +,b) + a . a .+, (b-+ c).

Naturalmente,'.el qup' las,propiedades asociativa y.conmuta4Va

sean'Vaidas en. varlos casos nb eonstituye dnaAemostracidn de'qUe

.sean vilidaSpara todos.los ciSos. Podria darse una demt5 trapfein,

compIeta de las propiedades empleando la definicidn'prec

suma de ndmeros reales .en todos los caspp posibles' en qu e apli-
Ipenlas propiedades. 4EStis demostraciones son'largs, artl.c1:11ar-

mente lttde la-prOpiedad asociativa, porque hay que OQI4derar
'muchos casôs. No perderemos tiempo en presentar estasdAmostra-

4ones, i!iero :tea Vez'quieras intentarla demostracicin pais. -la pro-

pledad.aonmutativa en algunos casos.

-Como Ia propiedad,asociativa.nos asegpra que en'una suma de
tres ndmeros reales no impOrtaqué dos ndmeros adyabentes sumamoi

'primero, .gmacostuMtra cNitar ios par4nteSis_y dejar las suma's en
'unn fnrmaIlo especificada,,tar como 4 +.(-1) + 3.

.1111e la,definici6h de la suma obtenemos otra de sus propiedades_ .

qup es nueVa-para los ndmeros reales y que nosseri muy iti1. Por
.ejemplci, la definigián no'S.dice,que '4.+ (-4) -1 0; clue,

(H(-14 . 0. En7gen41-al,Aa'suma de un :Tamer° y sU opUesto
.es 0, Estolo enunciamos como la



,Proiedad,aditiva te'los opuestost. Para todo ntimero real

'a + (-a),= O.

Otra propfedad que se -deaprend4 directaminte'de la definici&i:

dp'.1a Mum es.la

Progedad aditiva del 0: Para todo ntimero real a,

a + 0.= a.

Construye varios ejemplos ilustrativos de esta propiedad y de la

anterior.

Conjunito de roble as 6-3

1. remuestra b6mo podemos usar las pr iedades de la sum para

explicar por qué son oiertos los sigui;ntes enunciados:

Ejemplo,

5 + (3+ (-5)) .= 3 '+
.E1 numeral a la izquierda es

5 + (5 + (-5)) = (5 + (-5)) + 3, propiedades asociativa y
conmutativa de la suma.

0 + 3 propiedad aditivade los%
opuest6s.

= 3 + 0 propiedad donmutativa de
la suma.

El numeral alra dérecha as

3 + 0.
,

(a) 3 '-i- q-3) -1. 4) = O.+ 4

(b) (5 + (-3) + 7 = ;.-3) + 5) + 7
,...(1) (7 + (77) 7+ 6 . 6
(d) 11-11 +11-31% + (-3) . 1
(e) (12') -P. 13 +'(-4 )= (-2) + 3) + (-4) .
(a :(-I4-51).+ 6 . 6 + (-5)

,Considera varias maneras de efectuar mentalmente' los siguientes
,

o6mputos y halla la que parezca mis senciIla. Después haz las

sumas-en la forma mis fácil. .

(4) 156+22" (-
)

(b) .27 + (-18)'.+ 3 + 73

(o) (-5) + 32 +'i + (-8)
I

9

a
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( ) + + (-2) c- + 2
(e) 4. 6 + +. (-2)

(r.). 253 + (-67) + (-82) + (-1 )
(8) + (-7) +1-11.1 ,

(h) (x + 2) (-x) + (-3)
(1) w + ( 2) + (-N) + 1 + ( 3)

Haciendo. uso de las propiedades asociativa y oonmutativa de .
la sum, escribe'un ntlombre más senciilo ,para una de la'Sfrases
de oada,uno de los siguientes enunciados 7 halla el conjunto
de validez del- enunciado:

(a) x x + +

(b), in + + m

(c) n + + 2) + (-n) + 1 + (-3) v.
(d) (y + 4) + (-4) 9 + (-4)

Enplea%ladefinioi4p de la, suma de ntimpros negektivos para "de-,
mostrar q ue si 0 y b Os eronces a -I: b b + a.
Ernplea la definio de la suma para demostrar que a + 0 = a
para todo ntimero re al a.

-&plea la definicián de la suma para demostrar qpe a .4; (-a ) 0
para todo,ntimero real a. (Sugerencia: Separa los casos a = 0
IT a / 0. Si. a / 01 uno de .loe ntimeroes a I -a es positivo
y el otro negativo. (aPor qué?)).

64. La propiedadsaditiva de la igtialdad
Hay otro data acerca de la suma al cual,debemos prestar

'.atenci6n. Sabemos que
. * 4 + (-5)1= f-11

Esto significa que k + (-5) y (-1) .son dos nombres para un
ntimero. Sumémosle 3 a ese ntimero. Ento ces + (-4 :4- 3

14n
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+ 3, san nuevamente dos nc:imbres pare: tiri. miner°.

3 7 (r1) +

Tambial por ejemplo

Adlogamente, ya que

7 =

.entonces ;

+ 5 = (-1) + 5.

15 +

7 + (-7) = 05 + (-8)) 7).

Esto nos sugiere la

Propiedad aditiva'de,la igualdad: Para tres ndmeroa reales

cualesquiera a,;b, o,

. si a = b entonces a + e. b o..

EXpresado en palabras, zi a y b son dos nombrea para un ndmero,

entonces a +0 y b- + c .son' dos nombres para un ntimero.

Daemos ahora las propiedades-de la suma enunciadas previa-

mentil.y la Proptedad aditiva de la igualSR.d.

Atemplo 1. Determina el conjunto de validez del enunciado sliewt61'

.5
'Oodrias determinar nlimeros que hagan este enunciado oier6o? Si'

no lo haces,ficilmente, oodrias user 001110 ayuda algunas propie

dades de la. suma Veamos. No.sabemp's realmente-si blyalgtin

ndpero.que haga este enunciado cierto. Sin embargo, si existe un

ntimero que haga clerto el enunclado; (es decir, si el coma.

junto 'de validez no es vacio) entonces x y -2 representan
5

el mismo miner°.

Sum a este nthnero; entonces, por la propiedad

Aditiva de igualdad, tpnemos que

(x +1).' + 2-)1 ( ).
5 5 5
3

-00r-qui_sumamas Poraue en este c' o queremos eambiar
5

eln. (waft la,inu4.erda para que s6lo oonten eeel numeral "x". ,

Observa cdmo esto sucede en las prdximas lineas. Continuandg,

tenemos que
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= (.2) (Jor qué?) t.

x = (LPor que?)

llegamos.al nue4o enpnciado abiertor.x.= lk Si Ini'miniero
5

-x hade cierto el enunciado original, taMbien hart cierto este

,nupyg,enunciado. --',Estamos seguros:de estO porque empleamos As

.propiedades que dOn vilidas.para todos los nlimeros reales o
nos dice que es el tinico valor_verdadero posible del en n--5
ciado original, pero no nos garantiza que efectivamente`sea uxJ
valor verdadero. LEs un valor que hace cierto ei enunciado

oTiginal? si, porque 1 + -2.'
5

5 5

Hems descubierto aqui una idva may importante acerca-de

.eriunciados tales como el anterioi% fLemostramos que si existe un
nAmero x que haga cierto el.enunciado original,aentonces el

ntimero que xiiede'f'xiepresenfar es- '22, Al-comprobar y
13 5

'hallar que hace el enuntiado cierto, habremos encontrado5
el linic-nlimero que pertenece. al conjunto de validez.

0
El enunciado del ejemplo anterior ps una ecuacién.

0
Junto de validez de Un p. ecuacién le llamaremos frecuentemente-su.

conjunto de soluciones y a sus miembros les llamaremos soluciones,

y escribiremos "resuelve" en vez'ae "determina el conjunto de
validez de".

Ejemplo. 2 Relve la ecuacicin,;.

Si 5

5 + X + (- .;21.):

x + (- es-cierto para alguna

entonce 5 + + = + 2- ès cierto para la misma x;

5 + 2 7.x + C! es cierto' para la misma

Si 7,

el lado izquierdo es:

es cierto para la misma x.

.4 1 IA /...4
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y el lado dereeho es:-
. 1 14 */

-I- ) -2- +
-

v

Por lo tanto, el conjunto de validez es {7).

4
poNunto de problemas, 6-4

Resuelve cada.una de las siguieqes ecuaciones. - Raaliza iu

trabajo en la-forma que muestri el ejemplo 2.

. C1

1. x-+' 5 = 13

2: (-6) + 7 (-8)4+ x

3, <-1) + 21+ (-3) - 4 + x 4' (-5)

4 (x 4-- 2 ) = ( -3) -I- X (

5. (-2)v+ x (-3) = + (- ir)

6. Ix + (-3) . -21,4- 5

7. i) Ix! (- '(-1) ,
1 1

8. x + (-3) J.4 J + (-3)

9. ( 4) + ( x + + (x

:

465. ,1l inverso aditivo-
.

,,,

.

Dos nximeros-cuya suma es 0 estAn relacionados de una mamma
. .

muy particu).ar. Por ejemploo &crud ntimero dumado a .4 4a lasuma,

.

..4

.,2? 6Qu4'111.1mero sumado a -4 du 0? En general, si x y, san
.,

:-.nilmeros reales taies que
, ,

c

i - x + y J.= 0,

-deeimos-que y es, tin inverso aditivo de x. Abase de eats defi- ,
, ,

nici6n, op taMbi6n x un'inverso aditivo de y?
.

,

PenseMos ahora en un ndmero,cuslquiera z que sea uninverso

4__aditivo sle, dig4mps,1:3. ,Conocemos,:mturaliTente; un tal,ntimerol

,avsaber -3, pues porqa i)ropiedad aditiva de los opuestos, t!,

3 + (...) = 0. 4Puede haber otro nlimero z tal que. ,

e .

Toda nuestra experiencii con nximeros nos dice: 'No, no existe
.

. 4
,

r:
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ninvin aro ralmero". Pero, zboitimo podemos estar completamente
seguros de esto? Es posible resolver esta cuestiOn haciendo uso

'de las.propiedadeL Conodidas de la sums., tal como 'se hlzo en
ejemplo I de la seccidn anterior. i para algtin rnimero

es un enunciado cierto, entonces3'
(-3) + (3 + 6z) = (-3) + 0

-seri también enunciado cierto, por la propiedad ad4tiva de la
(Vor qud sumamos, -3?) Entonces1 tambidn

.(-3) + -1-,z ,73
seri eierto' ixtra 'la misma z, 4.por la propiedad asociativa de ).s.
suma y la propiedad adIttiva del O. Esto nos ditie fina3.mente (Rae

z -3
debe ser cierto tambis6n. En este tiltimo paso usamos la propiedad
aditiva de los opuestos. 't

aQue hemos hecho aqui? Pues; empezamos tomando z como
iltzalquter ntbnero que sa ur inverso aditivo de '3; luego encontra-
mos'que - z tenia que ser igual a -3; es decir, que -3 no aálo
ea un inverso aditivo de 3, sino tambitin el tinico inverso aditivo
de 3.

.

iillay algo particular acerca del 3? aCreei que, el 5 tiene
nuts' de un inverso, adittvo? ty (-6.3)? Ciertamente, dudamos que

N

lo tengan y,podemos demostrar que no, a. base del mismo razonamiento
'empleado anteriormente. Sin' embargos, Lpodrlamos verificar esiol
para todos los rnimeros? Lo que'necesitimos es una afirmaciOn .\vilida para cualquier ntimero ereal ; una'afirmacidn que nos diga
algo como est,o1 Sabemos que (-x) s un invSrso aditivo de x;

..dildamos que haya aloin otro, y asi -es como podemos demoetrar (pie '
no'lo hay. Usemos el mismo razonaAiento que en el caso especial
ciiar;do x = ?", y veamos si podemos llegar a la conclusion* comes-
pondiente. 1

Supongamos que z es cualquier inverso aditivo de X; es
decir, cualquier ntbnero tal que

x + ; . O.
. Siguiendo la analogia con el caso especial anterior, Lcudi debe
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ser el primer paso ahora? Usamos la propiedad aditiva

. dad paraascribir

$

- Tehemos entonces que

.

., ..- + z = It.

01.104p,son las dos razones empleadas para lIegar a e4e dltipo.

enunciado?
. ,

.Entonces

6-5

de la
. _

igual-

t'

(LPor T.4?)

-ytinalmente, .

. .

(00 que?),

TUvimos exit° en nuestra tares., no sdlo,para cvando x = 3 .sino

tailibién para cuaIquier x. Todo ndmero, ,x tiene un inverso adi-

.tivo dnicd' (asto, quiere dear -"solamente uno"); a sabers. -x. :
:

u

Probablemente tendris ahora toda alma de dudas y preguntass
vo.

Io oual era de esperars por.ser data iaprimera demostracián que
-

has visto en este ourso. lo-que heos:.hecp as usar datos cono7 '

oidos co:lama de todtis.losndmeros.reafesvara deduAr un nuevo,dato .

acerca'de elloss nuevo aato'que sin duda esperabas que fuera ciertos

iperd:que no obstante hubo.necesidad de c9vprobar.en esa forma. Pre-

sentaremos varias demostriolones eri'este ourso y aeg1n vayas pro.: :

gresando te acosttiOrards pada vez luta a este tipo de razonamientd.

Mlentras tantol hagamos un comentario adicional relativd a la de-

mostracidn que acabamos de'compl,etar. Los distintos pasos.que (linos

fuerons desde luegos escogidos deliberadamehtta fin de llegar al

resultado:daseado$ .Esto puede haberte dado la impresián de qUe

arreglamop" artificiOsamente la demostraci6n y que de otroylodp

no hubieramos tenldo xito. Está permitido'lo q111,6 hicimoS?, Si,

Io esti y de hecho toda demostraci6nestd "arreglada" en al sentido

de que soIamenie damos los past:1s que ayudan a nuestro prop6sitos y

u

ningn 'otro. Cuando empezamos con

decidimos empIea a propiedad-aditiva de l'a,jgualdad para sumar

(-3); en vezde és :pudiMos haber stimado o Do ndmero cualquieris
N

pero en nada nos hubAra ayudado. Por esos no sumamos otro nimeros
, .

sino que sumamos -3.
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.

Precuentemente (aunque no'siempre) llamamoa "teoremas" a

aquellos enxinclados de nuevas propiedades que podemos demostrar

provienen de otras propiedades7a"eatablecidas. 4/0 la pmpieda6 -

referente a inversos aatiVoa obtenida anterlormente, se pue4e.

enunciar como un teorema:
a

Teorema'6-5a. Cualquier ndmero real x tiene

exactamenie un inverso aditlim; a saber, -x,

Liamamos'demostracin de un teorema pl. argumentomediante el cual

se muestra que el teorema,es una consecuencia de otres liropiedades.

Conjunto dlproblemas 6-5a,

-Para cada' enunciado, halla

(a) + x 0

(b) (-2) + a . 0

(c) 5 + y = 0

(d) x + (- ) '10

su conjunto

(f)

(g) (2 4. .5.) -6
(h) 2 + x + ,(-5)

(i) .3 +.(-x) '= 0

(e) 1-41 + 3 + (-4) + c . 0

4Pudiste user el teorema'6-5a para economizer algdn trabajo

al resolver estas ecuaciones?

-*.

VeamOs otro ejemplo que ilustre este método-de demostrar una'

wopiedad general de losmdmeros. Naturalmente po'podemos demos-

trar una propiedad general de,los ndmeros hasta tanto,pe nos

ocurra uns4 busquemos una posible propiedad general. Itecuerda.la

representaciánde la suma en la recta numérica, 0 si lo prefieres,

la.définiciAn de la puma, pare vep qu.e

'( -3). + (-5') = -(3 +

Otra.manera, de escribir que (-3) + (-5), y -(3 + 5) son nombres

del mismo ndmero es

-(3 + 5) = (3) + (-5).

comprobado esta conjetura are los ndipros '3 y. 5, y Berle
4

Esto puede llevarnos a sosiPechar que el'opuisto de lp sums de dos

ndmeros es la suma de los' o ueat9s, Desde luego, solamente,hemos

116



'prudente probar algunos ptros_ easos.
-(2 + ige t-2).+ (-9)?

&Es

(-2) = .(-4)
4oue es otro nombre para
Es +0 4- 1 + IV?

Nuestra conjetura parepe ser-oiertap por lo menos en t'odos.
los 'ejempios considerados. En vez de seguir probando más ejemPlos
arltm4tioamente,- enunciemos Ithora la 'propiedad general que espera..7.

-mos poder demostrar como un. teorema.

Teorema ,6-5b.- Para dos Mimeros reales .cualAsquiera
.a y b; + b) .2: (-a). + (-b).

Demostrad6ii7-Taiiii6ieiiii-diiii6strar-que (-a) + (-b) y

-(a + .6) son nombres de ,un miamo mimero. Gomprobemos que
. t-a):+:(-b) aedomporta comb el ppuesto de (a +: b). 'ExaMinamos

la iaxpresi6n (a +'b) + ((-a) +, (-14 pues al sta- es 0-0.

(-a) + (AO, 'seri el opuesto de (a +.1).
(a + b) + ((-a) +,,(-14 a.'+ 13+' z(-a) +

(e. + (-14 (1) ,+ (-14 ( 4Por
= 0 +, 0 (zPor que?).

0
Y as1 enbontszamos que para todos :los mimeros reales a

I (-a) + (-b)
es un inverso aditivo de. '(a -1; b)* y que como el Inverso aditivo
es tinieol

-(a b) y (-a) + )

son nombres de un pismo mimero.

Conjunfo ae problemas
% 1. 4Cuiles de los siguientes enunoiados son oiertos para todos

los mimeros reales? (Swerenoia: Recuerda que elopuesto de
la duma 1e dos mimeros es la suma de sus opuestos.)
(a) + y) = (-x).+ (-y) .(0) -(-x) =x
(b)' -x (-x.) (d) + (-x ),+ 2



(e) 4-9.(e. + (*.-b + b '(g) .-(x + (-x) x ( x

(11 ) (a +2(--b)) + ( b
.

Zustifica cads faso de la siguiente.demostraci6nIs. Para todos
Ilos ntimeros. x, y, x. .

(-x) + (2r +. (-.z y + ((x z
k ..)DeMostraci6n.

(-x) + -z. + y)
,

. (-(xs+ + y .

. iet y -i- (-(x + 4 es
s

Es - (3 + 6' + '-( .-'4) + 5') ..4( -3) + ( -6) + 4 -1-, ( -5) ? i,lauti
. . .

podr.ias d6c# del opuesto de la* suma de max de, dos ntimei.bo?
Determina miles de' los sigulentes enunciados son ciertos z

(a) ( 2) J- 6 + ( -5)) 2 + (76) + 5

(b) 3as+ (-b) + (-2)) . 3Et.,+ ip + 2
,,-. ,

(c) a + (-b) +, (-5.0) + .7d) =,,.(0;-.0-+ b + 5c -1.....,(-.7d)'
.

.

(d) ik + 27 + '(-2a)'+ (-314 (7 ix) + 2y + (-2a) '+ (-3b)
'Ofrece un argumenVo para la, conClusi6n a .que llegaste en la
segunda pregunta del. problema 3.

Ditinues.tra siguiente f\ropiedad dO las suma:
Para cualquier niimero real It,''cualquier niimeroreal

e

b y cualquier ntimero real c,
+.c b entonc'es a b.

14.

6-6. Resumen
4

Hemos definido la suma de los mimeros reales =DO digue:
La suma de dos ntimfos positivos nos es cdnocida ''4k la

ariti4tica.
La suma de dos-nt'meros-negativos es neg;tta; sel'valor

absolutosde esta suma es la suma de los valores abso-
lutos de los nlimeros.: 's-

La suma de dos niimeros, uno de ,los cuales es positivo (6 '0)
y el .otro negativo, se obiiene'de la manera siguiente:

F1S



r..El valor abspluto de la suma es la Werencia
A

.de los valores absolutos de los nximeros.

La suma es positpa si el ntimero potitivo tiene

-aeewbe
La suma es negativa si el'ndmero negativo tiene

el valor absolu mayor.

La sums. es 0 si el ntimerp po'sitivo y el nega-

. tivo tienen-el mismo valor absoluto.

Nos hemos convencido de que las' siguientes propiedades son
4

vaidas para la suma de ntimeros reales:

Propiedad conmutativa de la suma: Para dos nximeros reales) .

cualesquiera a b:

a + b = b, + a.

Pr9pipdad asoeiativa de la suma: Para tres Mieros reales

cualesquier's. .a*.b, ): ol

(a + b)+ o = a + (b + c).

Propiedad aditivade los opuestos: Para todo,ntimero.real

a,

'a + (-a) . 0.1

Propiedadaditivadel .01 Para todo ntimero real

8.4 0 a.

Propiedad aditiva de la igualdad: Para tree nximeros reales

oualesquiera a* b* cs

si a 7. b, entonces a + c =*b + c.

Hemow.usado la propiedad 111.ditiva de la igualdad para deter-

miner lo-sw conjuntos de vaIldez de enunciados abiertos.

atHemos demostrado que el inverso aditivo es tinico; es decir,

que cada nximero tiene exactamente un inverso.aditivo que llamamos.

opuesto. - 4

Hemos deseubierto y demostrado que el opuesto de la maima de

dos ndmeros'es lo mismo*que Ia suma de sus'opuestos.

to



Problemas de rpaso
corriente,para cada uno de los sigttientes:

(a) 3(8 +(-q Cd)

(.3) + 2, x 3 (e)1.-61 .131 +

-(a) 2 x. + (-14). -(f). 6(1
2. cle los siguientei e eiados son ciertos?

(a) 3 + Ira) + 3
(b) 1431 + (-8) =

(0)- 6 x 3 3 ..0.
(a) + + (-3) + 6

(e) 5 3 :11-51 1-31

-(f) 5010 - 3 X 3.x 2
(g) 6 7 6. 64.(...6)

a

ndica ccimo pueder utilizarse las propiedades de )ea *sumo. para
.expliCar pop qué 'cada uno de los siguientes enti /iad6s es
.eierto

(a) +
2-4

(b) 1-5 + (-.36.) + 17.361.= 10 + + (-*"/

liana el. conjunto de validez de catia uno de lop siguient

I

fa)* + 312 = x +
410+4

(sb if- 5 4- (-x) =-112 + (-x) + (-3)
(c)' 3x +.4+ x.
03- illy 3 = +

LPara qu conjunto do ntimeros es cierto
aiguientei 4nunciados ?

1-a-) 1311 lat;C:

(b) .131' 1 31

(c) 131 1-31

calla uno de los
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a
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.411.

'vs*
Se suman" dos ntimeros, '41Zu4.,S'abes acerca de. ellos s

(a) la suma es negativa?
(b ) la suma es 0? .

(c) la sumo.. es.pos4,tiVal.
'Un tve-ndedor tenia un,sualdp básioo 4e 48u semakales.. Ademis

reciblauna comisi6n' del 3% sobreletotal de sus yentas.

Durante una -semana 61 &id 4116. lA cutinto subieron: sus Yentas..

6sa smarm? Escribe, un enunciado abierto .para, este probliqina.

Una cierta figura tiene cuatro tados,- Tres de ellos miden 8

ies, 10 pies y .5 pies, respectivamente. Outft1 ea la longitud
diza cuarto lado?'
%(a) Escribe Un enunciadb abiertP compuesto para este problema..

.(b) Construye la grafica del conjunVo de yalidez de5L entm:ci'ado

abierto.
A

Si a, b., 'y c son litimeros de la aritm6tica, escribe cada una

de Ias sums indicadas com6 un producto.indicado
.1

y cada uno de

*loS'Ptpiductos indicados como una suma 1.ndicada:

(A) (2b:47:0)a (e)* x2y xy

(b) 2a(b4 GI.

(a) 3a +- 3b

(d) 5x + 10a.x

(f) 2ab2

(g) ab(aç +. 31)).

(h) *3a(a + 2b + 3c)

Dada el conjunto. (-5, 0, 41 -.75, 5i,

(a) 4Es este, conjUnto cerrado respecto de 'la operaci6n 'de

.
tomer .el opuesto de .cada uno de sus elernentos?

(b). LEs este conjunto'cerrado iespecto de la operación de
a *It*

,tomar el valorsabsoluto de cada:' elemehto?'
(c) Si un conjunto es cerrado'respectd de .1a. dperacián 'de

tomar el op to
4

&será cerrado tarnbidn respecto de la

oper de t ar el .yalor absoluto? jor qué?

11.
3.

Dada el conjunto 0 v, 5 7),
,

pa-), f:,Fs este conjunto cer do respect° de la operaci6n de

tomar el valiir absoluto de cadauno de sus elementos?

( '4Es este conjunto cerrado respecto de la operaca:in de
tpmar el opuesto de cada elemento?

4r

4.

4.



'(c) Si un oonjunto es cerraclo respecto. de la operaoicin
tomar el valor absolutal 4sex it. tamtbA oerrado respeoto
de la'operacián de tomar el- opuesto? LPor qua.?

.12..- Dos automdviles partqn al mismo tiempo de wia ciudad ocirriendo
'en ,14. misma diritooiscin. Esoribe una frate abierta para repre-
tlentait el tiempo que tarda el miis veloz para adelantar in

millas al más lento; si lp.s Velocidades a que corren los auto-
m6vil.es son .30 y. 20 minas pc:kr horaj respeoiivamente.,
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Ca Itialo 7

PROPtE1ADE4 'DE LA MULTIPLICACION

'4

1-4. MuItiplicaoikih ndmeros reales ,

lios' tom ahora decidir ocSmo debemos multiplioar clod ndmeros
, .

, .-
realespitra, obtener otro ndmero real. .Por lo pronto, todo lo clue
. ..

podemos'deoir es que sabemos c6mo multiplicar dos ndmeros no nega,

: tivos.- ,
*" ...,..4 Aqu/p porno en la definioi6n de.la sumap es de fundamental

.
. ,

.

importancia que.mantefigamot la*°estructura" del sistema numdrico.

Sabemas que si ap bp c son ndmeros cualesquiera de la aritmétical

entonces
a P

4-, 4

. ab = bal

(ab)o = a(bc),

a I og a,

a 0 . Op

a(b + a) ab + ac.

(Olud nombres les dimos a estas propiedades'de la multiplicacián?)

puaiquiera 'quo sea el significadd que le demoi'al producto dedos

nimeros vealesp debemos asegurarnos quo es de acuerdo con los

produotos que conocemos de ndmeros reales no negativos y ademis-que

las anteriores propiedades de la multiplicaci6n también son vilidas

para todos los ndmeros reales.

Oonsidera algunoli productos posibles:

(?)(3.), (3)(0),'(0)(0),'(-3)(0), (3)(-2), (-2)(-3).2
)0

(40omprenden estos ejerciolos ejemplos de todos los casos de multi-.,

tplioacitin de ndmdrosLpositivos y negativos yscero?) Observa clue,

168 tree primeros producibs'incluyen sOlaiente ndmeros no negativos

Yppor lo tantop ya han sido determinados:

- (2)(3) . 6, (3)(0) . 0, (0)(0) . (0).

1Cretiemos ahora'de vor'cuilles debertin ser los tres-productos 'reitan-

tes de.manera que se cOnserve6 las propiedadep básicas de la multi-

plidación arriba enpnoladas. En primer qugar, si queremos que la

propiedad,multiplicativa'del cero sea vilidatparit todos los ndmeros

realespdeberemos obtener (-3).(0) =, O. Podriamoiconseguir los
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otros dos productos asi:

*0 = (3)(0)

0 = (3) + escribiendo 0 = 2, (-2); (NOtaris'
que se introduce un nximero negattvo-

0.7- en la discusiOn.)

Olf (3) (2) (3)(-2),, si la propiedad distributiva va a
ser válida para lop nlimeros reales;

0 = 6 toy(-2), * ya que t(3).(2) = 6.

De la unicidad del inverso aditivbabemos que.el4dnico rillmerg
, real que da .0 allIslamarloi 6 ea el mimero -6. Por lo-tantof

si .se desea que las propiedades de.loq nximeros ss conseryen, el,
tinico valOr posible que podemos.a6eptar para (3)("-2) es'

Ahora seguimos.:LT procedimiento parpcido pari contestar ia
segunda'pregunta.

si la p opiedad multiplicativa del 0 .
va a.ser vaida para los ntimeros
reales; ,*

("2) + escribiendo 0'= (-3);

0 ( )(3) (-2')(-3);

0 = (3)(-2)

(-0 + (-2)(-3),

si la prold distriitutiva va a
ser válida para los mitheros reales;

si la propiedad conmitativa va a.
ser vglida pars los nlimeros reales;

por el results!do anterior 'que*dio

Remos llegado a, un punto en que (-2)(-3) tiene que ser el
'opuesto de .-6; por lo tanto, si queremos que las propiedades de

. la multiplicaci4 sean válidas pare los ntimeros reales, entonces
-

(-2)(-3) tienp que ser 6.

luto.
Pensemos ahorn estos ejemplos en t'4rminos de valor abso-

.

Recordemos que el producto de dt;'S' naimeros positiVos es posi.:
tivo. ,Entonces, i,c1141es son los valoreett

131121 Y 1'211 3
4E11 crud relaCián enSti con (3)(2) y (=2)(-3),VespectivaMente?
Compara tamblén

(-:3)(4) Y -(1-31141); (-5)k-34- Y .1-511-31; (0)(-2) Y 101 1-2
Esta es la,indicaci6n que ntcesitibamos. Si quemmos que la

estruftura del sistema numérico seapapa los nIIMsros reales.la(
misma qUe para los niimeros,,de la aritmética, tenemiSs que.-definir

_1'54
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*el producto de tits ndmeros reales a, b, de la siguiente forma:

. a .

Si a,. b .son ambos neotivos o
=Dos. no negatpos, 'entonc ab la I Ibi.

Si uno de los ntimeros a, b. es -no
negativo y el otro es negativol '"entonces

ab
Es importante que nos demos cuenta de que para dos ndmeros

'reales cualesquiera a 7. jal y Ibi son ntimeros de la ant-
mética;y ya conocemos producto lb I. (aor qué?) Asl el
producto lal Ibi es un ndmero no 'negativo, y el producto ab seri:
lalIb4I o ste opuesto'. Una vez mel hemos usado solamente les opera-

ciones ya conocidas: el' multiplicar ndmeros positivos 6 ceroly1

el. hallar opuestos. Para recorder la detini.ci6n, nem., los' es-
ppios !nblanco de, las braciones que Lid:kuen_ con las palabras
"positive, "negativo" o ,"'cero".4

El1prodUcto' de dos mitneros pOsitivos es 1'.in ndmero

El producto de dos ndmeros negativos es un rtdmero

,El prcducto de un ndmero heativo y uno.positivo es un
ntiMero
El product() de un ndmero y cero es

Toda vez que el producto ab es bien lal Ib o su .opuesto

y como lel 1bl es no negativo, podemot enunclar la siguiente pro-
.

piedad de lemultip1icaci6n:
Para dos ndmeros ,reales.cualesquiera a, b,

labi 1E01.
Conjunto de, problemas 7-1

Utilize la .definiciOn de multiplicai6n pare calcular los

siguientes productos:
Ejemplos. (5)(-3)

(-5)(-3)
(-5)(3)

= -(J511-31)., = -15
= I-5I = 15

= -(1 51131) = -15
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( -7) ( -8).; '(d) (-i8)( )

(b) ()(42) e- 4X-

(0) I(-3)(2)1(-2) 214-3) 1-30
Caloula ltos'aiguientea produotost
(a) (- ii)(-4)

- (g) I-3.1( -4) + .7 :

(b) 4')(2 (..-). 1h) 131 k1 + (-6)

.(.0)* (- i) g.) (-5 . (i) ( -j) 1-21 + (-6)

s(d)' (-3:)(74) + (-3)(7) (J) ( .=.3) -21 + 1 -q

(,) t -3) C-4) ,+' 7) (k) (-6.5) ,0 -1.5 :
(11 ( -3) ( + 7

'Si x = -2, y = 3, 8 4, 'hap.a lgba valorea- de las siguien ea
expresionea;

(a) 2x + 7y.

(b) 3(--x) (-4)7 +

(0) x. 2(xa) a22

(d) (x +t9.)2

(e) x2 + + (4) 1,4
(;) + 21 +)-5) l (-3) + a I

OuElles de loa siguiente's enunciados son ciertoa?
(a)

(b)

2x + 8= 12, cuando' X*. -10,
2(-y) +43 . 28, (mango y..4-10

(-6) (-3) (2) (-4 + 8 / 20, cuandO.

(d) (-5) --1:0(.-.4) m+ 39) .< 'cuando

(e) k 31 + (.:2) (A) 1,

1 ,3

b 2

cuando x = 2

*
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7149- 7-1

5. NRalla los eonjuntos de vall.dez de los si4uientes enuneiados

abiertoa eonstruye SUB grtifieas. 4 I\

Nemplo, Ha lla aonjunto de validez de (.3)(-3) + c 3(-4).
es eiertp para a4Zuna e,
es eierto para la misma 0;

lit
eierto Para lie misma

(3)(-3)' t Pas .3(4)
entonees + -12

4 ( -9 + e) + 9 -12 + 9

. Si. .
entonees el miembro izquierdo es (3)(4)' (-3) = -124

el miembro*dere0ho es ,skt s . 3(-4):= -12.

Por lo tanto, eonjunto de validez es [-3).
(a) x + '(-3)(-11s) in 8

(0% 2(-2) +.7 3(-2)
, x 1: 2 tv 3(-8) 0*(74(78)

x + (-5)(-8) . (-2)(3)
.-(e) + 1-21(3)

(r) x T-11)(-2) 41 (-5)(2)
(i) -.(- 4)(7) + (-1)(-5)

. 6. 'redo el Onjunto S [1, -2, -3, 411.halla el eonjunto P de'

t
todos Ios produetos de pares de elementos de eti-deeir,'pro-

. duetos obtenidos al multipliear eada elemento de S por 0ad
e1em4nto de S.

7. Dado el conjunto R de todos los ndmeros reales, halla el. eon-

St

juntsi Q de todos los productos de pares .de elementos de R.

4Serd Q mismo conjunto R? 4Podrfas asegurarque R es

eerrado respeeto ,de la muitlpIicael.6n?.
8. Dado eonjunto N de tftos lop ndmeros reales negativos,

halla el conjunto ir de toclos los productos de pares de

mentos de N. &Sera eerrado respeeto de la multiplicaeicin
eonjunto de los ndmeros'reales negativos?

,
9. Dado el eonjunto. V . (1, 72, -3, 0, halla'el eonjunto K de

IL todos. los ndmeros 'positivos,obtenidos al Multipliear pares de

-plementos de A% .
-. 1 ,

i

t*10,
ttemuestri que el valor absoluto del produeto ab es el pro-
'dueto JaJ Ibi de lossvaloreft absolutos; es deeir, . .

labi . !alibi.

a



4.1. i,C4.14 piledes -dear acerca

qadlt uno de ,estos casos?

(a) ab. positivo.

(13) ab. es negativo.
'

(a) ab es positivo y* a

(d) ab 'es 'positivo y- a

-(e) ab es.negativo y a

(f) 0' es negativo y a

es positivo.

es pegativo,

es positivo.'

es negativo.
*12. justifica *cada uno ,de los pasos enumerados en la demostración

del .teorema, siguientel

Teorema.., Si a' y' b 'son niiieroa tales que ambos 'a r,ab
iwn-positivos0 entonces b sere: p6s#1yo también.

lpempstraOi4p. 'Suponemos2que '0 '<,a y, 0-< ab.
1. no de los'siguientes es,ciertb:

26.4 0, b =0.0 < b.

Si b = 00 entonces ab = 0.

Por lo tanto, "b ,= 0" es falso, ya qUe las expresiones

!'ab-= 0" y "0 <ab" se dOntradicen.

Si. b,< 0, entonces 'ab =

Si. b < 0, entonces- ab, serit pigativo.

Porlo tanto0:"b < 0" 'es, falso, ya que las expresiones

es ,negativo"'y "0. < ab" se contradicen.

pr lo tanto, 0 < b; es decir, b es positiva, ya que
4sta es'la

A

7-2. Propiedades de la multiplicaci6n

'La definición de a multiplicaci6n de7nlimeros reales quv
dimo en la secci6n ahteior fue sugerida por las propiedades de

ettructura, las cuales,desAamos conservar'para.todos los mi-
meros. Por otra parte, de hecho no hemos supUesto estas propie-
dades, -porque pudimos 4-iaber dado la definici6n al principio sin
hacer referencia a ellas. Sin eiiiRre, ahora que hemos formuladc;
una definici6n para la multlplic'aCión, Conviene que nos,percate-
mos de clue esta definici6n Conduce a las propiedades deseadas.

rthr
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Dicho,d6 otra'manera, nacesitamos demostrar que

azi dehnida efectiyamente tiene propiedades. Toda vez clue
s

la definici6n se enuncia en términos deroperaciones con ndmeros

p6sifivos cero -y Ia ,de.tamar opuestos, dstas sern 1..as dnicas

operationes disponibles pars as demostraciones.

Propiedad multiplicativa eI 1: ,Para todo -ndmero real a,
,s.

a = a.

Demostraci6n. Si a es positiwp o cero, sabemos Tap

-a( 1) -=' a. Si es negativo, nuestra Idefinicián tiq multiplicaci6n

afirma que

=

-dal

a.

Trata de justificar cada paso de la demostracidn anterior.

Propiedad multiplicativa del 0+ Para tbdo ntimero a,

a 0 = O.

Escribe la ,demostrtici6n de esta propie4ad.

Propiedad ebnmut tiva de 'la multiplicaoi6n: Para dos ndmeros,

reales cualesquera' a, b,

= ba.

Demostracián. Si por la menos uno d6 los ndmeros, a, b, es

cero, entonces a,$ =. ba. '(,Por qué?) Si a b son aillbos posi-

tivos o ambos 'neitativos, entondes

ab = lalibi, y ba = IbIIaI.

Como lal
.

r -tant6,

en etstos dos c4asos.

son ndmero .4e la- aritmitica,

al lb Ib la I.

1

ab = ba

4446
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,
..

Si unp de los dos ndmtrps a, b ps positivo o ceroy el otro

es negativo, entoncts

ab. = -( jai N) 7- ba se
toda'vez que-7--

'at jb1 Ibifa

-(1 ) Jal).

.y.00mo los opuestos de ndmerds iguales' son .iguarepp.

-( la lb])
'Por lo tanto, en este case), tenemos tambidn que

ab bat,

1.

Btmos presentadotaqui una demostracidn complett de la pro...2:

pledid eonmutati4a para todos los ndmeros reales. Para silo' nos
,

basamos en-la definicián preoisa de la multiplicación 'de ritimeros'

reales. -

Conjunto de pro?lemas 7-2-11

Aplica lasS propiedyes ya demostradas a los siguientes

(- 4).(-17

(b) (-18)(5 4.-(76)4) (d) (4)(-6) ig)

2. Ilustra la demostración de Ia propiedad oonmutativa reempla:''

zando a y b MID sigue:

(a) (-3)(5) Ejempio.. (-3)(5) = -( 1-3) 5 ).
,(5)(-3) ='-(1511-31)

= -15

+1,
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ProRiedad asociativa de la multiplicac n: Para tres ndmetos
.-t reales cualesquiera a, b, 00

(ab)o a(bc).

Demostracián. ,Debemos demostrar.que la propiedad es cierta

pare un negativos dos negativos, o tres negativos, lo aual seria

extenso.- Se puede sibplificar si observamos que,

1(ab)c

y también'que

UPor qud?

laA01 = lall el

= lb ic

As1 1(ab)cl =418:11)0 parwtodos los niimeros vales' a, b, c.-
. Esto reduce.la demostracidn de, lf,propiedad asociailVa de la

multiplicacidn'al problema de demostrar que (ab)c ,7 a(bc) son`'
ambos positivos, smbos.cero, o ambos .negativos.

Por ejemplo, (ab)c 7 a(bc) son ambos negativos.entonces '4
1(0),e1 = iltb)o) y laCbc)1 -2--(!.(b1 As1,..4(bc
porlo tanto a(bc) = (ab)c.

Si uno d a, b., c es cero entonces. (ab)c = 0* y a(b0).110.
(,Por qué?) Par lo tanto, en este caso a(bc).

Si a, b, c son todos'didtintos decero, tenemos que consi-

derar -ocho casos diferentes, que dependeps de cuáles son los ntimeros

positivOs y quiles negativos; seglin se muestra en la tabla.que

sigue:

Si a es
_

+ , - - _

.

es + -
-

+ _

0 es +
,

_ +
.

entonces ab ,es

be es
,

(ab)c es Nik 4

a(bc) es
_

1.61

IP"
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4 .

Se llen6 la cuarta columna en la ,4ue'a es positivo y b ys

9 son,negativos En, este casos ab es negative y... be jes posi, ,

tivo. Parlo tantos (ab)c es positivo y. a(bc) es positivo.'

. ,,

For consiguientes en este oasol.(ab)c = a(bc).

La propiedad!asociativa establece clue al multiPlicar tsss

ndmeros podemos tomar primero,e1 producto de Uh par ,aualquiera,dt. .

ndmeros que aparezcan adyacentes. Qom .conlsecuencia de.la asocia- '

,tividad,y de la conMutaitii/41ads podemos escribir productoa de:. .

ndmeros sin utilizar siMbolos.de agrupacicin'y efeptuar la Multi- N'

. ,

plicacicin en cualquier grupo y .en cualquier orden.

i . po'enjUnto de problemas 7-21)

1,;, Copia ,la taiga anterior Y lIénala.'".Luegol utilizala para com'-

probar los-casos''i.estantes y completals:demostr'acidn.-_
,

-2 En cada uno de los siguientess verifica que loa dos numerales :

-

son nombres del'mlamo ndmero:

.
'. (i) .(3)(-2) (-4) 7 (3) (-2)(-4)) ,

(a) (3)(4 (4) Y (3).(2)(-4

(3).((-2)(4))
4 d 2 ( ittif (-3) r)(-4

(e) (-)(--2)) (73)' (:-2)(-4!,
(ti) 43j'(=2)) '(0) ((-2)(q

3. -Explica,como las propiedades aeociativa y Oonmutativa.Pueden

,ayudarnos a efectuar de lilt manera mis sencillalas siguientes

multiplicaciones

(a)' <L5)(17)(-20)(3) (d) (- 4)(4)( 1)

(b) (4),(i)4(- ,() (.)(-19)(73)(59)

,(c) 04X-21). (f)

Veamos ahora una propiedad que relacipna las operaciones de

la spma y la multiplicación.

propiedad.distributiva. Para tree ndmtros reales cuales-
,

quiera as bs cs

a(b 1-6) ab +



Consideraremos solamente aagunos ejemplos:

(5) 71- (-3)) ? Y (5)(2) + (.5)(-3)*=, ?

01((-2) =-? (5)(-2) + (5)(-3) = ?

(-5) ((-2) + = ? 7 (-5)(-2). + (-5)(-3) = ?

I. propiedad diitributiVa es vellida para todos los ndmeros

reales. Esto se puede demostrar aplicando las definiciones de la

sumaK,.nde la multiplicaci6n a todos los ca'sos posIbles, lo que re-

su1tara adn mite tedioio que la demostraclem de a asociatividad.

7-2 ,

Conjunto de problemas 7-2c

Vtiliza, si esonecesariw, la propiedad distributiva para efectuarr'

de la minera menos trabajosa las operacionieb indica s:

.1

Podemos usar la propiedad distributiva para demostrar o a
propiedad muy dal de la multiplUaciOn.

Teorema 7-2a. Para todo ndmero real a,

=, -a.

Para demoitra'r este teorema, debemos.verificar que

el opuesto de fa; es de6ir,.que

a. + (71)a = O.

Demostracián.

a + -1)a = 1(a) + (-1)a (Ow qu4?)
= (1 + (-1)) a (4Por qué?)

= 0 a (LPo qué?)

1

Aqui hejnos comprobado que (-1)a es un invers

Como también sabemos que -a,es un invergo aditivo

el inverso aditivo es dnico, hemos demostrado que

(-1)a

163
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vo de a.

a y qite
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Conjunto' de problemas 7:-2d

Blip lea eliteprema 7-2a para demostrar los siguientes teoremas:

). Para dos naneros reales cualesqUiera NBA' b, (-a)(b) =

2. Para dos wimeros reales *oualesquiera a z b, (4)(-b) = ab.

3. Escribe hombres corrientes para los siguientes productos:

;(a) (_-5)(ab) (d) (-50)(2d)
5

(b) (-2a)(z-5c) (e) (&bc)(-60

(3x)T-7Y) (f) (-0.5a)(1.20)

Uso de las propiedades de -1/multiplicactan

1.

Erk 5los problemas anperl.ores vimos que, ahora podemos esoribir

en v.ez de

-xy en vez d (x)(-y),

6b' len vez.; de (-6)(-b)1.

De hecho,

-ab = -(ab) (-a)(b) (a).(-b).

Ahora que podeios multiplicar miterott reales y.disponemos de

las propiedades de la muittplicaci6n-de.ntimeros reales, titmos
una base s6lida Para trabajar con un'a varie-dad de situacionei que

se presentan en el algebra.
Conjunto de- problemas 7-3a .

1. .Utiliza la propiedad distribuqva para escrAir las siguientes
expresiohes como -sumas indicad413: .

(a) 3(x + '5) (f) (-1)-Sr + (-z) + 5 .
(b) (7 + (-k)) a '(g) (13 + qc)y
(e) 2(a + b + c) (h) (78) ...1t) + (-74
(d) (-9)(a t b), (i) (Lg.) (r -+ 1 +:(-s) + (.-t
(e) ((-p)

2. Al hacer el problema 1 probablemente tuviste,que emplear Ia
siguiente propiedad: Para dos mimeros reales cuillesquiera
a b,

ab.
Indica las partes del probleria en que la usaste.

. a
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ptopiedad distribuilva para escribir las siguientes
frases oomo produatos indioaclos:

'(a)' 5a + 5b (f) (a +13)x -i (a + b y
CO (-9)13 4' (-9)0 T

(0) 12 +18

(d)' 3x;+ 3y

*(e) km + kp

1(10 7(B) + .34)

(h) (26)a2 +:(:6)b2.

(i) Ca + al) a

(3) 2a + (-2b)
En lop ejercicios siguientes, aplica 1a propiedad di8trbuttva,
y otras pritViedadey que seat necesarias:

.*Ejemplo. '3x + (3 + 2)x
(a) 7t

(b) 9a.+ (45a)
(a). (-5)y:+ 14y

My 12z + z (SugerenCia: z = 1 z)
(.a) '(-3m)'..44 (-8m)

(r) 4-a +
(1..6)b +.

(p,) (-5)x + + 1 ix
(i) 3a + 77 (iCuidadol )
(j) 11P -.1* 3P + 9P:
(k) 8r. (-14r) + 6r

(I) 6a + (-4a)'+ 5b + 1-kb

'En una frase expretiada como una .suma indicada A + B, A 4 y
B s*S Ilaman .términos de la frasei si la frase es del tipofr
A + B.+ C, los toirminos,serin A, B y .C; y,asl.suceiivamen. La
propiedad distributpa puede ser muy til para eimplificar 'algunas
frases, °AO; encontramoe,que

+ 8a = (5 + 8)a = 13a

es Atria simplificaci6n posible y deseabl,e., Sin :limbargo, en la frase
5x + §y,

kosible tal simplificaci6n. 4Por qué?,

It 5

6
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A veces podentos apliqai la propiedad distributiva a a gunos,

pero no,a todos,,los t4rminos do una expresi6n. Asi,

6x* + -9)x2, + 11x2 5y . 6x + x2 '+ 5y 6x + 2;c2 + 5y.
t

.Frecuentemente tendremos la oportunidad de hacer esta clasy de
simplificati6n a la que poi conveniendia llamaremos reductir
términos. Por lo general .haremos el 'Aso intermedio mentalmente.
Asi .

15w + (-9)w 6w.

Con unto de problems TH3t,
1. RedUce términos en las siguientes fAases:.

.4

(a) 3x + 10x - ,(1.) 5p + +-Bp

(b).(-9)a'+ (-4a) (j) 7x + (-104 .+

(c) Ilk (-2)k (k). '1282.+ 5cs4 (-2c), + 3a2

(d) (L21713) +*. 30b '(1) 6a + kb + c

(e) irrn + (-16.)n- (m) 9p + kq +,(-23)p +

f *1: 8x (Sugerencia: x.. 1 x

(g) (-15a) + a ( ) 4x + ('-24)x2 + ( ) + 5x2 + 1"
-

(h) +

2. Ademiis de la prop2edad distributiva, i,q116 otras propiedades
de 1os mimeros reales.utilizaste en ,er problema 1 partes .

'(f), (g), (k) y (m)?

3. alla el conjunto de validez de cada un6 de los siguientes

enunciados abiertos (C6mb1na' términos en cada frase cuando
- sea posible.)

(a) 6x + 9x = 30 (f)

(b) (-3a) + 46 .(g)

(c) .x + . 3+ 6x - (h)

(d) 3Y + 81t .; 9 --- -90 (1)

(-3a) +- 3a + 5 . 5 -
+ + 3x . 42

x 9 ..20

(e). 14x + (-14)x = 15' , (j) '12 = 4y + 2y
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7-4. sliso ulterio de -11_1a,u2piedades'de la multiplicaci6n

Bemos vis1o,c6mo la propi:pdad distributiva-nos permite reduclr

términos de una frase. Las propiedades de la multiplicaci6n son

tambidn litiles en clirtas técnicas del Algebra relSaionadas con

productos que contlenen erases. .

Ejemplo 1. "(3x
2y)(7ax)" puede e-scribirse.en forma imis sencilla

como "21ax3y".

Los pasos indicadoS mis.adeIante demuestran que esto es cierto.

justlfica cada uno de ellos. ,

. .
.

. A s

.
(3X.Y(7aX) .x.x-y..Y. a x

a 7 axxx y
7)a(x a x x)y

21ax Y.

(Observa que escribimos x x x COMO X3.)

Aun auando en Ia pritatica no espribimos todos estos paos;

debemos siempre darnös auenta de c6mo,estas simplificaciones de-

penden de las propiedades fundamentales de la muItiplicaci6n, y'

estar dispuestos a expIicar en aualqAer momento los pasos inter-

medlos.
a° Al

Conjunto de problemai 7-4a

Simplifica las sigulentes expresiones y, en eI caso del problema

11, escribe los pasos que expliaan la simplif4aci6n:

- 1. (-3)(8b).

2-2 (40(-3e)
(9b)(-8)

4 (-6y)(17z)
*

5. (-11n)(:60
a

,6. (5w3)(-3w),

7.

a

a

8. -( bc)(4bcd)

9. (-12pqr(-4pq)

10. (26b2c2)(tObd)

11. (--f ab)(9a 2 )
.3

12. (-7b)(-4a)c

13. (;2x)(3ax)(-4a)
,

14. (6ab)(-2abc)(-a)

IS?
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Podemos combinar el m6todo utilizado en los ejeroicios

anteriores con la propiedad distributiva.para efectuar asi

multiplicaciones tales cow las. slguientes-:

(-38) @a + 3b + (-5)e)'. (..6a2) + (-9ab) + 15ae.

Aden*, toda ve3, que demostramos en la secciAn 7-2 que

-a

podemos, de nuevo con la ayuda de' la pr4iedad distributiva,

simplificar expresiones tales como

-(x2 +, ( -7x5 + ( -6)) = (..1)(x2 + (-7x) +

= ( -x2) + 7* + 6.

Conjunto de pr9bIemas.

'Escribe las siguientes expresiones en la!forma,endicada en los

Vemplos anteriores:

i. (-3)(c + d),
2. 2 + ( --3b) + 7132)

3. 6x(3y + z)

4., (-3)b2q,2(4b + 70)

5. 5x(x + 6)

6 10b (2b2, + j+

7 -(p.+ q-ek r)

8. .(-7)@a + (-5q
9. 6xy(2.x + 3y + 117)

-(a2 + 2ab + b2)

11. (-40 (2a'+ (15b) +
12. ( x)(x + (-1

'recordaris, del trabajo que Mei:tate en el capItulo 3,

en algtinas .oçasiones la propiedad astributiv i? se utiliza varias
veces en \un migmo ejempio.

Elemplo 1., (x + 3)(x +' 2) (x + 3)x + (x.+ 3)2

. x2 +.3x + 2x + 6

= x2 + (3 + 2)x + 6

= x2 + 5x + 6

A



:Ejemplo 2.
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) (e... + 3) =. + ( a + (a, (.-7)) 3
= a2 + (77)a.+ 3a +

a2 (( -7) + 3) a + (-21)
8,2 + (-4)a +, (-21)

Ejemplo (x y'+ z)(b ..(x-+ y-+*z)b + (x y 4 i)5
bx bY*4+ bz + 5x + 5y + 5z.

Conjunto de problemas,7-40.

Efectdaslas siguientes multiplieaciones:'

(a) (k + 8.)(x 4 2) (d) (a. + 2)(a + 2)

(b) (y + (-3)) (r + (-5)) (e). (x + 6) (x +, (-6)1
'(t) (6a + &. 4- (-2)) (f) (Y. + 3) + (-3)
MeniUestra (41;e para-los ndmeros reales a, b, c, d

. (a + b)(q d) = ae + (b04 ad) + bd.
N. .

(Observa que ae es el Produeto de los primeres términos, bd'

es el produeto de los .segundos terminos'y (be + ad) es la

sumede ios productos restantes.)

Efectda las slguientes multiplieaciones:

(a) (a t 3)(a + 1) (d) (7 (-4)y? -2Y) )

(e)' (m + 3-)(m + 3)

(a) (a c)(b + d) (f)' (2 # z)(7 + z).

4, Efectda las siguientes multiplieeteiones:

() (3a + 2)(a + 1) (a) Npq + (-6 (3pqi 7)

4 (b) (x + 5)(4x + 3) (e) + (-3y) + -Y2)) ,2 )

)

(c) + n)(8 + 5n) (f) (5y + (--2x)) (3Y -1-'(-x))

7-5. El inverso multiplicativo

En la seeeion 6-4' de#cubrimos qu todo ndmero. real tiene un2

inverso aditivo. En otraalrilabras, para todo ndmer6 real existe

otro ndmero real..de modo qui la puma de_los. dos ndmerps es O. 4

Toda vez que oualquier ndmero,real permaneee inalterado euaildo se

le aftade 0 (Oor glad?), llamaMos al ntImero 0 el elemeAb identi-

- dad o elemento neutral para la suma.

9.

1 s9
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aabri un,concepto correspondiente' al inverso multiplicativo
Para los'illineros realea? Ante todo, debemoa'tener un elemento

identidad,parb: la mu1tiplicact6n. Toda vez ,que un ntimero'real

dado no cambia al multiplicarlo por ,1 (Ow que?)1.11amamoa.,
al nx1sepoi1 el'elemento identidad.o.elemento neutral para la

multiplicaci6n. Para Un nlimero real dadcil 4sxiste otro ntimero

,real de modo que el producto de los dos nlimeros sea '1?

Per elemplo, considera el nximero 6. LEXiste'un nximero

real quesal multiplicarlo por 6 de 1 como producto? EnSa-:

yando con Varios niimeros o,empleando tus conocimientos de arit-

mética, probablemente'verlis que es un tal nximero, debido a

que 6 41; . un mime= que ai multiplicarlo por -2,

de 1 ,como producto. Haz lo mismo con y con ..i. Antes,

41e seguir,adelante, demos una definicián preeisa de inverso

multiplicativo.

Si a d son ntimeros realps tales que

cd = 1,

entonces llamamos a d un inverso multiplicativo
de t.

d es.un inverao multiplicativo de el 0er/ft entonces

o un inverso multiplicativo de d? ePort qué? 4Tendret todo

ntimero real un inverso multiplicativo? LCu4l es un inverso

multiplicativo de 0?

Si examinamos estos inversos en la recta numerical podemos
observar a/go acerca de su-comportamiento. En el siguiente dia-

.. grama algunos ntimeros y sua invellbe multiplicativ8's aparecen

asociados mediante flechasdobles. 1,06mo podrias comprobar que

pares de ntimeros son' realmente inversos multiplicativos?

4Podr -imagin te la disposici6n de las flechas dObles si

marciramos gual modo muchos otros pare's de estos inversos?

1
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Vita sucede con el ndmero 0? LCon qué ndmero podria,aparearse?

LExiste.un ndmero b tal*que 0 b = 1? Almé puedes afirmar

acerca'de un inverso matiplicativo de 0?

Si examinas las flechas dobles del diagrama anterior, tal

vez recibas la impresión de que el inverso multiplicativo de un

Ildmero viene expresado en una forma que se obtiene intercamoiand

numeradoey denaminad9r. Amé sucedelzia con ii5-1 Ciertamentet

(1-15) 4757 2145- Nis) - . 5 .4- 10 de modo que .y -1N/5%

son inversos multiplicativos el uno del otro. .

Ahora podemos enunciar la propiedad que,hemos estado inves-

tigando. Es en realidad una propiedad nueva de los ndmeros iealest

ya que ng puede derivarse de las propiedades que hemos enunciado

hazta ahora.

La existenci,a de inversos multiplicativos: Para

todo ndmero real c distinto de 0, existe un

ndmero real 1' til que cd/i? 1.

Cuando 'estudiemos mae problemas, veris mis clara, si no es ya

obvi pars, tit la idea de que los mimeros reales :poseen esta pro-

piedad. Es -Obvio también, por experienciat clue cada ndmero dis-

tinto.de cero tiene exactamente un inverso multiplicativo; es decir,

.el inverso multiplicitivo de \In ndmero eS dnico. Supondremos la

1 71

t



7-6 - 164-

unicidad aun Ovando la podrfamos demostrar a base de las otras

propiedades tal como.lo hici:Trob en el U.:3o del inverso aditivo.

(F1,jat9 en el Conjunto de problemaS 7-8a.)

ponjUnto-de problemas

BAIla los inversps multiplicativos de los siguientes:nlimeros:,

, 1 .1 3 , 5: 3 .4 3 . 1 1 hc
2.1 6-P 17$

Construye una recta- nUMdrica y marca con.flechas dobles los

.nximeros. 3, 7, y sus. inversos multiplicativos.

Construye una recta numiricay marca can flechas Uobles.los

mimeros 3, .-3,.-4 7, y sus ,inversos aditivos.' 06mo

difiere'este esquema de,flpchas,dobles'del que aparece en el

problema 2?

es un,inversomultiplicativo de a, Lqu4 valores ob-

teneMos para b si a, es mayor que 1? LQu4 vaIores'ob-

tenemos para b si a ,está entre 0 y 19 Ouil es un
inverso multiplicativo,de 1?

Si b es un inverso Multiplicativo de a, ,i,qp4'valores ob-

tenemos p)ara b, si, a esmenor'que 01., a < 0 y
a > -1? 4Cuil es un inVsrso multipliCativo de -1?

Si \-b--es el inverso$ultiplicativo de a, qu4 valores:ob7

tenemos para b si a' es positivo? LS1 a es negativo?

_

7-6. Propiedad multiplicativa de la igualdad

En el capitulo.anterior, enunciamos la propiedad aditiva de

4Serd posible hallar una propiedad carrespondiente

de la multiplicacián?. Considera los siguientes enunciados:

Como , (-2)(3) = -6, entonces (...2)(3).) ( -4) =

-Como ( -5)( -3) = 15, entoncles (*( -5) ( .73)) (i.)

Observa que "(-2)(3)" y "-6" son nombres distintos Tara
N el mismo nximero, y cuando multiplicamos (-4) par este nimero .

1 '79



pbtenemos -2X3)) (JO"

; para ,un inuevo ntimero.
En general, tenemos la

"(-6)(-4)" eomo nombres Aistintos..

propiedad multixiiieativa de laifualdad Para trep ntimeros-.

reales oualespiera a, b y c, s4 a b, entonees

. Cr:Tjunto de'problemas

Del mismo modo que en.el easo anterior, xp34ca en palabras

"Como (-5)( -3) 15, ent noes -5) -3)) (4.) =el enune4ado:

(15)(4)".'

4Cuiles de los siguientes

Si 2x

(b). Si

(c) Si

(d) Si

(e) Si

Halla el conjunto

eilunciados;

E4emplo.'

S1419

entonees

*St

entonees

enunciadoi son ciertos?

40.(3) = 9(3).

gn(4) = 12(.).1

4Y(.2.) 16(.).

24(i)

entonces

entonees

entonees

entonees

de validez de cada un6 de los siguientes

valdez 60.

es eierto para alguina

Determina eI conjunto de

60

ix(p = 60(p

.9)(0 24

x . 24.

x 24,

XI

es cierto para la misia x;
2

(4Por qu4 multiplicamos por 5?)

es 'cierto para la misma x;

entonces e). miembro izquierdo es (-)(24) .
I ,

t

;dereeho 'es 60.
, .

De modo que ni(2) = 600) es un eounaiado cierto, y el conjunlo

de validez es

60, y el. miembro

1".13
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(b)

(c)

1 (d) 15 = 5Y

yx = 6 (e) 5 = 5Y

6x. = 6 () 2 = 5Y
'2 3

(4.)

Determina ios conjuntos de valideZ de los ,siguientes enun-

ciados abiertos:

(a) 7a = 35

(b) 5

(a) 7n = 5

(a) =;-2

(a) Halla el\valor de B en Ia fármuia V = 4ari, si sabes

qUe V es 84 y h es 7.

(e) 5 =ia

(0 3 + x = -

(g) -12 = 3k

(h) 0 =_A-

(b) Usa la, fármula. PV = pv para hallar el valor de

p 50 V = 260 y v . 100.

Soluciones de ecuaciones,

Anteriormente, hallaste y luego aotprobaste posiblis ele-
. /

mentos de los conjuntos de validez de ciertos enunciados tales

aomo Ia ecuaai6n4

3x + 7 = x + 15.

Ahora estamos preparados para resolver tales ecuaciones mediante

un procedimiento mas general. ("Resolver" significa hallar el

conjuntp de validez.)

Primer°, sabmos que, Por la propiedad aditiva de la igual-

dad, cualquier 'Valor de x para el cual

3x + 7 = x + 15

es un enunciado cierto, es tambi.4n.,pn valor de x para el aual

(3x + 7) + + (-1 r (x '15).+ + (-7))

/ es cierto.. Podemos simplificar los numerales en cada miembro de

este enunciado para obtener,
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(3x + (-x)) + (-7)) + (-x 15 + (-

y finalmente = 8

Aquf, hemos sumado el nlimero real (-x) + (-7)) a cs.da miembro'del

enunciado y obtuvimos el nuevo enunciado "2x . 811. Asf, cada nS-

mero del conjunto de validez de "3x + 7 . x + 15" es un plimero del

.conjunto de validez de "2x.. 8", debido a que Itt piopiedad aditiva
#

cle la igualdad es vilida para todos los nlimeros reales.

Apliquemos después la propiedad multiplicativa de la igualdad

para obtener

Asd, 'pada' niimero'del conjunto de validez de "2x . 8" es un ridmero
,

del conjunto de validez de "x =

Ahorapodemos deducir que toda solucion de "3x + 7 = x + 15"

de'"x Ld-soluci6n de este atima ecuilci6n.

es obviameAte 4. Pero, Lestaremos seguros de que 4 es ,ura'solu-

cion de "3x + 7 = x + 15"? Esto lo podrlamos comProbar fie lmente,

'pero aprovechemos este ejemplo para sugerir un procedimient general.

ElprobleMadselsiguienie:Hemsdemostradoquesixes
una soluci4n de

3x+.7 = x

entonces x es.una'solución de

x= 4.

Lo que tenemos que demostrar ahora es que si x es una solucicin de
,

x = 4,

entonces x es una solucicin de

- 3x + 7 = x + 15.

Precuentemente, escriblmos estos dos enunciados en forma combinada

'asi:

x es una solucion de 3x + 7 ='x + 15" si Lsolamente si

x es una soluci6n de "x = 4".
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Una manera de demostrar que el segundo de estos en,31iados
es cierto es invirtiendo los pasos en la demostración 1 primero.
Asi, si x 4, pultiplicamds por 2 para obtener

2x' =. 8.

(Observa que .*2 es el reciproco de r. )
para. obtener

+ (x 7) =.8 + + 7),
3x + 7 x + 15.

(observa. que tx +*7) es el opuesto -x) + ?or .,

consiguiente, toda soluci6n de "x = es una solueión cjes
"3x 4 7 x + 15"; es. deeir, la liniea soluoidn es 4.

Entonees sumamos

Dcimo que "x 4," y "3x + 7 = x + 15" son
enuneiados equivalentei en el sentido ,de que

sus conjuntos de validez son los mismos. .

&Qué hemos aprendido? Si ailadimos un ntimero real a Aos dos

miembros de una 'ecuaci6n o si multiplicamos =boa miembros po\r un
niimero real distinto de cerol_el-nuevo enunciado asi o'btenido es

equivalente al. enunoiado original. Esto es cierto debido a que
estas operaciones: son "invertibles". Entonces si logramos.ob-
tener un enunelaclo eqUivaiénte ouya Soluci6n sea obvia, esticaloi

seguros de Vner el conjunto de validez requerido 'sin necesidad
. de comprobarlo. NaturAmente, conviene hacer la comprobaci6n
para eCiegumrnos de que no hay errores de aritmética.

Como otro ejemplo, resuelv( la ecuacidn

5z + 8 = 2z +4.(-10).

Esta ecuacicin es equivaiente a
(5z + 8) + (-2z) + (-8)) = + (-10)) + Oz) ,

' es decir, equivalente a
.. (5z + (-2z)) + + (-8)) = .2 + (-20) + + (-8).)

y tambign a

3z = -18.

,



En otras palabras, sz' es
z solamente si$ z :ess

enunciado es equiyalente

-

deeir, a

una soluei6n de + 8 =2z + (.-10)"
una :s.olueión de "3z = -18". El
a

)(3g) (35 (-18);

De modo que, z es-una solueiori de 3z = -18" 2.1 solamente si z

es una solueicin de ",z-= -6". Por lo tantd, los tres eilDnoiados son

equivalentes y su conjunto de valide es [-6.1. En este caso,

estuvimos seguros de cnke eada aso a invertible sin tener que

efeetuar...las operaeicatetsteor spondientes. Al resolver una ecua-vr$,.
ei6n, nos preguntamos-vdt ,cada paso: "e:sEs este paso invertible?"

4 lo es, obtenemos una ecuación equivalente.

Mits adelante, aprenderemos a resolver otros 'Upon de enun--

eiados Tnediante el uso de propiedades de los ntimeros. Para ello

tendremos que aprender algo más aeerea 4e qu4 operaeiones dan lugar

a enunciados equivaleptes y euiles no.

Conjunto de problemas 7-7

1. En eada uno de los pares de enunciadoe que apareeen a contInua-

eión, muestra e6mo se puede obtener el segundorde; primero.

Muestra, si 'These posible, e6mo4 se puede obtener el primero

del segundo. &Qué pares de enunelados son ecillivalentes?

(a) x + (-3) = 5, ),5 8

(b) b= 8, b= 16

(e) + = 3, 3(x +

(d) z + (-7) -z + 3, 2z = 10

(e) 6x . 7, (6x)0
(f) kY + (-6 + (-6), 0 . y
(g) r.3a = -6, . 2
(h) 5m + 5 = -111 + (-7), 12
(1) x = 3, -1x1 . 131

Halla el eonjunto de validez de eada una de las siguientes*

ecuaciones:

-6m
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Ejemplo.-,

Resue (-3 + kx (-2x) + 1

Este enunciado es dquivalente a

3) kx) +.*(2x + 3) .7:
6x... 2;

y 6ste.as su-.vez es equivalente,

2

x 7 -5.

Por lo tantoj. l.conjunto de vpilide es

.(a) 2a 5 = I .

(b) 111 + 3 5 +.1r + (-2*)
12x.-t (-6) = 7x + 24

td) 8x + .(-3x) + 7x + 8 (Reduce los t4nninos pripero.
(e) 6z + 9 .+ (-4z) 18 + 2z
(r) 12n + 5n + (-1P) = 3n + (--4) + 2n
(g) 15 6x.+ (-8) + 17x.

(h) +,6 =-Ty + 3 + (-2y) + 5

(i) (-6a) + (-4)*+ 2a = 3 +

(j) 0.5 + ( -%5).

0
2.5x.

0 4. ;)
(1) 2y + (-6) + 7y 17..8 + ( y) + (-10) + 18y
(m) '(x +. 1)(x + 2) x(x + 3

Traduce los siguientes a unciapflos abiertos y haila sus

conjuntos de validez; despil4s contesta la pregunta de cada
problema. CN
(a) El perfmetro de tin ti-iingulCtes de., kk pulgadas.

segundo laclo es fres pulgadas mayor que ,el doble del

tercer lado y el primer lado es cinco,pulgada,s zugs
largo que el Halla el largo de ca.da uno de

los tree ladop el triingulo.
(b) Si a un entero de afladimos su' sucesor, el resultado

es uno más, que dos veces .entsero. Cuáles el entero?

I 7s
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( a) , La uma de 1døs .etteros impares ciiniecutiV9s -es

4Culf.les- son los enterosi

0 gr. ...qadn corapx4,,,,,,.30 pies 'de alambrp deSpu 06m,Rrá

pies m1d 'alambre de' /Clase. Encontr6. que
.

4104: s.gad1L 20. ;1164.41e' loaue ragó su V.;cino p6r 25

... -pies de IA miSma al,ase de' -a:Itambi,e mi'smo

r

tera. el. bos.io poe:pi,,,e. del aIambre 9
Gitalsrsovves. 4.111- entero es diez .unIdades mg.'s que dos yeaes..,.
su suce,sor..- Cuálea el ,.entero?

En una carrera-,de autom6viIes, urf conductor que, partiá

.el.primer grupg.de camps se enconaba a -126 millas clt
e

la meta después de guiar durant 5 horas a cierta velo-
-. .

Otroi,condueppr, quepai,tid nis tarde, deSpuet de

guiar durante j'horas a la.:triisma velocidacyilue prime,po'
,

se enc.ontra,ba a
1
.250 mi4as cIe mea.. qud Velocidad

gulaban *.estOs coniliftpre's?
. k

(g) La-plinta A crece:'dos pulgadasi; por semana ahor.a tiene

to /SUI.gada$,.. de .alturak La.pLant a: 13 credp 3 ,pulgadas

pox. sem4na y ahoya tiene 12 pulgadas 'de altura.,
I.

.t,etquf a cutineas'semecnas te a..TOndrSs &),.s plar;tas la mlsma
,

,..' altura? s Si
.
.

r *4 !att, . .

(h) 1.41. ciert6 ntimero -es aumentado en 17 y dsta slims. se
. , . .

, multiplicp, por -3. SI al produtto,resultante és 192,
, . ,

oug.l es el ntimero? -:'
. ..

(1) Up ntimero's 5 veces'.otro'y la sulna ge ellos es 15 M s

a .

;nue 4 v_ecces el ntenor. Halls. el mimero menor..., .

.-

(j) Al asua de slarr radiador.pe 'le ariadeii dos cuartillos . de,
.

alaphol, ey e4olicei la mezclan contiene 20 p.or ciento, de

alcohol. LCuantos cuartillos de agua habla en e;1 "±sdia-
. ,

dor?,
,1

t;
- ,.

7-8. ',-Retfi3roco.s ,
N

.+1.

4, - 'Park abreviarl, aorwendré. llamar -"recfp-r9co" al inverso multi-
. . .. .

. plicativ4, .1r rqprAsen;tvsemOs,lel i'ea1.P.roeoc11e..ea. poi- el. 4mbglo
)) "1". Asitillepats* t6da a, excepto .6%,*: a .". :2-' --r. 1. .,.

a . ,. .: ., . , ,- a,
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. ,

Probablemente tfabris notado qlte en el clitso de los enteros .

positivas ei s/mbolo que epeogimos "Para "Tecfprocon es el.slmbolo

,conocid9 de unit fracci6n. Asi, por e)empios'el 127ecfproco-de 5_
, , .. . ..

ed
j
- Esto ciertamente eiti de acuerdo.COn tus experitncias

4

.pasadas. ..
, t 2 1

.

Sin embarg94 el reciimoco de ]-5. es Tr; el. de, -9 es, ...,..,*

- \

, A 1 3y el dp 2.5 es .273. Toda vez:que ei-el recfprocede ,2

5
-y gomo x = 11 resulta que -tienen que dbr nbmbres

3

1.
-del pis& nlimero; como- ed el ileciproco de -9 .y comp

5

-9 x ..- 3.) 1* -w y -.g. tienen que ser'nombres del mism6 n11-
' .

......,

mero. También, como (2;5)(0,4) =
)
1, 0

2.5
.4 y 1 tienen que ser

.

.
,

. .

nomiTes del mismo'nUmero. -Estaremos en mpjat qituacioil.para

seguir tratando este tema cuando consider la divisi6n de nil-
4 meros realqs en un proiximo cap!tuio.

S.

Si.tidamo

.cualquipr

13roco de:

Alb

. Conjuntd de problemad 7-8a

el simbolo "1.. para represpntar .el z*.ecfproco de
a

hilmero a 'distinto de cero; Tepresenta el reef-
. ,

Escribe el nombre cdrriente?

cada niimero del problema 1.

el recipróco Ape escribiste

Demuestra el tcorema:: Par'a
A

solamente un inverso multiplicativo de. a.

(e).

(f) 0.3

Ram., el inverso-multiplioativo ge

.1,En qué casos seri'el mismd que*

en el probs. 1?
cada ntimero re'al distinto, de

(Sugerencia: Sabemos queexiste un inmerso niultiplicativo
1

de a; a saber, --. 'Imagfpkte queexiste Aro, digamos x.4 .
Ibtonces vax

*

1:0
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que excluimos al 0 ,de nVestra'dèfinicidn As reciprocos?

Supongamoi que el 0 tuviera-un recinroco. Cuál pgdria ser? Si

Mbiera un ntimero b que fuera el reciproco de 0; entonces

0 * b. . 1. 40116I .es, ei conjunto de valildez. delenunciatto 0 . b =
*
Pebes conclUir quefefectivamenteel 0 puebe -tener un reaiproco.'-'

Aqui tenemos oportunidad de ilustrar utilizandb un ejemp1osbastante-

elP101.110, pn tipo de ..,15carl.stvlacidn muy poderoso. Este demosi'ración

se,ba.a. en ba hec)io de .qUe un enunciado dado es cierto 01 fais6,

pero2noiambas cosas. A. la afirmcian de que un enunciado dadores-.

ciertp tambi4n falso le'llamamos una.contradiccián Si .0p de-

sarroilar un razoilaMiento-correato llegaMos a una contradiCaldn,
. .

nos vemos obligados a aceptar qpe dicho Azonamiento estli fundado.
- 4

en una proposicidn falsa. 'La 'Aem;sracieln del próximo teorema se

.basa en esta'idea.

Teorema 74a. El nUmero 0 . no tiene recfproco.

Demostracidn. El enunciado."0 no.tiene reciproco" es c&erib.

0 falso, pero no ambas,cosas. Si suponemos que es falso; es decir,-

si suponemos que a tiene'uneciproco, tenemos el'siguiente razona-
.

miento:

1. Existe un 'ntimeit real A Suposi0i6n.

tal qus 6 . a = 1.

. 0 . a . '0 El produCto de 0 y.cual-

l
., 3# Por consiguiente) Q =

S.

quier tillMero.real es 0.

,

-Asi, llegamos a la afirnaci6n 1e qUe "0 .,1" es un enmn40.00

cierto. Pero, obviamente,' "0 . t" es un enunciado falsp, y por lo
. .

tantol'tenemos un4 contradicci6n. bonelusión: fa primer peso de
,

A a .

41a demostracián no pue4e ser. cierto. pAr consiguiente, es false
a

la af_irmacicin de qge 0 tiene Un'feciproco;.es deci"r,. 0 nO tiene-
.

eciprogo.
. a t

4..
.

- . .. . .

A una demostracidn del tipo anterior la alamamosindirecta
. .

, .0.,demostrac1On por coiktradidciAn o reductio ad-absurdum.
v. .

*

1 st



Qulsidramos saber ahora qud podemos dtscubriry Oemostrar

acerca delscomportamiento de los reciproCos.

Halla los reciprocos en cada uno de los siguientes conjuntbs

de nilMeros.. Luego de examinar los dos conjuntosT-ta-qué capClu-

, si6n'llegas acerca de los reciprocos?

I. 112, 150, 0.09,

1
(-5 5 -700, -2.2,

.4e

Si examinamos reciprocos en la rectailUmérica confirmaremos

nuestra preSuncion de Au4 tlAiguiente teorema es cierto:

:Tporema 778b. El reciproco de unintimero positivo

es positivb y el .reciproco de un ntimero negative

,es negativo.

'Demostraciem. Sabemos que

de un'n4mero distinto de cero y

1. Auponiamos priAbramente que 'a

mente uwde estas tres posibilida

... 1Vemos clue si - es pegativo, 4/tonces a, .es negativo, lo'..
. a

.
.

. aual eb linh,Contradicei6n al hecho,. de que a 1 es.pOsitivo.a
ieneMos 'tainbién que,,si: 1 ...' 0 'cuaando a -es positivo,aktonces

1
a

..
a - .--0;.de alevo, una contradiccidn; Esto nos de4a7Nla solaa

.4sim p6sibiIidad: es popitivo.
0111'

De igual modo, podemos demi)strar que s
* #

,e
.nton6es it.. es negativo.

Balla el recipropo de cada uno de los°4guientes niimergs.v.

_11.1egp kralla el reciproco de esesreciproco. Au4 cohcluslón se
stgiere? .

- 2, 80,4 -- 1,r; 1..6

a

-. 1.; es
$

decir el productoa
,reciproco es el nmero positivo

$fts positivo. Entonces Bola-
,

deS'es'cierta:

1 --' 0 '4 1

10

,

a es negativo,

Teorema 7-8c. El reciprocO del rectproco de un
ntimero real a; distinto de.cero, es el mismo
ntimero a.

.



lb

-175- 7-8

P

Demoutraci6n. El reciproco del reciproco de a es

1 1

Toda.,.vez que y a son ambos recfprocos de - (lpor quO)
a

1
n n

y como hay exactamente un reciprodo de 117, tendremos que

lb

" tienin que ser nombres del mismo niiMero. consiguiente,

a.

Conjuhto de probl'emas 7 -8b

.1. Halla los reciprocos de los siguintes nUmeros:

1

0.3,.-0.3, 0.33, -0.33, 1, -1, 42; 0 0 y
2+ 1

e 4

2. Oara qué vaiores reales qe- a. no tendrin reciprocos loa

siguient&Ontimeros?

a + (-I) a + 1, a
2

+ ( 1), a(a + 1), Tit717p a
1

Conaidera el enunciado

2
a

+ (-3)) -(a + 1.) = a + (-3),
4'

:que tiene el conjunto ae vatIdez (04 .3).s (Verificalo.):_ST

multiplicamos ambos miembros del enunciadapor el reciprOco .

--7
de" a + (-3); es decir, por + ;k

1 ;'y usamos algunaa pra-,

spi,edadea de los ntimeros reales (i,qué propiedadesq obtenemos

el enunciado, . .
i

.

a + 1 = 1. ,.

Para a = obtenemos 3 + 1 1, que Claramente.es un gnun-
.

ciado faiso. 'LPor qué no tiene ea nuevo'enunciado el-mismo

conjunto de validez que.el

Escribe una,propiedad.de los opuestos Tie correspond& al

tearema-7-8b. 'Escribe Aria propledad Oe los opuestos que

corresponda'al teoreMa

.w*

133

I.

I.
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Considera tres pares de niimeros: 21. b

(2) a 4, P - -5; (3) a = -4, b = -7 aeri el enunciado

iF.O.erto en los tres casos?
1

.as el #enunciado > ciertwen los tres capos-del problems,

5? Seftala los mimeros y sus recfprocos en la -recta numArica

aeric cierto quessi a ). b. y ademis' a) b- son positiVos,

1 1
.ehtonces B.> i? Ensaya con algupos valores de a y b.

&Seri ciirto que si a > b y ademis a, 13, son negativ

1 1
entonces, B-> -47? Ensaya con alguhos valores de a y 1:1.

.,
,.

,

Oodrias dveir inmediatamente cuil es-el .mayor de,los reef-

procos.de. dospimeros si uno de los ntimeros es,positivd,y elA,
otro'es pegativo? IlPstra esto,en la _recta numdrica.

*la. Comp1e6la'demostraCi6n del teorema 7-8b para eI caso-en

que a 4sea negativo.
.

problema 5 comprobaste :ala ires pares particularesk

% . .

.
, ,

.
de valores de, a' i . ibi que, 1. i---. :1.-.' _Eh otras palabras -el

.

' ,prqducto de, loslreqfprOcos'de lownlimerosjaecada par esel recf-
, ., ..

.. ,.
prbco'de su producto. ,s1Para cuintoi'Pares de nximerbs tenarfamos

- 41
quwcomprobar.teste enunciado cosa de estar seguros desque es

.

,

. cierto,para todos ltiss n4meros reales,excepto 0? 4Baitarfa con
.

lan mill& detpruebas? 06Mo iabriamos.que el enunciado no-serfa

ralso en la Ameba nilmero un mill& uno?
. . 1

Frecuentementellegamoa a concluaiones.probab).ea observando
, . .

lo que oCiirre erivarios.casos4artd:pulardrit. ,I,..A.sesto le 1 amamos
. ,

razonamidhio-f-nductivo. Aio impdrta cuantos casos obSeiwe'oss el
, u .

. razonaiignto.inductilfhpor si solo no puedeasegurarhos que una
.

afirmación es siempre:Cierta. '' ."

.,
,..-

.

. re modo que, no podeMos usar razonamiento Inductivo para de-
...

1 1 1
mostrar que - 4-7E. es siempre cier:to. Podemos demostrarlo

pars todos\Aos raimemssreales ilistintos de. 0 ediante,i.azone-
,

.4
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4

miento deductivo, de la.manera siguiente., (Reckuerda API* una,

dbmostración sálo podemobs utilizar propiedades ya establecidas.)

-Teorema 7-8d. Papa dos nlimeros reales'aualesqpiera

a .1/- b, distintos de cero,
.

1 1

. V-1= a76**

1
Como nuestro procisito es demostrar que - es

a,

elreciproco de 4b, recordamos la definicicin de reciproco.
/

-.1,....rtonces.concentramos nuestra atenclem en el producto ab 1

tratamos de demostrar que es ligual a 1.

DeMostraci6n. ab. ir a(i.)
1.

1

Por consiguiente, a

= 1

(5') por las propiedades
asociativa y coma-
tativa

debido a que

x
1
= 1

x

es el rec/proco de a .. Es decir,

'1 1 '

eTh'

,-Obsei-va quen.a=demostrackindel teorema -7-8C'es Tnuy parecida-
-A'

-a la demostraciOn.de que la suma de los opUestos de do-nlimeios-es
4

el'ovuesto de'sp stiMa. Recuerda ctimo se deMostr8 este-resultadot

(a +I)) + + (-14 (1+. + (-bs)) 0; Por io tanto,

(-a) + (-b) = -(a, + b).

Conlunto de problemas 7-8c

1. Efectlia las siguientes,multiplicaciones. (En este y en los

pr6ximoS conjuntos de .problemas suponemos qUe los-yalores de

4 las variables son taleS,v_las fraccionels tiez,';en sentido.)*

,(d) (11- 1
(--75)

13

`n 3111n`

(e) *.-(

-2m
75-11(7

4 "
.

9
sa,
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2. LCuil es

3. .1,Es 8 1,7

11. Si 50

5 Si p 0 .
. Si p q

Si p .

valor de 87 x (-9) xp x5x 642?

=, ,'un enunciado cierto? i,Por we?.
0, Lqu6 puedes,*decir,acerca.Ae..n?

/4u#S- puedes 'deeir acerca. de 'p?

0, 4qu4 puedes decir acerca de 6 cg,

0, y sabemos que' p > 10, AA podemos' decir

'acerca de q?

La idea eugerida en, los ejercicios anteriores seri-de gran

,utilidad, especialmente para.determinar,los conjuntos de val]idez .

de algunas ecuacionei.' Mora estamos en condiciones 'de demostrag

el siguiente teorema, emp/eando las propiedades.de los recipr000s:

Teoreme4.,t-8e." 1Para 4ad .r.flimeros reales, a z b

ab 0 s y solaMentp 'tif 'a 0 6 b 0.

Debido a la 'condiciOn stlaxiiente si" tendremos realmente

quedemostrar dos teoremas:.s, (1) Si a . 0 6 .11)w. 0, _entienCes

ab 0;, (2) 'Si ab 0, vntonaes. a 0* 6. I)

Demostraci6n. Si a . 0 b 0, ent'onces .'ab 0 'pox. la

propiedad multiplicativa del 0. De este modo Memos demostrado
una parte del teorema.

Para demostraC la segunda parte,' obserVa 4ue a 0 6
a / 0, pero no ,ambas cosas. Si a . 0,' se cumple el requisito de

que . 0 6; b i,Por qu6?.

NI.
Si alp' 0 y a / 0, entonces hay un reoiproco 'de a y 'eenemob

is

.-
b = 0.

436

-(aPor qu'6?)

(LPo clue?)

(I,Por qué?)

(i,Por'qU6?)

%MO
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vAsf, en este caso también se ample e. requiaito de que a = 0 '6
b 0; por consiguiente, hems demostraclo la segunda parte del

.teoiacmka.

Conjunto de problemaa' 7.8d,

P (c .:I: (..-5 )) . 7 = 0, Lqué podr0..decirs6. con certez
7 6 de (x + (-5)) ? LPodra. ser 7 .igual a 0? s

puedes .decir de (x + (-5) ? .

Axplica c6rno sabemos que 0 es el linico valor de h

I.

acerca
Entonces,

que puede
1,aeli-coNterto 'el enunciado, 91x h x 17.x 3 = 0.

*i

! 1A

'.'*3. 1..- a esti Otre p y q, 1,edtard. entre Y
,

a t
Explica. , ..

,.. 4... El teorema 7-8e nos permite determinar el conjurito de ,validez
. .

, , de una secuacián tal cvio
(C + ( -3, ) +.

. sin tener que ensayar con..nipgtin n1.19;ro, en particular;; Si
.tomarnos A = (x + (-3) -y.: b = el teorema hos
dice qte ate enunccado es, equivalente al enunciado,

t.
.

** x + (-3) = 0 6 x + (-8) = 0.
es't4 e.nunciado podems deducir que el conjun'to de validez'es.,-

.,{3, $L. Determine: el conjUnto de vallidez de cada una de las

iiguientes ecuaciones4"

(a) (-21:)) x +

*v 1; (b) 4' 6)(x + 9) =
x(x + (IQ o

(d)

-(.e) + + o

P(f) 2 (x + ( (x.+ )=

(g) (3x + (-5) (2x +

(h) 91,1 + (.-6) = 0

(1) x(x + 4) = x2. + 8

187



4

7-9, -180--

5. Demuestra qu'e si a; b, c son mimeros reales, y s1 ac ="*bc,

y c 0, entonces a

operaciones bisicas el'inverso de un ntimero res-'

b de estas operaciones'

, En 1 a illtimos.dos capitulos fijamos nuestra atención en la

suma x;Ia multipI4,caci6n,y,en los inversos reapecto de estas aos

operaciones. Estop cuatro conceptos aon:fundamentales.en sl sis

tema de los niimerbS reales. La suma y la multiplicacian tienen

caklailna de ellas varias propiedades y existe una ppopiedad que

relaciona las dos; a saber, la propiedad distributiva. Todolp,

nuestro'trabajo al simplificar expreslopes algebraleas_se.basa'en

estas propiedades y eri aquellas de sus constcuencias
.

' 'cionan la swa,,la multiplicacion, los'opuestos4 Tbs repfprocos.

Hemos sehalado,que la propiedad distributiva relaciona la

,suta con la multiplicaciOn. Convipne examinar,si hay alguna

re1641.6n que conecte dos a d9p de todas las maneras posibles las

operaciones de sumar, multiplicar, tomar opuestos y.hallar real-

procos. Escribamos tbdas las posibles combinaci es:

1. Suma y multiplicaciáp. La propiedad dist butiva:.

a-(b + c) .. ab-+'ac. .

g. Suma ropuebtos. Hemos demostrado.que .-(a + b) .

(-a). + (-b). . .

.

0,

3, Suma y reclprocos. EncontramOs que no hay una relaci8n
1 1 1sencilla que conecte .-a- + E...y ii.-7-7. De.hecho, po hay

numeros reales para los cuales estas dos frases epre:-

Allisenten el mismo ntimero. La ausencia de tal r i6n es
,

motivo de aerias dificultadea en el algebra pars: los

alumnos que sin detenerse a-pensar suponen que

expresiones representan el mismo ntimero.

A. MuItiplicaoián y opuestos. Se demostr6 anteriormente

que -(ab) (-a)(b)'. (a)(-b).
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1 1

Multiplicacidn y reciprocos. Hemos'demdstrado que

1 1
Opuestos y reciprocos.

-a a

Esta atima relacie4es'nueva y debemos demostrarla. La dembs-

traticin, quepuede obteerse de la combinaoicin'' (5) anterior

reemplazando b la dejamos a los estudiantes.

LCuAl essel recfproco,de -1?)

Entmeis: las jeombinacionell (1), (2), MI (5) y (6) en

palab3as. 4Ves alguna analogia entre'la combinación de suMa y -

optiestos, por una parte, y la de multiplicacion,y recfprocos eor

otra Parte? Explica.

Preblemas de yspasq

1. Escribeoan resumen de las ideas importantes de este capitulo,

.semejante al que escribiste aI final pie]. capituio 6. -

2. Expresacom8 sumas indicadas:

'(a) 3a(' +

(b) (x + i)(x, + 6)

(4, (a + b) (-b)

(0) + (-5)) 2

(e) (x + (7.1t (2x + 3)

Escribe cada uno de los y.guientes como un producto indicp.do:

(a) 2ax + 2ay

(b) ac + (-be) + ,c

(c) c(a + b)x + (a + br

() 10X2 + (-15x) + (-5)
(e) 9x3 + 6x2 +

14alla el conjunto de validez de cada una de las siguientes

eaUaciones:

1S9



(a) + 2a + 11

(b.) 8x + ( -.18) = 3cç 17 :

(c) 7x. + + (s-5x), + 2x -1):

N' (c) 1721 1- (-3) 17

(e) 3x2 + (-2)x . x2 42 2x2

Reduce t6rminos en'las siguientes Prases:N

(a.) 3a +15 4, eNtt(-2b) +Ab

(b) b + Ax)+A-31))%:

'-c) 6a + (-7a)A, 13.2 (-5)a + (-8.6)

,(d) liK1 +.317x, (-W-xl

.Da.do el conjunto -1,.0, 2),

(a) Raila-el Conjunto P de todos los productos de los ele-

mentos de S tomados de tres'en tres. $ugerencia:

Primem-tvalll el conjunto de todos los productos de lees--

de elementos. Después halla'el conjunto de los prodUcto
4 ,de cada elemento de este nuevo conjunto,y cada elementib

de s.

a

(b)
s

'Halla el conjunto R de todas. las sumas de elementOa de

S tamados de tres eh,tres.

7. Para cada uno de los siguientes problemas, escribun enunciado
,

abierto, halla su conjunto de validez y contest& la pregunta

del problema. .

(a) Jaimeloy ro pensamos comprpx un&-bola de'baloncesto. Cotho

Jaime es 4trabajando acordamos que 41 aportarfa 42

, mis que'yó. Si l& bolacuesta 411, 4cuinto le toca pagal

-a Jaime?

(b)' La suma de.-dos enteros imp'ares consecutivos es 41.

Ouiles sori-Ters-entuas? .

.

(c) El largo de un rectinguloe .27 yardas mayor que el

. anaho. El perimetro es de 398 xardas. Halla el largo

'y el anchd

1 1)
.411,

.
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(d), Maria y Jaime zumarOn'lasnotas que obtuvieroAn uh

examen y 14 suma les -dio 170. Desptles las restaron y

la pejilarita'ki,i4 punto's mats alta.que 14.de'Jaime.

.4Cualeslfran sus inota4?

(4).''Un hombibe trabajci'- 4 diat en unh tarea y su hijo.tr4baj&
2

la mitad deqse tiempo. El jornal del/hijo era del,

de suspadre.CSi entre los dos ganaron $96, 6cuanto

ganaba cada ung por dia.?

( ) Un agricultor s*.encontraba en'su corral. Ademis de él,

4610 estaban alti algunos'cerdos y algunos pollos y

dieciseispolloSias'que cerdos. -ObserVando esto y que

.eh'el corral habla :74 pastas; el,agriCultor se dijo a si

mismo muy contento--porqur61.aderilisde agrioultor era'
, v

matemitiCo y Muy-dado.a lar consigo,mismo-"Ahora podr4 .

4

decir atintos da cad tlase de animales hay edmi patip".
..

.40116ntes hp.blar (Sugeenciai 'tos cerdo4 tienen 4 patas

'y los porlos*- 2.), t .:. . .

(g) :En un,quiosco de-tiraral blanco, en unalpria, pagkban

10/. C'ada yezqtie se diera en el blanco y.cobraban 51°*".

poi., cv8a fallo. Si el Sr. Perez perdiO 25si en ese-1

quio poy fall6 10 Veces' Mis,qua las veCes quse dio)pri

el lanco, Lcuantas veces dio en el blanco?

ft



Capftu

.1;ROPIED4E DEJA ORDE4Q;OW,

.81. Relacián-de ordenaci6n para.los niimerOS reales .

capitulo 5. extendiTos el ConcePto de'ordenaci6ri\de.los

plimeros de la arAiriétict todOs_lp,a ntimerop.r'ealies.\,Estovse'hizo'

NtItilizando la recta .rr6mérica,-.4y conviiiitos que:

-Para los niimeros *dest'"es'illn'or:que -significa'
1". "esta a la izquierda de" eh:la'''recta numérida. Si

y b sorr niimerds rOal'es, entonceS 76 es Imenor

que. b" 'se escribe

Decimos que la relaciOn ,"es,menor qr" pai.4,14,numercs reales

es una relaci6n de 'ordenac,6,.' Es una relacion.binaria yatque, re-

laciona dos nlimeros. .1(111bemos.ya acei'ca de-la relacieqr,le

:Ordenaci6ri? Ouiles son algunas de, sus propiedadeSgeneralqs?

2 estudiamos,dosApropiedades fupdamentales
. 4 .

En la.seckl6n

de la relacidn A or enaci6n pare los ntimeros reale .\
'Propiedad de Imomparaci6n: St a,.b-sart.ptimerós

reales, entones solamente uno.de. los sivientes

. es c e o:.

N a < b, a b,
.

Proil.edad transitiva: .Si a, b,.c1 sQLr1Smeros

iRealeS si y b -c c, entonces a c.

Otra prppiedad q66,estudiamos en esa secciOn.es la que conecta

vla,relaci6h de ordenaci6rjrCon la operaciOn de toMar opuestoz.:

a; b son ndmeros_reales y Si a <

entonces -b 4
t

Tal vez te preguntes por que cuidamos de no mencionar ia rela-
-

ci6h."es. mayor 'clue". be hecho, esta relacidn,,la cual.representa-
.

rnospo el smbolo también,una relaciOn de ordenación.
*

.aendra la propfedad transitiva y la de,comparacfOn? Puesto que

14s tiene?disponemos 1-ealmente de dos relaciones de order io
N

distintas (aunque muy estrechuente conedtadas) .para los ritimeros

1-eales, y hemos preferido concentrar huestra:atención en'ia d%
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II es menor que". Wiestra-preferencia.pudo haber sido la de "es

mayor que", pero si vamos a ettudizx una relacion de ordenacidn

y sus propiedades, no ddbemos crear corifusi6n pasando de esa

Irelacion a otra durante la discusi6n.

Zbunciamos, pues latltirna propiedad mencionada en+t4rm nos

delsimbolo pero al aplicarlams sentimos, en libertad de

decir:' "Si ,a < b, ent9nces -a -* -b". #

4

En las dos secciones subsiguientes obtendremoS' algunas,pro-
,

piedades de

opel;Aaiones

ciales.si es

el algebra.

Conjunto de problemas 8-1

la!relacian de'ordenacian " con'respecto a lai

de sumar y de multipliqar.- .Epas propiedades pon esen-

que hemos de utilizar la relacidn de ordenaCicin en.

1. Determilila la relacion de ordenacion que hay entre cada par

'nuteros:

;(a)

lb) -1-71, 471
(c). c, 1 ('eonskdera la propiedad de comparaci6n.)

bontinuando con el problema.1(c), vlu4 puedes deci'r'acerca

. la rel4cS6n'de,ordenAci& que hay eritre c y.'l si sabe

,que .0 > 4? 001.14 propiedad de ordenaci6n.empleaste,aqul?
0

.n-cada uno de los siguientes cdsos decide si el enunciado

cierto:

-3 + (-2) .

(b).. (-3) +.(0)( -4 2 + 0

(c40-3) +a *4 ,2 .

4. En cada uno de los siguientes.casos dec.i?de-si el"enunciado

es cierto:,

(a) (-3)(5) (?)(5) (c) .(-3)(-2) (-2).

(b) 4-3)(0) < (2)(0) v(d) (-3)(a) ) (itual es

. el conjunto de vdlidez-de

est; enunciido?)

En cada uno de los siguientes casop decide si el enunciado es

`a

..

c,lerto:

3
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,

41\3 1(' 4- (73))

) I I- ;IC' ;')

.(c) 0 -12 + (-6)) - 3)1--41

(d):. 1.21 , I -2 ) 30:2 ÷ ( <

Un conjUhto dado se puede desaiibir de varias maneras. Describe

de trps maneras distintas el conjunto de validez.de:

(a) 3 ' 3 + x

(b) 3 + x 3-
\..Aw

Determina el,p.onjunto de'validez de:

(a)4. = + x

(b) 3 = ( -:2) + x

(c) -3 = ( -4) + x

(a) A.6. if + c
Determina el conjunto de validez 'de:

'(a) y < 3 (c) - yl .4 3

_y 3(b) It<3 (1:1)

Propiedad aditiva de la ordenacián

LQud relacidn hay entre la ordenacidn y la Auma de *los Nmeros?

Ehcontraremos una propiedad fundamentai y a base de ella demostrarb-

mos otras propiedades que relacionan la oraenacián y la suma., Cbmo.

anterlormentel consideraremos primero la relacicin de ordenacidn

-*" ", Y,11aego podremoq'enunciar propiedades análogas para kak

" > '

Conviene ,examinar la suma y la ordenacion en la Pect'a nuT4rica.

ReCordamds 'que sumar un Nmero positivo.signifi'ca moveyse hacia la,

aerecha,_ysumar.un Nmero negativo significa-moverse hacia

'quierda.. En la recta numérical fijertios dos puntos a y bo dorIde'

a < b.Si a cada uno de los'ntimeros, a y fp, le ,pumamos el.mismo

ntimero -c, nos toveremos hacia la aerecha de a y de. Ae,-si c
. .

es positivo,x y hacia la izquierda si c es negativp; . Ppdemos

pensar en dos' %mbres que caminan sobre'la recta num4rica cariando

entre ambos una escalera. Al principio, el hombre en: a es14, a

la izquierda del hombre en .b. Si caminan c unidades en
. d t

1.

AG,

194
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cual,q4ler direcci&i, y como el largo de la escalera no cambia,

-estaremos seguros de qUe el hombre de la lzquierOa,segiaira a la

izquierda. En sus nuevas posiciones el hombre en a + c 'eStare.

.tddavia a la izquierda del que esti'en b + C.

v. .4

C r c--I c
ti.c b4

a 04a b b.c

Hemos descubierto asi una propiedad funpamental de la ordenaci6n

que supondrêinos vilida para todos lOs-rOmeros reales.

Propiedad aaitiva de la ordenacián: Si a, b, el

son .nlimeros .reales y si a 1 b, entOnces

a + c < b +

Ilustra esta propiedad pap a . -3 y' asignendole

sucesiVamente'a c dos. valores -3, 0, -7. Aqui -3 <

4Serd "(3) + (-3) < 47) (..3)11 enunciado cierto? Ensaya:

con-los otros valores de c. "xpresa en palabras la propiedad

aditiva de la ordenaci6n. Oay-una propiedad correspondiente

para la igualdad?

Conjlinto de prob1emas.8-2a'

1. Empleando propiedad aditiva de la ordenación, determina

cuiles de los siguientes enunciados,son ciertos:

(a) (- + 4 (

(b) 3)(;) +:(-5) ) (-5)

(c)' (r5.3) (-2)(7 4) (-0.4) -i-4*

. (a) (.)(7 + 2 > (- ) +.2

.*

2. Enuncia una propiedad-aditiva de la ordenaci6n pdra cada una

/
de las siguientes relaciones: " < ", " .", II

*

Una exteris16n de la propiedad de la ordenacián nos dice que:

'Si al b cb d son nUmeros reales tales que

a < b y c'< d, entonaes a + c < b + d.

Esto se puede demostrar en trys etnas. ,Justifica cada tina:

Si a < bo.entonces a + c < b + c;

si c < d, pntonces b + c < b + d;

711



pcir lo tanto, A

4 a + < b + d.

Halla el conjunto de vilidez de cada uno de los siguientes

enunciados:
3

-Ejemplo. Si (7 + x <s(75)' es,cierto /Sara alguna x, .

entonces x < (-5).+ 'es cierto'para la misma x.

x < es cierto para Xa misma x. -

Asf, si x es un nilmero que hice cierto el enunciado original,

entonces x < -2. Si "x < -2" es cierto wa-alguna., x..entonces

(- 1-1*4'(- + (-2) es cierto para la mipma x,

+ X + )
V

i7) X '4 (.5)

(- x < (-5) + es cierto para la misma., x.

Por tanto, el conjunto de valide2 es elsco4Into'deitodos

los ntimeros reales'menores qu- -2.

(a), 3 + x < (-4). :(-x).+'4 *4 (-3) + 1-31

(b), x + (-2) > -3. (-x) .< +

(c) ex :( (-5), + x (h) (-2) + 23t < (-3) + 3x + 5

(d) 3x > + 2x (*- 1 + I-
(e) (- ;) + '2x > t x

Construye las grdficas de los conjuntos de validez de las

bartes (a), (c), y (h) del probl4ma 4.

6. En el Capftulo 5 enunciamns la siguiente propiedad 1! la

. ordenacion: "Si a < b, entonces -b < -a". Debiestra esta

'propieaad, empleando la propiedad aditiva .de -la ordenacitin.-

(Sugerencia: Suma (( -a) + A ambos-miembpos de la des-

igualdad a < b; despu4s, elmplea la propiedad del inverso adi-

tivp.)

Mu4sra que la propiklad:.

"Si O.< y, entonces x < x + y"

A

196
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,es un 09.so especial.de la propiedad aditiva de la Ordenación.

,4(Sugerencia: En el enunci4do de,la prnpiedad aditift de 14 A

orden4ci6n, tome a . 0 b = y; c = x.)

Podemos demostrar muchos resiltaddt acerca de la prclenacicin,

como cohsecuencia:de la propiedad aditiva de laeordenación. IDOs

de elloi soh de especial 1ntel4s para ndsotros porciue usindolosx
.

podemos traduplit enUnciadoi acerca de la'ordenación en enunci4dos.
. .

acerca de la iapaldad, y viceversa. .
, .

El primexlb de estos iesultados sera' un caso especial de li

propiedad. Considerpmos algunos ejemplos numhricos de la prople-
. .. .

dad si a . 0. En este caso, "a < b" vitne eser "0 < V"; es .

decir, b es un miter° po-sitivo. A;f, pues, escribimoc: Si
0.

0 < b, entonces c + 0 < c + b.

Sea a . 0, b = 31 y c = 4;- entones 4 0 - 4 + '3)

es.decir,como .7 . 4 + 3; entonCes 4 < 7.

ea a = 0,'b = 5 y c 7 -4; entonces (-4)-+ 0 < (1k,+ 5

es deeir, come 1 . + 5, entonte.s (-4) 1.

Podemos considerar qud estos dos ejeplbs'noS dicrV

Comn 7= ik+ 3 y :3' es un filimerolpcisitivo, entonces

4 < 7.

* Conn. 1 = (-4) + 5 y 5 es un ntmero positivo, entonceS

, -4 < 1. 4

Enilnciamos este resilltado como sigue:

Teorema Si 2 = x + 4 'y edemas

nlimero posifivo, entdnces x < z.
..J#1

es uh

Demostracicin. Podemos dar a la propiedad aditiva de la

drdenaci6n la: siguiente format .

. Si a < bi entonces 'ci+ a < c + b. (LPor.qué?)
, . .

Como la propiedad es,cierta_para ntimeros r:eales dualesquiera
. ,

a, b, c podemos tomer a . o; b . y, c . x. Asf,

si ^Q < y, entonces x + 0 < x + y.

Si z = x+ y, entonces "x + 0 < x + y" significa "x < z". For

lo tanto, hemos demostrado que si z*= x y, y además 0,1;< y
0

(es.decir, y es positiio) entonces. x <.z.
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El teorema 8-.2a ,nes ofrec.e ahora na traducci6n de.un enu

ciado-acerca de 3,a igualdad, tal como

t-6)- + 2,

en un enunciado acevca de la odenaci6n que.en este caso es

-6 < -4.

Observa que al sumar 2, un ndmero positivo, a (- ) 'obtenemos un

ndmero a la derecha de -6 en ia recta numérica.

Transforma el enUACAdo 1st'
A 1

4 . (-2) -4-'6

,en un enunciado:que.contenga el concdpto de ordenacicin.

El zegundo resultaclo de la propiedad aditiva de la ordenacii5n

es Un teoi.eiMa que transforma enUnciidos, acerba de la order1616n eft,

enunciados acerca de la igilaldad, lo Contrario de lo que.ha8e el

tebrema' 8-2a. Has, vistOque Si y es positivey si 'x es un
a

'Admero cualquiera, entonces x es siempre menor que x +.y. Si

x < z, Lexistiri',entonces un ndmero positivO y tal ,que z = x + y?

Considera, por ejemplo los nthnero 5 y 7, y observa que 5 < 7.

:Oatl es el-miter° y- tal que

7 = 5 t Y?

LC6mo hallaste y? LEncontraste que y es positivo? Considera

los nUméros y y observa que -6 < -3. Ouga es, el.con-

junto de validb; de

LEs y positivo de nuevo?

4 < 4, 5-
-3 < 5,

4 )

5 = (-3) + )

-1 = (-4) + ( )

0 + ( )

Otué clase de ndmero hace cietta cada una de'l ecuaciones.

anteriores? Eh cadg caso smaste un ndmero positivo al ndmero más

pequeo para obtener el mayor.
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Ya te habris dado cuenta de que teorema que tenemos en

mente es:

Teorema 8-2b. Si x, son des ntimeros reales

tales qu,e.x < z, entohces hay un ntimero real
- .

positivo y'tal que

z = x + y.

*DemostraciOn. En realidad, tenemos que demostrar dos cosas.

.Primero, tenemos'que hallar,un valor de y *tal que z = x + y;

begundo, tenemos que demostrar que dicha y es poSitiva si

X <
'No es diffcil healer un valor, de ta* que z x + y. Tu

experiencia en la solución de eAUaci;nesprobablemente te sugiera

que sumes. (A) a los dos miembros-de "z x + y" para 'obtener

y = z +

Ensayemos con este valor.de y.. Sea

Entonces
.

y = z + (.7x).

.y x + + (.-x)) (4POr qué?)

+ (-x)) + z (LPor qu'é?)

. 0 + z

Hemos encontrado, Dues un valor dt Sr, a saber., z +.(-x ), 41

,que z,= x + y.

Nos falta todavfa demostrar que si x < z ent9nces este

Valor de y es positivo. .Saberms que'solamente uno.de los.

siguier4es enunCia4os es'cierto: y ,es negativo, y ,es Cerol

'y 'es positivo. (Por que?), Si podemis demOstrar que dots del

estas posibilidades son'falsas, la tercera tendr4 que ser cierta.

lEnsayemos la primera posibilidad: Si- fuera,cierto que y es

natatlyR,iy que z = x + y, entonCes la propiedad adltil.ta de la

ordenación (con' a . y, b = 0, c = x) afirmarfa que z < X.

Pero .esto contradice la hip6tesis x < z, de modo qbe no puede

ser cierto.que y sea negativo Veamos la segunda posibilidad:

Si fuera-dierto 'clue y es cero y que z = x ± y, entonces serfa
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. . .. A . ,
. cierfo .quez =*Ii-... De nuevo, es;to contradi;ce 'la ihipcitesis :z' < ,''x, '

. . A

, -de*mddo que 4e* puede *ser cterto que ,y .".sea c.pro41, Pr coriiiguiente,- .

:-. la-lopsibiliclaa%restantg,',, y es p432tivo;tiene que :sei: c:ierta;
...Estd 'complete: 119. 'demOstr9i6nt . '',.

.44 ..
. El. teorema,' 8-2b nos permite traducir ,uri enuritlaao acerca de
3i 'oi4enaci6n -r). 'tar enunCia*cip 'acerca de l'a igt.lalldad. Asi,

, i . 4 . ., .

- , . T '$.;. .. 4
vk

. .`s
puede' reemplazarSe 'por s.

1 : 0,
vs * 4

x

.

* que noS da 1-a,midma niniornia,Ci6n. sobre 1, ordenaqi.c5n," -cerca de,:. . a . . .-, .
. ,4...5 'y .-2. Ts decir,'.hay uri Mimero poSitivo, 3, qme suMado .a 44

4* .

el menor.de los Clos yrdrneros, nos a 2, el mayor-..
-

* 'Con4u.n.tp de problema:6 8-2b"
, "

Paila cads par de numeros, cletennina skis'ordenaciani,halla
nilmero po.sitiv10 b qe sumado al menor de los dOs. de ,e1 mayor.
(a), -7-15 'y -24 (e). -254 y -345

-(b) (f:) -if Y
4

, 6 7
%-ta) Y TIT

(a) y

2. Demuestra que el sig-uient,9 enunCiado es Cierto: _y$1. a y 'C
sbn mimeros peales y si liti)nces hay un mimero r'Zal
negativo b tal que c = a. ste. b. (Suigerencia: Sigue un pro-

.
cedimiento anilogo al usado -b positivo. )
Clidles de los siguientes enunci'a.do- son ciertos para todos

(g) .1.47\7y

(h) -= 4)(..k.).' 7 (7)(-

los iatores r*eales de las variables? a

(a) Si a+ b, entonces a.< b.
(b) Si a .4. (-1), = b, entonces a < b.
(o) Si ("a + c) + 2 . (b vc), 41.tonces a + c < b c.
(c1) Si (a + c) + (-2) --- 1.111+ c), ptonces b + c < a + c.
(e) 'Si a < -2; entonces existe un mimero positivo d- tal

que -2 = a + d.
(f) Si / -2 < a, entonces exi*ste un mimero positivo d tal

. clue a -= (-2) + d.

5.

2on
v.
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.(4) Del:pnvuiado;\5-.± 8 = "., 6e,duce dowenuhciados cierto a
6 Ai' 'en.los que

#.1

el-simbolo. KI srplacione dos de '. los ndm
.. , , ., .

5) ,8.) 1'3.':

0) Tepembs *le s(-3) +,4 . (-1). Utilizand9 dos ndmeros

-. cpaldaqulera de;estostres, ouantos,enunciados ciertos
4

gon el sirlibal(Au.< " puedes escribir?

)-s.Escribe-,d0fent)nciados ciertos utilizindo el sfmbolo 21/9
4i

,paraTelagiOnar lop ndmeros 5;-y 7, dado que 5 < 7.

Mup.Atta.en.la recta numerica'que si a g son ndmeros

reales 7 ai b es-fan ndmero*Ilegativo tal que = -a + bl

-enttnces c

Ouiles de l, os siguientes exiunciados.san'ciertos para-toqA

ros valares de las vttriablei?

*(a) Si b .entonces 3 +*b

(b) Si lp - 0, entohces 3 + b 3.

(c) Si -x .< 21 entonges 2x

Verifica que cada:uno !de ios siguientes enunciados escierto:

(a), I) 1:1- .41 .c...1.31. 141 ,
(b) 1(:3) 41 I-31 4: 141'

(c) 1.(-2:3) (-4)1 1731.4 i-#1

(d) Para dos ndmeros reales cualesquiera a y bl entincia

una'propiedad general que conecte

Aue pr9piedad general podemos enunciar para la multiplipacAcins
..

hemejahte a la propiedal expuesta para'la pump en el'problema

.7?
.

,
i

gt: Traduce en entihc1ad6s 'abiertos los siguientes-y determina sus
, - ..:

conjuntos de validez: . 10

(a) La sUma de un'ndmero y 5 'e$ .menor'que do-s\ veces el

ndmero. iSuil es el ndmei.o?

(b) Jose y Manuel se proponen comprar un bote y le

preguntan a un vendedorel preciorde uh mew tipo de

bote que se esti proyectando. El .vendedor contest4:

costargI'mis de $380". ellos habfan convenido

en que Jose contribuyera a la compra del bote con 00
mis que Manuell4cuinto te.ndrfa que;dar Manuell



N. 11'4.

, 4
(0, Tre6 mds que seis.veces un ntimero es mayor que piete

8-3

aumentado en cinco veees el nlimero. Ouil es el .niimero?

'(d) Vn maestro dice: "Si.tuviese en mi-clase.dos'vece6 el'

4Umero de alUmnosicitie ahora, tenOrf4 por 18 menos 26

mis de los que 'tengo" Ouittos'estudiantes hdy en la

clase? . \

*(e) Vn estudiante tiene notas do 82 y 91 en dos exapenes.

Ouinto deVel:* obtener emun,tercer exameh park quesd:

piramedio pea 90 .6 más?

*(f) Luis'tiene 45 aftos Inds que Rail y la suma de suP edad

es menos de 23 &los. L4que edad tiene

8-3. .Propiedad miltiplicativa de ia ordenaci6n

Ep la seccion anterior-enunciamos.una propiedad fundamental

que-establece la ordenaci6ri de' a, +c cuando 4r< b.

Examinemos ahora la ordenacián de los productos ac y be culando

a <

Consifiderd el enunciado cierto,

. 5- , 8.

,Si .cada uno de estos nUmeros se multiplica por 2, se obtiene el

eilunciado cierto,

* (5)(2) ' (8)(2).
A

Alp4 teaugiere esto,adet.ca de una propiedad multitaieativa dela

ordehaciOn? Antes de tomar una decisi6n, veamos btros ejemplos.

Et.el ceso anterior, lop dos nlimeros 5 y 8 en el enunciado-

ciet9 "5 <. 8" se iptercalaron qn."( )(2) < ( )(2)" para hacer.

jn enunciadp.cierto. Haz lo mismo en los siguientes casos:

1. 7 < 10 y ( )(§) .< ( )(6) ,

2. -9 '4 §. Y ( )(5) < ( )(5)

3.2 < 3 Y ( )(-4) ( )(J)
4. -7 ' -2 Y ( )(2) )12)

5. -1 ' 8 .y ( )(-3) < ( )(3)

6 -5 - -4 y ( )4-6) <.( )(-6)

4

-0
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Nos oeupamos aqui fte la relacián de ordenación ", obser-

vando el,resultado cuend6 eada Admero en el enunciado "a b" se

multiPlica por mn mismondmere. LNotiste Rue ea 'brocediminto'

seri distinto-segdn tultipliquemos por un ndmero positivo o por

uno rjegativa? .

Lds're'sultados anteriores sugieren qpe-si.a1.4 b, ent6nces

ac < bp, siempr,e y cuand6 c sea un ndmero positivo;

bc siempre cuando e sea un ndmero begativo.

'Asi encantramos otro*conjunto importante depropiedades de

la ordenaci6n '

-4C6mo podrias emplear estas propiedades para,decir rapida-

mente si los siguientes enuneiados son ,Liert6e:

1 2 *
..

qamo v .*< Tr, .eptonces T

14 14
. Como - i < - 7, entonees

. ..51- 4
_

. .. como -3. ..t :k, entonces - i -4. - AF.

Estas propiedades de la 9rdenacirin r4sultan ser coneecuencias
I

de las otras propieda*des de la ordenacidn4.y las 11-n1ne1:whoa' todas4

juntas del.siguiente: todo:

Teorema '8-3a. Propiedad.multiplicativa de la ordenapión:

Si a, b, y c, son otimeros reales y si a :4*.b, entorices

ac bc,,si c ds positive,

. be 4( ac si c es negativo.

Demostraci6n. Hay dos casos. Consideremos pr imero 'el.caso
la 4

4 4 en qUe c es positivo:- Aqu1, tenemos que demostrar cipe si . a

entonces ac < be. Justifica cada paso *de la demostracián

siguiente:

u )1dmero positivpv d tal que b = a + d.

2. r ta1ro, be . (a' + d)c.-

3. ( .x,c ac +,de.

4. El ndtero de et pbsitivo.

5.. Por consiguiente, ac < bc.
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.
.

. _

La demostliacion del easo en- qt: c es ne vo se deja a los
. . ,

, .

estudiantes eomo un ejereicib del Conjunto de -problemas,80.
.

- En Ves- de estudiar la prbpiedad nultiplieativa de la relaci6n
. .

- de 4ordención wes' nerior que. pudimos ..igualmente haber estudiado l'a,
0

de
. .,

"es.,mayor que .
.

. .
, .

Cuando comparamoS raimerps, loe dbs enunciados "a' < b" y _
. .

'Da I> a" nos dicen lo misMo acerea' de a y b. ASS, cuando estamo.s

interesados pririeipalmente en los' rlimeros mis ti,en,que en una rela-

ei6n partieulaxl. de ordenacitl, tar' vez 'rq,nvengt. eambiar de. una.
, . . . .

relae,p5p de oAlenacien a otra para, entonces eseribir enunci&dos

Como los siguientes:

Coto 3 ç 5, entonees 3( ) > 5 ( -2 )

C6mo -2 > -5, entonees ,(-2).(8) > (-5).(8).

. %Como 3 > ent4ees (3) (-7) .< (2)(-7).

clue

.

Comprpeba que estos enunetados son elertos.

Cuando nos interesa no una relacidt de ordenagián sino los

ntime'ros que ésta eomprende, -podemosideeir
f,

A ac < bc 8i c es- positiko,

si. 'entonces -,

ac .> be si c es negativo

Eruncia mismo .estas propiedades de ordenaoiOn.

En nuestrob estudios también neeesitaremos algunos resulta-

dos talep eomo
.411L.

Teorema P-3b. Si x 0, entondlIA xa > o.

Demostracián. Si x I 0, entonces lc es negAivo o x ea

positivo, pero no ambas cosas. Si x. es positivo, entonees

4PX

qp #

4.

(X)*(X)i > (0) (X

> O.
Si x es negativ6, entonces-'

.

En cualquier edso, .se bbtiene el resultado que nos interesa.

-

4.(x) > -(0) (

x 0-

(Jor qué?)

9 4

%1
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' Elteorem*
.

n 8-3b eitablece qub el'evaOrado de Ian ndmero die-
. 0 a
,..ttat6 de .cero es positiyo: Para'cuaiquiei. ndmero x;.Lqué'podemo)s.. .

.

2'
deeirecerda de x ? .

. s

Es ppsible utIlizar-ventajosamente las propiedaeles de la .
, .

'orde'cin pei.a determinar conjuntos O'svalidez de inecuaciones.
. A

- ,Por.,elemploi ki0krminemoss el.conjunto de validez'de'

(-3x).-4- 2 < 5x + (-6):*
,-

. .. ,, .. . t oh.% s i.

La 13ropieda*d aditiva de.la prdenectCh nos Termite 'sumat
.. . .

-2) + (-,x)4,a lps miembrosde osta.inecuaci6n pasra pbtener.
.

. .

.
% \

((-3x) + 0, +''.-2) + 7 (. -5.X '< (5x + ( '6) + (( +.2 ) + . ( -,5q
1

. ' '1 t *
N*

que al simplificaY se convierte 61-'
.N

. ..-, ,... .

-*
-84 < ,8.

. Como, (...2)k {-4 es un numerb real,para todo valor'de x, el.
..

.

. ,
.

.....
%

t.A. . .

'nuevo enuncido tiene el mismo coAjunto'de yalidez qte el original.'

s

-(itlue debemos Sumar a los.mieMbrqs de.,!T-8x <:78" para.: obtener el -.s.

\vunciad4Alginal; es decir;".pora inverr el .paso?)

.
Entonces;'por la propledad'idltiplicativa ae 14 schltdeAqicinis.

v
( -8) ( ) .( -83)(-

1. x.

8)

Aqui muitiplicamos por un ndme'ro real disttnto de cero. Por lo,

t6.nto, este enunciado.es egtliva1enté,d1 anterior. '(LPor cuinto

debemos mu]!tiplicar los miembros de'"1 < x" para obtener 1-'

,enunciacW anterior)- Evidentementel el 'copjunto'de valldez
4

1 <x" es el conjunto de todos los ndMeros mayores que , 1 y4ef.

.4ste es el conjdnto 4e validei lwialnecuaciOn original.

Conjunto de brob,lemas 8-3 .

-Utilizinao la forMa del biguTente ejeinplo, resuelvi cada

'una de lassiguientes'inecuaciones: '(7tecuerda que i'resolVer"

un'enunciado e's hallar su con,junto de validez.)

2nt-s,o

S.
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Ejempla. (..3x) + 4 <

'Este enunciado es ,equivalente a

-3x < (-5) .+ (-4); .(sinne

-que a su yez es equivalente a

3 < x.

a

a los dos mienkros)
aor

3-)'e-3x), tmultipli8a ambos miembros por
\
(

1

3))

.
A$i ,e1 conjunto, de validez mensiste en todos los ntimeros

mayores que 3.

(a) (-2x) +1 <

.(b)
(-2) + (-4x) > -6

t 7 '4 (-2x) 4- (-5)

(a) 5/,+ (-2x) ..<* 4x + (-3)

(e) 4)'+ (- i) < ( + ,(-3x)

(f) x + (-2) < (-5) +ix
(g) 2x <

(h) (-2)

(i) -(2 +

+ 5 + < '4x + 7 + (-2x)

3 (-:7)

2. Construye las gráficas de aos, donjuntoS de validez de las

partes (a)- y (b) del problema 1.

Traduce en enunciados abiertos los siguientes y resuOveios.:

a), Susana tiene i6 librbs más que Sara. Entre las dos

tienen más de 28 libros. &Cuantos libros,tiene Sara?

b) Si se siembra una cierta variedad de bulbos pueae
5

espe-

rarse que menos de s de ell8s se ,desarrollen hasta eon-
.. 4

vertirse en plantas. Sin, embargo, pi se les da e cuidado

aprop±ado, más de 83 de ellos crecere.n. LCulinto bulbos,

de.bid haber sembrado un jardinero cuidadoso que ene 15

plantas?

296

*
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a

4

4. Pemuestra que si a < b, y c es-un.nximero negativo, entoncea

bc < ac. (Sugerencia:. Existe'!un.nlimero negativo e tal que

+ e. 164bi lo tAnto, ac = be + c. .4Qué 0164e de ntimero

ps ea? Por,consiguientel 4qué relAzicin de drdenacián hay

entre ac, y be?)

-200-

Si c ps un ntim.v_ro negativo entonces c < 0. Tomando opUes-si

Como (-c) es 'un ntimero positivo

del problema 4 observandd que

es debir, -(ac) <

conclusi6n?

tos tenemos.que, (70.

pademos demostrar el-teorema

si A < b, entances a(.-c) <

LC6mo llegamos entonces a la

.Si a < IV, y ademas al b.,sonambos n'imeros reales pasitivos, ,.

demuestra. qtke 1-1T< i... ,(Sugerencia: Multiplica 1A-desigua..ida,d,

a < b 15or. '(.1 .' 1). temuestra'el teor6ma en la-recta:mm.4'-
a , b

rica.
.

LEs, vilida la mlación uando A < 'b y ambos a m

1b Aon-,negativas? DemuestrA qu es4,vilida 0 que no lo es.

LEs vilidA.la re1aci6h- i.. < i cuando a < b, a < 0 i b >'0?

Demuestra que es,Wilida o que no lo pz.

Enuncia las propiedades aditivA y muTtiplioativa delarela-

ei6n de ordenaci6n " > ".

10. Demuest4 la siguiente: Si .0'< a < b, entonces a2 < b2,,

(Sugerencia: IMplea l0 propiedades'de la brdenalci6n paFei,

obtener a < ab .y ab < b2).
4

Propiedades fundamentales de-los niimeros reales

En 'este eapitulo ysen los tires anteriores, nog hemoe baupado

de dos prablemas principales. Ea. primersrfue extender la relacián

ordenacián y. las'operaciones de sumar y multiplicarsde los

ntimeras de la aritmetica a todds los nilmeros reales. Antes de.

lograresto no disponlamos, enrealidad, del sistema. de los

nOmeros relgs para trabajar. El segundo problema fue descubrir

y enunciar cuiladosamdnte las proPiedAdes fundamentaIes del sis-

.tema.de los.nlimeros reales. ,t48 dos probkemas, en la forma ep

que.nos hemos vista obligados a tratarlos, estein estrechamerfte
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pntrelazados. )En epta seed& destacaremos.el segundo prpblemax

el tisimportante, esumiendo*las propiedades'fundamentales oh-

tenidas.

"Antes de continuar; debemos aaeptar que'la decisián respeoto

a. elué.es una propiedad fundamental no se toma-a base de razonep

Imwtemiticas rigurOsas, sino que hasta cierto punto es cuestion'de

conveniencA y comilnACuerdo. Acostumbramot'coAsider:ar el siptema
*

del.op.ntimeros reafes'y sus variasprppiedades camo una "estructura"

!construida sobre Ama base.comraesta de prp,iedades fundamentales. .

De hechol.d* esa manerardebes emitieiaP A considerar:esesistema.

Ina buena preguntalque\ahora se puede contestar con mis prectsicin
,

,que antes, ds la 'siguierktet (Awe es el sistema de, los nilmeros.
.

. .,

reales?
.

. .

El sistepa de las nilm bro6 reales es.un conjunto:de elementos
. . (

para el cual estan 'definidas las operaciones,binarias de adic.i6n,
. .

. .

,'" + "0 'y multiplicaciOn " ", y una.relacidri de ardenaci6n,

con las propiedades siguientes:'

1, ara dos niimeros reales cualesquieraL. N

it. y b, a + b es un ntimero rea
.

(ClausUra)

. Para dos niimeros reales cualesq iera
.,

a y b, .,

AI

7.0111.

a + b = b + a.

Para tre,nlimeros reales cualesquiera

A, b y c,

(a + b) =. a + ,(b + c).

Existe un iltime'rofreal particular 0

para cualquier nUm4erb real a,

a + 0 a. 4. (Elemento identidad)

5.- 'Para todo.nUmero real' a existe un

taa que

Conmutat1vidad0
4

v

I (Asociatividad)

a + (-a) . 0. . (Inversos)
. .

Para'clos nUmeros reales'cualesquiera
.

a x b, a b, es u
-..

n nUmero real.' (Clausura

Para dos nUmeros reales cualesquiera

a b,

a b= b a. .(Conmutatividad)
4

208
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Para tres nlimeros reales cualesqu.iesa

a, b y e,
.-(a b) e =a (b .0).

Existe un'ntimero. ree particular I .

;

tal que, para clialquier ndmero res*.l. a;

a 1 =.a. 1.(Elemento identidad)

los. Para cualquier ntimero real- al., distihto

. de 0, ,existd un ntimero real tal que
1

a () .

a .
(Inversos)

e

Para tre§ TOMeros reales mialesquiera
.

#- a, b,-"-y

a (b i c) . a b + a'4 c.1 (DistrAbutividad)

12. Para dos nlimeros reales cualesq4era

.y b, solamente lino de los:siguieqes

es cierto:

a - b, a . b, ba.
13. ara tres niimeros reales eualesquiera

abyc $ si a b y bK e,,..kritonees .

C.

. 14. Para tres ntiMeros reales cualesquiera

a, b y c, si b, entonces

a + c < b + c. (Propiedad'aditiva)

1 . Para tres n*Deros reales cualesquiera

a, b y cl si a - b y_ 0 .1.( c,'entonces

a .'c c,

si a. b 4 entonces

(Asociaiividad)

4

(Comparacian)

Transitividad)

cKa c, (Propiedad multiplicativit)

-PrObablemente habris notado que'no estin,incluidas varias

propiedades 'que'ya aonoces. Esto no es por descuido. La

razán para-omitirlas es que se pueden.demostrar a base de las pro-
. .

piedades..enumeradas antelliormente. En realidad, con scilo aftadir

,una.nueva propiedad, podrlamos obtener una lista de propiedaes

con las cuales seria'posible demostrar tOdo lo relacionado con los

ntimeros reales. No eonsideraremos esta propiedad adicional por-

que el hacerlo nos,llevarla más all4 d.e los limites de este curb.

La estu1iar4ssen un curso más avanzado.
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Prictioamente,toda,el ilgera en este curso puede f ndamentarse

. en la liVa antekor deproPiedkdes Mediante Iasi dempstracione6 es

como establecemos conexi.es'enlre esas propiedades fundamentalesy
,

todasA ideat y lo&teoremas que'.de ell" se desprenden. El

razonami nto cOmprendido en las demostraciones .es lo que mantiene1

N 'como un todo, ,la.esiruCtura enteia. de la matemitica, o de2Fual94.4er
.'

- sistema .lágico.
.

, .. .

Vor lo tanto, sthemos de apreciarverdaderamente lo 'ciue es la.

, matemitiCit, debeMos primero examinar.cOmo estin eniazadas las ideas
.

en, eatos razonamienfots deb6os tambiên efectuar,Oldnas demostra- .

.

.' ciones Y no Araffiente dontental4los,con una'exPliCación plausibI. '

Es cierto 'que pagunat de las) afirmaCiones que hOpos demostrado pare-
,

' cen muy obviasl, y.taI vqz te preguntes, Muy justifipadamente por

,Ap.14 nos tomamos là molestia de demostrarlas. Sevin adelantem s en

i-- nuestrp estudio de la matemdtical,habri más ideas que no son. bvias
,

en forma alguria y-que sOlo se pueden establecer mediante dem9stila-
i

clones. Durante las etapasmis lementales de nuestriinstrucci6n

necesitamos pasat por la expe7(6enaa de examinar algunaa,demostra-
elopes sencillas y de desarrollar gradualmente uha buena dispoai-

ciOn haciaSel'razonamientol'del que.depenae todala estruCtura de ,-

ia 'Matem4tica. 'Es por estolpor lo que examinamos detenidamente laS '.

demostraciones de algupas afirmaotones que son bien obvlaa. .
.

La habilidad paradeScubrir un m4tOdo de demostrar un t*oreMa\ ,.

es algo que no se desarrolla de la noche a l&maftana 'Se logra,
.

examinando varias-demostracipnes diferentesl'aprencendo a buscar _

. .. .
,

conewiones entre'lo,que sabemos -57%10 quq. queremos demostrai y ,

ettudiandO las sugerencias qtvsk s4 nos,ofrecen como via. Por otra
. v?,

parte, el ejercicio mental-Aue-se requiere se utilizasno solo en

la matemdtica sino'también en todo Azonagilento lOgico.

liblvamos.ohora a .lat prOpiedades fundLmntales de.los mimeros

reales y hagamos un resumen de aigunas de las otras propiedades

que pueden demostrarsea' base de lasbya mencionadas. Algunas de

6atas fueror demostradas an,el'texto,:y otras se 'incluyeron como

ejercicios.
.4:
164 Cualquier nUmero ieal x tiene sLamente un'

inverso'aditi*/ a saber, ,-x.

V ,
21n
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7. frara dos ntimerOS reales cualesqiiidra
b,) = (-a) +

4,18. Para tres ntirnero,s' reales a, b -ir c, si
a 4-7,c. b + c, entonces -a --F b. .:

19.. Para,ctialquier ntimelbo real a, a * 0 = 0.
20. Para cualquier ntimero real a, (-1)a --= -a.

. .
21'. Para do ,p3imeros reales cualesquiera 4 yw 4.
. (-a)b . -,.(a.b). y ..(-0.)(-b) ...= 'ab. 2

N.,
22. El bpuesto del -opuesto de un ntimero real a es a.
23. Cualquier ntimero real x. distintq -de 0 tiene Bola-

I. : \ *.Imente WI inverso iflulkplicativoi' a saber
24. El ,mimero 0 np tiene sree/i5rocp.

I

sr'

25.. El rec1prod6 de. un.htimero' positivo es ypositiVo, y el
-

re;04C4r0C0 'de un Nmero negatiaro es negativoi
2.6.;. El reciproco del recfproco de un raimer,p real a, distinto

de cerbx es a. .

27. Para dos niimeroi reales cualesquiera a b lfStintos
de 0,

1 1

a-5*

28. Para. dos ntimeros reales a y b, ab = 0 si y solamente
si b O. .

29. Para...tres mimeros reales a, b, y c, siendo
si ac = be, entonces a = b.

30. Para, dos.rnimeros 'reales cualesquie a a
a < b, entonces -b < -a.
Si a, .b son mimero's reales tales que a b, entoncesN
existe un nthvero positivo c tal qtfe b = a, +

32. Si xô, entonces .x2 >

53. ,'Si 0 - a < b, entonces <

.342 Si 01*< a <'b, entonces

3 .

<b.

Tal vez habras notado que 1r la secci6n48f3:ofrecimos una
demostracian de la prppiedad multiplitativa de la ordenaciOn. De

hecho, esta propiedad (la mlmero 15 de la lista) ed. consecuencia
inmediata de las oltras catorce propiedades rundainentales. Por lo
tanto,, se pudo haber ornitido sin que esto limitara en, modd alguno
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el alcance dq la Lista. Sin embarg60 h'emos incluido la propieddd a

firide recalcaratl analoga que hay entre.las propiedades.de'la

suma y las de, la multiplicatitin,-
, 4

HabrAs notido tallibign'queen el estudio. anierlor.de las pro-

piedades fundamentales vanca se mencioná el valor absoluto. .Este

,importante'concepto puede inClUlxse dentro del marco de las proz,-.

piedades fundamentales meOiantela'siguiente

1
Si 0 *( a, entonce Jaj = e.

* Si a < 0, %entances jai = -a.

Terminamps este resumen mencionanao.algunas-piopiedadep. de
a

mpuraleza muy diferente; 'a saber, las prppledades de.la igualdad.'

Estas son propZie'dades mAs blen del lenguaje del Algebra que de los

'n4meros rtales. Recuerda que el enunciado "a = b", donde 'a" y

son numerales, afirma que %a" y "b" son' nombres del mismo

ndmero. Las Oos primeras propiedades de la igualdad que enuMerare-

mos no han.st.do enunciadas anteriormentellpero 'en realidzid, 'se han

-empleado muchas veces. En las siguientes piopiedades, a, b z

son ndmeros reales cualesquiera.

35. a . b, entonLs b a. (Reflexibill40).

36. Si a'. b, y ademis b = c,

entonces a= c. (Transitividad)

37. Si a'= b, entonces a + c = b + c. (Propiedad

38. .SI a . b, entonces ac bc. Propiedadmultiplicativa)

39. 31 a = b, entonces -a . b.

-40. Si a = b,.entonces jal = lb

Problemas de repaso

1, Determlna la ordenaci6n entre Cada par de ndmeros:

(a) -100, -99

(b) 6.2 -0.1

(c) I-3 I 1-7

II

(a)

(e) 3 4 4 3(4 4)

(f) x + 1, 0

212
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Si ti > 0 y n 0 filetermina miles de-los siguientes enun-
ciados son ciertoi*y ,cuiles son falsos:

(a) Si 5 > 3, entonces' .§1 '44 3n.

(i5) Si > 0, entonoes ap O.

(6) Si 3x > c, entonces 3pX'> px.

(d) Si (--=-)x ii, entonees' x n.

n, entonoes .<
p, n7

p.

1 1 1 1 4
(f) Si' y > 0) entonces p. x y x > 0. '

p x. x

LCuiles de los- siguientes pares de "enundiaclos son equivalentes?

(a) 3a > 2, (-3)a > (-2)

.2 + xo 2x > 2-
(c) '3y + 5 y + = (-6)
(d) . -x 3, x ,> (-3)

-(4-4 +. 5 < P + (- 2P .

(1) j-k Y 'P-0*-In< 2

4. Si p >. 0 y n < deterrnina cuiles de las siguientes ex-

presiones .epre4senban ntimeres positivo y ouáles niimeros nega-

.1

(d) pri
(e) i

--p + (-n)) r
(f) I I

Resuelvecada uria de las siguientes 'inecuaciones:
('a),
(b)
(,c)

-x .0. 5
( -f) + 2y'-4'3y
(- ....-)z.- 3

-()' (14) + (....xr + k
(e) 1\lip + b +'.5 + 2b + 12
(f) x(x + 1), ( x

381

Defermina eI conjuntod:de-validez de' cada uno de los siguientes
enunciados:

*
1

(a)

(b)
5E

.7t Y( c)

x > 0

x 0

*

(d)- (-1)2 > 0 y x

94

(f) 2 + 1 .= 0

0
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Si el &mini° de la variable es .el conjunto d os evteros,

determine los donjuntos de validz de los.'siguientes -enunc4,doS:

(a) 3x + 2x = 10 'MI) 2 () 5 ,"
. 4

(b)I X + (--1) = 3x + I (e) -3 2( + 5 -02x -1-'3

(o) 2x + 1 -7-; -3x + (-9) If) + (Tx) -Ex)

Resuelve las siguiente's ttovaciones:'
i(a) 3x= 5 (d) 7y.+.3

(i)) 3 5 (e) 3x T. 7x + x

(c). 2n n + ("-2) = 0 (I") 34 (-q) + 5 + q =-

Resue3.ve las sigulentes ecuaciones:
(&) = (x + 3) +
(b) x(x,-1-'3) -I (-4)) (x 3)

(9) 7Y + (7. :1)Y + (- 3)

a2 a(a + t)
(e) (x + 2)(x + 3) = x(x + 5)'+ 6

(f) 2q2 + 2q + q2 =;?( q +-5)(q + 1).
El largc de la* xect4agulo es mayor 'clue o igual. a 6 unidades

y menor que 7 unidades, y el ancho es 4 unidades. Rana

el apea del recting0.9.
11. El largo de un rect)inguio es mayclt que o igual a 6 unidades

y menor que 7 uniaades, y ancho es irriao'r.que o igual a

4 unidadès y menor que .5 unidades. Halle el area, del rec-

tangulo.
* *12. ,E1 largo de .un rectingulo es mayor que o igual a*. 6.15 pulgadis

y menor que 6.25 pulgadas,:y el ancha- es mayor que c. igual a

4.15 pulgadas y menor que 4.25 pugsgadas.. Halla el area del
*

rectingulo.
13. (a) Una cierta variedad de malz produce AO. sèmiflas por

cada planta. Cuando se siernbran, o todas las .se'millas.'

se desarrollan; entre -zr y de ellas producirdn

plantas nuevas. Cada nueva planta a su vez produbira.'

240 semillas. Si en un,,aftos!ge'. iembra..n las sémillas de ..

una so1a planta de 4d-utintas, semillas se, podi-in ob-
,

tenet* en el sigujente aft? s

a
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(b) Supongamos clues nel.ejer.o anterior, una plan4, de
raiz, en vez de Rrodueir 240 8emil1as, ppoduee'entre
230 -y 250. Con esta eondielán, Leuantas semillas se
fodrin obtener eneun ato de las- 240 sembradas el aflo
ante.vior?'

tri los .siguientes problems,- eseribe emineiptdos abiertos y
eontesta la 'pregunta de dada. uno: 1.

(a) Un euadrado y un trielAgulo equilitero tienen Rerimetros

iguales. Un 1.ado *del triarigulo es 3.5 pultadas 144s:
1\argo un lado dql euadrado. uál es el largo-del
lado del cuadrado?

(b ) Un bote, navegando a favor de la eorriente, tiene una
veloeidald de 10 minas por hora más tque la de la

corriente La vel6eidad del bote en e.sa direceión 11.o

es mayor de -25 millas por hora. e,Cuzi.1 es la Arelaeidad.
de la eorriente?

Marfa *tiene' que hgeer un trabajo de m)eanografia que le
1empleari por lo menos tres horas. Si empieza a aa

I p.14. y debe terminar no mits tarde de las, 6 P.M.
&euetnto tiempo espera que le ocuPe el ,P-Tiabajo?

( ). Jai:me reeibe $1.50 por.hora por un trabajo 'que hace

en su4,horas libres y ahorra lo que se gan,a para
prar un earro. LCutintas horas tendril: que trabajar si

el carro le ha de cobtar por 10 znen9s 75?

eV,

4
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CapitulO 9

14 RESTA Y LA DIVISION DE NUMEROS REALES:

9-1. Definicián de, la resta

Supongamos que haces una,compra por 'valor de 83 ctehtavosl'y
, ,

das.un dálar,a la cajera. LQue hace ella? Te deyuel*ve dos centavos,

y dice "85% luego una mOneda de' 5 centavos'.y..dice-"90", y

mente una moneda de 10,centavos y dice-"un'dálar". 9,114 ha estado

haci'endo Restando. 83 de 100 ..1

r4
Ccimo:hace ebtoa? -BuscanOp"

.auanto debe Sumar a, 83 -para obtener t001 ;La pregunta,

"4100 - 83 . cuinto?".significa lo mismo que "03 +.buinto 100?"

.4Y c6mo.hemos resUelto la ecuacia,' t

83+x=1OO
en el pasado? Sumamos,a ambos 'ado 's. el opuesto. de 83, y obtenemos

x = ab (-83), .,

Por Io tanto, "100 - 83" y "loo-+ (-83);1.sot nombres.del mismo

ntimero.

..,Practicacon algunos otros'e'jemplos:

20 -='9 . 11 ,; (-9).= 11'

'8 4 6 . 2, 8.+ (

5 = ) )

8.5 ;!( ) = 5.3 + (-3.2)1 ( ).

D spu4s de estudiar estos eremplos, convendras enAue al

restar unynlimeto pbsitivo b. de ianimero 15ositivo mayor a, s;

Obtiene el mismo resuitad6 que al surliar'.el%opusto de b al milero

a.
I

Cpmo ya has tenido experiencia con la resta dentimerossposi-

tivos,!probablemente te preguntar4s4pe 114016s logrado con lo ante- ,

4

rior. 4Tuestro probIema es decidir cOmo'definir la teSta para todos

los nilieros reales. Hems descrito ahora la resta, en el cas6 ya

conocido de los ntimeros positivos, medianté operaciones que sabe-

mos efectuar con todos los nUmeros reales;. a saber, las de sUmar y

',tomar opuestos. Por lo tanto, definimos la resta para todos los

ntlAros reales comO sumar el opuesto. De este modo, extendemos

la resta a los nUmeros reales de manera que conserve las propie-
,

dades que ya conocem9s de la aritmhtica; y en nuestra definición

21 6
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Solo se -utilizaron'ideas ya cort6cidas.

ftra ,resar .4 'ndamiroe real b
. del weber° real a, suma el

opuesto de

-tjemplOs.

b
. . .

al ntimero
.

.

, 2 - 5

a.

=

As1_, papa dos ndmeros reales
. a, bp

,
- .

2 + (-5)

5

( 2) 5 = (-2) -I: (-5)

( = 2 + 5 = 7

Lee ia expresi6n "5 - (-2)". &Hemos utilizado simbolo
- II

de dos Inaneras distintas? 4(04 significa el primer simbolo*
" ".? 441.a.6 signifloa el Segundo'?

° COmo ayuda para utilizar con claridad este s/mbolo, formulamos
los. siguientes enunciados anilogos acerca de los dos significados:

En "a s- b",' En'"a +-(-b)";
el simbolo " etti entre el slmbolo - " es' parte de -un

dos numerale3 e indica la 7 numeral e indica el opuepto de.
operaciOn de restar. Leemos Leemos la 'expresi61.1 como "a

la expresidn. como "a meRop sumado al opuesto de b".
b".

Vemos que la operadion de restar esti muy relacionada con la
de sumar. .Enunciamos esto oom6 sigue:,

Teorema 9-1. Para tres ndmeros reales a, b, co
a + c si y solamente si a - b = 0.

a

Demostracidn. Recuerda que para demostrar un teorema en que
interyenga la condicidn("si y solamente si t! tenemos que demostrar,.
en realidad',' dOs teo.remas.

4
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Primer6 mostramos que Si a .12 + c, entonces a b

.

a + ( -b) + c)

'a b + (.10).4. c

(,PI
44.1 14 1?b. d

Lemostremos abOra qup. si a - c, entonces a . c. P,a.ra

ello, observa b 1 c" sig.nifica "a + -b) = c". Ahora

pbdris cOmpletfr la!,.demostrabion.0

Conjunto., de probifemas 9-1'

2000

A

(Oor clud?)

(e-Por qt14?)

t

( -5000)

2' I 7 ( 47)

3. *-( ( -6) t:

k. (-0.631) - 0:4.0

5 (-%79),-1422

0 7 (

9. Resta '-8 de

10. De -25, -resta

1. 4Qué ntimero es. 4/11.1;11enos que

2. LCuanto maw, es que -17>

tCutinto' mayor es 8 que -5?

14, Sea R el conjunto- de todos' los n&eros srealeos y s el con-

jullto de .todos los ntimeros obtenidos al efectuar INIperaCi6n

de restar con vares= de ntimeros .de R. Es S un subcOnjunto
;

4

I.
,

,

,

de R? Lfs el conjunto de los numeros reales cerrado respecto

de la resta2 si,Es el conjunto de los ntimeros de la aritmdtica

serraao respecto de la resta?

f5. 'Illuestra por qud "a - a = 0" es clerto -para. todo's los ntimeros

reales.

2 1
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,

nto.de validez de 'cada'Una de las sl,gu antes

(4) x 23..&= 7.2

(0) 8, -16 (r) z
_

1 . 'ta.temperatura bajó :100 deacie una'temperatUra original de:
bajo cero. Cul e* la nuevatemperatura? 'Muestra 06mo-este

wegunta eqilielacionada con la resta de ntimeroioreales.

1.a.'Sra. J. -lanle. ur;haber ,od, -47.23 .en su cuenta en:una -

:tienda:por departamentos -'Compró arcrédito Untraje de
41550. 40uil era-entonces:el bal.:ante de su ,cuenta?:,

19. 'Guillermo le debla 040 centavos a, su hermano'y le' pee 50.
4

*

oentavos. Odmo podemos escribir esta transaccidn como una
.

\
resta de nAlmeros reales? (Representa la deuda de 80 centavos.

.

por- (AO)).
. 41,

.. ,

.
.

El punto mi* bajo del Wile de la Muerte esti a 282 pies bajo
e2 nlvel del mar. La cumbre del Monte Whitney, visible desde

elite valle, Imti a una'aitura de 14,495 pies sbbre el nivel
del, mir. '4.Qui altura 'tiene el Monte Whitney sobre 61 Valle,
de la Muerte?

Propiedades de la resta

IsOuiles son algunas propiedades de la resta? 4Es

5 - 2 = 2 - 5?

.4A qui conclusián llegas acerca de la conmutatividad de la resta?
a.es

-18 (7 2) - (8 7) 2?

Orees que la resta et asociativa?

Si la resta no tiene algunas de las propiedades conocidas,
tendremos que aprender a rester refiriindonos a la definicidn 6n
tirminos de sumer el opuesto. La suma, despuis de todo el tiene
estas propiedades.

21 9

I.
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For ejemplo, como la' resta no es socistiva, la expresi6n

no es realtente-un numerSl.porque no,,es el nombre'de un ntimero en

particular. Recuerda que la; resta es una operacián binaria; es

degir, en. ella intervienen dos blimeros. Ehtonces4 Lentenderemos

que "3 -,2 - 4" 'sdgifica. "3 - (2 - 4)", 6 "(3 - 4"? Para

llegar a Una decisión, transformamos la resta en'la sum 'del

opuesto. Entonces,

3 ,( 3 -4(2 -(74)

3

Por otra parte,

(3 (

+ + 4)

+ (2) + 4.

(
(.2 )) + (-4)

3 + (-2) + 1-4).

Escogemas el segundd ge estos significados como el mas apro-

Piado. Convendremos pues, que

es decir
s**

.a-b-o signifies

a b - c =a + =b) + (-c).

-Ejemplo 1. Halla un'nombre corrcente pars

+ 2)
5

't

Poddmos considerar esto
6-

como + 4) -+ (- y entonces sabemos

que podemos escribir

(_6 2)
5

6

- 3.

22n
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Ejemplo 2. AplAqa las propiedades,de la swaps:Fa escribir la

expresion 3x + 5x 8x 'en Una,formame.s

3x + 5x - 8X,. (-3)-x + 5x + (43)x.
EtiplelamOs aquf el teorema', ab= (4)b, Para el Priraer terMino;

"

y la definic-ián-deja resta x el mismo teorema para el,

-termino. Es. decir, consideramosqa expres16n, -3x + 5x 8x
cOmó la suma de las expre1ones, (-3)x, 5x, (-8)x. Entonces;

-3x + 5x - 8x @3) + 5 +' (-8)) x por la propiedad
distributiva

-6x. #

La palabra "sipplifica" se usallabitualmente para indicar

instrucciones tales como Ithalla un nombrd dorrienie de" y 41emp1ea.
a

las propiedades de la suma para scribir en vna forma miS sencilla
lo 1guiente", 'auri cuando nO'es tan preci6a como dsas frases.. De

ahora en adelante, utilizaremos este terMino duando no haya posi-
bilidad,de confusiOn.

Ejemplo 3. Simplifiba '(5Y - 3) (6y. 8).
(5y 3) (6y 8) 5y + (.,3) (--(6Y'+ ,(-8) (por qué?). 4 -

r 5y + ( -3) + (-'(6y)) + (-(-0 , toda vez que

el opueeto de8la suma es la

suma de 1,os opuestos.

= 5y + ( 3) + ( -6)y' + 8

='(-1)Y + 5 (LPor clue?)

= -y + 5.

En vez de haber empleado afirmacion de que el opuesto de

una suma es la suma.de los opuestos, bien pudimoS haber empleado'

ei'teorema 7-2a, el cual establece que -a = (-1)a, y lueg6 la
propiedad distributiva. Entonaes nuestro ejemplo hubiera apare-1,

cido como sigue:

(5Y' 3) (6Y 8) 5Y 3 + (-(6y
. 5y - 3.+ (-1)(6y + (-8))

+J-
. 5y 3 - 6y +
= -Y + 5 ,

29.1,
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al*

Cuando entiendas los pasos efebtuados podris abreviarlos asi:

,Tal vez te asombre la manerac6mo ahora efeetuamos mntalMente
s

algunoq pasos.4 Esta hábilidaq de abarOar varios pasos sin tenr-que

esoribirlos tOdos es Una indicación de nuestro desarrollo matemitic8.

NO obstante, debemos estar dispuestop en cualquier momento a seftalai

y expiicar en.detalle cada'paso.

* ,Por ejemplo, justgica cdaa,uno de los sigu entes pasos

(6a - 8b + c) (44 2b + 70),

(-8b) + + 7jc(11-Et +t (-210) +' 7c)Yj

._(6e71- '(-8b) c) + (jta) +- Riab)) +' (40

. (Oa ( -8b) + + 4-4a) + 2b + .(7.70)

. (6a + ( -4a)) + r8b) + 214 + + (-74
(6a (-4)a) (78)b + '2b) lc +. (-7)c)

(6"+ (-4)) a + ((-8) + 41) + '(1 + (,77)) c

'`
=,2a + (-6)b +'(-6)c

= 2a + (-6b) + -(-6c)

= 2a.- 6b - 6c

Conjunto de problemas 9-2a,

SimplIfica: (En los problemas 7 -y 20 'muestra y explica cada paso

'como se hizi) en las primeras'd65 partes del ejemplo

En los demis problemas utiliza'la forma abreviada de

la tercera parte del ejemplo 3.)

. .(a) 3x - 4x

(b) -3a

(c) '4x2 = (-7x2)

'(di --4xz - xz

2. (a) -3Y - 5Y +

(0) -3c + 5c -

(c) 7x2 -,4x2- 11x2

(d) 3a2 5a4,±6a

y. (a) -(3x

(b). -(-5a 3Y)

.(0) -(4a - 6a:)

(3.6 - 1.7) + (2.7

ii)

6. - -e) (4- +

'7. (37( + 9) - (57(

4.



(2 + 8) + (2
-4? -I!' 6y

.10. o + 50 +

11. (3x - 6) + (7 - kx)

12. .(3x + (6 - 3x)
13. (5a 17b) - (4a - 6b

14. (2x -+ 7) + (4X2 + 8 - x)

1

1 5 (3a + 2b - (5a b +_a)

16. (7x 3x) + (4x2. - 8)
s,

17: (7X "' 3)0 (41e. -.7X ,6 d)

18. ("MY 4orz) zrz)

t3ta + 1 2ph :.8a) - (5a - 7n - p)

20. (5x ... 37) *(2 4- 5x) +.(3Y - 2)

21. 'De ha + t.3b -,7o reSta 5b
22. /Alia es el resultado dè restar -3x2 + 5x - 7 .de -3x 4 -;\ 12?

23. Qué debemos sumar a 3s 4t +.7u para obtener -r9s -'3u?
24. Demaestra: Si b, ento4ces a - b es positivo.
25. Si (a b) es un ntimero pdsitivo, 4auil de los enunciados,

b, a b, s2> b es aierto? Y si (a; 2 b) es un ntimero
negativo? .si (a -= b) es cero?
Si. a, b, ,a son ntimeros reales y ademaa a > b, 4quê se puede
dear aaeraa de la, ordenación de a' - a y b - a? sDemuestra
esa afirmación.

La definiai6n de'ia resta en términos de la puma nos permit's,
extender ailn más nuestras aplicaciones de la propiedad disiributiva
y desorkpir en un lenguaje diferente algunos de los Pasos llevados
a cabo al de.terminar cOnjuntos de validez.
Nemplo.' Simplifiaa

(-3)(2x - 5).

Apliaando la definici6n de 31 iesta, tenemos que

223
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- (73) (ax '+
0

'C-31(24 +(-3)(-5).* (4Por ilue)
= q-3)(2)) x + 15 (4Quipyapiedgdes

de la multipli-.v

oaoi6nAitiiizamos

(-6)x-+ 15

-6x + 15.

aqui?).

Tal vetbubleras t/abajado mentalmente algunos de ertos pasos
r,

y bubieras esarito directamente: "

,(=3)(2x . 5) w -6x. +-i5p.
. ..

-pensapdo que "(-3) por (2x) .esuigual a (-6x)"

y clue- "(-3) por (-5) es igual a -15". .

, .

'. ponjunto de problemas 9-2b .

I. Efectlia las operaciones indloadaslY.simpiVioa auarlido sea

posUie: ...1
S S

.

(a); 443 - 5) (0 5(3,-.2x) .

(b)' 2 (-4 - (-a ) fig) 41.(-2) (3X - (-3.

'(0) (-3) (11. -.(-5)) (h) 2(-3x - 3)

(a) (-x)(-2 + 7) *04 a(b -'2)
.

(e) .(-4)(3 - )0 (j) (-y)(-x -

Efectila-las operaciones indicadas y simplifica cuando pea

posiblet

Sa) '(-3) (-a 2b o)

(b) (-3x + 2y) + 2(-2x.

(a) (22)(a - 213) + - 2bY

(d) 412(2u + 3) -*3(2u.+ 3)':

(e)'x(x + y) -*y(x +-y)

(f) 2a(a b)-+ b(a --b)

(g) 3(a - b + a) - (2a b -12 )

(h) (-x)(4x + 2x(-x y)

(1) a(b + c + 2a(2b + - I)

(j) a(a + b + )+ b(a + b + 3) + 3(a + b 3)

224

5.



ResueIve:

(a.) .3z - 4 .

(b) 2a

(C) -33r =

(d) - 2y

5 (f) 0.7x + 1.3 +1.
4a (g) 1 'c 4 -,x

y (h) 7a +

1 .5c .5 - 3.3 .

(e) 4u +.3 > .5u - 3

(a) 'El anchode un tectingulo es 5 pulgadas menor.que el

largo.A 4Quil es el lapgo si el peiiimetro' es de 38

puIgadas?

(b),..Si a unndmero leyestamos 17, rmultipliCamos el'

repul_tado .por 3, el producto es 1.02. LCuil es el

-ntimero?,

a

-,

(a) Un*maetro- dice: "Si tuviese, en'ii clase:ttps veces el

ntimerp de alumnos cr.ti.e'tengo ahora,tendria un:ntimero

menor que 46 más de X08 que hay". 4Cuintos estudiantes

tiene en la clAse?

9-3. La resta en términos de

Suponte:-que preguntemds:

tancia hay.desde '5 4asta

,tunidades en esia distancia, en

stancia
e

En la recta numerical mid dis-
. 0'

Si x- iepresenta el nximero de

nces

5 + x 8.

Como ilemos-visto, lA sso1l.76.16n de'esta ecuaci6n puede escribirse

co= x = 8 . 5. As1, podemos interpretar.a 8 - 5 como la dirs-
.

tanaia desde 5 'haste 8 Aen la recta numerica.

r 6-5

11 it Ir., I iti I

.0 1 2 3 4 3 6 ? a 40 II 12

a

Preilintemos.ahora,que distancia hay desde 3 hasta

Si y representa el .nlimtro de uniftdes en este distancia,

entonces 4

,



A4,0 (-2)'7

hasta (-2).

= (-2)

y .m.v(4) 3 .

se puede ikfterpretar eomo la*distalicia desde

(-2) -3 I
1,141 I 1+11.11

2 1 \ 1 2 3
,

La eantidad 8 - 5 m 3 'es positiva, mientrias que
.-

es,negatiya. valid nos diee esto? Jibs dice. que 14 diftaneia deacl!
T

52hasta 8 se mide haata la derechal jdesde' 3 haste -(-2) ,se

Mide kacia la izqpierda. Por lo--tantch a - b nos da efeetA.va- 1.

mente .1a distarieia desde, b hasta a; es deeir, nos da a la vez

la longitud y la qlree016n.

SupOngam6s que 'nos interesa, no la direeei6n, sino solamente

la- distaneia entre a b. Entonees .a b es la distancia

,desde b h.' a a, b - a es la distanela desde *a hasta '131 y

la distane a entre a x b es la que sea positiva de esas dos

eantidades. A base de nuestro.trabajo.anterior sabemos que dsta

es la

por ejemplo,.la 4istaneia desde 3 haste (-2) es',(4)

es deeii;0 la distancia entre 3 y- (-2) es '1(72) - 31, es

,decle, 5. Lp igual modo la'distania desde 2 hasta x es

x - 2; la aptaneia entre 2 y x es Ix 21:

Conlunto de problemas

1. &Qud distaneia hay

(a) de,isde -3- hasta 5? .entre 5 y 1?

-(b) entre -3 7 5? desde -8 hapta -2?

(e) desde 6 hasta -2? (0 entre -8 ''11, -2?

(d)' entre 6 y -2? (i) desde 7 haste 0?

(e). desde .5 hasta 1? (j) entre 7 y 0?
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lAud distancia hay

(a). desde x. hasta 5l (e) desde -1 hata -x

(b) entre x y 51? (f) entre ,-x 7 -1?

(c) desde -e hasta x? (g) de!de C.) hasta x?
(0: entre -2 -s/4 2ct (h) entre 0 Y x.?

.

Rn cada uno de los siguientes pares de expresiones, .supti:tuye

el signo de interrogaci6n Tor uno de los simbolos "*-t ",

4,

ii >

(a)

(b)

(c)

ja)
(e)

(r)

.(g)

(h)

para obtener up enunciado cieiTto.

? 91 121

Escribe un simbolo entre la b I a .4- lb I para obtener

un enunciado sjue sea cierto para todos los ntimeros reales' a-

y. "b. 'Raz lo mismo para la - 1)1 y Ibl para
1 a

-

Describe los enunciados obtenidos en el problema 4 en términos

de distancia en la recta numérica.

4Para cluddos nilmeros x en la recta numdrica'es cierto el
A

siguiente enuhciado?

lx-kI=i
7. 0.1241 es el conjunto de validez del enunciado;

lx - 41 -4 1?

COnstruye la grifica 'de este d'onjunto en la recta,nutérica.

LCuil e el conjuntoide validez del enunciado,

x 4 L> 1?

Construye la grifiça del conjunto de validez dp

x >,3 y 11:-4 5 -

,

en la recta numdrica. lEs este conjunto idéntico al conjunto

291"
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de validet ,de lx - 4.1 .4 1? (AcostumbramoS escribir
113 1 .4, 5" en vez, del enunciado "x > 3 y

10. , Determina el conjunto de validez de cada una de las siguientes

ecuaciones y representa ergificamente cada uno de los Conjuntos:-

(a) jx.- 61

(b) y 1-61.
w 110, '.. . 2

(d) ix1"4-3

(,) Iv] >

ly1 4. 12 . 13

(g) Ix, 81 .4 4

(h) jz 12 6

Lee esto asi:' La distancia'entre x y
8 es menor que 4.)

(i) IX (-19)1 = A

( j:7 + 51 = 9

11. Para, cada enunciado ,en la columna tit la igquierda, escoge el

enunciado en la columna de la derecha que, tenga el mismo con-

junto de validez:

xl . 3

xl
x . 3 .y ,x . 3

3 x = 6 x = 3

3 x -3 r x 3

xl > 3 ,x > -3 '6' x 3

xr 3 x -3 y x 3

xl i 3

xI3 x -3 6 ,x 3

Juan, y Aitil salen en .,bicicletas desde un punto marcado con 0

en una carretera recta. Juan corre .9/110 millas por hora y

Ra1.11 a 12 millets por hora. Halla la distancia entre ellos.

al:cabo de

( 1) 3 horas v.(2Y horas, (3) 20 minutos, si
. -

(a) Salen al mismo tiempo desde la marca '0 y Juan va hacia

el este y: Ran hacia el oeste..

(b) Cuando salen, Juan se encuentra a 5 millas al este y

Ratil a .., 6 millas al oeste de la marca 0,, y ambost van

hacia el este.

4



A

(e)' Juan sale desde la marda 0 y va hacia el este. Rail).

saie 15 minutos ms tardel tambiin desde la4marea 0,.

y vahacia el oeste.

(d). &loos aalen a11 Talmo. tiemp9:, quan desde la marca y
va hacia*el oeste y Raifl desde: 6 minas al oeste de

dicha marea y tambien va haela el oeste.

e

9-4. La divisi6n

Recordaris que deeinimos el' restar un namero clomo el, sump ,

su opueSto:

& b . a 4. (-b).

En: otras palabras, derinimos la reta"en términos' de la'suma y el

inverso*aditivo. 1

Puesto que la relacidn entre la divisi,án,y la multipIleación

es easi la misma'ique la que hay entre la resta y 14 sumepodriamos

esperar que la divisi6n se defina en términos de .1a multiplicación

y eL nversomuliiplicativo. Esto e.s exactamente lo que hacemos;

. Para dos ntimerds reales cualesquiera., a y b

(ID leo, "a ditidido por signifipa "a

multiplieado por.el reciproco dp b".

Utilizaremos el simbolo para indiear "a dividido por-b".

Ete simbolo no es nuevo. Lohas utilizadp.domo una fracei6n

papa indicar divisi6n. -Asi, pues, ia definici6n de la divisidn
1,

es:

. a (b ye;0).
44.

4

Como en la aritmdtica, llamaremps a "a" el numerador y a

"b" el'denominador de la fracci6n Cupndo no hayit posibilidad r

de donCusidn, liam'aremos tambi4n numerador al niimero que "a"' re-

Twesenta y denominador al ntimero que "b" rtpresenta.

A continuaci6n aparecen algunos ejemplos :de nuestra defini-
10 1.el6n. El simbolo se inte reta coMo 10 2.). 6 5; e igual-

inente 79 quiere deeir 3(-T- 6 3(5), 6 15.
3 1

2 .2 9
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4

4Está de ecuerd6 esti definic16n de la divisiAn con'las ideas

que acerca de,ella tenemos en la aritmêqca? Por ejemplo0,.una
10

manera elemental de referirnos a es preguntarl "Lqud ntimero

multiplicado loor 2 da 1011" Como 5 ? . 100 entances 5.

&Port qu6 en la definiciáride la divisián,se impuso la're7
A

striecJ4n"b 4' 0"? Debes ester prevenido contra el tratar mad-

vertidarnentee efectuar la operacian imposible de' dividir por

cero.

9-4

'Conjunto de problemas 9-4a

.Escribe nombres corrientes pare los siguientes:

le a
2.

- 5 '

570
579

3. -t.cr2

4.- -21,_5

2

3-
1v. _Li'

1

.10

CoMbleta los Isiguientes

10

enunciados ment lmente y competralos:
,t

= 3r 21

k
= Y, -18 . 6( )

2Y Y ,8y 2y(4).

-18

8

01p4 te sugiren estos ejemplos acerca de ia relación entre la

,Mult1Pl1cac16n y la .division? 4Es el siguiente teorema compatible

co'n tu experiencia en la aritmetica?

Teorema 2:21. Para. b 7(00, al= cb si y 'solamente
e

si = 4.

23n.
*
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,decir, a dividido por b es el ntimero que,multiplieado ppr
fl

da a. gompara eS'to eon el:teorema 9-1 que af'irma qUe 'b

--=:restado de a es el ntimero'que sumado a b da a.

:De nuevo para demostrar un_teprema en que'intervenga la'

'condicidn usi y solamente Si".tenemos que demostrar,dos cow.

'Primero, hay que demostrar-que si. t..c (b./.0), entonees

a =0. . El hecho de'que deseamos obtner

derecho de la aouacia nos sugiere tniciar

plicandó snipes miembrosd. c" por 'b.

(I) (0),0Iemostracitin. Si

-4

aa = el

1vb
0 a (i b).--,,cb,

a 1 cb,

Segundo, hay que demostrar
aE7= c. Esta vez, el hecho

en el ladta'derecho sugiere

ambos miembros de "a

Demostracidn. Si

el) 'en el miembro

la demostracidn multi-

entonces

clue si cb (b yto), entonoes

de qud no deseamos que b apareica

iniciar_la demostración multiplicando
1por Esto-es p sible puesto que,

a .

a-

a Fo = a(b

cb (b /0), entonces

5.= (cb)41

4)/

1

1a .

b 7

Justifica cada uno4de los pasos en las demostrationes anteriores.

- ,La segunda parte de este teorema concuerda con el m4todo'

acostumbrado pe comprobar la divisidn multiplicand° el cociente

por el diVisor.



'-225

La propiedadmultiplicativa del .1 'establece qup a . a(1)

liaTa,cualquier ntimero.real a; SI., a esto le aplicamos el teorema

obttnemos doecasos especiales coneCidos de la divisiOn. -Para

adal"quier ntimero real

a
T a

y para cualquier nlimero real a, distinto,de

a 4
I

ConAnto de pro4emas 2-kb

Demuestra que para cualquier nlimere peal a,

a
. 1

= a. /

.2. Demuestra que para cualquier nlimero real a, distinti de cero,

a = 4

a
.

3..-Et los siguientes problemas efectda las divisiones indicadas

compruébalas multiplicando el cociente

(a)

c.(b)

25_r

:2
(c)

Z5o

7-30

(a) 3 Nig
5

152.(e)
71:1

( ) 22.11
. 3 (j)

k.
28,3

eQu i. pued&S decir...acerca de 15'

(g)

14 Ng.
2 42-

.1

5. Cuando dividimos un niimero positivo por un nilmero negativo,,

obtenemos un'cociente pdbitivo o negativo?, a al dividir

un ntimero nega-tivo por uno positivo? a si' divididramos un

ntimero negativo poriun ndmero negativo?

2 32



liana el eonjunto de validez-de'eada una de

ecuaelones:,"

a) 6y 7

(b) -6y 42.

(e.)- 6y -42'

(d) -6y

(r) 112y

(S) 63r. .43

4

.20

(j) a=9

(k), 413 =0

(1) 5x
10

galla el .09p:unto-de vall:deC de dada una de las, siguientes

ai siguientes

t

ecuaeiOnest).

(a) 5.111-7. 8

(b) + 13 = 25

x .34x. 6.5,0

'(d) n (n 56

(e) as. 1.94.,-+ 4

veves un-ntimero se. disininuye en

lialla el mimero.'

Si a. ,dos 'terelos de un.ntimbero le sumamos 32 el resultado-,
es 38. 041 es el' n4mero?

el resultado ei

Si se 'necesitan 4e-aziiear para hacer un biieochoo-
, libras de azliear se neeesitan para haeer 35

Pbizeochos para un banquete eual asistirin 320 iem;sonas?

Ii

$

tin rectdngulo es 7 veeesimets largo que.aneho. Su perfmetro
es de VIA pulgadas. 40utilfres -el aneho ,del reetingulo?

2. edad de Juan es tres vines la de ilicaKdo. }lace tres aflos

la sumattde sus edades era 22 altos Lgué edad tiene calla uno_

ahora?

Haile:. dos enteros pares gonsecutivos .cuya suma Sea

'

14.

4,
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14! Hallados ent4os positivos lmpares cOnsecutivos cuya suma'sea

menor,que o igual a ,83.

15. En una yenta especial con descuento de 20%, una slala.costa

430;_ 4Qué precio'ltenia la silla antes'de la yenta especial?

Dos trenes .saaen 'de Chicagp al mismo tiempo: uno' viaja hacia

. el norte a 60smillas,por hora y .ea otro hacia: el sur a

minas por hora. Oespu6s de cuintas horas estarin a 125

*millat uno.del otro?

17. La mitad de un nlimero es 3, unidades mayor que un sexto del

nttnero. LCuil es el nximerOr

18. Maria:comprIS 15 sellos de tres centavos y otros de auatro

centavos Si Pag6 41.80 pox.' ttdos los seflo 1e cobi.aron

lscantidad correct#?

Juan tiene 50 motedas, algunas:de cinco centavos, otras de

diez'y otras de un cerItavo. Elillimero de monedas de diez cen-

-tavos es *`.4 mis que el de las de un centavo, y el naimero de

monedas de cinco centavos es seis-\Mis queel de las' de ddez

centavos. .
Ouintas monedas tiene de cada clase? Ouinto

dinerotiene?.

2 , Juan; que esti ahorrando dinero para coMprar

2dijo: "Ria 01/Igo semanas tendré que"tres veoes

16 que tengo, ahora. 'Entonces tendré suficiente dinero para
,-

.comprar md bicicleta".' Si la bicicletaecuesta 476,- i,cuinto

tiene Juin ahora?

Un.avión que:vuela'a una velocida.0 media de 200 millap ppr

"hora (cuando no hair viento) es retardado por-un viento de

frente y tardi 3 horas'en compietar'un vuelo de '630 millas.

4Cuil es la velocidad media del viento? .

22. La alma AA tries enteros positivqs conseoutivos es 108. Halla'

los enteros.

La suma de dOs enteros posStivos consecutivos es menor que 25.

alla los enteros.

*24. Un fabricante de jarabe. prepará 160 galones con un valor de

4608, mezclando.jarabe de meple de a 42, el 'cuartillo con

jarabe de malz de a 60% eI cuartiilo. loCuintos galones de

,cada clase utilizá?
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25. Muestra que'sk el.cociente de dos ntlieros reales es positivo,
el producto de los ntimeros es tambi4n positivo, y queSi el

cociente' es negativo el produoto 'es negativo.'

9-5. Nombres corrientes
En e3. capitulo 2 consideramoi algunos nombres especialeg

para los mimeros racionales, que son en cierto sentido los nombres
riuip sipples para estos ntimero-s, y los llamamos ."nombres corrientes"
Dos detalies Particularesacerca de cocientes indicados eran de

20interds: a."" no le llamamos un nombre corriente para "cuatro"5
porqw ."4" es mo.s andlogamente "4" no es un nombre

L"corriente para "dos tercios" porque Nr" es mix sencillo. bbtenemos

estos nombres covriêntes empleando la propiedad del 1 y el teo-
re

a 40
m -a-. 20 k. 5

4(-5.) ) at= 11.3- 5

Ror otra parte, "V.--
En el' ejemplo

2 7domo .3-(7)?. Esta prdotica

( 1 )

no se pueden simplificar tuis.
ior '6qud nos permitici pacribir

iente en la aritm4tica se puede
demostrar p,ara tOdos los nl.imero reales.

Teoregm 9.-5. Para cuat o ntimeros reales cualesqui.era
b, c, d, b 0. d 71 0, entonoes

a a ac
d 4 13-5

Demostraclán. (a 4.) c a) qud?)

(ac)(4- r

,= (a-0(14d) *

235

(4Por qud.?)

Tec:)rema

(4Por qué?)
I.
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3 2b
emplo SimPlificsa 4by.

3a2b.
5404r

2. $implifica

IelabN
5yW6/'

7.74

poxb las .propiedades socia-
tiva y conmutativa,

por el teorema 9-5,

.4 por la propledad-der 1.

Diotat Cuando escribimos esta
trase, suponemos automitick.
mente we el dominio de y'
excluye .a 1. iPor qui?)

por la propiedad distribu.
tiva,

por el teorema 9.5,

), toda vez que: 1, (aqui

port la propledad,multip)icativa del

Cuando .adquieras mds axperiencial indudableimente tu agilidad mental

te-permitiri omitir algunos de estos.pascoi.'

E,lemplo Simplifioa (gx

Ror la definicidn de'resta,

por la eropiedad multipli-
cativa del 1.

x -x
Los numerales y 2. son to.dos nombres del mismo

=liner° y todos parecen lgualmente.senCillos, pero el dltimo de

eflos-es el-mombre-eorriente,-que se-acepti, Por lo tantg,

2 6
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2x + 5_ _(5r2 ) x
8

.6onjunto de problemas 175:

Hemos empleado la propiedad ouyo 'enunciado es; para los

mimeros reales. a z b, si b / 0, entonces

a a
=

Demuestra 'este teorema.

Simplifiea las exPresiones que,aparecen en cado uno de los'

siguierites problemas:

af

I.

Ca)

(b) 2x
3x - 6

(c)*

(a)' xYx + 1

Y Y(b) xx
- 1

8b - 10
(a)

4b 5

( gb 10
b)

4b

(c) -120

-n -

fey, 2x - 4
6 - 3x

(c)

(d)

'(c)

(a)

4'

+y

1

- b) + 2,
b - 5

10 - 8b
1 + 4(1 - b



+ 2

(b)

1 .. (a)

4t +t.

6a2b
a

2b
3b

.

(x + 1)(x )

X + 4

(xi- 1)(x - 1)
4x -

( )

(d)

2x + 1
3

3x + 6
3".

Ea.- a2

Ea --
a - 2a
(4t 5) - (t + 1)

(0)

(0: - 5)(2 - 2x)-
10x +10

6a2b
a:

3e.b(2a + a

1. -
41 2 6x 4--)

4

9-6. Fr aooiones
k' Al comiehzo de la seocidn 9-5,,recordamo8 dos convenios rela-

tivos a los nombresi corrienteio que hemos eatado utilizando2desde
el capitulo 2: Un nombre corriente no contifitne divisiones indica
das qut- puedan efectuarse; y si ocintiene alguna divisi6n indicadai

la fraocidnsresultante debe.:estar en su "expresidn minima". Luego,

en la misma sección, estableoimos o.tro convenioo date relativo a

\(:)reuesto: 41-paterimos.estribir tt a eacribir cualquiera de Ios
,a a

otros nombres aencillos para el mismo ntimero, E.

Volvamos a los convenios Etoeica de fracciones. En este. cuiso

una "fraoci6n" es un Simbolo 'clue 4ndica el cociente de 'doe niimerbs.

Asio una fracci6n contiene dos numeraleso un numerador y un

2 8
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'denominador. Cuando no haya pasibilidad de confusi6n, empIearemos'

la paltbra "1!raca6n" pira referirnos tambi4n al'nUmerokaismo que

6sta representi.' -Cuando haya:alguna Posibilidad de confusidn debe-
. .

,mos-volver al significado estricto de una liacci6n como un.mumeral.

En aIgunas aplicacioneiAe la matemitipal- 91 rolMero reppe-

.sentado por Ise llama la: q.
q

usaremos también la pa4abra razón'al,referirnos al simbolo que

indica un cociente.
..-

En la secci6n anterior utilizamos el teorema 9-5 para
. N

escribir una fracciOn como'el producto indicado;de dos fracciones.
. 4 .

(

Poi e6emplo, escribimos

, . 1 14 7'n = r
Apliquemos ahor" el teorema 9-5 en a t(yura directicin" para

escribir un producto indicado ce fracciones.como una sola f;acci6n.

Mjemplo 1. simplifica

Per el teorema 9-5,

Algunas veces utilizamoó el téorema 9-5 de las "dos maneras" en

un problema.
t

Ejemplo 2. Simplifica

(415or qu4?)

porque 14 . 2
9 = 3

(Oor qu6?)

por el teorema 9-5.

por la propiedad
del': 1.

4/1



1, .
'Conjunto do problemaq 9-6a,

impliftqa 1a8 expresionee quo aparecen en loa problemas 1-10:

1., (a) (°)

(d)
+
7

4.

(b)

,

4

240

lo

4 ,



(a) n + 3.: n + 2

(b) n 3 --2
2 n + 7

t

2a - a2
IX

2a
: la.. (a) (b)

A -7"E.

n+3 2
(e) n + 3

11. ,LSe puede, representar todo ntimero racional por una fraccidn?

4Representa toda fracCi6n 110...ndmerO racional? .

12. En un ,colegio la razdn del.nximero. de -profesores al de es
2

diantes es " I'Vre 4Cuintos profesores hay, si el.nAlpere

,.estudianpet es 1197?

Las ganancias que se obtengan de Un espectieulo ektudian
4'

estin aolgnadas a dos fondos para,becas en'la razan de'

Si el rondo al mai se aeign6 mae dinero repible 413871.

ouzinto recibidel otro?('

:

.- .
4

Todemos epunaar hemos hecho haste, ahora ip otra 2 .

'. manera. . Un produeto de dos'cocientes indicados se Ruede escribir, .

.siempre comp). cociente indicado. Asf; podemos simplifIcar

-2 siempre'una frase qu.e contiene el producto dp:variasNfriceionl,

escribidndoIa como una sola fracti6n. Sin en ibargoe/ en,una

frase aparecenyarias frabciones, éstas se podrfan sumarl,restar.

. o dividir. -Eh esta seeci6n veremos,que en todos-estos'easps,

- podremosencontrar siempre pare representar el mismo mimera, otra :

frase con una'sola divibión indicada. Pademos, tales, enunciar

'otro convenio mit acerca de cociatep indicados:' Ninglin nambre 411

corriente de un ntimero contendri más de,una'diviti4.,indicada.

'Asil la' instrucci6n !'simplifiea" incluiri siempre laildea:

"emplea las propiedades de los ntimeros reales pare hallar otro

\

,

. nombre que contenga a lo sumo vna divisi6n indicadan.

.
La °lave para simplificar la suma Ae dos fracciones es em-.

plear la propiedad de uno para'obtener denondnadores iguales.
,

.4



'10-or el teorema 9-5,

= 5,x(4). (-)0 por la7aefinidion
!.." de divisi6n,

f 37).Ti4 por la propiedad dis-
'j tributiva -

por la definloidn de
divisi6n.

re nuevo te indicamos que pronto aprenderds a. omitir algunos do .

estos pascs. A

,Conjunto.de problemas 9-6b

lifica las expresiones'que apatecen en los problemas

. (a) , 5 + 4 (b) 5
2

(a)

1 1

(a) 25
7r

(b) 2- .....

2
(a)

(a)
.5.

a i

, .(b) iet (0)

(p.) t ti.:L__th.) t i i (e) t - ..'2c

(0. 4a a 4 a
,(b) -...-. (0)r -

33 1 35

x + 8 x - 4 (b) ..x + id x.-
(a) --TT- + ---2-- 10 + ---2--

(d)

4a 1 .

7 35

(C )

Demuestia que para tres nlimeros rales a, b

a .1.b=a+ b
c. *



Demuestraque para Quatro ntimeros reales a, b
"

b. ad + bo
(C (3) 7"); + cd

7

Determina el conjunto de validez de cada uno' de.'lossiguientes-
.

enunciados abiertos..:
r

.E4:emplo. - 2 = ;gc

Es posible utilizar dos procedimientos dis4ntos:

2

9

a

3 + x

3

3x

2)9 (ix)9

= 2x- .

x = 18

*MultiplIcaMos por 9 por-
clue sabemos qUe asl la
ecuacián resultante no
contendrd fracciones.

(e) ix = 35 x

(f)

(g) 3114 8
, 2

Ix 31 .c(h)

t:

.
310. La sumade'dos nlimeros es .240, y uno de los mimeros es
5

del otro. Halla los dos mimeros.
. 4El numerador de la fraccion se aumenta en una cantidad

7
x. El valor de la fraccidn resultante es

27
6En qu6

eatitided-se aument6 e3. numeradór?

12. de un 14timero es 13 unidadea más que la mitad del ntimero.'

i.Ouó.l nlimero?.

2.13



13. La 'edad de-iTos4 es de-la de su padre.' De,aqui a 12 altos

su,edad seri la mitad.de Ia que tendri su padre, entonces. aQué

edad tiene Juan? 4Qué edad tienp 'au padre?
N.

1 La-sUma-de,dos enteros positives ,es 7 y su diferenya es

LOUiles'san ios ndmeros5 essisa suma:de'lo's i4.cf,procos

di estoS ngmeros?' /pUil es livdiferen'cia de los rec/procos?

15., En un embarqUe*de $00 radios, 75. de los radlos,estabali

*.derectuosos. En este embarqpt ouil es la raw:Sri de-los raillos,

defectuOtos a-los radios sno7dvfectuosos?

1 (a) ,Si "a Jose le toma 7.dlas4).ntar sU. case., 'Lcluds parte del':

trabajo popria hacer:en'un'dia? iY,en d dias?

(b) Si, a R6berto le toma' 8 dias pintar la,casa de José, Lqué

parte 'del trabajo.-podria ha&ir en un dia.? a ,en d dias?

(c) Si Roberto y José trabajase'rk juntbs, mad parte del'tva-i.

bajo iodrfan'hacer en un dia.? Y en d dias?

(d) Utilizando las partes ,(a), (b) .y :como referencia,

traduce el siguiente enunciado abierto a un ehunciado

s d d
+ ZS=

Despeja la' .d en este enunciado abiert,o. iQué'representa

d?
)

(e) LQUé parte,del trOsjo podrfaxi.hacer, Roberto y José en un

gi trabajasen ju qA?

*)7. En agosto 10 un evipo de isbol habla gariado 48 juegos y

perdido 52; y le quedabari por celebrar 54 juegos. Suponga-

MOS que para ganar'el,bander/n deben terminar con un propipdio

de par lo menos 4Cuintos de los juegos que le faltan

dieben ganar? Ouil es el promedio mis alto que pueden alcanzar?

47 el mis bajo?

Una propiedad'clivepara simplificar.el prodecto,indicado de

dosTracciones es el teorema 9-5; y,una propiedad clave para aim-

la suma-Indicada de dos fracciorles es la propiedad del I'.

214
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C?.ando trabaJjnos con el toeiente indicado de dos fraociones

tenemos varids' rocedim.lentoa alternativos en los que intervienen

estas propiedades. Consideremos Un ejempio.

EjemplO, 4. Simplyica
4

tilitodo 1. Apliquemos la pxopiedad del , 11 sf c.onsideremos a 1

-6
como 7. (A medida que prosigamos el trabajo; ve is

pop qug' eseogimos 6 )

...i'..
(6,)

i 'rx 6
sztt

io por nuestro trabajo anterior
.multiplicaoicin./

eon

Método 2. Utilieemoss la! propiedad del 1, y, oonsideremos a 1

2 4
*oomo Esoogemos el 2 porque es el recipropo de'

1

Entono 6

10
73"

el numerador peen nuestro trabajo
anterior
el denominador porihaber esoogido*
el reeprboo de

porque a para oualquier a.



Ndtodo 3 Apliquemos la defini-cidn de la diViA6n..

to
10

puesto qua_

por nuestro trabajo-anterior con
la.multiplicacidn.

Le estos mdtodos puedes aplicar elque ,creas mis cciveniente con

.tal alLe (1)'entiendas siempre lo que estds haciend y (2).no

recibas lnstrucciones encontrario.

Conjunto de problemas 9-6e,

amplifica la expre14 que aparece en cada uno 'de los sigul2entes

ejercicios, utilizAndo el procedimiento Inds tdecuado:

a

a.

5,

. a b

a-b. a -b,

12.

24 6 ..
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41.

Resumen
Definioi6n de la restat restar- nt1mer4

ro real ap suma opueato. .de b xagieg* a.

. .

.Teovafta. 94. . Par4 trtS rixinieros yea4e. n41 esquierii;

1).-1-13 4 1 001aiente .si: a b = c.

Convenio : i a b

En la recta numetrical
a -b es la' distancia-.desde 'b }aataa.

- a-Ss Ia dis,anoia desde a "hastit

bj es la distancia entre a y b.,

'*It7

S.

4

Definioi6n de la divisi6n: Para dVidir .un nilmero real e.
k)or:un !rimer *? real b; distinto de oero,. por
e reolpr000 de b. ;4

Teorema

donde b

Para tres ntimeroa 1,eales.oualesquierox
a ob Si y solamente al .t.= a. . .

,

Teorema Para' ouatro.ntimeros reales-Oualesquiera a, b
b; d, si b ye-0- d Cr,'entonces

a c 4ao
vet%

El nombre mis seneillolnra un nlimero:

(1). No debe eontener operaeiones.indieadaw que puedan

efeetuarse. S
. A

(2), No debe oozttener en ninguna divisi6n indioada factores
odmunes ai. numerador y al denominador.

1 (4) .
Debe t ner la forma t eon preferenela a 1 6

A
-(4) eontener a lo mds una divisi6n indieada.s

,.

I. a

a
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4

.414t:

Problemas de"repas9,

OuttIes de las slg4entes expresione& denotan urintimero rehl?

Para ca4a. una escribe.W:bien-el nombre corriente del ntimero

la'rasOn por la cuaI no'repregenta un ntimero.

(a) )11- ' (d) .

;,,

fg6.

(b) . 3 4 teA ,__I:tli (h)

(c) 3 0 (r.) 5 + 0 (i) 8.- 2
.

En cada =ale las siguientes expresiones coloca pardntes s

para.obtener un 'enunciado cieito:

(a). 5 5

(ipr P:Fss 30 ce) 3 - 2 0

(c) 7 6 s- 2 = (f.) 3 4 2 - 2 5 . 20

liana el vilor

,siguientes:

7 (d) 7- 2 is

.

-(a) a =, 2 to' =

(b) a..' 5, b
.(c) a . 1,-b .

1),

6, a
(-3)

frase b2

5

= (-3)

. (-2)

4acp.Opra cada uno de los

(':1) a = 1,654, b 4g, C = 0

(e) a . 5, b = Op c -5'

(f) .a
1 I,. 1 1

_ u c.; =
5

Dada Ia fraccid.n
Lcuil ei el linico valor de. x para

el cual la fraccián no representa un nximero real?

EmpIfila la propiedad distributiva para escribir.las siguientes

expresionos conio stImas indicadas:

(a)A (-3)(2c + 1)

(b) b2(a b)

.tc) ,W(m * 1)

.(d) -(3x - 2Y)

4

(e) 5a(a + 2b
4

(r) (x )7x2

(g). (2x '-'3y)(x + 4y)

(h) (get - 3b)2

'Regtuelve los siguientes -enunciados:

(a) 2a - 3 a + 4
s

(b),. 7;i 4. 4 (-x)

(c) 6m.> 135

a

: 4 A

'(e)

(r) -6

4 '1

218
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7. Si 7 de un nilmerodaumentado .en gel misma ntimerO es

mnor clue el nximerb disminuido. en 25, 491.41 es el, ntimero?

13. Balla pramedio, de lve -siguiwites ntimerosi

3. X
X 4

4

9. Muestra,que

x + k x k
en loe'clue x 71"0.

soTI enunatados.

::Luego,,seftala por qu6 reconoces inmediatamente que

'es cierto. ,
's *TO. lin ,mercero ,vendió dos eamiias a 43. 75 cede Ime.: En la'

primera perdid 25%. del costo y en la segunda gand 25%

del epsto. 4OUl fue el requltado neto' de estas vritas?

.11. Si 7 ax + b, donde a /.p., determine un enundiado equi-
, I

r vslente parg x en tdrmlnos de: a, b, y. 2

afto pasado el costo de las bolas de tenis era d. &Slams"-

la doeena. Este aflo el precio es . a centavos por docena

mis aIto que el del aio pasado. /,Cueino, costari media

docena de -bolas al nuevo precio? ,

13. Halle el conjunto de validez de eada una de las siguientes

ecuaeiones:

(a ) ) (x

(b): (Y 5)(Y

(c) 0 z(z -

14. Si tL don

d 0/
(a) Demuestra

(b) Demuestra

(e) Demuestra

(d) Demue stra

Demuestra el t

'Si b 0

*
(d) (2m - 1)(yi - 2) = 0

+ 7) =- 0 (e) :(x2 + 1)3 . 0

*2) (f) (x. - 3) + (x - 2) . 0*

de a," b; el d, son ndmeros reqles y b #' Op

'que 4ad . bc

que, si a ?? 0, entoncei IL

b dque, si a / 0, c / 0, entonces =

a + b e + dque .-77

ectrema:
.

y e yi 0/ entonces,.

219
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16. Demuestra el teoremat

,

1 b
Si. a / 0 y 5b / 0, entonces

, a a
.

Dados el conjunto (1 j -j) y la siguiente'tabla de

multip4car:

Segundo

.

-J

J.,

-J

.

1

J

(a) as el conjunto derrado respecto de 'la multiplicacp5n?

(b) Paralos calms (-10 j).,' -j) -j), verifiba
a

quo esta multiplicacicin es conmutativa.

(c) Para los casos. (-1, j, 74) y 5(11 '-1, j), Vbrifica que

esta Multlpiicacial es ai0.0-ativa.

(d). /*Seri clerto que a x 1 . a, si a es ,cualqufer elemento

de j, -JP.)

(e) Halla el reciproco de dada elemento de esie cpnjunto.

SI x eS un mlembro no especificado del conjui)to; halla

los conjuntot., validez tie los sigaientes enunciados,

.hapiendo uso de la pregunta (0:

2
j x x.. 1. 4(q), j =

( f )

r

mop

x

25ri
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mlnimo cormin matiplo, 59
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en la recta numcirida, 14

matiplo, 5
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numerador, 222
numerales, 19
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kositivo reall.:98
radionalt 9, 98
re4.1, 9, 116,

-operaciOn
dperaciones bisidas 180
opuestos,- 107, 108: 110, 117y -209

propiedad aditiva Ae, 1311.141
ordenaci6n

'rft1aci6n de, 185_
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propiedad,. 23

aditiva 202, 205-
..asociativa,. 201
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,de los opuestos,. 131, 141,
dei cero, 57; 72,-1310 141 .
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de la multiPlicadiónv 27, 7.1,'1530 202
24, 71, 130, 141, 201

conmutativa
de la multiplUacidn, 28,-71:146, 151, 201
de la sum'a, 26, 71, 130,.141, 201

de clausup.
ti e la multiplicacidn, 17,, 61, 71, 201

i. de la'sumal 61, 71,_ 201
de compardcidn, 105,- 116, 185, 202
Aistributiva, 31, 66,.67, 71,, 146, 154p 202

- multiPlicativa 202, 205 A

asociativa, 27t 71, 15.' 202
conmutativa, 28, 71, 146, 151, 201.
de la. igualdb.dt 167
de,la ordenation, 195, 196
del cero, 58, 72,' 146, 151, 178.

del uno, 58, 72, 151,. 24150 ,

elemento identidap, 58,1,62, 202
usos de, 156 -

transltiva0:1064 118, 185,- 200 205
propiedades

de la comparacián, .105, 116, 185, 202
,de la igualdad, 205
de la multiplicación tropiedad multiplicativa)

suma -(V. propledad aditlza),
fundamentales 200 N

razdnx 232
reclprocos 172, 175
'recta rium4rioa, 7, 9,, 97, 101
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reduciendo tOminos, 158
reductio ad absurdum, 173
reflexividad,
reiaci6n.binaria, 185
reldción de ordenación,- 185
resolver,
resta

definición de, 209, 240
en la recta numérica, 240
'en tdrmihos de distancia, .218
no es asociativat 213 ,

solamente si, 169
signo de igualdad, f9
soluciones, 134

conjunto de,. 134
de ecuaciones 166

wiibcilnjunto, 3
px'opio, 14

sucesor,

;,

suma
de niimeros reales, -121, 124, 127, 1L10

'en la recta numérica, t4'

indicadat 19
sustracci6n (V. reata)
tebrema, 138
t4rminos de una frase, 157
traducción

de la igualdad a ia;ordenaci6n, 191
de'la ordenación a la igualdad,' 191, 193'

transitiyalk
pr'nad, 106, 116, 185, 202, 205

dniCo, ; 163
uno, propiedad multiplicativa del, 58, 72,
walidez, congunto 4e, 45, 56, i66, 167
valor absoluo, 112, 113, 114 115, 117
variable, 38, 771 102

valor de, 38
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