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La 'crecientecontribución.de;laS mateitiCas a la alai:U.1ra 41.

.1m.indo moderno,:ySu2importahciatimo parte vital dela educsación .

cientitica y humanisttaa,*han hecha hecebarioque:Yassmateigtticas
del'programa'esd.oaar se-seleccionenuibibsimente 3!.que ee enseften

bien -eh..nut,s trap
'

"Tamando'eston'consideracgn,fllis:organizacionedde mate-.. .-

.
maltics en'laS Estados Wdoe cooperaranen la tormaciolvdel
Grupo de ,gstudio-df,la'Matemitica tscolarj8MSG). Este gxupolo.
constitween'in4ematicos-delegios y tniversidades; maeatroS de

, matemiticas de.-t6d6i 16,13 niveles, expertos en educaciein y repre-

-0 sentantes de la *cielTcla yi-atecnologia.' Er-prop6sito general .

del SMSG es eltmejOramiento de'la enseUahza-de las matemiticit ,

'AO.s.b escuelas de 'los gstados 'Libidos. La Fundabi6n Nacionalde'.'

Ciencias'ha.provisto fondos sustanciafet,para.el financlamiento.
.

-de esta.labor., . .
. -

. :

..
, . , .- . . ,.

, .

,

. . . ,., ,),t. .
,..

lino de 5.bsjmerrequisitos para el mejaramienta.de la enSenanza-

de las mapamitticas;e4 nuestras escuelas'es'un.MLOor,programads -

.

estudiosl un prograMa que tame en consideracion el Imo creDiiate-

. de las matemitticas en la ciencia, la tecnologia 1Cotros campos del

cOnocimientOyque a la vez, refleje los avancee recientes de' las

matemitticas mismas. Dho de log primeros proyectos del SMSG fue

. reclutar un groo de matemátl.cos y Maestros de matemOicas dis-r,

tinguidos para preparar una Aerie de libros de texto-ilustrativos

. de un progrania de estudios Como el ya mencianado.
,

Jos matemAticos profesionales en el SKSO ..creen clue .elNpon-

teni-do matemAtico presentadp en este textp es valioso,para4todos-

los ciudadanos cultos de nuestra sociedad, y que.su,aprendizaje

es importante para.los estudiantes que van a ingresar eh univer-

sidades, como.preparati6n, papa estudios ayanzadoa en egte campo.

Ai miSmoZiempo, los maestrqs en el-,SMSG creen que, la forma en

Tde'aqui se presenta el material de esturdio facilita,al estudiante

sU

gn la mayaria de los casos el material pareceriTamiliar, pero

su pr4sentaci6n y punto de vista serin diferentes. -Alen material

sera coMpletamente nuevo en relación con los' programas de-estudices
ytradicionales.. Asi debe ser, .porque las matemAticas constituyen

:bna disciplina'viva y en constante crecimiento y no un producto

inerte y rigido.de la antiguedad._ Esta fusión saludable entre lo

antiguo y 10 nuevo debe gurar a los.estudiantes'hacid una me.jor

comprensión de los, conceptos bisicos y de la estrucWi-a de las

matepiticas y ofrecer una_base sólida para la comprensiOny el uso

de las'matemitticas eh unit saciedad.cientifica.

No pretendemos que eqe.libro Se considere cqmo la tinica

manera definittiv'a de presentar correctamente las mateMiticas a los

estudiantes:en este nivel. Eh cambio debe considerarse como una
muestra de la clase de pr6grama de estudios que necesitamos y como

una fuente de sugerencias.paralos -watores de textos camerciales..

gsperamos sinceramente.que estos textos senalen el camino hatia

una enseftanza más inspirada'y significativede las matemiticas,

disciplina que es la reina ysierva de las ciencias,.

v-
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'Las ideas fundamentales de las,matemitica para el primer

cicIo.secundario sobre las que se insiste en este texto_son: la

estructura de la aratmética desde un'punto de vista algebraico;

el sistema delo mimeros reales como un desarrollo progresivo;.

'relaciones mhtripas y no mftricas en geometria. Aao largo del

texto esas ideas se asocian A sus eplicaciones.En-este nivel,es
importante la experiencia con los conceptos abstractos y la apre-

clación de los nIsmcs, Asi como la del papel de la definici6n, del

desarrollo de.-upepensamiento,y un vocabulario precisos, de la

experimentaci4h y de la demostraciOn. En la escuela secundaria de

, primer ciclo se puepen hacer,progresos sustanciales.

En el verano-de 1958 se escribieron'para-los gradoS de,

estudio séptimo y octavo, catorce libros que fueron probados por

aproxlmadamente 100 maestros en 12 ,centros de educación de

'varias partes del pals durante el afto escolar de 1958 - 59. Se

revisaron lUego esos libros, sobre la base de lae'observaciones

de los maestros, durante el verano de 1959A Con algUnos libros

nuevos, se imprimió una parte de Jos textos*modelos para el 7°

'grado y un,volumen de textos expertmentales para el 8' grado.,

Dural*e eI ahp, escolar de 1959 - 60 unos. 175 maestro's de

vitrias partes del pais enseftaron matemAticas en los gTados sép-

ti=o y octavo a base de estos libros, que luego se revisaron en

el verano de 1960.

Las matemáticas'faseinan a muchas personas tantdpor las

oportunidades que brindan a la creación y al descubrimiento como

por su utilidad.. Crecen continua y ripidamente con el doble'

estimulo de la curiosiddd intelectual.y de la utilidad pricaca.

Aun los estudiantes del primer ciclo secundiario pueden formulan

preguntas e hipótesis matemáticas que pueden cbmprobar p estatle-

cer; pueden desarrollar intentos sistem4;ticos para resolver pro-

blemas matematicos tengIo no éstos, soluciones rutinazias o

. Males de determinar. gran parte, la selección del contenido

y del mhtodo*de este texto se basti en el reconocimiel%to de estos

importantes factores. -

t

Creemos firmemente que las matemiticas pueden y deben es- . .

tudiarse con éxito y agrado. Esperamos que.este texto pueda

ayudar a todos los maestros que lo usen, en el logro de este.mt/y

Aeseable fin.

,

9
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Capitulo 1

NUMEROS RACIONALES Y COORMNADAS

1-1. La rectfnum6rica *

La idea ae ndmemes abstracta. pl la historla de la civili-

zacicin, el desarrollo de un buen sistema num6rico ha necesItado

muchos siglos. Selhan utilizado muchos .esquemas para ayudar a

comprender los ndAeros y sus aplicaciones, pero uno de lqs mejores

es'el de la recta'nunOrica. Vamos a repasar la constrilcciOn dqoaa

recta num6rica cOmo punto de partida para-un andlisis ulterior de

los ndmeros.
Imaginemos.que la recta que se muestraen leCsiguiente figura

3 4 5

se extiende ilimitadamente en ambas direcciones. EscogemOs un
4-

punto cualquiera sobre ella y lo llamamos O. tuego tomaMoS otrO,

punto a la derecha de, b y lo llaMamos 1, determinando asi una

unIdad de lolgitud de 0 a 1. Partiendo de 0, colocamos.repe-

tidamente esta unidad de longitud sobre'la recta pumdrica,'

avanzantio hacia la derechat Se determina asf Ia posici6n de,los.

puntos que corresponden a los ndmeros haturaleS'2, 34 41 5, .'.. .

1
Asociamos el nlimero con el punto queesti a mitad de camino

2-

entre 0 y 1. Colocando repetidamente hacia la derecha el seg-

mtnto cuya longitud es la-mitad de la unidad adoptada, determinamos

los .puntos adicionales correspondientes a i, -i, .. . De

manera análoga, localizamos los puntos de la reeta num4rica que

est6n a I derega de cero, correspondientes a!fracciones que

tienen den adap

111P

tis 4, 5, 6; 7, ..., gomo se.ve en la figura

que aparec1 con4nuaciOn:



, .

1 3 .." 7 9
74- 4 7i

3 2 3 2 2 2 2

4

.Mediante este procedimiento natubal asociamos un punto de
la recta con dada ndmero racianal,. de manera que a cada-hqmero

.racional le corresponda un solo punto de la recta. Tenemos,
pups, una corresponAencia biunivoca entre los pdmeros: racionales

' y algunos puntos de la'reqa." Denominamos p.os puritos de la'

redta num4pica por los nombres de bits niimerog
1correspondientes,

(por.ejemplo,'el punto 2 corresponde'al ndmero 2)' Podemos-
1 2-

hacer esto en,virtUd de la correspondencia biunfvoca' que hemos.
mencionado. Esta es una de las mayores ventajas de la'recta
numiricapues nes permite identificar puntoS y ndmeros. 'Nos

Iayuda a.servirnos de loi puntos geometriA para 'describir
rela.diones entre nhMeros, Como ;e ilustreen los ydrrafos que
siguen.

Obseivaci6n. Podrlas pensar ciLle esta correspOndencia biunfvoca .

asigna un ntimero a dada Punto de la recta, que se halle a
la derecha de 0. Esto esti muy..lejos deser cierto. En
efecto, hay sObre la ,recta muchfsimos mis tas tin
mardarr, fuera de los que hemos marcado por1 procedimiento .

indicadO anteriormente. Esos puntos.no mailcados corres-
ponden a ndmerop como 475 y igue no son.nlimeros
racionales. En el Cap4ulo 6 estu4laremos ma's aderca de
estos ndmeros.

Propiedades de la recta numeTica

.:La recta num4r1ca localiza los ndmeros de tna manera muya
natural, por medio de puntos. La construccidn de la recta
riumérica sitda los ndmeros racionale; s4ipin el orden creciente
de sus magnituds. En cons.ecuencia, podemos siempre sabeP
dOnde debemos coloar un ndmero sobre la recta: 4.1 mayor de
dos ndmeros Ira siempre a la derecha. Como *5 > 3 (5 es
mayor que 3), 5 estará a,lader!Itcha de 3 sAre 1.a.reota
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numgrAda. A un nimero maydr que 3 le corresponde un punt-o a la

derecha de 3.. .Como < el. pupto 2 eqtargi,a la izcluierda

del punto :4.' Siempre podemos comprbbar fácilmente las posiciones.
4 3 .

relativas- de- mseros come, 3, 0, y Una .svbzi que hemoq

localizado los puntos correpponddentes sobre la meta. es ficil
dame cu'entft a:simple vist.a zi n mimero. es.mayor o. mei-for que otro.

punto correspondiente eero seescogp como, pUnto .de

-referencia y se, le llg.ma el origela. .t1**semirrecta que se '.extlende

* deside el brigen pacia la dereeha sobre la recta numgrtca,, se *llama

isemirrecta positiva'. CUalqUier mimerb''mayor',que cero' está polpre*,.

eata semirreeta. po.sitiva;y:4e llama mimero posi:tivo,.7.%En ;articular,

'delos mimerqs naturáles t, .2;' deeimos son los

tn.teros cibeir fue:un. mimero posl:tivo simplementbe
4

signIfica que (leo mimero est e. a la clerecha. de cero sobre la recta

6num rica.
Adicic5n sabre la. -ree'tg.-numgrica

Se puede deseribir ficflmeInte la de dos mimerbs sobre

la .recta "para sumar 2 7comenzamos :con ? y nos
-desplazamos doanidades hacia la derecha: est4i manert, .1a

'6peraci6n 3 + 2 5 se representa por un movirniento a lo'lklrgo
t

de la recta nunk6gi.ea. El Movimiento termina en el punto corres-
pondiente a la suma.

3 PO
5

*
"' 01

. ly

Podennos también pensar en el mimero 3 como si determinara una
. .

flecha.. (o segment6 de recta dirigido) que parte de cero y termina

en 3. Para representar la suma de 2 y 3, dibu.jamos Ample-..

.,
mente una flecha de longitud 2 que, comience en. 3 y no en 0.

Entonces, la flecha (segmento de recta dirigido) que representa

.1.a sum. 3 II- 2, comienza en 0 y termina en -5. Para eyitar
confusiones,' dibujamos freduentemente las flechas un pocó mas

arriba de la recta humérica, como se indica en la página-siguiente

en la figura para la suma 4 + 2.



'1 -.1

4
4.

6

4a.s flechis sugleren un movimiento 'de 4 Anidades seguido de
otro movimi41to'de R unidades papa alcanzar ei puntO (4 -4- 2).

Tambidn interpretamos la.flgura comb si sugiriera la suma de
dos segmento's de recta,dirigidos de longitudes 4 y 20 para

-formar el segmento suma, de longitud

Aplioda617168 de la recia numérica'

- La recta numrica se usa de

muchas paneras en la vida 130

1.Jh buen ejemplo'de bllo es una 120
regla. Los mimeros 'de las cases 110 grados
que se alinean a lo.largo de ias 100 .sobre
cables recias de una ciudad fOrman 90 'cero

_

una recta numérica. (iSi vives en
i2una cane curve, debes apiender un 70

60

56

poco mAs de matemiticas antes de.
s

estudiar las distancias y la nume-

raci6n a lo :largo de una 6.1rval) 40
Una de lasaplicacienes m4s

30,

comunes de la recta -numdrica 'se 2b
uede ver en un termámetre. En 10

eè4e caso se-usan dos escalas ,0
num ricas a lo largo de la recta,

una n apa direceidn. Las'

.teMP Aris sobre cero ap4recen
en 1 eta encima de cero,

voteltras que las temperatures bajo

cero se miden Por debajo de ceno.

10 grados

20 bajo

30 cero

ko

Temperatura
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Para comparar las zanancias y

prd1das ocurridas en varios dep.arta:.

n:entos de una emPreaa giaade durante

un hea dado, podemos usar escalas comot

se- muestra,a la derecha. El departa

Atiento A0 queperdi6 4,000 daares,

aparecerla en el punto marcado A, .

- I

mdentras que e departamento E1 qua

tuvO Una gananCia de 5,000 dOlares,T

.aparecte en B. .

1-1

5,000
s

4,000 ganariOsas

en

3,000 dOlares

2,000

444

1

1,000 pérdidas

en

2,000 &flares .

'53,000

4,000

5,000 .

otros ejemplos referentes al uso de-fa recta numrica

puedes tmaginar?

Ejerci IAA 1-1

1. Dibuja Una recta numérica Para caaa'uno de lop mimeros que

, se dan al pie de eata página. Utiliza una pulgada como

unit:lad de longitud. Escoge un punto de la recta como origen

y localiz4 el punto que corresponde al niimero. Dibuja enctma

dd la recta numerica las flechap correspondientes.

4

(c) 4-

(d) 2..k

(e) 3.75 *'

(f) 1.125
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2. Represents ,por medic) de flechas marcadas sobre la recta'

num4rical ;cada una de las sumas que aiguen. .(Utillia~una
recta num4rica aferente para cada suma. )

(a). 2 + 3

(b) 1 +

(e)
3. Sitlia 'los mimeros de epte ejert4lo sobre la reqta AUmérica

y determina cual ep el 'mayor en cadtc ocinjupto.
.-.

'(a). 1; 9 3.
_

.

-

, TS/ '2'

. (b) 4, 13i.,...4

e

(c) *, 3,1
--'

4. En algunos autom6vile recientes; los veloclmetros .tienen
la fórMa- de una recta numdrica pira indicaria velocidad
en minas por hora.

, En tales 'velocimetros se indica'la
velocidad mediante una recta .semejante a una flecha. Escoge
una'unidad de longitud convenientely .construye una recta

.

,num4rica con velocidades hasta de 70 minas -par hora.
Marca sobre esa recta los vuntos correspondientes a las,
veloCidades (We se indican pfs abaja.. ', Dibuja encima de
la recta numdrica, las flechas correspondientes a cada
uno de, estoS niimeros:

(a) 10 m.p.h. (c) 35 m..p.h.

(b) 15* m.p.h. (d) 60 m p.h.

Localiza sobre una recta num4ri64 los puntoP medics de los
siguientep segmentos:

,-(a) De 0 hasia 2. (c) De hasta
(6) Ele hasta (d) pe 2, hasta 6.5. '-
Utiliza un diagramaique represente la suma medi,ante flechas
puestas sobre,la recta numdx:ica, para,mostrar que
2 + 3 3 2. LQué propiedad de la adiCion se Manifiesta
asf?



Iftilizaplo flehas para reprttentar la adicidn'sobre, Ia. vecta
., . , .

numirica; muestra 4ue (4 + 3) -4- 1 -= 2 + (3 + '1). . zQué pro-

piedad de la adición pone de.manillesto'leste ejercioio?

ImagZina una. rborta db reprelntar el .produbto 3' . 2 mediante

flechas,pbestas sabre ia recta num4rica: Ensiyalo tambien en

las milti..plicaciones.15 . ,2 y (5). - ,

.-

405molpadrias mosirat que, 2 3 ; 3 ; 2 por media de'flechas

sobre la recta nuM4rica?', LQué propieda de lahmultiplicacidn '

, , . . ,
. .

ilustra qste.ejemplo? .

.
1

\ ,
.

1,-2. Ntimeros raeIonales' negao.vos
En pl:estudia anterior de la recta numhrica,hay unaomisi6n

muy seria: no hemos.,Marcado'loa-0-pUntas situadas a leizquie.rda.de.

cero. NemoS usado solamente la semirrectet.desde`el origen, en la

direcciánpVsitiva. Para sugerir la manera de marcar epos-puntos,

(iy e/ porqu4 queremoi hacerlo!), veamos el ejemplo de las temperk-

turas, quenos
Las redtas niamdricas que rep'resentan tpmperaturas, tales como

aparecen 'en los termóme.tros, san'asl:

-50 -40 -30 -20
T TV

+to +20 +30 +40 +50 +60 +70

Temperatura en grados Fahrenheit

Las?temperaturas bajo cero se representan aquf por niimeros coloca-
;

dos a la izquierda del origeril precedidoS del signO'" ". Las,

temperaturaS Sobre cero se indican- con els signo " Entonces,

.10 se refiere:a una temperatura de 10 ,grados bajo cero(a la-

izquierda, de*cem), y +10 se refiere a una temperatura de 10'

grados sobre2cero (a la derecha de cer6). Realmente, sabre cero

:bap cero.son térmiilos ináz adecuados a:las escalas verticales.
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Esta idea de distancia (o de'plintos) a lo:larip de fra recta,
'a'ambos4do& de un puntol;tijo; se 'else; con Mueha frecueneia.

Piensa cuan a menudo hablItos de distancias 'hacia . la izquierda
o hacia la deredha, de posiciones al porter() al sur dg un puntb

, dada, ile,alturas sobre o bajo,el nivel del marl-de.longitudes'
al este 0'8.1 oeste, o de tiempos antes o despus ide un 'cierto

acontecimiento. E4eada una de ettas expresiones se sugieren
puntos.sittlados en lad& opuesto de lin liunto (o nximero)dabo,

o.distancias medidas en direpeione8 Opuestas a partir de up
punto.(6 nUmepo):dado. Todas eilat presuponen el iuslide una'
recta numérioa%que utilice puntostanto,a la izqtieda como

derecha del thlgen:

Se ve'ficilmen'4 la'.manera natural de descriladr*esa recta
numAriCa. Comenzamos conrla recta.numdrica papa loS racionales
Pdsitivosope ya hemos utilizado. ,Con la misma unidad de
_longitud medimos luego, distanicias marcadas a la izquierda de .

cero, camo se muestra a continuación:

1.3

., ._
Colocamos 1 come'opuestcoa 1, en el sentido de que esti a'
unidaq a la'izquierda de cero. De modo anilogo, 72 es opuesto
a +2, -* esta situado'como qpue'sfia a 17, -4) es opuesto

, a 1, etc. Llamamos niimeros nqativos a los nlime-ros nopuestos"

que 4ori,esponden a puntos colocago 6..la lzqulerda de ceTa. &,
, .

Todo ntimero negativo eata a la izquierda de cero y corresponde
. ,

).

al niimera positive opuesto...- Esta,dii-eccidri "hacia la izquierda"

se llama la direcci6n negatiVa.
S

S.

7 1Denotamos los ntimeros negatives 8oMe: 1, -2, -(t)1
1 etc., utilizando el gulOn en la parte suPerior i.zquierda.

-49.)

Leemos -2 domo "'doss.negativa". Este slmbolo negativo "
nos dicia que el ptimero es menor qUe cero (está a la iiquierda
de cero). Algunas veces recalsamon. que un.nlimgro es positivo
-(mayor que cero) escribiendo el simbola " +_"'en la parte
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..11,

sup7eqii Izquierdao como.ph 21 *:ete. Habitualmente n9 lo

hacemoTH;vmenos que queramos subrayar el earácter'positivo de up.

iv:nerd. . '
.. .

. .

.. .

Los nuevps ndmeros que hemos Antroducidopor este procedi-

miento son los Nndmeros raaionales 'negativos. Al conjunto, que

'conslste en 'los ndmeros racionales positivos, los ndmvos

,racl.onale§ negativos yle'l-ndmero cero, ldllamamos elfvnjunto d'

*

ndmeros racionales.. _

Alt
Ei'dopjunto especy que consiste en los enteros poll-

.

tivos..(que antes bemoa llamad6 simplemente entero), los enteAs'

negativos-y.cero,se llama-el conjunto.de los ndmeros enteros.

VremienteMente-denotamos ;to./ conjuntp.asl:

-4, 0,1, 2, 3, 4, ...)

Observa que el conjunto de los enteros consta sao de los ndmeros

naturales, sus opuestos y dero.

Ejemplos del uso de los ndmeros negativos

Los ndmeros-negativos son tan reales 7 litiles.como Ios rileros

.positivos que hemds etpleado antes. En efecto, los hemos usado'

muchas veces sin llamarlos ndmeros negativo6. .Son'..de especial

utilidad pare denetar la idea de ''opueston o "dirigido-.en dentido

npuesto", Could hemos tencionado. k

,Utilicemos los ndmeros positivos para denotar distan9ias al

.-:.. este de Chicago', 7Jos ndmeros negativos denotarin distanciaS Al

oeste de Chicago. ,,Una recta num4rica CQMO que sigue

*

-300 =200 -60 0 100 +200 +3000 +400
.4

Mstancia desde ChiCago, en millas

puede usarse para.marcar la Posición

este a -oeste, pasando sobre Chicago.

recta num6rica- pare un ser9plano que

sobre Chltago?

de un aeroplano que vuela de

.1,C6mo interpretatiasesta

vuvla de norte a'sur, pasa!ido

I 0
ilk



. El tiampaianterior-y posteriqr al lanzamient9 de un satélitp
pued ser indica& sdbre tula recta numdrlcd,como la'siguiente:

4P

-44 -3. -2 -1 3 5 +6.'f,
No-

(Segundos antes del (Segundos después del
lianzel.miento) lanzamiento)

Observa que la. ,reesa numdrica clue utilizamos no tie. ne pox.
qud ser sidmpre horizontal. Si nosreferimos a laa altitudes
ibbre elbnivel del mar'caLa positivas y a las profündidades
bajo el, nivel del mar camo negativas, seri; mEts natural el
*1.1s8Pde una:recta numérica vertical:

para representar'las

diatancias de north a sur desde ,

Maydeez podrias usar una recta
vertical.,

a

+
30

+20

+
10

0 . Distancia en

-10 millas desde

-20 'Idlayaguez

30

40

-50

5lopo

4,00o

31000

2j000

1,000

Altitud en

1,000 pies con.

-2,000 referencia

-3,000 al nivel

74,000 del mar

5,000

*



'

1=2 .

Las rectas 7e'rticales son :wiz convenientesmla las horizontales

Para representar 1as gananciaa y p4rdidas en'lqs\nego*cio8s. 'Una

.
'posici6n misAlta *en la recta:correspondel.de manera natural, a una

mayor ganancia. Er otra clase de problemas puede convenir mis.una
\ .

4

recba num4rica en' alguna posiclOn que no sea ni horizontal ni
4

vertical. 1

,

3. %DispOn en'el orden en que aparecerian sobre,la recta,num4rica,',

los tiguientes ntimeros: 74, .i!7, -(477), ., .-61 -4 y

1,Cuil es el Mayor? 4Cuil es el ,menor?

2 4. ,4C6mo podrias Tepresentar por medio de ndmeros positivosi'
. . ,

.- negativos, las diguientes cantidades?

,Ejercicios 1-2

Localiza sobre.la recta nUm4rica ros puntos gue correspondan,a
,

los siguientes ndmeros:

1.a) -8

(I)) -4)

(0)'

(e) 1.5
..

&Hay algunos pares de i'opuestos" en esta li§ta?

2. Dibuja las fIechas determinadas por los .siguientes ndmeros

racionales: 4*

(a) (d)

(b) -4 . (e)

3-
(0 -5.5 (r)

`4.

(a) Ung ganancia de 42,000; una pérdida de 46,000. ,

(b) Una altitud de 100 pies. sobre el nivel del mar; una

profundidad de 50 pies bajo el nivel del mar.

(c) Un ;etrocdso de )15'yar'das; un aVance e 10-yardas.

(d) Una distancia de 2 minas hacia eI este; una distancia

de 4 minas hacia,el oeste.

5, El tabIero de control de los ascensores de una oasa comercial

indica los pisos )12, B 1, G, 1, 2 y 3. G sei-refiee a la

plawka baja, y B 1, B 2 a los sátanos. 6Ccimo puedes usar

lop ndmeros positivos y negativos para designar esos pisos?
A
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6. Dibuja una r6cta num414ica para indicar desde

1,000 pies hasta t10,000 pies utilizanclo'intervaltis de
1,000 pies,. Localiza las altitudes de -800'Plasi 1-100 '

. pies, 2,500 pies y -500 pies.

A..

3. Adici6n de mimeros racionales

Hamos visto qua bobre la'recta numdrica se représenta tácll-

mente la adide611'de 'dos niimpros positivos. 'Para,efres;ar 114:

trata de obtdnerlas, sumaa '2 + 4,-3 + '2 y 1 7
sobre la,recta ilumérica. La sump. 4: in 2 i'lrepretenta bobre

la, recta nftdrica'porun.punto Sittkaci 2 unids:des'ias al16-de.

-4 ,(6 4 unidades pigs alla de, 2, pues da 1O.miamo comenzar
con uno ü otra

,

nAmero). Observa que cuando sum4mos 144 ntimero

positivO a otro nilMero positivo, nos moVemos siempre hacia la

deradha (en-la-dir.acci& positiva) 'a lo largo Ale la recta

numdrica. Diescribimobleste-procedimientO de adicidn dicierido:

'que2pam sumar 2 7 4, partimos de 4 y nos mOvemos. 2

*uitidades hacia la del,echa,'6 ,2 unidades en la diracciOn'

pozitiva. Hamos visto que Unamanera conveniente 9 representar

'este mdtQdo'de sumar es usar flechasjsegmentos Tie recta

dirigidos) de longitud apropiada. 'Entonces, lasuma. l + 2

correaponde a la siguiente figura:

4:1

cot 2i:ti 8`9.1.0I it
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,
Mra.imaglhar el movimiehto de0 a, 4, dibujamos el segm'ento,

dfrigidp cormsplondiette a*. 4.' Luego, carnzando en 4, dibujaMos
.

. .

el segmentb dirigido de longitud .11,2, correspondiente a 2. De esta

mamrEt encontramos,ufiapecha de longitud 6, correspondiente a

(4 4-'2). .

. 4 , .

, .

VOlvamos ahora a'nuestra
,

construcdicin de .os irdmerbs negativos
.

,

en Ia rqdta numerica.' Bescuerda-que -2 es elsopuesto de 2.

'Pecir due es el tipues,po dé 2 significa que -2 esti-a la

mlika distanci4'de cero que 2,perg*.en la direccidn negatifa,,

cpm9 de puestra a coniinuaciOn:

14-

1

2

La flecha asociada a -2 tiene 2 unidades 6te

ffca la direccidn nekatiya median,te la saeta' de

se ye en la figura. 06mo dibujarfas -4,

lpngitud y especi-

su extremol como

-3 y -q)?

bbseryacidn., Muchas yeCes lasta indicar la posiciOn aproxiMada

de.los mimeros sobre -la recta numérica, pAra comArar Sus

posiciones relatiyas. Eh tales cases se necesita-scilo un

'dibujo aproximadt, y no estin justificadas las mediciones

cuidadosae longitulJes. Estps dibujoS'aproximitdos se

llaman croquis O.esquemas.

4Qué signifloarfa . la suma 5 +("3)? Utilizando las flechas

dirigidas, vodemos encontrar el punt'c que corresponde a 5 4. (-3)

partiendo de 0, moyi4ndonos '5 unidades en la Airección poaitiva

y luego 3 unidades en-lanirecci8n ntegativa (opuesta). Entonces,

5 + (-3) = 2, como se ye en el siguiente esquema:

23



En este caso, se asocia -3 a unatlecha de 3 Unidades de
loftiltud en la direacidnmegativsc. Para ,sumar 73 y, 54
ipasfit dibljar la fliOgha para -3 partien0o,de 5 (eedeci.r:
partiendo del extremo de la .flechafque Corresponde a .3).

Para sumar 3 y -4, clibuja :un crovis como el 6iguiente:

Entonces 3 + (,-4) i. Talla 4 sums. 5)' de la misma
. manera.

.

I.*Considera 4hora la suma (-2)4 ( 4):0 en que' las dos
.

fledhas

[

orrespondientes a los sumandos es,t4n-en4la direccián
negaViya En el esquema yemos que (-?) + (-4) = -6.

i

.-4

t

-6 4 0 + 2

*Re

De la Tema manera, halla,las sumad -3) (-2), (71) + (-6
y (-6) + +2.

Una propiedad de interés especial se m'anifiesta con la sums:
(-2) + 2.



En1ste cast),

en la direcci& 'negative.

rriovimientos 0.guientes: 2', unidades hatia le ,izquierde de.cero y

2 unidades de regreso a O. Entonces (-2) + 2 O. Comprueba

que, (-1) + o;- 3 (r3) = y (-8) 8 =
4edl'ent0-e uso de la rec.ee numirica vemoi que la adicián de

,

ntimeros seen positivos 0 negactivog, es-realmente muy Pare

efectuar la 9peración,,necesitamos solamenteetener presente la

posici6n de los ntimeros sobre le reCta. Vemos.ve,:

sr
.cormsponde a une,flecna de Iongitud 2 unidades-

Le slime de -2 y +
2 corresponde a los

Si ambos nxiM;ros son positivos, la suma es positiva,,

como:en +5 + +3 = +8.f
si atbos nlimeros son negativos, ia sumates negativ.e,

como en (-5) + (13).= -8.

Si.un ntimero.es positive y el otro s negativo, el ntimero

mds lejano del origen es el que determine si le suma es

positive co negatiVa:

Por ejemplo:

a; (-5 --7"3 = -2

ta suma es negative porque 5, unwnlimero-mis Iejano.

de cero que +31 es'negativo.

En
+5 ± (-3) = +2 ,

suma es positive, porque

cero'que -3, es positive.

que esti mis lejos de

Otra manera de decir Io mlsmo es: la flecha mis large deter-

mifia si la suma es positive o negatiya% Eh efecto, este zegia

tembidn se aplica en el case en cille ambos niimeros son positivos y
4 .

en el caso en que \mhos son negativos. Observe que en cesos como

(T2) + 2 y 3 (3), lat flechas tienerr igual longitud pero

diretciones opuestas. Eh tales cases le suma seri cero.

a
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i

.
Ejgrcicico .1-3a .

.
. ,

1,* Halla-las mamas 'ique sigueny*uia flechassobre la recta .

. )
.num6rioa para #bujar los arovis-correspondièntes. '

0
" .(.0.) .9.+ (75). (q).. 5'+ (4-10)

(b) 10+-(-7)" . (e') k'-'4 10x %.

t...

.
(c) (-.8) + 11 if) ,.:+ ( 11)

. .

. 1 .
.

..

2. A fin de que cEiaaproposiai6n-resulte v,erdadera, eicribe'

los'.nximerosloque faltan en oadai'urii cie las sfiutents. _
. .

expresiones:'

(a) 3 + (-3) = ( .)

(b) ( + (70-.4.0

(c)'- +6 + ( ) O.

(d) (-75) + 74 A (

Determina la suma en cada und de los sigUientes ejercicios:

(a)* 25 + ( 6)

(b) (-5).+ (-7)

(%) (-8)) + 3

.
4 (e) .( o

7(f)s + ( ) =

(g) 14 + (-2

(h) (-0.45) + 0.45 (

(d) 4-20) + ri10)

(e) 74+ (-23)

(f) 9

Escribe un numero en 6ada uno

manera qu la suma sea corret

(a) 7

los espac vacIos
lb

() (-4) + (

) (-8) ( '16

(f) (-4) + b
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Una compatia informa'sobre sus, ingresos durante los tele

primeros metes de un atio, de la siguieAte manera:
, 4

1 -3

45w000'de utilidad. Abril, 0,000 de utilidad.

FOrero, #0000 . de utilidad. Mayo,' $4,000 ae p4rdida;

Marzo, $6)000 vde pdrdida. Junio43,000 de pérdida.

(a), 06mo podrlas expresar estos ingresos mediante nlimeros.

*bositivos y nega.tvtos?

(b) .04.1:es el ingreso totardurante el perlodo de los*-Seis

meses? `1.

(t). LCual s al ingreso total durante lop tres primeros mesep'

del ako'?

(d) Ou4l ep el ingreso total ddrante el cuatrimestre que

comprende marzO, abril,-mayd y junio?'

Un 'joven'rema aguas,arriba Auna velocipad de 4 millas poP

hora,.en un rio.cuya corriente tiene una velocidad de 2

millas por hord.

(a) 06mo puedes utIlizar lot nlimeros pctsitivos y negativos
e

para representar' esas velocidades

.(p) 'Aitad representarla su'Velocidad real Aguas arriba?. ,

En cuatro Iugadas aupesivas, partiendo de la linea'de 20 .

yardas en stipropio territorio, el'equiPo de ftitbol de la.

Escuela Franklin tlace

-un'avance de ,17

un retroceso de

unsAvance de 11

un retroceso de 3-yardas.
a

00 .

yardas,; despuds

6 yardas, luego

yardas, y tinalmente

(a) Fepresenta lot avances y retrocesos nediante ntimeros

positivot y negativos.

IMC

(b) Ocinde estd laVelota despuds de la cuarta jugada?

(c) Ouil es el_avance neto despu6s de-las cUatro jugadas?
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8. Un aeroplano que viaja a 13;000 pips de altitud sube prtnero

5,000 pies y baja lUego 3/000 pies.

(a) Representa la altitud final del aeroPlano como sUma de

ntimeros positivps y negativos.. 2

(b) .Ouil.es la altitud del aeroplano después de la bajada?

9. (a) Imagina una manera de'representax%el producto 3(-2)

por medio de fleehas dibujadas sobre yecta numérica

Haz lo MIMI en los siguientes ejercicios:

(b) 5 (-1)

Elem entos inversos respecto de la adicicin

Recuerda que +2 +-(-2) = 0. ..Esta proposioi& dice clue.

.-2 es:ellrnimero quel'sumado a +2, da cero. 'Hems visto en.

el Volumen I qi.ie 0 .es el elemento neutral para la adición.

;tos mimeros cualesquiera cuya suma es 0 se 11ama4 elementos

inversos respecto de la adición. En consecuencia, -2 es el

elemento inverso respecto de la, adición correspondien te a +
2.

Llamamos a -2 'el inverso adi.tivo de +2. De igual modol +2

es el inverso aditfvo de -24 Z, se dice que +2 y' -2 son

inversos aditivos..

Ejerciaids de'clase 1-3a

* el inVerso aditivo de cada lino de los ntiMeros que

siguen:

-IN, 4 -171 30
U.

-6, 15, 20, 0, k--) 15,,,

.2. Ougtles de los siguientes pares son inversos aditfVos?

(a) +201 4-20

-5

(c) 0.50

(d) t



Soipre la recta nUM4rica vemos que'pualquier ndmero y qu nverso

aditivo estin representados'por fIechas de'la misma longitub is' en
4

c:lirecciones 6puestas, como ie indica en el esqUema para +2 2.

t'

0

. Sibse suman estas flechaS.opuestas" de igual-longitud.pe

.obtiene siempre.cero.*. Para sumar +2 -F. -721 imaginamos un movi-

miento de 2', unidades desde cero en 16 dirección negativa, y

luego .2 unidades'de regreso, en'la direccián positiva.

.mpvimientos_son uno opuesto del'otro y ,nos'vUelven al.puntvde

partida. Los mbvimientos desdtitos son realmente,"inversos" uno

del otro, pues cuarido Sq_anad.e el .uno al otro, el resultado final

ep, O.- La'recta num4rica proporciona, pues-una imagen gedecitric

'del significadp de.lds inversos aditivos; la.suia de dos flechas

(movimientos) de* igual 4.ongitud y opuestas es 'cero.

Eh la.,adici6n de tin ndMero.positivo y un ndmero negativo

hemos notado'que la fIecha más' larga determina'si la suma es

pobitiva o negativa. '..La'longitud, de la fledha de la suma puede

obtenerse en la figura de los inversos aditivos. 'Por ejemplo, en

la Suma'A 5 + (-2) = 3 spodemos.escribir

5 +.(72) . 3 4- 2 + .(-2)

introduciendo la inversa aditiva de la'flecha mae aorta,: Entonces,

'-c6mo 2 + (-2) . 01' tenemos'

5 + (-2) = 3 + (-2) 3 + 0 3,

Observa que la otra fiecha de las dos.que componen 5, repr'esenta

la suma 3..
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b.

Este proeedimiento e,s general', Como lo ilustran los

,slguientes ejemplos:'

8 4: (7) = 1 7 4.,(-7)= 0 =

(78) 4. 7 . (-1) + (-7) + (-.1) + 0.

19 + (-26)-. 19 + (-19) + (-7) . 0 + ( 7). ..-7

En cada easo, la adicián de inversos aditivos da cero,,y el

adMero que queda es.la suma. '

'Ejercicios de class 1-3b

. Dibuja las fleehas eorrespondientes ajba ndqpros dp los trep

ejemplos anteriores. En cada caso,'determina la 4echa

correspondlente a la suma.

-Efectda las adieiones que siguen, introduoiehdo la inversa

aditivadeja flecha más cortal y dibuja la operaeicilrsobre

la re,eta numdrica.

(a) 10 + (-5) (c).. (-4) + 3

(1?) 8 + (-6) (d) (-13) + 9

Ejereicios 1-3b

Completa las siguientes expresiones:

(.0 10 + (-7) ( ) + + (-7)

(b) + 54 . (-14) + 14 + (--N)

(c). 12 + (-14) = 12 + ( ) + (-2)

(d)- 23 + (-18) = ( ) + ( ) + (-18.)

(e) (-31) + 20 7 ( .) ( ,*

2. Usando eI itivers6 aditivo, efectda las sumas que siguen.

Ejemplo. .28 + (-20)4. 8 + 20 + (-20) .'8 + 0 . 8

(a) 42 + (-12) (d) 6 + (717)

(D) (-12) +. 8 (e) 344 + (:140)

(a) S-7) + 35 '(-1724 + 96

a

30



3.. Indica ei cada una

positiva o'n6gatiYa

Ejemplo.:- (-172) +

de las sump que siguen va a,resultar

(a) 26 + (-24) (h) 74)

(b) 72 + ( 92). + 741r)

(0) (-376) 374 (i) (-0.132) '+ 0.0132,

(a) r4,312)+ 4, 324 (k) (-3.172) + 3.1724

1,436,312 + ,(-14436,310

(f) + 74) ,

(g) -(456) + 0.75

,(1) 0.0012 + (-9)

(Th) (73.025)t

( ± -4).

Si sabemos que 3 > -17, os verdadera o falswIa'sigkiente

proposicián: "La =ma de.un ntimero positivo y un mimero

negativd siempre tiene el signo del mayor ntimere?,Explica

1-4

tu respuesta.

La sUMa de un'nimero positivo y un niimero.negativo es cero

cuando
A

1-4. Coordenadas

Coordenadas sobre una recta

Conqideremos la recta numerica desde un punto de vista

diferente. Como hemos vistosiempre. se puede asociar un niimero'
,

racional con'un Punto de la:recta. Ta nlimpro aso6ia40 de esta

'manera con un punto de la,recta se.11ama coordenada del punto.

, En la prealma figura, el niimero,ceo se asocia con el punto de

referencia llamado prigen.

.41 1

B
- I. I

-4 -3

I.

.
41.

+4 +5 +6
4

4 .
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El punto A e idenOti cOn el nliMpro. +5, y el punto B ,con

el almero -2.- 'Escribimos: A(+3) para.indicvque A es'

al punto de,coordenada 3. Del mlsmo modo, 114C1L) significa

'que B es el puntO de:coordenada 2 sobre la recta.

Recuerda que todo midero racional positiv0 se asocia con

unlpunto de la semirre_cta pbsitiva.' 'A'todo, ntimero iecional

fiegativp.le corresPOnde un punto sobre la semirrectallegativa.
Al

'La coordenacia que hemos asignadoe. un punto de esta manera,

nos de' dos informaciones: ia distancia-del origen al puntol,

'y la direCcicin deforigen al punto.

Ejercicios 1-4a

Dibuja un segmento de recta nuMérica de 6.pulgadas de
A

longitud. Marca puntos con separaciones de una 1;1.1liada

y coloca el origen en el punto.medi0 del segmento. Sobre

la recta,. fija los siguientes puntos:
,

A(1),. 4), 0.(1), T(0), L((g, 1P(-2).

(e) En.el problema laud distanaiahay, en pulgadas,

entre el punto marcado con T y el punto marcado

. con L?

'(b) :4Qué distanciahayentre 'P y B?

'(c) A01.14 distanciä hay entre L y B?
(d) distancia hay del or1.g6n a A?

Utilizando una recta numérica c9n una pulgada como unidad

de longitud, marca-los puntps sigulentes: *

R(4.), Si)). k(0), E(i).

,

1
Si el segmento de recta del prOblema 3 fuera una carretera

y se la 41bujara- a una,escala tal que 1 pulgadaerepresente

1 mina, Lqu4 distancia en4millas habria entre los.siguientes

puntps,de la carretera?

.r(a) F y R , (b) D y E,

32
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, 5. tibuja-una reCta numArioa en posicidn'vertical en vez de

horizontal. Marca tu escala num6rica con ntimeros positivos

por encima del origen y negativot debajo4del origen. Marco

los punIos que correspohden a los-nAmeros racionales 0,

-2. -3 Y -4.

Coordenadas en eI piano .

Del trabajo previa que has hecho en:el presente capitulo, 'se

dedi;ce.que Ias reotas num4rioas pueden dibujarse.tantosver4cal:
4

COMO borizontalmente.

Has aprendido que una coordenada localiza un,punto sobre la

repta nuMdrica. ..:Unpunt(ital como S eh 7.9. figur.a444e sigue, to

esti soire la recta numérica y no puede ser individuaAlzadc: por

una sola coOrdenada. 'Sin embargo,, veil= que S esti exactamente:

encima del punto W3). Para localizar el'punto S,,dibuja una.'
P

32i 0,
A
+3 4

recta numérica yertical, perpendicular aja recta numérica hori-

zontal y de nanera que se intersequen en sus origenes. TV diblAjo

debe parecerse al siguiente

33
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La rectanuMérica horizontal se llama eje de las abscisas

eje, X q primer eje y la recta,numékca verttcal seolAama

eje de las.ordenadas o e3je 'Y o segundo eje. Cuando nos

referimos a ambas rectas, las lllamamos ejes coordenados o

simplemente ejes.

N_Ddrfta determlnar las coordenadas del punto SI trazadesde

el punto S un segmento de recta perpendictaai al eje X en
Luego traza desde S, una perpendicular al, eje Y pixie lo

iAterseca +2: Se diae que el,punto S tiene una abscisa

+3 o una coordenada 5 segth7t. X, 7.Una ordenada +2 o Vna,
4

coordenada +2 seglIn Y0 lo que se escribe '(+3,
1
'i).- tisamos

paréntesis y.siempre ecribtmos.la abscisa antes que la oraenada:

Observa cámo se han situado las coordenadas de.los puntos

C y D en el dlagrama siguiente:

Entonces P(x, y) representa al punto P en t4rminos de'

sus coordenadas. Esto se puede repepr para todo punto del

plano.'' Este sistema de coordenadas se llama sistema rectangular''

Vbrque los ejes forman ingulos rectos y las distancias de los

puntos a los ejes se miden a lo largo de las perpendiculares

34
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'bajadas desde los puntos a los e.ja&. A todo par ordenado de

'nximeroi racionalles le:eorresponde un Punt° an di piano coOrdenado.

Al lugar eh que esti colpeado el punto cot respecto a los ejes X

a Y ae le llama marca o traza del putto.'- :

La idea de sistema coordenadO no te_es nueva. Cuando localizaa

un punto sobre la superficie de la tierra, lo,haces,detarminando'au

longitud y su IatitusL Obaarva que al orden en que ascribe& estos

latimeros es intprtante. *Per ejemplol- duponte que'tienes la longitud

y la latitud de la ciUdad-donde-vives4 y accidentalmente cambias

los nximeros 'entre si. Es posible clue resulte la ciudad 'en medio

. del oedano

Imaginate que ascribes a un ämtgo para ayudarlo a locaiizar

tierto lugar en unaciudad en que las manzanas de casas son rec-
. .

tangulareb (las canes están en angulos rectos unas respecto de

otras). Le indicas qua dabe partir del centro.de la cludad,

caminar 3 cuadras hacia'el este y luego hacia el norte (mira

la figura). i,Ser/a lo mismo decirle qua camine 2 ,cuadras hacia

el este y luego 3 hacia el norta? iNaturalmente que no! L'iies

por qu6 se debe tener mucho cuidado al escribir un par de eogrdena-

a-

das2

(i2,1613)

A

(E3,N2)

I.
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Ejercicios, 1-4b

Dado el conjunto que,sigue'de pares ordenados de nximeros-
-

racionales, localiza los puntos del piano correspondientes
r

a esos pares;

[(lc (1, 0), (0,, 1), (2, lt), (it, ,

(-1 -1) (3, 3),4(4, -3), (-5, 3), (0; :5), (-6, 0))

2. Traza enpapel cuadriculado Un par.de 4jes4 dales nombre.

Localiza los puntos de los conjuntos siguienteS, mareando

eada punto con sus 'coordenadas.' &plea un par de ejes'

.diferentes para cada conjunto.

Conjunto' -A = [0(6, 3), ( 7, -1), 679,

Conjunto

(0p 0)), ), 3))
a

[(1,'1), (6, 5)/.1-3, -3); (4,
(78, 0), (O, -5), (-2, -51)

3. (a) Marca los puntos del liguiente conjunto:

C = ((010), (-11 0), (i, 0) ,(-2, 0)0 (+21'0

,(-3

(-8, 10),

),

Cbl LT6 parece que todos los puntos indicados en el'conjunto

C astin sobre una misma recta?

-"(c) Aud observas acerca de la ordenada de cada uno de esos

puntos?

.(d) 4Hay aigiin punto de:esa recta para 91 cual la ordenada

es diferente de cero?

4.) (a) Msrca lo7 puntos del siedente conjunto:

,D = t(0,:0), (0,. -1), tO; ),' (0, '2)., (072),

(0, -,), (0, +3))

Cb) LTe parece que todos, los puntos indicados'en .1 con-

,. .4junto D esAn sobre um, misma recta?

(c) Au4robservas acerca de la abscisa'de cada uno de esos,

puntos?

(d) LHay algtin punto de esa recta cuya abscisa es diferente

de cero?

,LHasiobservado que los semiplanos que estin por enclma y

por debalp del eje X intersecan a 1os semiplanos de la derecha

36 *.%
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.

y de la izquierda.del eje Y? Estas intersecciones se llama.):

'cuadrantes y se nuMeran en direccidn contraria al movimiento

las agujas del reloj comenzando con el cuaarante I en la inter-

secci6n ael semiplanoasuperior del eje X *con el seMiplano de la

derecha delteje Y. 'Este cuadrante no inoluye los puntos del eje

-positiVO de las abscisas ni los puntos del e,je positivo de las

§raenadas ni el origen.

.
(+t), Jo)

Cuadr,9114

n

:4-

41

t.r
114 OW AL IV 10

rsi Psi rs v 1

411 Cuactrante A

40. I ..t
Ap, .
71*

,
..

Cuadronte

m , .

:

1 2

Cuodrente

k (-10,-1 0) (10,;),-10)

Los pintos dp1 conjunto interseccian de eptos dos semiplanos
-estan en el primer cuadranteo cuaqrante I. La.interseccián,del

semiplane superior deleje de las.abscisas con'eksemiplano que

esti a la izquierda del eje de'las ordenada. s es el cuadrante II.

El auadrante III es la intersectiOn del semiplano inferior del

eje de las absbisas con el semiplano que esti a la izquierda del

eje de las ordenadas. El cuadrante IV es la interseccian del

-semiplano inferior del eje de las absicsas con el semiplano que

esti a la derecha del eje de las'oraenadaa. Observa que los ejes

coordenENs no formanuparte de ninglin cuadrante.
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:Los nlime,ros de los pares ordenados puedan ser pozitiyos,

negativoso cero, como 4as visto en'los ejercicios. ,Ambos ndmeros

de un par pueden,ser poSitivos, o negativos, uno puede sex' pOsi-

tivo:y otro 'inegativo, .uno puede .sez cero o aMbOs pueden ser cero,

1:jercicios de clase 1-4

Pados losPares:ordenaclos que siguen, escribe elluimero dell

cuadrante en 01 cual esti el Punto representado por gada par

'ordenadö.

Pares oildenados Cuadrante

(a) (3, ,)

(b) ,(11 -4),

(c) (-4,4)

(d)

(e) (8, 6)

(f) (7, '-i)

(g) (-3 -5)

1

2. ) Si ambos nximeros del par ordenado de coordenadas &in
. .

. ,

positivos, el punto esti en ej. cuadrante
..!,

) Si ambos nlimeros del par_ordenado de'coordenadas son
. .

negativos, el punto está en elcuadrante

(c) Si la ascita de unpar Ordenado es negativa yla

ordenada,es positiva,.el punto esti en el cuadrante

(d) Si la abscisa dO un par ordenado es positiva y la

ordenada esonegativa) el punto estien el'cuadrante

3. ) ti la abscisa de un par ordenado es cero y la ordenada

no es cero, idcinde esti el puntO?

(b)_ Si la absCisa de un par ordenado no es cero y la ordenada

es cero, 06nde estA el punto?

(c) Si ambas coordenadas de un par ordenao son cero, 06nde

estrapunto?.
!4. Los puntos que estin sobre el eje de las abscisas o sobre

el:eje (le las ordenadas no estin en ningpno de los cuatro

cuadrantes. 4Por qué no?

3,8
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Ejercicios 14c
(a) Marca los punios del conjunto L . [A( B(+2, 3))
(b) Utilia una regla rectilinea parautir A cok Pro

longa elsegmento de recta M.
4-+

(e) parece que la 'recta AB es .paraleaa aAlguno de los
ejes?

2. (a) ,Marca los Vvntos del conjunto. M = (A(1-2,s+3), 4-3))*'

(b) Utiliza una-regla'rectilinea para unir A con B. Pro-

longa eisegmtnto de recta,- KEL

(d) LTe parece que la 'recta 11 'es pitralela a alguha de lOs
7%ejes?

(a) MarCa los puntoti del_eanjUnto' N = [A(0, 0), B(14; 3)).

(b) Ike A con. B. frolonga el 'segmento de recta 31i,

(c) i,Es la recta 1 paralela.a algvno de-los ejes?

,(a), Marea los puntos del conjunto ,P = (A(+41 +4), 1B(,+2, 0)).'

(b) :Fine A. con B. Prolonga el segmento de recta M.
(c) Marca.ios puntos del conjunto Q = (C(+6, 4.), t(0, 4-1.)).

(d) Tine C con L Troionga el segmento'ile reott.''t15.

(e): Ou6.1 es el'conjunt6 1ntersecci6n de las rectas 17i y
v

CD?

(a) area los punto8 del conjunto 1.1 . [A(0, 0), B(446,

C(+3, +4)) en el piano coordenado.

(b) Utillza una regla rectilinea paft unir A con' B, B con

(c) LEs este trAngulo escaleno, is6sceles o equilitero?

6. (a) Maroa los puntos del conjunto S = (A(+20 + ), B(-2, 1)

C(-2, -3), D(142, -3)).
.1%

T(b) Utillza una reg14 rectilfnea para unir A con.

C, C con4 DI y D, con A.

(c) 4Es la figura un cuAdrado?

(d) Dibuja las diagonales de la figura.

(e) Las coordenadas del punto de intersecci6n de las

Aiagonales parecen ser

(a) Marca los puntos del conjunto

c(-2, +3), D(-3.0 +M.
-(b) Utiliza tina regla reotilinea para unix A con B0 B con

C, C. con D, y D con A.

B can

(+31 +3)0

39
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(c) _i,Cue.1 es el nombre del cuadrilitero formado?

(d) Traia las diagonales, del cuadrilatero ABCD.

(e) 6Pa,recten ser las coordenadas del .punto de

interseccián de las diagonales.

1-5. Graficas .-
Gonsideremos. el *conjunto*-de puntos cuyaa coordenadas

satisfacen eSta condición:
y =.x "N

Dibuja,un par de ejed coordenados y dales, nornbre.l. .Localiza

loS siguientes puntos: (0, '0)., (10 .1), (5, 5), (-.2, -2) Y

(-41. -4).. La condici6n y x es satisfecha pop cada 1.1no de

estos puntos porque en cada caso- la abscisa es igual a la

ordenada. iPuedes 4ialiar otro ptiiito del piano cuyas ebscisa y

ordenada sean igUales?

SI.;, has marcado correctamente los puntos de la lista anteriori

podris trazar una recta que los contiene, la que también conti-ene
otros f:tntos para.los. euales. y

111111E111111110111111111110211
11111111111111PIE11111111110111
IIIIIMM1111411111111111110111111

1111111B111M4111111101111111111111
11111111111119111111M11111111111111
1111111111111111iMIIIINI1111111111
1111111111111151M1111111111111111113
ENEESIM2/11111111111111
111111111r04111111=11111111111
1111111111051111111111111111111111111111111
11111511111111111111111111111111111
11111101111111,1111111111M1111
1101111111111m1111111111111111
121111I 11111MOIMMIIIIIMMIN
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Grafica de

y4= x
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" -41lay al_gdn punto sobre esta recta ieuya ordenada sea diferente

'de su abscisa? La grifica del conjunto de puntos descrito par la

condici6i y = x es la recta 'que ps:sa pOr el origen, se extiende

por Ios cuadrantes I y. III, y forma-ingulos de igual Medida con

los .ejes coordenados.

Paim otos

ejercicios, usa

la tigurs de la -

derecha.

Ejercicios de clase 1-5 .

MMEMMEMMEMMINIMMK
MOIMMMENCIMMOMMIE=-:
MIIMMEMEMMEDSMO
MMIREMOMMIMMEM
IMMONOMMEM r41T -p
MOMMINIMMOUMMM Q
nememmemegvigssmoi
IIMMOOMME igg.-111
CrffeffeCKRENWRIUMM
OMMOOMEM
1HHEMOKI*4
mommmatmm
0112KM
11111BirggigkgggILAVONN

p agg*

VOOM

'*.4"'rigigt

EMM-ffil@
'qff - :-

gil:Aggig-

ItQ

n
gmin

mm
4 .:. :. . ' . : . .:. ... .:. .: .. . ." .

a

a

Acabamos de ver que um recta cOntiene todos los iiiantos que
A

satisfacen la condicián y C. Considerernos ahdra,la

clán y .>-x. El wirtbrdenado (3-, 5) .'satisfac'e.eqta

letra lo designa en la- figura? 9tro par ordenad6

Clue satisface lcond1c16ri y > x es ( -1, 4). i,Qué retra

designa este punto- en la figura? Algunos otr:6s pares que
,satisfacen esa condicion 'son:. (1, 2), (4, 6), ( -4, 0), (0, 6

'Y. ( 6, 6). Au0.1etras se han.empleado' pdra designar esos
*

2. Rasta ahoila" todos e los puntos cuyos pares ordQnadop satisfacen
la condici:o'n y > x parecen -estar cor&cados encima 4e la

recta. Deberemos también e.xaminar aas coordenadas de los

puntos c, 1.1 y B, puqs también estin -encima de ld recta,
,

.1,Es' (-2, '4) ( 74, -1) el par ordenado designado con 1.111.
,
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, aturalmente, dices que es (-4, -2). No olvides que esto
sigrafica..,x . -4 e y = -2. OatisfacemeS4s valores la
c9ndlei6n y >X? "erificEesi los puntos C y R
"pertenecen" a la,dondi_ci6t eley alguna diferencia

entre la:condición y> x0,7 la condicián x < y?

Debes recwIdar que una recta en un piano determine dos semi-

'planos. 06mo se puede user este idea para describir el
conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen la condici6n

016nde estan,Xos puntos cuyas..coordenadas satisfacen y < x?

Comprueba marcando mentalmente los puntos corresponalentes a
los pares ordenados (1, -3), (if 1), (2, 0), (-5, -2) y
'(41 /)., LEncuentras que todos estos puntos estin en el

semiplano por debajo de la recta?

LD6nde estin los puntos cuyas coordenagas saiiSfacen x > y?
4Estin los puntos cuyas coordenadas satisfacen x = y en

.

9.1guno de loS'semiplanol determinados por este reata?,Eiplica
tu respuesta.

Cónsidera.la_condiciOn y = 4, que se satisface para lOs

pares ordenados: :(2, 4), (5,..4), (-2, 4), t7, 4) y (-4, 4).

La condici6nse setisface Para cualquier par ordenado 'cuya

ordenada es 4,*independientemente del val6r de'su abscise.

La grifica del conjunto de puntos descrito por la condic16n

-y = 4- es una recta paralela al eje'de las abscises, 4 unidades
por encima d6 éste.

"
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Consideremos ahóra las siguientes condiciones:

:.04WtiMMEMMOM
%WRENN
tz4MMEMEMWMEME
t:NOMMMAEMEN:-
MINIMMEM

ORMME,m

MaMOM Mil II

aaiaau a.
MINEMEMM

111 IIIMMEMMEMI
MEMMOIMMEMME
MEMMEMMOMMII

'(1))

*.

mmomilmms
MEMEMMEMM
MEMENEMBE
MEMMEMEN

ONEMUMEWMEMMONS
NEMMEMSMEmamma
sammummm
UM W*MMEE
EMEMEMMUM
MEMEMMEME

EN:

, '"4

4

Et el diagrama (a), la recta A es la grgica-del conjunto

de puntos desdrito por

y 44 al par ordenado

ordenado es mayor que

otrbs plgitos del piano

la: condiegn y= 4. LPeacribe la condiegn
- t

(2-0-:6)? Como laordenada de este par

4,lo descrfbe la*condiegn, y'> 4. 4,11ay

cuyas ordenadas son .mayores.que 4?

Localiza dos puntqs-mis,:K .y -M, cuyas ordenadassean mayores

que 4. 6Eattin es-tots puntos por encimade la recta A? SI, estn

en-la reggn somb#eada, qUe es uno de-los samiplanos determinados

por la recta y
La gráfiCa del pitjunto de pUntos descrito, Por la candición

y > 4 esti.eri el semiplIno superior de la recta paralela al eje

de' las Abscisas,, y 4 unidades por encima de este eje. La recta,

no es-parte de la gvifica.

'En'la porte sombreada del diagrama (b) eaten los puntos que.
- _

satisfacen la condición y < 4. LC1Calizatel punto (2, 1): en'esa

reggn. Como su ordenada ei'menor que' 4; .1.0 desdribe 1a condician

y < 4. Localiza en.el plano'otros puntos de ordenadas menores

que 4. astin esos puntos en el semiplano inferior-de la jectai4?:

Toma otros puntoa del semiplano inferior determinado por0.a recta:

Il

1 Pt

7
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para ver si satisfaeen la-condicidn sT;( 4.

La grifica del conjunto de puntos descrito por la condicidn

y < 4 esii.en el seMiplano inferior determinado .por is, recta

paralela al eje de las abseisas y situada 4 unidades más arrilw

de este eje..

*Ejereicios

Dibuja la grifica de eonjunto de puntos determinado par

eada unade las condiciones que se indican a continuaCi6n.
, 4

Usa ejes de eoordenadas diferentes para cada grifica.

(a) t2 (g)

(b) y >\*2 (h) x

(e) y <4'2' (i) x <

0) x 3 = -2

(e) x > 3 (lc) y>a

(f) x < 3 (1) y <

(m) t'ComPara las° gre.ficaz obtenidas en ( a) , (b) y ( c )

(n) Compara las grificas pbtenidas en' (1),(e) y (f) :

2. Lospares-ordenadbs (01 )1.(2, 5), (-3, 0), 2) y

(-7, -4) 'son' algunos die los 4ue satisfacen la .condicion

y = .3 + x.
(a). Mama los puntos eorrespondientes a bstos pares

ordenados.

(b) Traza la rectaque pasa por esos puntos.

(e) Pinta eon unadpiz de color elsemiplano que contiene

los puntos cuyas coordenadas satisfacen la condicidn.

y 3 + x.

alltiplicación de nilmeros racionaIes

En la sección precedente hemos dibujado grificas de algunas

eauaeiones simples. Si desqamos donstruir la grifica de' una

eauaci6n como y (-2)x, utIlizando nlimeros positivos y negativos
A

para necesitaremos encontrar prodbctos tales cqmo (-?) 3
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y (-2) (-4).. El trabajo que hemps-realizado en este,capitulo y

en los prec6d6hte-S-MM-11A7preTtrado para efectuar mul4Dlicaciones

en las 'males uno o más de los factores sean mimeros 'negativos.

En los SArticlos 1-3, empleaste en varios casos la recta num6rica

:para hallar producto quq cOntenian nUmeros'negativos. En el
/

problema 12 de esta-seccicin, sete pedir4 que calcules productos

cow- (-2) .*3 emaeando la recta numérica. Sin embargo, consi-

deremos prtmero este problema desde otro punto de vista.

-En tus estudios-anteriores.debes haber consideradb el conjunto

de lo6 matiplos de 2. Si loS elementos.de este conjunto S Se ,

escriben ordenadamente, cada ntimero puede ser obtenido suiliando 2

al que le precede. .

S = (0, 121 4, 6, 8, .-7;1--

Le manera semejante, cualquier nlimero (excepto el primero).del

conjunto ordenado,de los matiplos, de ,7;,puede obtenerse sumando

7 al que le precede.

T = (0, 7, 14, 211_28, ...)

Pai.a el conjunto T, tambien.podemos decir que cada nlimero se

puede obtener restando 7 del que le qigud. Por ejemplo, 28-

sigue a 21, y 21 . 28 - 7.

Probablemente has constriaido tablas de mtltiplicar como la

siguiente.:

4

5

6

12 6 20

15 25

8

21

24 30.

28 35

En esta tabla, 30' ep el resultado del productb 6 5. Esta tabla

de multiplicar suglere una manera de imaginar los productos de dos'r

ntimeros racionales cuando uno de ellos, o ambos, son mimeros

negativos.
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Nuestros conocimientos de aritm4tica'nos.han permitido Ilenar

algunab de las casillas de la.tabla anterior; También hemoS.

.utillzado la PrOpiedad"de que-el p to de un-minero negativo

por 0 es 0. -Para completar. tabIa bservemos por:ejemplo,

que auando vamosde abajo hacia arribpren,la.colUm.na de la derecha,

-cada /Amer° 'es '3 unidadestmenor.qUe que esti inmedia-
.

tamente deb0o, de 41. A esta columna la Ilamaremos "columna 3".

-Entences, la "ciaumna 3" resu1ta3i-de1 siguleite Modol

S
0

6

.15e manera anil ia, la "fila 3" set6.

Aplicando es a noci6n al resto.de las casillas, la tabla se,cam-
.

pleta comoise ire.en la sigulente.página.
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En particular, 4amos que la fila

"fila -2", se completa

,t

uperior, clue es la -

2

Con otras palabras, pi consermamos las,propiedades paisa Ia multi7'

plicacián de`los niimeros naturalea, como las hemos recordado para

'losrnIt1plosde 2 y de. 7, debemos aceptar los siguientes

productos:

(-2) (-2) = 4 y (-2) 3 = ,-6

Debes observar besultados semejantes en otras.partes Ae la tabla.

Para cads .columnafy cada fila, la diferencia entre dos nlimpros con-
*

secutivos es un Almero fijo. En lo qu a esta tabla se refiere, el

'producto de dos mimeros negativos es un ntimero positivo, y el pro-

ducto'de un nUmero negativo por un nilmero pdpitivo (en cualquier

orden):es unniimero negatiVor Eatas,conclus4ones oà efectivamente

N correctas para todos los n4eros racionales positivos y negativos.

, Sin embargo, esti claro que no hemos Atemostrado estos resultadosni

los'hemos dado como parte de una definici8n. ,Solamente hemos mos-

trado una ramin por lacual ias conclusiones son plausibles.
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S.).14?ma,razán para adoptar las raglas anteriores en

,eac16n,es que estas reglas mos.permiten conservar las propiedades

cOnmutativi, distributiva y asociativa usuales. Por ejemplo:

3 + (73) = 0

2 13 + (-3)) = 2 O 0
,

2 I3 4- (73)3 = 2 3 +. 2 (-3). 6 + 2 r3)
6 + 2' (-3) 0

Aqui vemos que 2 (-3) es ei inverso aditivo.de .64

Ademis, Wpemos'que -6- es el inverso aditivo de 6.

Por consiguientel debemos tener 2 (73) = En general,

el producto de:un ndmero negativo p6r un nifmero positivo debe ser

un :Amer° negativo.

También 4 + (-4) 0

(-5)' (4 + (-4)) = (-5) 0 !D

.(-5) [4 4- (-4)] =-(-5) . 4 + (-5) (-4
0

aemos mostrado antei ient t4 que''(-5) 4 4 (-5) = -ZO,

y por consiguiente'(-20) + -5) . 0: ,

NEsto signifies que ( 5) . (-4) es el inverso' aslitivo de

Sabemoi que *20 es'el inverso aditivo de -200 luego

estos dos nlimeros deben ser iguales.y. (-5) *(-4) . +20; es

decir, el producto de dos rillmeros-negatiVos debe,ser un :Where .

positivo.

Ejercicios t-6

1. Observa, la tabla 'de multiplidar'm4s grande que hemos comple

tado en esta seccidn., .LEn qué files crecen Ios productos

cuande vamps de iiquierda-a derecha?

2. Pespecto de la misia table, Len qu4 columnas decreden lOs

p-tediotios-cuando-vapos7hidia abajol

3. Da, en orden correcto, los produetos de 7 por losenteros,

dente -4 llasta 6.

Da, en orden correcto, los productos de 4 Por los enteros

desde -5 haste: 5.

-Completa la tabla que aparece a continvaeicin. Si.lo-nTce-

'sitas paredarte cuenta del modelo,'suma las columnas

apropiadas de la derechal o suma las files apropiadas del

A
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final de la tabla. Puede convenirte eompletar'primero las'
filas.y 'columnas pars: 0 y 1.

o

Rnpleando la tabla anterior, verifiea la hropiedad conmu;ativa
de la multiplieaci6n en estos ejemplos:-
,<a) -2 y 1 (b) -3 .y: 0 (c) -2 Y` -3 (d) '-1 y -3
Ilustra la propiedad asociativa,de la multiplicaci6n, empleando

estos mimeros: -Ks -1 y 5.
8. Usando como una sum los dos Alltimos niimerod de cada conjunto,

ilustra la propiedad. distributiva de 'Ia multiplicaci.6n resT
pecto de la adici6n para los siguientes conjuntos de ntimeros:

(a) -4, 3, 8 (b) -2, -3, :6 (c) -10, -8, :1
9. Halla los sigu entes productos:

(a) (-4) * 0 (f) g9 * (-5),

(b) (-4) -* 2- -(g) (-6) (-9)

(0) (-4) 5 (1-;) (-10) (-60)

(d) 8 (-3) (1) (4-21), (-43)

1(e) 17 (-2) -(j) (-0.6) (-1.4)

v.

(k) 4 3

(1)- (-6) 8 (-42)

(m) J-3) (-2) (-11)

(n) (-10) (-8)

(0) :(4) (-16) -(4)
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Halla los siguientep produgtos:

(a) (71)- 4

-(b) (-1) 5

(c) (.-1) 11

11. 'Pluestra.el uso de la recta numérica Vara determinar los
productos por adicion.repetida.

(a) 3 (-2) (b) 5 c2) (c) 4 ("3)

A Di eon tup propias palabras Ome se ,podria'usar la recta
num6rica para hallar el producte (-4) 3. (sugerancia:
Empl la prop1ed4 conmutativa de la multiplicaciOn.)
Un 'equipo dà fiitbol tiene la pelta en -su proPia linea-de
45:yardas y pierde luego dos yardas.en cada una de las

(d) ( i)

(e) 77- (-1)

prOximaELtres jugadas Aucesivas.

A
sU nueva posici6n?

,
(b) Escribe una expresián que contenga nlimeros negatives

para obtener la respuesta.a (a):
1. 4puinto.dabe ser n para que ,2y1 .,-i8?

15. .0uAnto es n, en cada.Una de lAs siguientes ecuaciones?

'(a)

(b)

(c) (-2)n . 11;

3n= -36 (d) (,-3)n 30

5n = -75 c-.2)n -8

(S) (-6n = -12
En estos ejercicios de multiplicacián, ascribe un ndmero
en el pardntesis de manera que el bnunciado sea correcto.

(a) ( ) a 6 = -12 (1) 1 ( ) =

(b) 5 (..) = -i5 (i) 6 ( ) = -36

*'(.) (-10) ( ) 100, (k) (-9) ( ) ; 81

2(d) (-5): 20

(a) (-5) ( ) = -20

(f) 11 -

(g)- (-1) ( ) = 1

(h) (-7) )= 0

50

(1) 5 .

(m) ( ) (-10) -90

(n) ( ) (-50) . 100

( ) (-6) )

) -4) ( ) =



17. En estos ejeroicios,shalla los prOuctos:

(a) (-6) (-19)

(b) (-3) * (-4)

(c) 6

(a) (-6)

(e) -.(*) (-4)

(f) (-75) a (-4)

(8) (-4) 1(-10)

(n) (-16) ( 12)

(-3)

7
( )? 25 (-3)

1/(/

(q) (-27)
i

(-1) (-3)

(-2)

. (-3) *,, (-3)

(z) (-2) 2 ' (-2)

D1vis1!+5n 'de nlimeros rapionales

Sabemos-)que sf 3 n 39, entonces n . 13, pu6s 3 * 13 = 39.

AdeM4S, en la deanici6n de ndmero racional (Capftulo 6, Vblumen I),

hemos lliamdo a Z32. (6 39 3) el ntimero racional n para el

cue.). 3 n 39.

3977. 39 3 13

Apliquemos lps mdt6dos que hemos utilizado en la divisi6n de

nIlmeros racionalés en el sdptimo grado, a la divisi6n de ntimeros

racionaIes que contienen nximeros positivos y negativos.

5.1
r

a



liana ,n $ 2n = -18.

Sabemos que 2-(-9) = -18.

Entonees n %=, -9 6

(-18) 4. 2.= -9.

En esta seebi6n, estudiaremos la divisi6n solamente como
la op,eraei6n inversa de,la multipl baei6n. Para hallar
(-8) + (-2), imaginamos que

.(-8) + (-2) = n 6 (-2) = 8-,

n = 4, puesto que
1-2) 11.

La pregunta iOutinto es 16 dividido por -4?" signifiea
Io mismo que esta otra: n'tor qué ntimero se 'Puede multiplicar
-4 para 6btener 16?" Sabemos que (-4) (-4) = 16. Entonees,

LCuales de los siguientes enunciados son vArdaderos?

(a) '(-63) 4 (-9) --- 7 (d) (-2) -{ij = 3
(b) 45 + (-5) = 9 (e) (-2) -( )

(c) (-8) (-13).= 104 *(i) . -2 -
Podris mostrar que todos estoa"nunciados sonsverdaderos,

saliro (b) y (e):
Antes de comenzar lofy ejereicios, estudia los enunciados

que ie dan a continuaei6n y eerci6rate de clue sabes por qud
son verdaderos.

.(-7; * (-5) = 35

-(-7) 5 = -35

, 7 5

7 = 5

35 (-7) = -5 35 (-5) =

(735) + (-7) = 5t = -7

5 = 75 + 7

1-5) 57 ,- 194 (-5) _
7 7
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6Cutil es el inverso multiplioativo de -(3)? Satlemos que
4 .

,st

M A
a5tertnve-reros-mtiatiplicativos

Puesto que

7

tenemos

n =

(4) (4) = 1

=

Par consiguientel (-4-) es e

s

'1. . Determinii los productosf

;4inverso oultipll.cati:vo de . .7

Ejeroicios

.(a) (-1) 7

Sb) (-4) . (-3)

(c) 2 *, (-6)

(d) 3 (-24) -(i).* 4

(e) (-8) (-9) (h) (-10) -A)

(r) (-21) (-35) I(1.). -(g)
. Determiila los .cocientes't

(e)' (-28)
(b) 12

(0) (-12)

Completa 1ET.

14.

a

7

-(-3)

4- 2

(d) (-72) 4. 3

(e) 72 + (-9)

(f) 735 (35)

(g)

(11)

(i)

19,

=1

-2
-5

-6

.5a
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Halla r de manera (Tue, se conviertan en enundiados yerdp.deroA
las siguientes proposiciones:

(a) -3r = 17

(I?) 5r .;710,

(O. 4(-3)r =

(e) 2r = 133.

-21 ()

(h)

(i)

(-7)r

lOr -((c) (72)r . 6 (f) 3r = =

Escrib6 el inverso multiplicativo de cada p.imero del App

"conjunto P:

( d4)

(6)

(f)'

-18 .

-9

-25.
5

-30

-30

-6

76,

30

P = (6, 1, 1,

divisiones indicadas a continuaci3On:

(g)
-100

-20 11

(h) .-36

-12

-432
(i) -77-

4.

(j)

721

-484,(k)
2

(

-13 .

54
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,en cads. 'una de la's ,siguientes ecuacion,es.':'

n

..xacribe
)

k5) coma cociente, de dos manersus:fitstint4s..:

.`

(b) 2,+. ( )

Halla n",

,(a) 7n .k.'-6 (b) ( 7)n .
'.1.

II-. Eicribs,dos pr.oposiciones, emioendo- n, er; las cuales.. ,.

0 = -(:4)" convertir4 cada,..Pr*oposici6n . en un ,enunciadob- . `i. 'sr -..', .
., vLdadero.

... .

12. Halle n, 90i

V.-n)n = -92

CO: .(192) n

1 . Escribe 2 de otyS. manera
estos ntimerop: 92, -92, 25 -.6' -25.,

4

Escribe dos proosic lanes numdricas clue
.que n = corivie.rtacada propo§iciOn
verdadero. !*.

15. Complete estos enunciadou
Si a b sop enter6s positivos, o negativos, entonces

es :el ntimero racional- x pare. b I mai' .

F es un nmer rc1txial, entonces,a es positivd,

(c). :4)n.= -(3)
(d), -4) n

como tociente, empleando dos de
:A A

empleen, n, de maneri
e4 un enunciado

(b) Si

si a b son
(ci Si

A

a a
.5. es un ntim4ro racionel entonCes es negativo
a 6 b ep, y el otro es

#

1-8 Sustracci6n de nlimeros racionales '
La recta numdrica será dtil en la .comprensidn de la sustraccidn

7 6 '

...
cle ntimerps recionales.. En ,aritmética hemps aprenclido, por e-jemplo,
que 17, +. 4 = 11, entonces 11 -- 4 = 7. Este enunciado puede
explicerse pelliente la siguiente figur'a:

.,Ir 0

j



Usaremos también sesta propiedad para los mimeros negativos.
Como 8 + -5) =3 entonces 3 (-5) = 8'. -La figura te puede

ayudar a comprender esto.
4

PS4'

.
I-3 2,

La. fatipiedad
NentOpes. c

;pimero) que, sumado
que 7 - 4 = 3.

Para hallar
sumado- a 4, d4..
(77) =-4

*

f

-5

if 113-

que estamps utilizando dice que ssi a + b = el

hallar 7 'I- 4 .debemos encontrar.el

a ,4 -dé 7. Como 4 + 3 = 7, se Concluye

I.

(-7) - 44 debemos imaginar un nlimero clue
7. 4Como (-11) + 4 = resulta que

En vi4rtud de la propiedad cormiutativa de la adición,

s..÷,b = b a, todo enunciado referente a una a'dici6n da dos
ehtinciados referehtes a la thistracci6n. Por ejemplo:

3 -I- (-2)-= 1, de manera que 1 - (-2) = 3. 7. 1

Obserira también 2c!ii.le *3 - 2 = 1

v'emos .quet 3 - 2 = 3 (-2).
SI

*Con btras palabras, el resultado de restar .2 es el mismo
que do sumar el inverso aditivo de Z. Los ejetnplos, anteriores.
pueden .servir para verificariesta propiedad general.

y 3 +' (-2) = 1. Entonces-t

'Como 3, - .( -5)
(-5)entonces ,.3, -

Como 7 - 4

entonces 7. - = 7 :V (-4).

=

=

=

8
3
3

y
+ 5.
y

3 + 5

7 I+ (-4)

=

=

8,

\

I.



Como

entonces

at

1---71p*O

'Ilntonces
'Como

entonces

4

1 0. C7) ( 4) -11,

= (if).
( ?) =

-4- 2. .0

1 = -2 ir 1 ±'(3)

0. 1 1 +

6ada uno de estos casos yews que restar un mimero es lo mismo

que sumar su inverso aditive.
t-

Ejercfcios 1-8
Suma Los ntimeros de cada uno e los siguientes 'conjuntos:

(a) -2, 3, (d), -4,,

,(1)) 7,:-7 e) :2, 3, 15

'(c) 75:,

4

(g): 8, Th3, -24

(h) -7, 50, -119

(f) 21, -6, .-7 -4) 23, -19,

'Halla la suma de ,-(i) y y escribe dos ecuaciones que

contengawsustracciones, y que_puedan obtenerse de esta suma.

Halla x. en las siguientes ectiaciones:

(e) -(1) +

(b). (-3) = (t) -(4) +

'1

(g) -(7). ±

(a) (-5) + 2 ---: x

(c) 8 + .x
(d) x

'=

Completa los ntimeros que f4ltan en cada uno'de los ejemplos
que sigtien:

(a) 8 + 5 + ( 8

,(b) 6 + (-3) -f- ( ) = 6

(c) (-11) 4-* + ( )

(d) (-11) + (70' + ( = 11

( ) (-3) ( ) + (-13) 8

4,



4.a. Att +it 44'3'

et

1-8

k.

(r) (-3) + (77) + (

(8)

(h)'

4. (4-)

+ ( ) + =

'5,.*'.Etclia las siguientes sustrapciones:

(a) (-4) 2 (e),

.(b) (74) -'( 1) .(r)

(e) 8 (-3) (g)
(d) (-11) ( i3) (h)

S.

-4)

-= (-2)

- (-6)

Halla los inversas aditivos de estos nlimeros:

.%ConvierVe :cada pregunta del problema 5 en un'problema de
'sumar e. inverso aditivp. 'Por ejemploo (-4) - 2 . (74) +
.Efectda las siguientes iustracciones:

(a) ( 0)

(b) 4

(c) 16

(d) 8

(e) (-8)

(f) (-8)

(g) (-9)

(-3) (h) 9

6 7 5

0- 12 (i) 7 ( 5)

(') (k) 2 9

.(1.) (-9)

( ) 3 7..rio)



9. gempieta Viguientes
-----L4a 4110111111.r.a.

P
2x

'13

-21

I\

b)

1 -8

a
X

\

('2 )X ..'

Ti
t

.... r

_

.

\ ,

r

1 0
--
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ECUACIONES

Redacción de frases numtiricas

ae gustan las novelas de mdsterio? ae.has imagine& alguna-,.

vex que eres un detective comp Sherlock Holmes o Nanpy Drew?.

Algunas veces un matemitico necesita determinaruno o misntimeros

desconoeidos a partir de eiertos datos. En tales casos el mate-

miticb actila"como un detectiv; 44.1e trata de aclararom.misterio.

.Por ejemplo imaginate que estisstiatandp de busear cierto

nximero, qe llamaremos x. Los matemiticos usan frecuentemente

letras tales caw x, y, v, ete.0, para representar nximeros descong-

idos. Se te.da.el siguiente.dato:.

x + 5 = 7

lierbalmente podfamos decir que 7 es 5 unidades mayor que el

ntimer onocido. , En este ejemplo Lpuedes-determinar el ndmero

.desconocido? Probablemente si

Algunas veces el niimero.desconocido'no es tan ficil de encon-

trar. Por ejeMplo, supoite que'.tienes-este problemar

,Tomis ha'comprado un boletO para-un partido de flitbol En 1,

total ha pagado 41.10 (6 110-centavos), incluyendo el

imPuesto. Si el costo. del boleto es 11.00 mis que el total

del impuesto, Lcuil,es el monto Aei'impuesto para este boletó?

ae parece qpe 10.centavos podrfayser una buena respuesta? Re-

cuerda'que el costo total es 110 centavos. Si el impuesto fuera

10 centavos, el, costo del boletq serfa 41.10:- 40.10, ea decir,

41.00. Pero esto no' es correeto; cues,si el'costo del boleto

fuera 41.00, este costo serfa sOlamente 40.90 mis'que el im-

puesto.

Comprobemos,nuevamente lozdatos del problema. Debes utili-

zarlos corredtamente papa obtener la respuesta. Con el fin de

ayudarte a encontrar el monto del impuesto, emplea'los datos para

-redactar una proposici6n nuni4r1ca ITEtemos. x ,para regresentar el

mithero de centavos del impuesto. Como el costo del boleto es 100

centavos .(41.00) más que el impUesto, debemos.adadir esta

4
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chntidad a x para obtener el'costo del boleto. Entonces, el

costa-. del boleto puede ser repr'esentado

sumamos el cost:) del bol&to; (x + 100)

mos el costo total del boleto, x + +

esta proposici6n, numdrica:

por (x + 100). Si

al impuestoi x,"sobtene-

lop ) Entonces obtenemos

x + (x + 100) = 110

4Pueded, hallar ahora el monto del impuesto? La respuesta
Correcta .e's 5 centavos ($0.,05). El precio correcto del boleto
es 0.05.. &Es 41.05 - 40;05 = 41.00?

Con muy pocos conocimientos de &ritmética' se puede9 resolver

algunos problemas acerca de aimeros. Los' problemas *dificiles,

sin embargo, se resuelven mae ficilmente escribiendo* una pro-

posibi6n numdrica que establece las. condicione4 del problerda.

En.los dos problemas anteriores hemos empleado los datos para
esCriVir proposiciones numér4as. Cada condici6n era un

acerca de ntimeros. Algunog de esos ntimeros eran conocidos

otros desconocidos. Por atimo, tratábamos de hallar qué
mimero x satisfacia' la condicion x + (x + 100) = 110.

Ent est,e capitulo 'aprenderemos primvo a escribir las pro-
posiciones numéricas referehtes a los paitiblemas. Al final del

4zapftulo aprenderemos a usar las varias *i3roidedades de los

ntImeros para resolver las proposiciones num4ricas mae dif/ciles.

Una, pi.oposteicin que sé refiere a ntimeros puede ser escrita
en esta forma:

Esta.proposicán referente-asntimeros dice:

"Si siete se suma a cierto mimero x, e1 resultado es

nueve".

El "9" s Vila parte de la Proposicidn Rumérica anterior. Otra
parte de 1a proposician es ux + 7". Estas expresiones, X It-

9, no son propOsicioneS. Son solarnente partes d)/proposi-

clones, y se llaman frases.

Una frase no hace afirmaciones. En una propob1c16n refe-
s

rente a ntimeros una Xrase represent& a un mimero. Una frase que

describe o representa a un ntimero se llama frase numérica.
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Algunas fras4s -num6rioas representan mimeros particulares,
Por ejemplo, .las frasep nuffitiricaa + '5), 9,-4,
representan niimeros particulares. En cada uno de estos ejemplos,
el 'valor de la frase numérica es conocido sin más, o puede ser
determin,ado. Una frase num6rica que representa a.un ntiMero parti-
cular se llama frase numericecerrada, o simplemente frase Cerrada..

4Qué smimero.estg. representado por x - 4? No podemos deter-
minar eJ. mimero a menos que conozcamoP 'el yalOr de x. Entonces,
x - 4 !puede tener irarios valores diferentes. Lap frases numéricas
que no representan un Mimero particular se llaman frases numericas
abiertas, o más simplemente frases abiertas. Podemos imaginar una
frage abierta como una frase cuyo valor, está "abierto" avarias

posibilidades. Son Vemplos de frases abiertas,. (x
B+ z), y (3x + 2x).

A fin de resolver problemas utilizandb proposiciones numéricas,
debes ser capa:z de 'traducir las condiciones dadas en el problema
en Una proposici6n abierta. Para hacer esto, 'debes expresar los
mimeros del problema como frases numericas. Al comienzo de dsta
secci6n, hemos empleado la proposiCi6n nurnérica

x + 5 = 7
&Es conocido el vator, de 79 4Y el de x + 59 LEs 7 una frase
abierta? Lito es x' + 5?

Para trabajar con frases numericas debes ser también capaz
de traducir' las frases verbalmente. La frase x,+ 5 puede ser
traducida cOmo mimero x aumentado en cinco". 4Se puede
traducir 7x cor "siete. veces el mimero x"?

Algunos alumnos se- confunden porque una Nfrase abierta como
x + 7 puede.- tener diferentes traduccionet,, por ejemplo:

"El mimero siete sumado a
o Del mimero x aurnentado en siete.",
o "la suma de x siete",
o "siete unidades más que el amen; x"..

Sin embargo, todas ests traducciones tienen el mismo sentido mate-
mittico. Ademis, todas estas traducciones verbales significan lo
mismo que "x + 7' Con la práctica aprenderals a comprender ls



diferentea.manems 'de expresar una erase num4rici3.:

Ejercicios de. clase, 2-1

Traduce- cada: iina de las, sigaentes ,frases tiumciricas,:

(a) La surna x
(b) ..E,?. wimero x 44.aminuido en

(0) Ef.produa.to. .c.le 8 y c.

(d) euarto del mimera x.

(e) El nAmero' x ammentado en 10.

(f)-',E1 nxiMepo 7 Amatiplicado por X

(g) El nOmero vae es il:restado de x.

s(h) El nOiero x, divA.di.do por 2.

(1) Ea:ntimero que 'es 6' menbs que x.

Elntimoro x 41.sminuido.en 9.

2. Para.Cada una de las frases num6ricas-en el problema

liana 'el i1tmers6 representado por la trase si k = 12 en,

e*ada pregunta.

Tradtice verbalmènte cada una de lap s.guientes frases:
.

(a) x '1 (d) ix&

(b) x - 3 - (e) /!.x

(c). 2x:". (0 (76) x

el'nximero rep esentado porcada una:de las frases

nilméricas del'prob ema 3, si x 6.

Halla el nAmero r presentado ppr cada una de las frases

numAricas el prblema 3, si X . -2.

6. Suponte que,durante,enero has ahorrado: d Aálares. En

febiero has ahlOrrado 5 claires miis de lo que hiadas

ahorrado enenero.

(a) Escribe/una frase..abierta quelreprespnte el numero de

dólares qms has,ahorrado en febrero.

(b) Escribe-una frase ablerta-44e represente el nlimero tbtal

de daares que has ahorrado.

A.



Escribe frases abiertis par& epresentar cada una de ias

siguientes:' 1."P

(a), Elsndmeredeoettavos en A',"iiimesu.,

Erndmero de galones en o' cuartillosi

(c) El ntimerp de-Pies en y- yardas,\
.

(c:1 ) El ndmero de Centavos en n más fung "nickels%

s.(e) El ndmero.fie, pulg4das en tree pies menos -clue en.s. p pies.

Escribe frasesabiertas qtie representen cadauna de'las:

siguientes:

'(a), 1.1n ndmera mas cuatro.

(b).-La aumasde un rthinero y del c16)?le del vdmero.

(p) Un ramero aumenteco en siete.-

(a) anco Stistrerido de unntimero.

(e) Un ndmero suWaido de cinco.--

(f) El producto de nueve y tn nximero.

':(g)- 11 cociente de un,ndmero dividido por di-

(h)' El cOciente de diez dividido por un,ndmero.

Un niimero sustraido del doble dei mismo ndmero.

(j) Tres veces un nlimero dividido'por dos veceS el mismo

2-1'

ndmero.

Eaercicios 2-i 4.

No siempre representamos por x el ndmero desconocido. kraauçe

'en slmbolos cada una deaas frases numéricas que sigueni e

pleando la letra de cada pregunta como nimero descon9cido. Por

ejemplo, en la pregunta (a) emplea "a" como el ndmero descono7

cido.

(a) La 'suma'de seis y un ndmero.

(b) 'Ocho'veces un nximero.

(c) Ocho vepes un,rnimero y ese resuItado aumentadotsen 1.

(d) Tres restado de ocho veces un ntimero.

,(e) gl montorepresentado'por ocho,veces un ntimero

:por 4..
.

(f) -Dos veces un ntimero y ese resultado aumentado en 3.

(g) Cinco multiplIrcado por la suma de un ndmero y 2,

(h) Diez unidades menOs que siete veces un nIlmero.
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(I) Doge dividido pOr la suma de un ntimero
tE,1-praduato de__das,...fac:toreS4 uno de los cuales 'es la.
suma de 3 y cierto ntimero, siendo el otro la suma
cle 4 y e Anismo niimero.

11%

Halla el nlimero rePresentado'por cada una de las frases

numericas del ,problema 1, si el ntimero desconocido es 3.
Traduce verbalmente cadd4 una de las prOximas frases numé-

.

ricas'abiertas.i Escribe la palabra "numero" para representar

el ntimero desconocido en cada frase.
I.

Ejemplo. 7 3' Un ntimero aumentado en tres.

(a) 2n + 5

(b)' 6 - 3q
(c) 7(b 1)

(d) 5 d

(e) 15 + 2w

Halla el niimero representado por la'frase:abierta 2n + 5
\

cuando n''toma los sigulentes Valores:

a.) n 5 n 0
_

.(6) n -5 (d) n'. -1

5' 'Halle. el Omero representado pdr la frase abierta 6 3c1

cuando .q tamalos siguientes valoreg:

'(a) q = Ci (c). q

(b) q -1 (d) q= 5
gscribe una frase numérica abierta para representar cada

taulAie las siguientes condiciones:

(a) La edad de Ana, si Ana es tres adOs mayor que su

hermano, quien a su vez tiene x aaos de edad.

(b) El
4
costo de diez 'apices a ratón de z centavos cad& uno.

(c) El nlimero.de centavos en q cuartos.

(d) La edad que tendrá un rano dentro de cinco,.ados si

actualmente tiene !k &los de edad.

(e) La edad que tenla una nida hace seis ados si tiene

ahora z aaos de edad.

ljb
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(f) Ea nlimero total de puntos que alcanza Roberto en dos

spartidos de baloncesto, si ha logrado g puntos en el

primer partido y el doble de este niimero en el segundo.

El niimero de daares qule tiene

dOlares, tenia al principio

La sum de las tres, edades

Catalina es cuatrq,veces maior

Marfa despus de pstar, 6

n' ddlares.

la edad del,padre de

quela edad de-ella y la

eddd de la madre es veinte aaos mis que la, edad de

Catalina.

i) El ntimero total de centavos que ti'ene Miguel, si tiene. ,

IInickels" y el ntimero de "dimes° que tiene e±cede al'

nero
La§ frases num6ricas cerradas, 1 +,2, 2 3' 4 Y 4 +

represent.an lap, sumas de páres.de nlimeros consecutiyos.

Escribe Una frase'abierta que represente la suma de dosni.imeros

consecutf4os cualescluiera. '(Sugerencia: Ni' n representa er

menor de esos dos niimerop, 06 puede representar el'mayor por

(n + 0?)

Escrite una frase abiertgitue.represente la suma de dos nUmeros

impares consecutivos cualesqufera.

Escribe una frase abierta que represente la suma de tres

nAlmeros pares consecutivos'Cualesqviera.

Escribe una frase abierta que represente dos matiplos de'diez

consecutivos cualesquiera.

2-2. RedacciOn de proposiciones num6ricas

Todos bsamos diariaMente las proposiciones. 4Hablamoe mediante

las prop9siciones.. Cuando leemos, leemos proposicionep. 1,En mate-

máticas necesitamós tratar con muchas 'clases de.proposiciones.

Para explicpx y estudiar las matemiticas, empleaMos proposicipnes.

Algunas-proposiciones matemiticas establecen enunotados referen-tes

.a ntimeros, y las proposiciones que estudlaremos en este capftulo

son de esta clase espedial. Considera las siguientes proposiciones:
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Tele: 41' .

4

"La suma de 8. y 7 es. '15".'

"x +.3 A 8".
,

"Cinco es mayor-qUe-"la suma de uno y dos .

<' 4".

"La iima de-.3 y _4 no es Igual al produckp a-

3 y 4".

Cada una.de'estas proposiciones consist,e en dos-fratzes num*ricas

.coneetadas por un verbo .0 frase verbal. ,En las proposici nep

numéricas los'verbos.o rrases merbales se representan pdr os

simbiAos " "1 < It, " > "

Una propotición rnmerica-que'emplea 'el signo. = indica

igualdad. La proposiciem,.x 7 3 = ,8,-enAncia que z +3 y

sownoMbres diferentes para el mismcinilmero. fLlamamos ectiació
,

a-una.propoSición tal. Si x = 5, el enuriciado x t 3 =

verdaderoy quando x no es 5, el enunciado'es falbo.

'Considera la proposición x - 4 >7, LEs esta proppsici6n

Ima ecuación?. Olue representa eI signo >' ? Tiene el ndsma

signifieado qUe- = ? Esta proposidiein indica que el niimero're

presehtAdo por clue el ni;imero representador 7.

Tal proposieión sellama una desigualdad o uria inecuaci6n. .'Otros

ejemplos,de i.necuaciones son4"x +. t 15" .7 "2x / 18".

AlOnas'proposiciones son verdaderas, comaéstas:

'"4 + 5 = 3 3" y ."Ea sol se pone en el oeste".' Sin embargo,

v."

puede haber proposieiones que no

,"3 > 2 +.4" y "Abraham Lincoln

;los Estadop Unidos".,

,Considera estos epuniados:

"Jaime estuvo en la playa todo el-dia d ayer".

x,+ 3 . 8".

sean verdaderas; por ejemplo:

rue el' primer presidente de
4

I

LSon verdaderas? Lon falsag? Puedes responder: "No se:

qué Jaime se trata? sai,qué miner° se refiere, x?" Estos-en

ciados no sbn verdaderos ni ralsos, porque eontienen palabras 0

simbolos.que no se refieren a una cosa. '"Jaime" puede

referirse a cualquier persona que tenga ese nombre3 x puede



.
repreSentar,la cualquier nlimoro. Podrias:consUltar las listas de

los Varongs que fllron A la:playa y deeir que, Nsi "Jaime signihca

Jaime Nret (de San Juan)', la primera,prolpoei'cicin elVerdidera,ft

pero, i se refiere a.Jaime 1:J6pez (de Ponce), es false... La segunda

propoSici4n es verdadera si- x 5, pero es falsa si x ..6 6.si

-x 'es oualgul.er otro.mimero diferente de 5.
puedes deoir acerca de la verdad o falsedad de lap tres

ehtes proposioiones?

=
, a
"gorge fue el primer presidente de los EstadossUnidos".

"3 +;:.i ' 1

'Estes proposiciones son,semejantes en-el sentidp de que.cada una

contiene una palabra 46.sImbololkT.puede referirse a,uno cualquiera

objetos. jtVes algunadiferencia,entre las dos primeras

proposiciones y.la tercere? LPueden las dos primeras-proposiciqqes-

ser vrdaderas5 ueden eer falsas las dos primera6 prop6iciones,

2-2 -

'4Puede ser fp..lsa en algtin caso la tercera proposicián?

que una proposici6n.,numérica coniiene un slmbolo camp

x 6 z. Si el zimbolo puede-,referirse a Uho cualquiera de variolio

' objetdel la-propoeicicin ee llama ApOsici6n abierta. Eh este

caso se dice.que las letras ,x, z, etc., representari-a la incognita

6 ntimero desconocido. Una proposici6n abierta no es necesariamente

una p1-Oposici6n verdadera.' Tampoco es necesariamente una pr6i41-
,

4

ci6n.falsa. Deja abierta la posibilidad de mayor disdkas16n.

0bserva la siguiente ecuaciOn: * 40

Nsta ecliec16n se compone de tres partes: un verbo, Irdos .

10
frases abiertas, x + 7 x La ecuaci6n establece que pare

x 2.
cierto ntimero x estas4ios frases 'abiertas representan el mismo

niimero. LPuedee descubrir: ese-nlimero x? Ouedes encontrar-

más 'de lino? Prueba 4gunos nlimeros. Después de trabajar un

momento podrias decirl "La proposicidn es verdadera si x .3 6
x = -8, per° es falsa si x es,cualquier otro ntimero". Los

. ntimeros 3 5 -8 'sellamah zoluciones de la proposiei6n abierta.
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El conjunto (3, -8) se llama conjun o de sOluciones de la pro-

posicithi abieria.

Cuando hallamos el. conjunto complet9 de las soluciones de
Una proposicicin abierta, decimeft què hemos resuelto la proposi-

,citin. Una ecuacion es una 'clase particular de proposiciones

numericas que contienen el si.mbol'o . Resolver uria eeuacion

siknIfica hallar elbonjunto total de sus.solueiones. El con-
. junto de soluciones de unef e'euaciOn puede tener un elemento, o

varios elementos. . Puede ser conjunto vadfo.

Prob-ablemente has_usado ya alguna elase especial. de ecua-
eiones. Por, ejemsplo, para hailae el rtlimero de unidades cuadradas

de 'area de yn r'eetingulo has usado la siguiente expresiOn:

A . .8w

Esta es la abreviaci6n' de una reglal que en palabras reza as
"El ntimero de.unidades cuadvadas de a'rea de un

reet4ngUlo es (o, 4s igual a) el prodUtito del mimero de'

.u4Odes de largo p6rl ntimero de unidades de- 4neho"., or
.Cuando una reglacomo stse abrevia y.s-e escribe en la forma.

de una ecuacián, se le -llama fdrmula; Si se conocen el largo

y el ancho 'de tin rectangulo, pntonees se puede utilizar esta

f6rmtila.bpara hallar'. el area de ese -rectoxigulo.

;&Puelles determinar el c6njuntó de soluciones- de la:in-'

ecuacicip x -. 4 > 7? &Qu6 valor debe teper x pare. ,que la
.

itecuación sea verdadera? &Es -5 - 4 > 7? &Es 7 - 4 .> 7?

&Es 12 - k > 7? &Observas que x - 4 > '7 s verdadera

,-todo mimero mayor que 11? .Tambidn x - 4 > 7 es falsa para

todo 'otro valor de x. Entonces el conjunto de soluciones de
esta ifiecuaci6n es el conjunto de todos los 'ntim.,aros que-son

mayores, que 11. s.

NY%
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Ejercibios de elase 2-2a

-En los pr6blemas 1 hasta 4 que siguen, usa tus conoci-

miento's de arj.tmatica para-hallar el conjunto de soluciones de

cda una de.las proposiciones numéridas. Recuerda. que cada.ele

iento del conjunto de soluciones debe ser tal que, sustituido por

it a iricdgriita, haga,que la proposici6n sea verdp.dera.-

1. :la) x 3 . 5

(b) + 3 > 5

(c) k

(a) x + -7)' 2

(b) y + (,-7)

tic) n + (-9) .= -42

- 41) = 12

(b) .4a 12

(e) 5w =

4. (a)

(b) <2
3 .

13c. = (r)
vb

. A

Una yármula para liallar el perfm ro de un rectangulo es

p 22 * 2w. Halla el perlmetxj de tin rectangulo cuyo largo -

es 7 pies y cuyo.aricho es 4 ffies.

u. Etnipla la fármula a = ibh 4para haalar

--el lather° de unidades cuadradas 'de area

en el triangulo que se muestra a,la

kerecha. 115.14"

Las .ecuaciones se usan de inu*chas maneras y en muchos campos

diferentes. Resolvemos ecuaciones par b. hallai' las cori-ienfts en

Lula red electrica cuando conocemos .19s,voltajes y las resistencias,

para. diseffar Aeroplanos o naves espaciales, para saber lo que esta.

Ipasando en una c4lula 'canoerosa.

(a) m + 25 =

(.e) s + 25 < 31.

(f) t + 10 5

,
(a) .+, C3) =
(e) p + (-15) =

TO. ,x-+ (-15) <

(d) 5m < 3

;

(e) 13x = 71-3

(f) 7Y = -56

(a)

3
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,TaMblidn empieamos las ecuaciones para predecir tiempo. Se

conocen :hbra mdtodos que pueden:predeoir con =Ulla aproximacián

el tiempo que harg trlaftana. El.dnico prcilema está en que esos

,m4todosrequierep la solución de unas.Oien ecuaaiones con el

04tmO ndmero de inc6gnitas. Aun con las mejores calculidoras
. modeinas_de alta velocidad; se necesitarlan dos semanasara

palcular el proncistipo'del.tiempo;pg.harti Maftana. Por con-
siguiente,'los meteorólpgo (busciesta palabra en el qiccionario)

4

efectdan muchas aproximaciones. .Simplifican,las ecuaciones de
tal nanera-que pueden calcular el'pron'6stico'en un tiempo
-SufkienteMente corto. Podrin hacer mejores prondsticos cuando,

conozcamos mAtodos m4s eficaces para resolver, muchas ecuaIones

cdn muchas inb8gnitas

Mahos matemiticos de primera fila estip traajando sobre

tales problemas 7 contindan la bdsqueda'de nueVOs metodoS para
resolver 'ec.uaOiOneS. EP los-laborat4rios univ_ersitariOs,

gubernardtntales e industriales.hay actualmente adles de mate-.
mitioo's que trabajan 'diariamente en la' resolucián'de euuaciones.

Algunos de ellos emplean grandes mtiquinas de 41cular. 0tros
uSan métodos semejantes a los que estis apiendiendp ahorit y

trabajan con lápiz. y papel comoHlo haces'tai.

Ejercieios 2-2a

4, 1. Traduce en simbolos Pada una de las siguientes propoqiciones
nuMdricas:

(a)' tl ndmerb .aumelita66.tn 5 es igual a 13,

(b) El iniméro 3 restadd de xes igual a 7.

(0) El. producto'de. 8> x es.igual a 24.

(d) Cuando x se divide por 4 el cociente'eg'

(e). Diez mis spe el ndmero x es 21. \
(f) El niimer xmultiPlicado.por 7 es igual a 35.
(g): El ndmero 11 restado de, x es -5.

*(h) 15 menos.que x es 15.

(i) El.ndmero x di'Vidfdo por 2 es igual a -7.

2. Qptermina el conjunto de soluciones de cada una de,l4s

ecuaciones que has escrito en el problema 1, empleando tusa

conocimientos de aritm4ti9.

,
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Traduce en slmbolos cada una de las siguientes proposiciones

numéricas:

(a) El ntimero x aumentado en 2 as mayor que.
.

.,(b) EL,ntmero x multiplicado i:ior 5 es tenor que 10.

(c) El7resultado de divirdir* x 'por- -7 es mayoi que 2.

(q) Tres menos que p3: rthmero x as mayor 'que ''6.
(e) El' ntimero x disminuido en '5 ep inenor que 13.

(r) El producto .de' 3 y el nIlimero k es mayor que -9.

Utiliza tus conocimientos de aritmética para hallar-el conjunto

de soluciones de cada una de las desigualdades que,has escrito

en e3. problema 2

Traduce .en palabras cada una de lad.proposiciones numdricas que

sigl4en. Emplea tdrmino "un mimer6" o "cierto nik7o" para..

representar la inc6gnita..

(a) + = 5

(b) z + (73) 7

(c) 2a . 710

h (-5) < 9
,

(e). 5m 15

(f) 7 + (Tk) = 2

(g) a + (73) <

(h) > 9
(1) k + =

(j) C
6

-30

Validndote de, tus co4ocimientos de'-aritmdtica, halla el con-

junto de soluciones cadauna de las proposiciones numericas

del problema 5.

40ual es 'el: area de,un cuadrado cuyo lado tide 1pulgadas9
Utiliza A . ,s

2 f6rmula para ek area.
La f6rmula i prt se usa para interds simple,
donde

i es el interki en dOlares,
p es el capital (o monto del prdstamo),
r es el,tipode 1nter4 (o porcentaje de interés) anual y

t es el tieinpo en atios'. N

,Determina el interds de un prdstamo bancario de 4750 por
'efts al 6% de interds.
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-

Se Puede usai la f6rmula C =-2vr para hallar la longitu&

de una circunferencial.donde r representa el-.radio. Deter-

mina la-longitud,de una circunferencia cuyo mide ,10
22 '

pulgadas. (Usa 6 3.14 como una'aproximaci6n para v.)
7

10. La formula, d =trt puede emplearse parahaIaar la disttdcia

total reporrida con mOvimiento uniforrne, dond d es la

medida de la distancia, t es la medida del tiempo,x r es

'la velocidad. si A ,esti.liedida en minas t4

en horasj r debe estar e4 mulla3 por hora. Halla la.distancia'

que ha viajado un automOvil que se mueve,a una velocidad de

45 millas por hbrE. (m.p.h.) durante 13 hoiss.

1. Para hallar 19% de 4750 puedes usar la fármula del por

centaje

13.=

donde 'p, es el porcentaje;, r es el tanto por ciento;>x b

es la base. :.En-tste Problema, r'-= 19% 6 0.19 b *759.

Determina el Nglor de p para esa problema.

*12. Determina,el area del piso de una habitacián circul'ar, cuyo
'22

radio es, 13 pies, :La f6rmula es 'A = vr2
. (Toma

3.14 para v.)

(a) Calcula el volumen del tanque

cillndrico dibujado a la derecha

si el radio es. 1 pie y la altura
1 22

eg 372- pies. (Toma -7- para v.)

(b) Calcula la ctpacidad del tanque

en galones., Un pie cabico son-,

tiéne galones.

44? La f6rmula F = 2c ± 32 sirve para convertir una temperat0Ta
5 4

lelda en un term6metro Centigrado a una tempalatura leida sn

un term6metro Fahrenheit. Determina la temperatura Fahrenheit

correcta para cada una ae las siguientes lecturas en un

termdmetro Centigrado:

(a) 00 (b) 1000 * (c) 370

h V*Ir rth
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Graficas de los conjuntos de.poluciones

Podemos dibujtr unasfigura para,represental un 'conjunto des:

ntimeros, asociando los:ntimeros con los puntOs de unafrectavrCon-__

sidera el conjunto ,(0,,34 6).1 Cada elemento es un nIlmero tsaciado

con un punto: de la recta, numérica. Dibujamos una figura para.
,

representar este cdtjunto particular marcando pu4to's gruesosssobre

la recta nUméricacomo se muestra a.eontinuacicin:'

Esta 'figura,se llama grifica del-conjunto 10, 3, 6). ,Aagunas

veces es itil dibujar gráficas de los conjuntos de solubiones-de

Its propOsiciOhes abiertati

La proposici6n*bierta, x + 3 = 84 tiene el conjUntode

soluciones (5). La'grafica de este conjunto muestra un'qcounto

gueso solamente en la posici6n correspo iente a

. 0 +2
+3

Ougl es el conjlintO de sOluciones d4 x + 3fp. x? Esta

propositi6n es verdadera para todo niimero que tomemoS en vez de x.

El conjunto de soluciones de esta equación es el con/junto de todos

los ntimeros: La grg.fica de este'conjunto se const4113ye dibujando

una.Ifiaea gruesa a l6 largo de toda la recta numdrita, como.se*

muestra a continuaci6n:

C. sid a la

clones de esta

son mayores que

ine

igu

ación x - 4 >.7. El corOunto de salu- -

dad es el conjunto de todos los nilmeros que

1. Este conjunto de soluolonesase representa
w

sobre la recta numérlea-como se muestra en segdidal

-2 -1 0 i, 2 +3 +4 +5 +6 +7 8 +9 *10 411 +12 +13 +14 +15
4 I 3 3 1
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El nlimero. 11 no eeta-en el ebnjunto, lo que se indica dibujando

una cireunferencia aIrededor del punto cbrrespondiente a 11 en

la recta nu a. La pade la recta numdrica que esti a la
derecha de se dibuja wiz gruesa para mbstrar que todos los

.puntos colocados a 14 dereeha de 11 istin en el conjunto de

sobluciones.

4Oui1 es. 1 conjvto de soluciones de la inecuación que

.se muestra a continuaci6n?
'40

Debes eneontrar que el conjuntp de soluciones,es el conjunto de

todos los nlimeros menores que- +5.A, Sabre la recta numicricaesto

se-representa eon Ima eircunterencia alrededor

pondiente a +5 y una linea gruesa dibujada a,

los puntos de la'recta numérica que egtin a la

He aqui la figura:

del-punto corres-

lo largo de todos

izquierda' de

Hemos encontrado que los conjuntos de soluipiones para

tdiferentes proposiciones numérIcas pueden'ser diferentes. Algunos

de los conjuntos de soluciones contienen solamente un nlimero.

Tales eonjuntos pueden ser representados por un puntogrueso en

la recta numd'rica. El punto grueso.se dibuja sobre el punto

que cbrresponde al nilmero en el conjunto de soluciones. Si el
. eonjunto de soluciones es el conjunto de todos:los ntImeros,

dibujamos una linea gruesa a lo largo de tpda la recta numdrica.

En este casol la solucian esti representada por toda la recta

numdrica. Los conjuntos de soluqopnes para lasinecuaciones

se representan par una partt de la recta numéri6a. Todas las

inecuaciones que heMos estudiado se representaban pore semi7

rrectas en la recta, num6rica. Se ha empleado una,clrcuntereteia

para indicar un punto que no esti incluidos en el con'junto de las

soluciones.

Ejercicios de clase*2-2b

Ouil es el conjunto de soluciones.dibujado en cada una de

las grificas siguiente6?,'

tai
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-5
4 A

-4
1

-2' ' 0 *2 *3 *4

4-

-4 -3
*

-2
1

0
I I 1

I

_44

A
A

*2 *3
,

4

1 0 ,*1 *2 *3

*5

*4
1 4

Oplimmalmmimmomp

4 .*.5

*4 *5'

10.
0 +2 +3

* 0 0 .. 111/.

Alin no estamos,en condiciones de resolver eduaciones o in-

ecue.ciones muy compIicadas. Pop ejemplo, es mucho más dificil

hallar el eonjunto de soluciones de la 'proposicion numérlca'

x < 9

que los conjuntos de soluciones de las ecuaciones e inecuaciones

clue hemos estudiado antes. Otras preposiciones numéricas pueden

ser.keis complicadas todavia. Apendergs mucho mEts acerca deTestas

proposieiones nUméricas complieadas al final de este eapituIo y

cuando estudies iIgebra el ado pr6ximo.

6
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Ejeretcios

1. Aplicando tus conocimientos de aritmdtica, halls el-conjunto

de sojiuclones para cada una de las, slgulentes prpposiciones

nuM6 cas:

5.

la) 2 .

(b) '4 + x = 0

(c) 2x = 6

(d) 3x < 3.

(e) x + ( 4) > 1 I

(r) =

1g) 2x < 10

(h) 4 x'> 1

Para cada una de lap proposiciones numdricas del problema 1,

representa el conjunto de soluciones sobre una recta num4pica.

Empleando tue conocimientos de aritmdtica, halle: el conjunto-

de soluciones para cada Una de ;as slguientes prdposiciones

num6ricas:

(a) x + 1 . + x

(b) y ri) > 0
(c) .1 b'> 0

(d) a + 2 1 + a

(e) 3w = -15

(f) 14'-+

(g) 13,- x = 14

(h) -1

-
Para,cada una de las Proposicion4s num6ricas del problema 3/

repreSenta elVonjunto de soluciones1s6bre una recta nUMériCa.

Algunas veces las equacionea o inecuaciones son solamente

partes de una proposlaála. ASI cimo pu6des construir pro-.

posiciones largas empleando otras más cortas--utilizando

palbras como "y", "o" y "pero"--puedes unir va4as pro-

posiciones numéricas para construir otras más largas.' Tales

proposicibnes se llaman proposiciones coMpuestas. Considera

la siguie4te prbposicia numérca compuesta:

Para que urrnlirdero x sea olucidn *de esta proposici6n, debe

ser soluci6n de ambas proposiciones "x + (-4) <7" x

"x + CO > 0". ..

.

Los elementos del conjuntol de
.

soluciones
t

de la propositiOn
1

h

son los mimeros que estan n ambos conjuntos de soluciones,

r I

ale



en eI de x + (-10- y en el,de (-1) >-0.

El conjunto de soluciones cfe .x + (4) <H7 es el conjvto de

todos'aos niimeros manores-que 11.

conjunto,de soluciones (16 x ) > 0, es el conjunto de

todos los n&eros mayores que 1.

01141 e# el conjunto de las soluciones de la proposici611

compuesta9 Ind1calo sobre'la recta numdrica.

El con-junto de soluciones de la proposicián cómpuesta del

problema 5, Les la intersecci6n.de los conjuntos de solu4ones

de las dos inecUadiones, o es la reunión de los dos' conjuntoa
.*

de soluciones?'

Determina el'conjunto de soluclones de cada una'de'las

siguientes proposiciones óompUestas:

(a) x + (-2) < 7' x + 4.> 6

(b) ( -3) = 6 y. x + (-3) > 6

.(c) 2x > 6 y < 3

Representa sobre la recta num4rica el conjunto de solucionea.\

de cada.una de las proposiciones compuestas del problema 7.

(a) Halla el conjunto de soluciones de -x2 . .9. (Hay dos

soluciones 15oSfbles.)

(b) Repi-esenta sobre la recta numérica el conjunto de solu-
,

clones de la parte (a).

*10. (a) Halla el conjuntp de soluciones de .x2 < 9.

(13)- Representa sobre 'la recta numérica el conjunto -de solu-

clonet de la parte (a).

(a) ,Halla el conjunto de soluciones de a siguiente proposi-

eicin coml*esta:

x + /T = 6 6- 2x + r11-= 5

(Nóta: En matemiticas, mo" significa, o bien el primer°,

o bien el segundo o bien ambos: el primero y el

segund6.)

Representi sobre la recta.numérica el conjuntd de solu-

clones de la Tarte (a).-



*12. (a) Halla el ,conjulaito de soluciones para x + (-1 )= 4 6

x'+ (-1) > 4. (Esta proposiciOn compuesta se abrevia

algunas veces: x + (-1) > 4.)

( ) Indica -sChre la recta numérica,el conjunto de soluciones

de la parte (a),.

Ha lla el, conjunto de soluciones para x < 10 6 x + 9) >

La tarea mds impOrtante en la resoluci6n de problemas es,

frecuentemente la traduación de proposiciones.num4ricas del

ienguaje ordinarib'en-palabras, al lenguaje matematico, o en

-slaboicks. A msnudo es tambiAn la parte mas Cuando te

encuentres con* problema como los que hemos visto antes, piensa

en 41 cuidadosa63ente. km4nudo enoontrarás que el problema sola-

mente exige,, de Una manera Complicada, la resolucidn de unaPro-

posicA.6n numdrioE4 Etcribiendo-la proposici64 en sUbolos, el

conjUnto de soluciones puede ser.mis facia. de encontrar.

Es importante que comprendas que las proposiciones abiertas

que escribes se refieren siempre a nlimeros. Tads broblemSs podrin

referirse a pulgadas, a libras, a aftos o a d6lares, pero las pro-

P6siCiones abiertas deben.tra.tax solamente Ae niimeroe.

Considera'este'problema:',"La wma- de cierto'numero y j)tho

es igual a dos mis que producto de cuAtro y ese rainier°.

LCuil es el mimero?" Efproblenia nos pide hallar cierto nlimero,

que representaremos con una letia como la x. Debemos 'definix

el significado de x, esto'eS, establecer'qué representa la

letra x. Esta,es la prtmera etapa en la escritura de una

proposiciOn abierta, y js una Parte nuy tmportante del trabajo

qUe se ,efectila para hallar la soluci6n. An este ,caso el'

significado de x es obvio: "Sea x la letra que representa

al niimero deconocido", (Eh preilemas más diiIcilea, la

sdefinici6n de las.letras empleadas puede ser mg.s- complicada.)

La stgutente etapa es descrtbir los nimeros de la proposici6n,-

enpleando el simbolo para la inc6gnita donde se necesite para

espribir las-frases. Lax frases pare:este problema son:

4 Ala
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"lasuia. de °Un- nximero'y ocho" x + 8

",dos más que el producto de

cuatro y el nliMero" -- -- 4x 2

Ya tenemos dos frases ablertas. Para otros prOblemas puede haber

Tuts de dos frastA. EMPleando estas frasea, escriblmos la proposi-
,

el& ablerta que:sigue:

. x + 8. 4x 2

Es este: Proposici6n una euaciOn o una inecuaciOn? 1,Puedes

conjeturar qué 'ntimero hari ,verdadera' la proposici6n? La: solucián

es 2.

Mucho de los problemas de esia seccion pueden resolverse

ficilmente utilizando la aritmétical y probablemente preguntar4s

,por qu4,es necesario esexibir proposiciones abiertas para expresar

la condidi6n de problemas tan feiciles. .Reouerda,que en esta seoci6n

.1.cz que más nos interesa no son las soluciones. Debes concentrarte
0

en la escritura de las pmposiciones abiertas. , Posteriormente en

es e capltulo aprenderis a emplear las gropiedades de los nlimeros

para hallar el conjunto de aolucionea de problemas más dificiles.
7
, *

Nemicios de clase 2-2c

Escribe una prop o lciZn abierta que"establezca la condici6n

expresada en cada uno e los problemas que siguen.

1. 1.1n tren viaja a '80 millas por 'nom Ouinto tiempo necesitari

-para hacer un viaje de 560 minas?
.

Primero: Representemos por t el nil ero de horas de v4aje del

tren.

(Observa que t representa un ntimero. En este caso

representa el nlimero de horas de viaje del tren.. No es

suh.ciente decir: "Representemos pdr t el tiemilb".)

Segun:do: Escribe una frase que represente el nIIMero de millas

.que el tren viaja en t heras.

Tercero: &scribe una ecuacidn que estabezca la condici6n del

probleMa.
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2., Marla tiene er.torce aftob, y es 'cinco'ados mayor qtle 'su
hermano. 'aloud edad,tidneel hermano?.
Un nifto es cuatro aftos menpr que su.hermana. Si el nido tiena
diez aftos,--1,qud edad tiene su hermana?

4. Irniato compra Cierto nlimero de_herramientas papa aero-
moaelismo que cuestan 25 centa:ms cAauna. 0asta 75
centavos. Ouintas herramientas haikomprado?
Un nido tendri 20 abot dentro de rete aftos. Nud edad
tiene actualmente?

Ouintos pies tiene \Ana
44*:,

pulgadas?
a cu a longitud es de 72

Ouintos pies tiene una tâbla ire' 5 yardas de longitUd?
Hice'diez aft0s, Ana, tenla 3 aftop. AU6 .edad tiene actual-
mente?-

OuintosAd6lares pueden Obtenerse al camb:lar un'total de
450-peniques? . /

10. SI se agregan tres dálares al aoble del dinero que tiene
Pedro, el resultado es Menor qije veintitrés dólares. i,Qué

cantidad de dinero tiene'Pedro? ci,Serd una ecuaci6n o una
XecUaci6n l& proPosicián abilerta que establezcas para las
condiciones de este problemy)

,

. A'cierta velocidad, un aeropIno recorreri mis de 500 millas
-en dos horas. -LPara glad vqlocidades seri esto-cierto? :

12. Si se agrega uno al doble Ae la edad de una nida, el resultado
es diecinueve. 4Cuilres la.edad de la nifta?:

13. Una persona recorre en un automóvil una distancia total de
4

240 millas a una velocida edia de 40 millas por hora.
0,114 tiempo le lleva aje?

I h i
. 1g.. Si una niftera gana 65 entavos por hora, Lcuinto ganari en

5 horas?
4

,Ejercicios 2-2c
Escribe proposic±ones abiertas par& cada una de las condi-

clones establecidas en 14,,s problemas 1, 2 y 3.
i. Un nifto es 7 adosmayor que. su hermana.

Representemos por x el niimpro de ados de edad del n
$

A
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'La edad,de su hermana se representaret por x 7.

Bs0ribe'ecuasiones en que se muestr& que:

la) La suma,de susfedades 'es 21. 111k

(b) La-edad del niflo es'igual al doble de la edad de su

hermana.

(0) El-,triple de la eaad de'la hermana es igual a aiete mis

1a edad del, nido.

(d) El producto de 2' por la:edad-del nido eS igual al

producto de -IP, por la edad,de la nida.

2. _Juana .tiene ql.doble'de'dinero que Catalina.

sRepresentemos con m éLrnimero de dalares que-tiene Catalina;

entonces, 2m reprepantari el nlimero'de dalares que tiene

Juana.

.Escribe ecuaciones para:mdstrar que:

(a) 'Las.dos juntas tienen 415.

,(b)\ Si Juana gasta ella y Catalina tendrin la mime:

. aaritidad de dinero.

(c). Si' Catalina gapta tres dOlares, Juana tndri. cinco veces

más.dinero que elle? 4

3. El largO, de un rectingUlo es cuatro pie is que au ancho.'

Sea el nAmero de pies de-su AnOho

Entonces w + 4 es el ntimero de pie de largo.

Escribe ecuaciones para mostrar queNL___.

(a) El doble,del ancho es l mismo,'que el lwo aumentado en'
* S

-

tre
N

'4

(b) Sup te que el Iarga se duplica. Para tene la miama

mediaa,' debe incremntarse en 1 el product de 3 /Jar

el,ancho.

(0) El doble del antho gama .4al doble del largo 36.

_(.Este es el perfmetrodea.rect4ngulo.).

Para lOS problemas, 4 hasta -14,'escr1be proposiciones biertas

que expresen -la condician del problema.--
4

4. En diez ados mis el sedor,Sosa tendri Oarenta ados. Au

edad tiene,aho6?

L



. .- 5. Si Quiilermo,7.hubiera ganado c4lco d4Rres niás, habri ganado
en total doce ddlares. Leueihto ha;ganao ?.ya'.,

. . .

d
- ,6.. Uha iiiritves, 41*doble de alta 'clue Su hermano. Si la estatura

0 ,
. te la nibs. IT, 64,gulgadas, itual es 14 estatura d'e'iu.hermano?

l!ablo t;;;Ia, 14 &floe A.[e edad en 1958. On'qué aao napicS?

El yeirlte por ciento*de'un*nlimero.es. 16.* LCu41 essese
ero? .(0,51.1gerfnc1a:, 2074a)

rpintero cgribtauna tables de 50 pulgadas de largo:eh
d lezas. Una pieza es 10.:pulgadas mis larga que la otra:

.
. .

.
- Halla la lqngitud de la pieza mels aorta.

,f' a

En una eleccién'esPolar',*.MargarAa rectbié 5 votos md.s iiye,

jillio." LeuiDtos,votos4;ecibid Julio si.fiablp, 35 votantes

> ,en-la clase? (SUponte quecada vqtante vote o'bien...pior.'

Maigarita o Ibien por' Juli, pero ilo por ambos:) '' '*
11. Si un nt1m4ro se suma al dOble de si mismp) la sums, e menor

,

que ,27., :4Para qué ntimeros es esto Pierto?

12., Las pciblacioes deMinneipolis y de-San Pablo reunidas;

tienen.más del doble de habi:tantes que San Pablo sélo. 40u41_
,estla'pobla4cin de San Pablo si aMbas *publacidnes'reunidas,'.

tienen un mina de ha4itantes? ,

.,

. . ,

.i, .

Patricia y Miguel'Son.inellizos, pero no tienen elmismo'peso..

Z1..Patricia.pes4r165-lit;ras,,,Lcuanto pesa Miguel?,
.1 14.' ..E1 aao pasado* hlan ganCS mis de ciento veinte 1161are0

ven&endo periddios. Ouánpp gan6 mensualmentq, como media?
*15 El seaor gbsa ea 4 ,veceb mayor que su hijo. Dentro de 16

. 'V.
,1 (Sugerencia: Si el.hijo'tiene x aao*s de edad, 4qudedad

tendrg: dentr6 de. *16:a1oS?)

,-*.16. En cierto tr1ángulc, uh angülo tiene amplitud doble que otro.

ercen angulo es tres veces may6r1queei menor de lot

,.:.otros:dos angulm:. 46-14/1t0' gradps mide cada,angulo?

atios ,sert, sea° dos veces maydr. LOuáles son sus edades. ahdra?

(SugerenciaA "0.1;61tos grados hailten la suma'de las medidas
de 144 arigulos:de un triangulo?

-
-

La,ottma de tres mimeros:cardilltales consecutivos es 123.

.,6Cui1es;AllitesOs tres nUmeros?

s
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4118.. Roberto tiene 41.25 'en "nlekele'y'dimes". ,Tiend tres veces

'más "nickels"-*4ue "dimes". Deterpina qu4htasbibnedas fiend. 0:'

cada elase.

Determinacián rde los coNuntos de soluciones I-

SabemosAue hay muchas maneras difererites de'expresar cualquier.

56 75 2 .

nlimero.. Poi ejemplo, 25 =3-7-= --3-= 30 - 05 = 5 = 1 .--6). De

todas estas manpi4s de expresar el rilimero veinticinco, 25 es la

más dimple. COnsidera las-siguientes ecuacibnes:

x 8, x.:+ 1-.. 6, 2x =

(-2) = 3, ''10 7 21 y. .8 3 tx

'
*

Cada una de estas ecuaciones tiene como soluciOn .esdecir,

sk en gada ecuacidn reempiazamos x por 5 obte na pro-

posiciem verdadera,y'dlreemplazamos x -poi cu ler oiro nximero

direrente de 5, obtenemos,una'prepoilci4 falda. Estas ecuaciones
,

se llaman eq:ilivilenepes porque sus conjuntod de-soluclokies son el

MIS& conjunto. En realida40.1aeauación x 6 5 podria también
,

inclultsen aa lista. Azi:.corpo '25 .es la manera más pimplw.de

expresar los varies *nlim9ros que se indlean altomienzo de esta

seccidn, x =' 5 esla ecuacién más simple equivalente a la lista

de ecuaciftes dada anteriormente.

Ejercicios de olase 2-3a.

Determina seid ecuadl'ones eqVivalentes a la ecucia

. 2.. Determila seistvuaciones e4uivalentes'a ia-ecuación x 3

3. Determina seis ecuaciones 4quiva1entes a la ecuaeión 2x = 12.

4. 4Qué métodos se te ocurren para obteneruna o más epuaciones .

.

*equivalentes àuna ecuación dada? 6
4

41
5,, Si una ecuaci6n es equivalente a una segunda ecuarti6h.t.Les

.
4sta equivalente a la primera?, 4Por qu4?

..

*6. Ogn equlvalentes iwas.'dos t-cuacions slguientesI x = x + 3 X
...,



Consi_dpral por ejemplo, la ecuaci6n

x+3=7

a

Si x se reemplaza por una-soluai6n de este eauaci6p, x + 3
-son lios-nombres diferentes para al mismo numero. Lu9go,

bjemino, (lc + 3) + 4 7 + 4 deben per nombr-es del mismo

cada vez quel x se reemplaza por una soluaián de la,
eauaci4n dada. Coio probablemente esto es más fti.ail de ver
primer° en t6rminos num6riaos, lo siguiente:

ntonces,

+ 5.= (15 -,5)+ 5

Htmos sumado, tin Inismo ntimero a-un niimex*dado, 10,expresado. de
dos manertis. 'Estos son eTemplos de la sigtiente proRiedad:

Propiedad aditiva de la ikub.ldad. Si dos -nl/meros, a x b,

son iguales (es decir; si a -b san dos .

nomb;es diferentes are unmismo ntimero),

sumas mismo niinio a 'cede uno 'de ellos,
,

las dos sumas ser4n iguales.
toEsto es;

si a = b, entonces a + c.

Greificamente, tendrlamos las. siguientes* figures:

Si* c >-0

a a-vc

Si a < 0
o+c.

-b+c b+c

Para ver:c6mo se aplica esto a la ecuacii:in x + 3 7,
observe que si x_ denote una stcaucicin de estaecuacicirk, x +
y 7 son dos nembres de un.mism4;entimqro.. Luego, pro-
piedad fit

x desempéfta el papel de la letra a,
7 . desempena .el papel de la letra b,

.31

4,



si x es una so1ueii5n de la ecuaci6n.
de

x + 3 7

iambi& es 'salucián-qp
(x + 3) + = 7 + p

Entonces, si x es soluelon

papa todo ntimero 0. Uria mapera breve de deseribir,esto es dear

ciud obtenemos la ,segunda ecuaeián de la priMera nsumando el Misrno

rttimerp, o, a ambos miembros de la 6eliaoi6n".

La eleceidn rns itil'para "e" en el.ejemplo anterior es

* pueS

(17,x + 3) + (-3). = 7 + (-3) ,
3

Luega,; por la propiedad asociativa de la adieión, esto equi-

Ararente a

.;x. + [3 +,-(-3)].= 7
x+O=k #

Luego,

x . 4

Pot oonalguiente, por-la propiedad aditiva de la igualdad, si
A 4

un:nlimero es sotuci6n de x ,+ = 7, es soltc1611 d x ..4. Rae/-

piodamente, si un- nilmerci es polucidn de x 4, podemos sumar 3

'ambos miembros de la ecusicitin para obtener

1.

6

x +. =, 7

.y 4ttr. clue si un ntimer6 es so1ue14-dp x = .utamb14n. es soluoidn

de x + 3 = 7 Entonees las eeuaciones

x 4 x + 3

son eouaciones equivalentes; es dear, sus conjuntos sde solueiones

.son uno mismo.

For este medio podemos mostrar que

a=b 'y a+e=b+e
son ecuaciones equivalentes; es deeir, si a = b, entonees-

, a + = + 0, si + e =, +; e, entonees = b.

jiaciendo uso de este resultado, se sigue que x 3

86



$1.

4i
x +' 7 = 10 sbn ecuaciones equivalentes pues obtenemos la
SegUnda stImando 7 a ambos miembros de la ecuacián x = 3.

-Ejdrci.cios de clase,-3b

1. .Determina el conjunto -de- solucionea de cada 'Una de las

ecuaciOnes, que siguen y comprueba oluCiones.

'(a) x + 4 = 10

(b) x + (-2) = 5 .(d) -2 = x + (-3)
Emplea la propiedad diatributiva parivt simplificar cada una'

va

de las siguientes expresiones:

(a) 2x + 3x .
(p) x + 5x =-?'

(c) (-2)x + 3x.:=

d) ( 7x -

) (-X) + (-2)x.. ?

(-2)x + C75)x -

Suponte que en lugar de sumar'im ntimero conocido a ambos
mienibros de- la ecpaci.6n x + 7 = 10, mamos la expresian' 2x
que contiene la; incágnita. EntonCes :te amo

2x + (x +.7). 0,2x + 10
I .

Mediante.la propiedad asociativa, podr/amos escribir el miembro
de Ia.' izquiberda Como

(2x- + x) + 7

Puesto que 1i = x, tambi6n'' 2x + x = 2x +11 x (2. + 1)x =

emplendo.la propiedad4kstributiv. Entonces, si sumamos 2x -

ambos miAros de laecuación x +.7 = 10, enemos qbe

3x + 7.'.= 2x + 10

Todo eito estil. muy tilen, pero supont4-'que se nos hubiera dado, .
-)t

fa tiltiMa ecuaci6n..., iC6mo podriamos vcilver a la primera?l% Corno. . .

obtuvimos la tiltima ecticidn sumpdo 2x itt los dos miembros de
.... .

podemos,.obtener la pximera suvando -(2x) ambos
by,

miembros de la ailtima. Veamos si este) ea asl. -Entonces

-Pero -(2

-(2>a) +. 3x + ,7 = -(24) + 2x + 11.0

+.'2x = 0; pues -(2x). es el inverso aditivo de 2x.
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Pero, La tuanto e igual -(24 + 3x? Lo sabremos graclas.a IA

.propiedA distributiva, propediendo de-esta inanera:

-(2x) + 3x * ( 2)x + 3x . (-2 + 1 x = x

- Entdmes, sumando. 'a aMbos miembro'sde'la ecuaticin

3x + 7 = 2X+ 10, obtenemos x + 7 . 10- como ecuac16t equivalente:

Como la.soluciómde eSta'ecuaci6n es 43, Ia solucidn de

3x * 7 . ax.+ 10 tambien es 3; Debes comprobatesto para mostrar

que no nos hemos equivocado.

Ahgra podemos encontrar la solilci6n de una ecuacián como-

r.

4x.+ 5 . 3x + 2 06

Querempq hallar una ec-4aci6n equivaienth- en la cual x aparezca

en un mleinbro eolAmefite.. Para cons'egilirlo;spolomos sumar -(3x)

a ambds miembros, para7atener-

+ 3x +

ResultA la proposici6n

x + 5 = 2

:fDliNs:conipletar-los edlcul9s necepariOs-para llegAr a.este

resultado:) Ziatoncev,,'s1 sumalim's -5 a los doOadoS de e'sta:
,

eduac,fen (pues ,queremos 'tener a N sola en uh miembro ), tenemos

(x * 5). + (5) 7 (-5) + 2

+.15:f (-5)1 = (::5) +

x

x 3

**,

Entgnces x = -3.es equival'ente a ecuadión 4x + 5 = *3x

'lo 'Clue mueatra que -3 es soOtci6n.

La 'soluci6n de la ecuacicin x * 3- ea obvia

-6cittivalente a 'la ecpaci6n-Ax + 5 . 3x + 2, es'ta:taillbten tiene la

sOluAlcin -3, gft'srealidad, un mdtodo-para resolver ecuacioiles es

hal,Xar un equivalente,de la ecuacl6n .propue'sta que tenga una
,

sbluci6n evidente--esdecir,.de,la foima x'= alglin ntimeto,
. . . , . 4

isemos el procedimiento que'hemos zeguido. Primero hemos
..

Ado '-(3x) ,a ambesmiembms,de lalcuacicln para 6btener u a



*.

2-3
4

ecuacitin equivalente en la cual x aparetea eh un solo miembro:

'x:+ 5 = 2. Como quer/amos una ec4citin en la forma. x
nlimero,.hemos sumado luego -5 a a..blas miembros.

Para estar seguros' de que:no hemos cometido ningiiirerror,

comprobemos quo a3 es realmente.una soluci6n de la epuacidt

4x + 5 . 3x +.2

Si x = -3, el tiembro ge la izquierda de la ecuación eg

(-3) 24. + 5 = '(-12) + 5 =. -7

Si x = -3, el miembro de la dereeha e l&ecliación es

3( 3) + 2 = (-9)'+ 2 = -7

Entrances, para este valor de .x,el ntimero del miembro de la

itq'ulerda e8 igua.79 al n4mero del miembro de la derecha. Esta
es nuesfra prueba.

Por supuestoy hay ecuaciones que no tienen solua6n. Una
de tales ecuaciones es x + 3 . xl cuya imposAilida0 de solución

puede considerarse como obvia, pues nngin rnTnero puede,ser 3

unidades mayor que 81 rnemb. Podemos sumar -.x a atbOs ladds y
tener

( ) + (x 4:3) . (Tx) + x

((-x) + + 3 7 (x) + x

0 -I: 3...0

(Recuerda que asi como -3* es.el ndmero cOn la propiedd

(-3) + 3 = 0$ también -x e8 el numero con, la propiedad

(-x) + = 0. )

Entonces la ecuacián ditda es eduivalente a 3 = O. Esta
no tiene soluci6n y$ pir tanto, la ecuacio'n dada no tiene

soluci6n.
9

Otras ecuaciones pueden tener yarias boluciorles. Considera
2x . x + x. Esto es cierto para topo vaior de x. Probablemnte
querrtis mostrar que esta,ecuacidrifieS equivalent0 a 0. O.

89
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,gjercicios 2-3aA

Empleando Iosmétodos de' la saccidia anterior, hlillal.cuatr

cuacigneb-equiValenteS a cada una de las siguientes equacionos:

(a) x+7= 13

.(b) 17 x + (73)

(c) x = 7

?. Emplea la propiedad adit4.va.para Frsolverslas ruacidnes que.
.

se dan'mds abajo. 'Compruebktms irsultados.-
. k

Ejemplo. x + (-3) = 11. Primero uaa'la.prOpiedad, aditiva

suma 3' a ambos miembr4 de la,e uaci6n. Resulta:

11 3.tx + F3)1 +3

10.

Por la p.ropiedad aspciativa de 1# adici6n, esto a; equiValente a

x' + A + 3

x + 0 . 14

x lk
t

Para comprobar'este resultado, observa qu'e si, x

ijoes 41it + lo que es igual a 11.

4*(a) x + 5 . 6 '(%) -2 .

(0* x -1= 6 . 5
,

(h) x +;; . 10

(c) x + (-7-h-----
.

m. (1) i + 74) *=
A'..

(d) X + ( 7) = . c(j) 1 1-1 +
.

'(4 t + 6 . 13 .-(k) 4 = 1, 4, x.

(f) 4. x + 3 .(1)' x + .

4. 4

44

,

ti



,
a 'la propiedad aditiva' a esta:s écuaciones, sumando los

t....ntimeros indicados, y escribe la ecvacidn_ resultante;
# .

Ejemplo. 3x + 4 5 (suma -4) -
3x + 1 + (-4)= 5 '-'1-%.( 4) por la propiedad aditiva

34 7,4 Ili f (7)) = .por la propiedad asociativa
,

La ecuaäidn resui,tante- es 3x = 1. i

(a) 2x + 5 =

.(1?) 10 -= 5

(0) 5x + 2 = -2

jd) igx + (71-) =

(e) 2u.+ 1 = 11

;(f) 2x + (-3) =

(8). (-4)Y + (-3) = (mama' )

(a) 4Qué ntimerb sumas '(empleand la propiedad dditiva) para
resolvr x + 3 =, 2?

6.3) i,Que ntimero sumas (empleando la propiedad aditiva) para
resolvei x + (7)

(c) Qu relacidn hay entre 3 y -3 reawcto de la'adicidn?
(d) relacidn hay entre 7 y 7 respectO de la aditicin?

5. (a.) Si x 3, 4'cuanto es x?

Si 1x . i,cuEinto es x.

,(sUma

( Emma. )

(suma -2)

(sums. .)

(Oma

(suma

)

ft

0

(c) 'Si x = -3, Lcuanto es -x'?: Respuesta: por x,
_

entendemOs el niimero que, tiene la propiedad x + .

EntOnces para x = "3, tenemoa

(-3) + 1-x) . 0

Pero sabemos que ( -3) + 3 . 0. En-at-Ices
-igual a 3. Con sotras palabras, -( -3) = 3.

si (r), ouinto es x?

(e) Si x = -7, 6cuEinto .es x?
4*

debe ser
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'Al comienzo de esta.secci6n hemos resuelto la eduaci6n

4x + 5 . 3X + 2

sumando, :(3x), a ambos tdembros de la ecuacicim Suponte que

hubt6ramos admen do sumando 7(4x) .a los dos,Miembros. Se

podrla encontrar Sollicion de esta manera? '&Te Parece que

es un método-mis simple para resokver la ecuacicin?
\t

dada una de las siguientes expresiones:

2-3

V.

(a) (-x) + x ?

,

(b) 3x + (x) ?

3x =
A 4

Resuelve esta ecuaci6n: 24 + 7 . x.

9. Resuelve estp ecuaci6n: 2x + 3,. x + 2.'

10. Resuelve eata ecuación: x = 2x + 6.

11. Resuelve eSta ecuación: 3x + 5 = 2x.

A

El sumar un mismoirnimero a los dos miembros de una edttlaci6n

no.es ,e1 iinieo mhtodo para.obtener una ecuacián eqUivalente.

Podemos tambidn multiplicar ambos Mibmbros por un mismo pqmero.

Pop ejemplo,

,5 4- ..: 7

es una tiropos1ci6n verdadera. SI multiplicamos ambos miembros

por .3pobtenemos

3(5"+ 3 7

Esta proposicidn es también verdadera. Este es ,un ejemplo de la

propiedad multiplicativa de la igualdad:

Propiedad multiplidativa de la igualdad: Si a b

dos nlimerog iguales, entonces ca = db.'

LEs dierto que caF'cb implica que a . b? Antes de res._

Pdnder.a ebta pregunta, consideremos la sgluc16n de una_ecuatldn r

empleando la propiedad multiplicativa. Cdmo:nUestro método de

solucián ob-mpy parecido al que ,emplea la propiedad aditiva de la

igualdad, en la columna de la JAuierda resolveremOs Una ecuadión

empleando la propiedad aditiva y'en la columilla de la derecha re-

solveremos una ecuacián semejante, empleando la propiedad
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multiplicative.

Problema. Resolver 3 x 6.

Suma primeo el inveiso
,--

adi,tivo de 3 a ambos mieibros

de la.ecuati6n,, pai4.4obiener

-.Problem'. Resolver 3x = 6.

Primeropultiaica ambos .

1
111,1.embros de la*pcua.cia por-

3
que esel inverso multiplicativo

de, 3, para.obtener

(3x)'= 1(6) .
3 3 ,

Usando la propiedad asodkativa

de ge. multiplicaci6n,

'3)x' 6

( 3) = ,(-3) 6'

Usando la propipdad asociativa

de la,adicion,
,

[C3) 3] X r3) 6

x 3

que

x = 3

Podemos emplear este mismo tra amiento paralelo para mostrar

ca = cb; c

Problema. Demostrar quel

si c+a.c:1-b entonces
a . b.

o
Primero suma a Ambos

'mlembros de la igualdad -c, *e

inverso aditivo.de c, pare

obtener

(-c) + (c + A) = (-c) + (c + b)

Usando la propiedad asociatiVa

de la adición,

1(-c) cl + a . [(-c) + c] + b

0 +,e. . 0 + b

h b

entonces a= b.

Problema. Para a / 0 demos-

trar que, si ca = cbl'entonces

a . b.

Primero multiplica ambos

miembros por el inverso

multiplicativo de c (dbierva

que este inverso existe sola-

mente si 0), pa*ra obtener

(ca) 1- (cb)
. c

Usando Lapropledad asoziativa

de la multiplicación,

c)a 41, c)b

a = 1 -.11)N

a . b



4.857

EntonceS, hemos mostrado que si

seciA.4ones equivalent9s. Esto sign

entoncet: a = b; también que sl c

'APliquemos 'ahora este resultado

273

/ 0, ca = cb a = b sn
ficaquesi c O. ca = cb,

0 a . b, entonces ca = cb.

a la resolucicin de la ecuaci6n

3x + 13

Qperemos dejar solamente 3x en,un,miembro de la:ecuacióni lo que-

Toodemos hacer Sumando ambos mlembroS, como al comienzo de

-esta se.ccián.-'Resulta:

3x + 1 + (-1) .=-13s+

3x + 0 . 12

3x= 12

Como queremos encontrar una ecuacicin de la

podemos conseguirlo multiplicand() ambos

inverso ,(es decir, inverso multIplicativo) de

ecuaci6n

X = 12

es equivalente'a' 3. (3x) = S.

pit

a x
1

embros por

Entonces la

Hemos mostrado que,la ecutIclOn 3x + 1 = 13 es equivalentvot

-x-. 4. Como 'x . 4 tlene la soluci6n evidente 4, entonces .4

es soluci6n de 3x + 1 = 13. Por loque sabemos, podemos estar

seguros de que sl no hemos cometado a1in ex;ror en ias operacione's,

x = 4 es la soluciOn d la ecuaciOn 3x + 1 = 13. Pero COM con- I

viene estar segurol es una buena práctica verificar la respuesta

para ceralorarse de que es reaimente una saucl6n. Si reemplazamos

x por 4 en 3x + 1, obtenemos 3 4 + 1, que es igual a 13.

Eita es la verificacián que querlame,s.

Ejercicios de clase,?-3c

Indica cuil de las propiedades, aditiva o multiplicativa, de

la igualdad debe usarse y qud niimpro debe suMarse o multipll-

carSe para resolver las siguientes ecuaclones:

V

)

7.1w



(a)

(a)

(d)
(e)

(f)
(g)

x + 10 22

6.2 + c = 1. 4

(-2) +
52c1.; 15

6 x

,*

a

(11)

.(1)

(J )

.(k)

(1 )

(m)

(n)

1 +

6

19 = 6

41 = 15

45 b

= 1,

5 + 3

y

+-0.,1,t

c / 0

=

14

.2.3C

x = 0

17

Halla los inversos de cada um) ide lop siguientes rniméros:
(a) 7. Reepueata:

(b): 5

(a)

(d)

7 es el 1ny.e/4o, Ruesto* que 7(4) 1.

1.2, Respuesta: el inverso*Ile un niirnero b. se defIne
como el ntimero B. tal que, b4) = 1; Como i(2) = 1

1

1 32 es el inverso de
Zs

Halla el yiversoadit1vo y e3. inverso multiplicativo de ca.(18.
uno, de ids ntimeros que siguen, teniendo culda.do de indicar
cual es

(a) 3 (b)

gjeralcios 2-3b
Halla los inversos aditivo y multiplicativo, de sada unq rie-;
los ntimeros que siguen, teniendo cuidado de indicar 01161 e'.s

(a) 7 (c.) 2

(b) (d)*

a,* a

Or-
a

iA



Indicando.siempre dónde empleas las propi.edades:S40,4-1VIT-Ir.

multiplicativa de la igualdad, reguelve cadas:una:Oe_laA

siguientes etuaclones: :

(a) + t = 14

(b) x= 2

+ = 22

1

(d) 2x =

(e) 7(2.)x =

Probemos nuestros metodos con esta ecuacton ma

"Primero queremos encontrar Una e

todos loA tériliribs en x estin

propiedad aditiva, sl4zn

oomi4icada:

ción'equivalenVA en la cual

n un solo miembro. p1eamos. la

a 'ambos miembtosi

+ [-(2-) + (2x +

Usando:la" propiedad asoalat v

oIón que llamaremos

- + -4)xA

-
1

Aribra + . k2-01. = 0, p-

14rib1en 1.pdi4 ia propiedad
4.

la adicion, ienemos e0a ecua-

- (411c 2x).,
1

es el inverso aditivo

tributiva,

. 1 1
2711:+ 2x*. .2- + 2)x

8ntonces la 1,cuaci6 n (A) es eqtavalente a es:

'0 +

heir, . ,

. 2 ...ix
2°

*

,.. ,
Como queremos que el término ep sic este aislado en un

. YTit
b

. .
miembiro de, la.-ecuacl.ón; podemos empleai, alln la iSrotkieda.d aditiva

y sumar

I"

a ambos miembros de la ecuaci6n pare obtener

=

ii

A
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Com9 quereMos una ecuaci6n:,pde la forma, un ntimero = x,

.podemos usar la propiedaa multiplicativa y multiplicar'ambos
2 5miembros por -- el inverso de 7, para obtener
51

11 2 3 2 5
5 r 5 2-1 L

Finalmente. (necesrtargs efectuar al'gunasetapas del cilculo)

tgne,M0P.
11

5
.

,
'Erlorkeso .-,- es la solución de a ecuaci6h -(7)2( -.1-2 . 2x + 1
.

. ,

La.obtencidn de este resuatado ha exigido un largo proceso

.: y hemos corrido el riesgo de equivocarnos. Deberemos, pues,
, .

de-verin_car nuestro resultado.
f

Si, x -,;?, el mfembro de la izquierada'de la ecuación,

+ se itranformi! -en -(;1) + 2 . -IT 2

-(45-nd :1g 4417-

si x 40. el miembro de l.a derecha 'de la ecucidn, ,2x +
5

12 5 1.17
se transforma en 2 + . 4, . 1- .

Eto muestra.que para x
'

-(7 11x + 2 es lgual a 2x +
5

Hay otros Mdtodos para resolver esta ecuacián. Uno de ello's

comenzarfa.multiplicando ambps miembros de 14 écuacicin por, 2,

para hacer desaparecer las fracciones. En up) de:los ejercicios
"

sigulehtes se te pedirg true uses este m4todo.-

A
. t . '

, *-..t:-

,Jercicios de .calige 2-3d
,

. .

. .

. Que proPiedad de'usa, y c6Mo se 'ose, para obtener la segunda

ecUacicin de la prime'ra?
.0.

Ejemplo. (1) 2x + 4 . *

(2)-: 2x . 3 propiedad,aditiva, sumando -4

x e
rer!

917

t1.0%.

1
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(f) (1)
2x= 10
5

(2) --x = 5
5

(g) (i) 0.3m - 7.2 .

(2) 3m ---- 72 =. 50

(;) cl) 2.(4fti*-53- 6 *(1-i) (1) 1 r- 2 6
%

A .

(2) II = ''-26n
)t (2) 2(m + 5) . 11B

) =

(2) x = 5

(e). (1) 2(y + 4) .-8

(2) Y 4 . A

2-3

4.0

*(i) 5)C + 6

(2) 2 = 6

2 t'Resuelve y eomprueba aada una de las sigpientes.ecuaciones:

(a) 3i + (-) . 7

(b) 7.= 3x. +

(c), 6 = 3w

(d) - 1.7.= -1.3

(Os 2

(f) 004 + x 5.28

(g) .5x'- 7 . 2x

(11) x = 7 1- 2x

tjlercicios 2-3c

. Resuelve las ecuaciones que siguen, empleando las propiedades

de "igual". Justifica cada una de las etapets de tu cálculo.

(a) 2x + 1 . 7. (0

y,- 2 . 6 (d) '3x -

2. Resuelve las siguients eeuaelones:

-4

(a)

(b)

(c)

(d)

x-+ 3 5

3 + y -5

2v + 3 = 5

3 + am .

(e)

(r)

(g)

(h)

Y,-

3 - u*=-

2w - 3 .

3 - 2s

5

.



4.

*(i) 2w + 7 = 5w + 1

**(i) 15 i7 2w . (-5)w + 1

debes

la ecuacián 9x .

Nu4 nlimero de,bes

la ecuaci6n 1,x =
3

Aue'ntimero'debes
4

la ecuaci6n -x
, 5

4Qu4 relaci6n haY

-
ettué relaciOn hay

plicaciOn?
4

111114 relaaan hay entre 5. y 4, respecto,de'\la multi-

*(k) 5t + 1

*(1) 15 - 5w .'2w 1

'uszir coMo multiplicador-para resolver

27?

emplear como muItiplicador para resolver

4?

emplea i. comd mutipItcador para resolver
19

entre 9 respecto de la multi-

1entre 3
'
respecto:de la multi-

3 .

Al resolver una ecuaci6n Como 3x + 1 = 9, has aprendido a

emplear priMero la propiedad aditiva de la igualdad (para

hallar 3x) y lUego.la propiedad multiplicativa de la igual-

dad (para hallar x). Algunas veces puede resultarte mejor

invertir el orden en el cualysas estas proPeedades.

Empleando primero la propiedad multiplicativa,.resuelve'las

ecupiones siguientes:

(a) 4(x + 1) = 12 (d) 0.6(x - 0.3)

(b). 7(x - 2) . 13
(e) 3x 4

I-N 2S4-2.= 0.N
4x + 1 ,

4 'D
' 0,12

ft

Para resolver la ecu'aci6n l(x) + 2 . 1 + 2x, comienza multi-
2" 7 .

.

plicando ambos miembros. por 2.1r obtén la ecuaciOn equttp-

lente

(7x) + 4 . 1 + 4x
-4

Luego halla la soltcián de esta ecuaciáR. LEsta esbo'de

acuerdo con lo.que se esttadici antes? 4Te.parece que este

metodo es /116 fácil que el, otro que e pleamos primero?
%

.t 10



)a + c,< b + c

.Para ellO, supsonte qUe c . 5. Entonces a < b' significa que

sobre la recta numérica horizOntal, el punto que representa al

nUmero a, estka la izquierda del punto que representa al
.

`ntimero b. Ahora, el punto que representa al nUmero a + 5, stg.

5 unidades a la derecha del punto que*representa al ntimero a;

el pun,0 que representa a b + 5, este. 5 unidades a la derecha .

del punto que representa a b. Entonces el punto que represehta--

a a + 5, esti a la izquierda del tounto que representa a b + 5.
1 1

Esto significa que:

e a + 5 < b + 5

' Enssegundo lugar, si c ruera -5,,e1 punto que representa al

A

-Resolución de inecuaciones

Eh la Seccion:2-2 gemos obtenido por.inspecci6n las soluciones

de varids Ineduaci3ones. P. resolver inecuaclones se pueden-em--
,

plear taMbién los Método6tus seguimos en,la eecci6psanteriorpra)

,resolver ecuaciones. Para mostrar la analogla,resolvamos una

eàuacii'Sn y una inecuaciansrelacionada con elle:.

Para resolver x + 4 . 7.

Suma -4 a ambos miembrds de

.1a ecuaciOn;7empleando la pro-

piegad aditiva-de la igualdad:

Usando la spropiedad asociativa

de la Adicidn,

x + [4 + (-4)) . 7 + (-4)

x + 0 3

x 3

Para resolver x + 4 < 7,

Suma -4 a ambos miembros de la

inecuaci6n, empleando,la propie

dad aditiva de ladesiguildad:

(x +.4) + (-4) < 7 +.(-4)

Usando la prbpiedad asociatiVa

de laladiciánl'

x + (-4)1 <

t.

Sabemosque cgda una de las ecuaciones de la izquierda es

equivalente a todas las dethas: En la columna de la derecha supone-.

mos.que se pueden,establecer las mismas propiedades para las in-

ecuaciones. Tenems que Mostrar la propiedad aditiva de la de-

igualdad:

Prbpiedad aaitiva de la,desigpaldad. Si a < b, elltonces
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miller° a '+'(-5) esiEl'a 5 unidades,a la izquierda del punto que

representa,a1 ntimero a, y oturre lo mismo con b + (-5). Nueld.-
__

mente

Mira esta figura:

a + < b a.

0+5 0+-5

1 r-
I p 1, II F

b+5 1)4= 5 b

En general,si c es un mimerp positillo, el punto repre-

,zentadc,por. a + c está c unidades a la derecha d4iplAnto

representado'por- a, y de manera anAloga pal'a b.+ p b.

-Lueg si C ps un ntimero positiVo,' y. *

. si . a < entonces a + < b. + c.

LPor valdria el mismo resi.11tado si c fuebe un ntimera negativo?

esto hemos mostrado la pr:opiedad Witiva de ia desigualdad.

Exactamente como en el caso de la igualdad, podemos mostrar

19 siguiente,:

a < b, entonces a 4- c < b c, y si a -1- c < b t;

.entonces. b.

Esto nps dice.que si sumamos un mismo niimempha ambot miembros de

una desigualdad tenemoe una desigualUad equivalente. Por

Aejemplo, la desiguAldad

es eqUivaAente a la desigualdad [x + (.-3)t + 3 < 8 4. 3 es aecir,

Tr

.0\

1.

x < 11

Ejercicios 2-4

Determina el conjunto de soluciones de cada um. de las

.siguientes inecuaciones:

(a)- x + 5 < 7 (c) x + (-2) < 8

(b) .7 > x + 5 .(d) y + (-3) < 10

1 it



.s..
(e) 10 <r Zs:73) (J;) <22x, + (

) .2x + 3 < x j) >

(g) x < 5 110 T:.1- 2x '-x
t.A- A

(11) x + > s:ir

2. Muestiaa que s c

a +.c < b + C.

Emplea la propiedad.aditiva de la 'aeoigualdad, para mostrar,qUe

si a +.o < b + c, eAtorices' a < b. (Esto se puede lograr con

el mismo p.Otodo que hemos empleado,para las.iguaidades.),

Si. a > b,os c1ert6 true a + c debe ser.mayor qua- b + ci

Si es asi, muestra por qu4.--Si noes asl, mUestra por qué no.

Si, a/14D.,' Ldebe sale cierto que a + c I b ire?. Da raones

ara juslificar tu respuesta.

Si a < b1,4,debe ser cierto que -41a <721 ? Muestra porm,id.es

cierto.

Si. a < b, Ldebe ser cierto slue (-2)a < (-2)b? 4Por quésI

o por 4116 no?
0

4

negativoY;ii a 5 b.* en onces*.

2-5. Proposiciones numéricas con dos incOgnitas

. En los ejemplps anteriores de frases y proposiciones numéricas

haiala una sola inc6gpita. Podemos también tener más de una inctig-

nital Observa esta proposicián:

x + 1 = y

si x = 3 e y = 5, 'Les la proposicidn verdadera,o falsa? 31

A
X = 7, 4%16 ser y para qua la propogici6n sea verdadera?

Si y =.-6, e ionces,tenemos x +,1 ='-6. Outinto debe ser. x
_

para cr,e esta ixpposicidn 'sea verdadera? LC6mo.aprendiste a

resolver una ecuacián til como x + 1 = -6 ,en la Seccián 2-3?

'Cada solucián de Ta.ecuacién x + 1 es un par de

Podemos construir una tabla con a gunos de esos pares:

4
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It

Tabla x 1 =_ y

.-

:

a t
1 - .

, . .

. .

Op

. 'Antes de cOntinuar leyendol'Opia edta bla'y eompleta los limerd$ -

.i

que,faltao. Por ejemplo, para,coMpletar tercera fila, r m-' :-

plaza 'x por 2 en la ecuaci6n anterior. Propontela siguiente'
. . a

pregunta: "0114.1es son los valores posWes de y?s .'
I i

Serfa mejor que leyeras el.resto de est cageulo cop lapii
,

y papel en mano. NO pases.a iln nuevo'parrafo mientras no res.,-

pondas p. todas las preguntas del pirrafo que.estiS leyendo* En .,

,

. . . i
una'gran parte de esta,seecia entontraris conveniente usar adem4s

papel cuadrieulaAo y regla., .
.

1

-Si x = 0 e y . 1, la ecuapian ii +,1 = y es verdadera.
.

_ -,..

Entonees, deeimos quesel .par (0, 1) es*una-sbluciOn 'de la
. ..

.
,

. . .

ecuacián. . Observa que la soluQ46n es disticta seglin qué rdlmeri)

se pencione primero'. El par (1 0) no es' una solución, plea

si X = 1 e y ,= 0, entOnces

.x + 1 . 1 + 1 = (po 0)

.de manera que la ecuacibn x + 1 = y

no es verdadera.

Recordaras del Capiiulo 1, que se l-lamapa ordenado a un

p'ar en el cual los objetos se consideranienl'cletermthado drden.

El par orde.nado (2 7) es el mismo que el.par ordenado

(x, y) si x 2 e y = 7, y solamente en taI caso. Este par

es diferente del p*ar.ordenado (7; 2)..

' El conjunto de soluciones de la proposicián anterior. ,

x y
4

es un conjunto de pares ordenados de pl5meros. Oar& qué nliMero
a

6 1 03

6
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es PI bar- orden do' (?; %y) , An elemetho ,clel coratinto dp sVoiciones?:,,,
. .. .. .

. .: ., ,, . . . jp.,
.z. 't ,1--,Para, dibujar! el conjtinto de solupioiles' en ..in'papeis-,,quartcm-
, . . A

.1
- ' t S.* ' ..,

. -
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,, ,

, . . .
,.
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emplos Ouil es el conjunto de soluciones

,
21c;.'t y 1?

SI,Aamq0s valors'obteneauna ecuacion en y para.s
s

ensayamoS alferenteS val9res ae *x, obtenemos
. .

Aifemntes'ecuadiones en y para,resolver'.. Angiokamente, st
-

,q41'445rapos.dirtrentes 4a1ores de y, olItenemos.diferentes ecuaciones
para resolver.

'Por ejemplo: Sea x Zsto da la ecuacicin
s

(-6) + y4. -,4-2

Resolvemos esta ectiaci*6n con los metodos aprendidop, en la
Secciem 2-4. t

entonces

6 + [(-6) + 6 (-0
(-6)] + y= 5

= 5

Si y 5,

luego (-6)' + y (-6) + 5 .

entonces (-6) + y = -1 .

. Por consiguiente, 5 es pna soluci6n1.1a inica solucicin. 'En

consbcuencia, (-3, 5) es una soluci6n de la ecuaciah 2x + y,
Sigue este ejemplo para cdmpletar la tabla de solucidhes de ,

2x -1-'y = -1 que,se da a.codtinuacián. Prot;ablemente puedes
efectuar mentalmente algkinas etapas

por la prqpieda.a:aditiva;

por la propiedad' asociativa
de la adidi6n

x

-3

1 .

0 1

24- .

0

2

195
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1

Cuando se complete'esta tabla iendremos siete pares ordenados

- de niimeros', que'est4n enel aOnjunto de sbluoionet de la equaci6n.

-2x -1-,1?-'= -71. lima un:eje de abscisas y un eje.de ordenadas en el

papel cuadriculado'ylocaliza los puntos.cuyas coordenadas son esos

Vares ordenados. iTe paYece que todos ellos esfan s;bre una rectai
. .

.
.

.
.

.

.Traza la rectal Fija sobre* la recta.un pUnto que n
,

o sea uno de lbe
. . ,

siete qUe has dibujado. 14Puedes hallar las coordenadas de ese
,

punto midiend6,61értas di* stancids? Las coordenadas formanimrOpar

ordenado:de nximeros. Si.tu dibujo y.tusmed1cione4 fUeben exfictos,

est iar ordenado%starla tamb14171'en el cOnjtinto de.soluciones de

la ecuacicir% 4Lo est i?.
.

*

gionlOs ejemptps qUe has Adsto en esta sección y en el , "
cap1tu1o.1, probablemente las:conjeturado que la grifica de cual- \

quier ballacicin de la fortha

*

ax'+ by'. c

--en qUe a, b a son ntimeros Donoc1dosesta48obre una -recta.

Esto es cierto. Por tal motive, llamamos liabitualmepte ecuacián

11ne4 a toda ecuacián de este tipo.

'Elercióios 2-5a

Construye una tabla que muestre algunos de los pares ordenados

del conjtrito de solucionei de cada una de las ecuaciónes que

siguen, Vtilizando el mistho par de ejes, dibuja las gráfidas

de cada una de las siguientes ecuaciones:

y = x 1, y -= 2x + 1, y = 3x + 1 e y = (-2)x + 1.

2. Haz lo mismo tlara y = x + y = x + 2, y = x + (-3)*

3. Haz lo m18r para x + y`. 0, x +y = 1 *ty x +y
4. lo miSmo Tara )4. 1 = 1.

5. Haziom1smopara y = x + 1 I x -1= y = 1.

H'az lo mismo para y = 2xs+ 3 e y = + 3,

+
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Veamos problema en qu.aparecen dos inecignitas. &Cuales

.son las longittides' posibles-de los lados'de un rectangulo si,e1,

per/metro es 16 pulgadap? Si-llamamos x 'pulgadas e y /;'ulgadas

a las longitudes de do's lados adyacentes respectivamente, tendremos

'Sin embargol'itengamos cuidadoL Esta ecuacitlfi no es una

.traducci6n.lexacta la'situacicin real al lenguaje matemiiico.

&Puede se'r'la long&tud dé un lado de- un 4ehingulb pn plimero

negativo (3 pulgadas? &Puede ser cero ptilgadas? Tienen que ser

0 e'y > 03 aapropoiipidn nUMérfca que realmente describe.
la situact6n es ésta:

#
* 2x + 6 y x 0, y >-0

Podemos harlar varios'parel-t,ondenados'del conjunto de

solueMmes. Cuá1s de lot siguientes pares son soluciones?

(-1: 9): 1: 7): (2, 6),

(5, 3), 2)

(8, 0), '(9.5, 1:5)

lecuerda que para que sea soluciOn, un par.orderiado debe hacer

clue la proposic6n num4rica completa sea 4rdadera.

2x + 2y . 16 x >.01 y >'0

La 'grifich correspondiente a la eduaciOn que aparev en la

proposici6n numérica anterior esti scbre una recta. DibUjala.

El resto de la proposic4.6/1 "x y > 0", 'dice que el punto

correspondiente a las condiciones establecidas .deb.e estar en

cierto cuadtante.. &En'qué cuadrante? La gráfiba de la propo-

numtrica dada esla parte de la gráfica de'2x + 2y . 16
ue

t

a espial. 'primer ctadrante.

4. r,
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ab.

La grifica es .un segment° ainis

aqui:

r -

s extremos., come se:indica-
.

4Cuiles de las solu-6iones:antrfores de la 1)treposiciOn .

nUmdrica han.sido marcadas 71 16 grifica de la figura?
7

"Eh edte ejemplo hemos vista una ploposiolOn'numérica constilt

tuida por varias proposiciones numdricas más breves,-ima: de las.4

cuales era una ecuaciOn. Veatos otras proposiciones numdricas db

este tipo.

iarmen tierie en su p(ir4moneaS* 3 d6lares en monedas de diez

centavos y de veinticinco centavos. i,Cuile son las lbosibles cm:

'binacionewque ella puede tener de estas monedas?

Sea d el nUM6o de monedas de diez centavos ("dimes")

el nlimero de ffionedas de.veinticinco centavos (cuartos). Asi come

el valor de 3 "dimes" es 10 3 centavos,'el valor de d

es TO'. d centavos. . El valor to*4.al dq dtas monedas es (10d +

25q) centavos, y este debe ser.iilik a 3 d6lares. Peroillespera

un memento; Debemos ponernos de apuerdo sobre c6mb cont;a:ribs las

monedas: en centavos o en dedares. Utilicemes centavos.para

todos los cilculos. Entonces, 3 d6Ares es igual a .300 Centavos

Por consiguienpe, el par (d, q) es una solucián de,la ecuaci6n

Nuevamneee,

media "dimes", ni

deben ser ntimeros

i.ealmente

comowtambin

solucione.s de

ordenados:

10d + 25q . 300

icuidado; Carmen no puede tenei veintisiete

-3 "dime8". Las'incOgnita.s de este problema

enteros-no negatives.. La proposici6n numdrica

describe esta.situacirin es, lpd +'25q = 300,

q, son enteros no neKativos. 21.conjuntd.de

esta proposic16ninumdrIca-cansta de sietelpres

1 8

.
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ON,

0, JO, (5, 10), ..(10, 13),

(20; .4); (251.2) (36, 0).
*

La gráfica de esta proposici6n numérica bonsiste soiamente n.

sietel

4

Puede§ estar'en desacuevdo con esta: solucidn- en un detalle,
plies hay otra manera de interpretar el enuncieldo: ,1:garmen tiene
`en su portamonedas ddlaies'en monedas de diez centavos y de
' veinticinati centavos". i,Incluyse este enunciado la posibilidad

'k

de ql'ae no .tenga ninguna oneea de diez centavos y doce mbnedas de
veinticinco centavos? Algunas personas .dirfan que sl y otras
dirlan que no. Situ respuesta es "no", 'debes excluir dos,
soluciones): hinglin "dime" ir 12 cuartos, y 30 "dimes" ininen

euarto. Estas soluciones estin representadas por los pares
ordenados: (0, '12) y (30, 0.).'

Ya hemos determlnadg las grificas'de ciertas ecuabiones.
Ahora, veamos coino es la grifica de una inecuacicin. Comparemos

-.prirnero la table .de soluciontes de y= x + 1,- que ya hemos
-encontrado, con la'tabla de solticiones de y > x + 1.

199

a.
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y = +

-10

Estos pone de manif14s que para x ..1, por ejemplo y puede
ser cualquier ntimerp Mayor'que 2; y puede ser no' laterite 3,
4, 5, etc'.; sino,tambidn 4, 4 6 2;1: Entonces, la grifica
de y > x i+ 1 tiene la forma que se indica en la figura. La
gra.fica de la inecuacic5n no incluye la recta mismal por lc) cual

1
la dibuja como linea .de trazos.

r
ie MEEEDIEEMISO

MEMEffiNIM
61MINE

MENIVAIIIMEMI

110111111
1111111111110

1111111111111111M
*

(La linea de trazos',Is la gre.fica de y x + 1 N1nin punto
de"testa recta esti. wi :la grifica de y > x + 1. )

'Ma

4
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Ova es la,grafica 4.1a siguiente.1necuac16n con dosNN
incógnitas?* A-

- *xy > .9
4

-La desigualdad diap que el product° de x e y debe ser posi-

t1vo4 1,Que, sabes acerca de dos nlimeros cuyo producto es un nu-

mtro positivo? ,&puede ser cero alguno de los dos? &Puede x

pertpositivo ,e :y ser,negativo*en ei par (4, del,congulto

soluciones?-,El Par, 6C, ts una soluctrin si ta*o x como

y 'san 6 si tanto x coma y son Completa

'e'spagiob en blanco. La'gráfica de esta inecurciónconstal

aompletos.entonces, de los cuadrantes

.

y

ConsideremA tuna ecuacien que no es lineal. Por ejemplo,'

ivy
= 2

Si en esta ecuacion tomamos un valor conocido para xl no es

Ndiflail resolver-Jo ecuación wresultante en la incógnita y.

-Completa las siguientes tablas de valores:



..1*
r , ,

. ..,-

. ,
, . .

.

Marc'a estos puntos en el papel cuadriculado. Luego traza la

grifica de,la ecuacian.

,

Ili11111111P11111111
11111111111P11111111
1111111111111114111111
1111111111111110111111
1111111111111.111111
1111111111110111111
11111111111411111IN
1111111111111111
11111111111111111111111
11111111111141/1111
111111111111111111111

111111111111114MININ
1111111111111M1111

5 3 4

,m1111.111

2-5

Esta curva se llama una paribOla. Es una curva muy importante
,

que aparece de Muchas maneras en problemas que se réfieren a

renemenos,naturales. u
Iiv,puntoa-de esta curva son'aquellos cuyas

'coordenadaa (x, y) ,son soluciones.cie y = x
2

. Todos los puntos

con coordenadas ,(x, x
2
), donde x representa un niimero cualquiera,

estin sobre la parábbla. LD6nde estari tin punto,de coordenadas

(x, y) si y x2? Si un7;un'io (x, y)1 esti por encima de la

,paribola, Lqué,puedes decir acerca de y x2 ? Cuá1 debe qer

mayor? a

El conjunto de soluciones de la proposición numirica

1'1 2

tal

I.



2-5
,

-104-

0 N

es el'conjunto de todos los pares ordenados (x, y) para los
2cuales y > x 1 y la graffca de esta proposici6n abierta esta

contenida en la reiidn del playo por encima de la parabola que

hemop dibujado antesi Esa grafida no incluye la curva misma.

iente figura es la grificade y x2:.

".0

Wittig m EVWg MONS
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I 110011g

ota NM
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MitititglIMME
MDMONENE
IIMMEN
EE NNE'
MOW VW==MONA=
REERMWEE

Ejercicios 2-5b

Ii

( ) Dibuja, referidas a.Un mismo par de ejes, las.l&raficas

de Ias siguientes ecuacibneb: 'y = x2 e y .--(x24)/1- :1

(b) Haz-lo misMo para y = x2 e y2 = x.

(c) Haz lo mismo para xy = 1, xy = -1 xy.. 0.

2. Dibu-da las grificas de las Siguientes proposicicines ripm4r3cas:

(a) x + y . 1 x 0, y > 0

(b)x+y. 10yxeyson enteros positivos.

(c) y = x2 .x < -1

(d) y 1. Ougerericia; 'Esto e sto que

'y = 1 + (0 : x).) ) J.

2
.

(e) y

(il x 1

(g) X
2
= 0

orly x . 6 e y . 0

3



M x2 + y2 = 0 S.

'y = eimay le los neros x+ 1 z 2 - x.
'NI 7X cuando x > e = .cuanigig x '< 0.

nr,

r Considers la proposicion hum6rica

x,a 7.5011
enteros no negativos",

-donde el espacio \ensiilanco se j.lena &on oqdauna de las

ecuaciones que siguen. 11E12 una lista del OnjUrito de sofq-
cipn4es*en cada caso y escrilA el ntimero d soluciones clue ,

tien? la proposici6n.

(a) x + tr.= (g) x + 2y = 3

'(b) x y 2 (h) + 2y -1.4

(0) + y = 20 (1) x + 2y A,25

(d) x 4. 2y.= 0 (S) 5x + 7Y = 35
#-

(e) 7-11.2y =' 1 4. (k) 5x + 77 . 36

(r) c + 2y = 2 (1) 5x + 7Y = 37

'Una cadena de almacenes tiene 5 toneladas de .cafe en sus'

Aep6sitos en Nueva Orlee.ns. El total de cafe depositado se
41

#

.2-5 -

envie a raz6n de s ondladas a San' Francisco a tonelad0
Nueva York, pero d manera que yio iiaya todo el cafe a uno

solo de ebtos dos. sitios. -Escribe slmbolos Alpe 13r posic16n

nUmerica que descrita la relaciOn que'hay entie s xs

,Dibuja la grifica' de este. propostoi6n nume*rica respecto tin

spar de ejes designadoson-"s" y "n".
) !,

..

5. Dibuja las gráficas de las sigi42ntes inecuapiones:
..

.2c2 (c) 7 < 2

2
(V) y > 4x

4--
(d) Y

2 ' x
'En un problema anterior'has usado le. 'relaci6n F = 2.0 + 32

., 5 .

.
entre las lectures de la temperature en un term6metro

FahreVit y las lecttras de la temperatura en un term6metro

Centigrado, ambos 'VOlocados enbel,mismo sitio. Dibuja un 'par
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de ejes, depi,gnando con la letra F al eje vertical y, con

la,letra'*Q alhorizontal. Toma unaunidad de distancild

suficientemente pequefta y una hoja de papel 'uticientemente

grande bara que cada uno de los ejes contenga los Puntos 750,

Y 50. Traza cuidadosamente la gráfica de la ecuacián ante-

rior y respondeluego a las pregunta...(a) ,y, (b)* midiendo

4iertad`distancias er(tu dibujo.

(a). 6Cuil 'es la temperature que,se \Lee en un termOmetres

Fahrenheit si la lectura en un termdmatro.Cen'tigradb

es Igtrados?, a si es -'15 grados? a'si ek,-0

grafts? a St es 4 grados2

Ouil es Ia temperatura que se lee sobre untermómetro

Centlgrabo si'la lecturk.en un term6metro, Fahrenheit es

-30 grados? si es '15 grados? a si es ,0 grados?

a si es 50 grados? . A

(c), Comprueba:tUs 1.1spuesta.S resolviendo las:,pcuac16nes
.

'.apropiadas. ilecuerda clue as imposible hacer unafigura

o una.medic4,n,periiecta, LEn cutinto han diferido tua

respuestas a las preguntas (a) y (b) ,de tus res-

puests a esta preguntd?

El franqueo Para'la correspondencia de primera clase en Los

Estados Unidos (seglin lo ha establecidp ei Congreso en, 1958)

es cuatrO centavOs por onza o fracCián de la,misma. Es decir,

el franZlueo-de und'earta que no pesa más de una onza:tUesta'

cuatro dentavos,,el,qe una 6arta (4111 pesa más de,unleta per6
no más, de dos onzas cuesta ocho,centavos,,7 asi suceAwamente.'

Dibuja undgrifica del costo del ffanqueo de.la orrespon-

dencia de primera clase para todos los pesos hasta 6 onzas,

omando un par de ejes y designando el vertical con c para
indic el costo en centavos, y el horizontal con w para

indicar el peso en onzas. La.primra parte de la tabla es
asi:
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w, debe7seir -1 o cualquier
,

mimero'menor qti'e .1; Pero

debe ser.mayor que cero.

Anilogamen,t,p; W es Mvor

que y toma cualquier

valor menor o igual quo doss,.

_

. c
,

w > p w < 1
< 2 8

2 < w < 3 12

8. PROBLEMA DIFICIL: Carolina pregunt6 a Eduardo cuiI era la

temperatura en la nevera. eoir la raPuesta de Eduardo,

'Ifolvi6 a AnCitirir:* o Centigraads?" 'Eduardo

redpondic5: "I Wmbps1 l'A.tempera_tura maraada es 1..a

0U4.1 era la témperatureen Th nevera?

PROBLEMA DIFICIL. En cierto pais, la ley-, impue to sobre

los ihgresos puede resumirse ast:

.El'impuesto que debe pagar'una persona, es la mayor ee las dos
-

cantidades siguaentes: -(1) 4400 =nos que 20%. de sus-ingre-,

' 's61; (2),cero &ilexes.

(a) Sea T .el Ampuesto en piles de dálares sobre un ingreso

de X milesde d6larer." Escribe le-proposici n nuM4rica

que representa la relacicin entre T

(b) Traza dos ejes. Llama al vertical ,T y al*horiz4ta1 X.

Emplea $1,000 *como uniaad d manera que, pOr ej4MPlo,-

una distancia*de 4.850 representa 4,850. Dibuja .la

grifica de,la proposicián numérica es blecidap -(a).

(c) Aidiendo-la'distancia sôbre tu ráfica, respopde a las

siguldntes preguntas:

LCuil es el impuesto sobre un ingreSo de 4100000?

LCuil es vl Impuesto sobreun ingreso de 43500?

4Cuál es e?.. impuesto sobre up ingreso de 411500?

Si algu.teni)aggun impuesto de $1A00, i,cudl es su.

angreso?

gomprueba tus respuestas a las preguntas de la parte c)

elppleado la propoS1ci6n numél-ica de la parte (a).

-6
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Ejercicios cle revisi6n
A

Escribe'proposiciones abiertas que establezcan-las condiciones

.dadas en los problemas que siguén tiaego halla -el aonjunto ,de

soluclones para cada proposición.

1. 'Se va a cortei una table-de 45 pulgadas de lbngitud en dos

ipiezasAde manera 'que una pieza,sea 3 pulgadas-mgs large:
que Ia otra. .Halla la longitud,"de ca'da pieza,

m ancho de urirectingulo e,A 1() unidades meror
'Si -ea Ter1metr6 del rectingulfb es 66 'Unidades

las dimensioned del i.eCtangulo?%.*

sedor deja á1 vo/tir

su- hijo y,su hija. La

recibe el dople que el

jueves un nido lee

-Al llegar a este punto

-tma.paginas.. Ouintas
semand?

que su

ougles son'

,un total de 410,500 para 'du esposa,

Parte de la viuda, es,461,000.* ,La*hija

hijo. -Lpugnto recibe el hijo?

páginas adicionales de una novela.

ve que ha leido menos de cincuenta y

pg.ginas leyd antes del jueves de 6sa

El,gerente e una jugueterla ha oomprado, 590 piezas para

-ae19.40delisMo que venderg luego al menudeo Despues de

vender algunas de la0 piezds, hace un inventario y observe.

que le quedan menod de 101. Ougaltde las ,500 piezas
vendi6.4

;
f

Un estudiante consulta.lap'listas del alumnado de su escuela

y observa.que el ado anterior'el ndmero de nidas en ningdn

caso habla sido igual al ndmero de varones. LQué cantidad
A

de,nidas habla en la escuela si el ndmero de varones,fue
I.

siempre 176?

Un ndmeto es er, triple de otro ndmero. Su diferencia-es ,12.
Ougl.es el ndmero menor? .

tiene 42.73 en_peniques, 'nickels",Pdimes", cuartos
y niedios d61ared; Si tiene el mismo ntimero de ceda una de
las difentes clasel de monedas, ougntasmonedas de cada,

it

clase tiene?.

Alicia y Donald6'eran candidatos a 'la presiciticia de la

lase. 'Alicia obtuv6 30 votos mgs que Donaldo, pero' no

votaron'todos los 316 estudiantes. 4Cligntos votos obtuvo

naldo?,-
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10. -Un par de mellizos encuentra que cinóo aftos atria la suma de

*-sus edades era 18 a1oS.,4Que edad ti nen ahora?

. El ni.imero de billetetide 41. es cincqLveces ror que el

-numero de b.illetes de 15-2--y el nlimero de billetestde 410 es

el doble.del nilmero de 'billetes de 11. LCuintos'billetes de
-

hay si el nilmero total de billetes es 4811'

12. Representemos con .x al primero de dos nliAbos y con- y al

Escribe una ecuacián que'exprese las siguientes

con4ielones:

suma de los mimeros es 7. 4ft

(b) 31 el segundo niimero se resta del primero; elresultado

e.s- 5.

13. (a), Construye una tabla cop algunos de los pares Ordenados

del conjunto de soluciones de .x + y'5 7.

(b) Construye una tabla oon'algunos'de los pares ordenados\

del conjunto de soluciony de 'x . 5.

(c) Dibuja una grifica de cada una de las ecuaciones de las

preguntas (a) y (b), utilizando el mismo par de ejes.

(d) Observa dc514e ,se intersecan las rectas.- LQI.0 par.ordenado,

esti aaociado con este 'punto de intefseccidn?

14.* (a) ,i,Puedea hallar u, n eleAento del conjunto de soluciones OP
.

la proposicidn Compueta "k +yr7 y. x-y. 51'?

(b) LHay más de un par ordenado en el conjunto de soluciones

de la proposicl6n compuesia de la Pregunta (..9.)? EXpflca

tu respuesta. .

'--. Rana el conjunto de soluciones de la proposidtdn(compuesta
-

"x + y ., 0

16. Halla el conjunto de soluCiones de la propobicidn compue

x + 1 y y x yn.
,e

*17. Halls. tres enteros conSecutivos de manera que la s4 a del

primero y el terIcerq,sea 192:

8. La. suma del niimero de gradop de lag medidas de dos ulow,

congruentes de un triangulo es igual al Nmero de grados de

la medida del tercer ángulo.. Otiiles son las medidas de los

ingulos?

*4
.a

118
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*19. La familia Perez y la famif4 Martinez, clue s8n vAO.nas se

van de vacaciones. Las doe fdmilias viajarin en direcciones

opuestas. -Si la familia Perez va a una velocidad media 'de

55 millas por h(!ra y la faMilia.Martipez viaja a 45 millas

pdr hora, en cuinto tiempo la'distancia'entre.ambas seri

750 millas,,si partem simultineamentel
\ P

*20. El oaprador de radar.de un portaaviones getecta un cohtacto

mdvii que so-dirige hacia el porltaaviones. Estima-que'Al

mdvil esti a 400 millas y vUela- a 350 minas por hora
respecto del portaaviones. bOuanto tiempo necesitari

avi6n de'la 'dotacift del portaaviones para Interceptar-el

contacto móvil,'si vuela directamente hacia 61 a 450 millas
por hora?

)

*21. Eh el problema suponte que el contacto =NJ esti a 10
4

minas .de distancia del, portaaviones y alejindose de,éste.

Un aeroplano del portaaviones parte para'perseguir al con-
.

tacto mdvii, Empleando las velocidades dada's en el,prOblema

20$ ouinto tiempo necesitará el aeroplano del portaaviones

para alcanzar al-contacto mOvil? ,Okeue,distanciadel porta-

aviones eitará el aeroplanb cuando aloance su.objetivo?

AIL

-40
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Capitulo 3

NOTACION CIENTIFICA, recImALEi Y. SISTEMA METilICO

jitimaros,vandes x notación cientffica

'En este texto hemos emgleado, cada vez que.nos ha sido poi-

ble, ntimerospequePlpsrpam.hacerte los problemas-imis sencillos,

las ideaS nás laras,y ei trabajo'decasktficii de graduar pra tu

pl-ofesor. Pero-los htimeros que se premitAn en los problemas de

la.vida diaria soh, trecuentementelkmuy grandes o muy pequedos.

periOdi;o,del dfA 28 de.juniodb 19611'por ejemplo haela

referenc4 A 12;5001000 'mlembros%de un stndicato e obreros,

$2,484,000,000 destinados a--z4.defensa y a la educacion naciona es*

yilna'cleuda wiotal. de1 *298,000,000,000: Probablemente'pasas
,

por-lo'mepos 31888,000.segundos cada afto en la esalIela.

yuda puedes iMaginar muchos otros usTps.fircuentes de-los nlimpros

grandes. Ouintas veces crees,quq late el corazOn de una persona.

durantetoda su vida (vida"Media)? Ouanto récorre un.satelite

durante 10 affos, SC-se mueve con la velocddad de 50,000 mdllas.

por ,hora?

En,oircunstancias como las mehcionadas, aparepen,fizecuente'-.

mente nliMeros tan grandes C6m6 un mill6n o. iin bill6n. ActuaImente,

disponemos de nombres para nlimeros mayores clue uh bill6n, tiles

como trilldn o ,cpatrtllOn. Conakdera el numeral -31415926548093;

este numeral es difCil de leer; cuando este." escidto en esta forma.

'Una manera de hacei'Más fgoil su lectura es,colocar unA coma a la

izqu'lerda de cada grupo 'de tres digitos, contando de derecha a

izquiedal

3,11,59216-5,89,79.3

En esta forma se separa'el allimerO en milkares min:ones, billbnes

y otras unidades mayores,Ae una manera natural. Aunque' escribi-

mos las comas de.derecha a izquierdal leemos el nilmero de izquierda

.a derecha, de acuerdo con el diagrama que aparece en la siguiente,
)

-p4gina.

El

8.
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Eptances0 qeemps este-ndmero de-la siguiente
,4

Tres Cuatpillow0.

.,ciento euarenta y un trillones,

quinlentos naoventa'y doS

seiscientos cincuenta:y tres millones,

qUinientos'ochenta y n:Ueve mil,

setecientos noventa y tres.

En la lectura de este ndmero debemos tener euidado de,no',

eimplear la Palabra "y". La razán se ve claramente cuando leeMos
el ndmero 593,000, g.se lexera "quinientos x.4vénta y,tres'
mil", camo lb hace mUcha gente, podrfa aparecer algdn malentendidd.

4
4

St "y" se asocia con la adicidn, el sentido de esa frase'seria
500 mis 93,opo. si "y" se interpreta como una conjuncian' en el

uso ordinario' del idioms., el resultado serfa dos ndmeros separados,
500 y 930000. For consiguiente0,es prefetible leel, 5930000 .

COMO "qUinientos noventa y tres mil" Omitiehao la "y" se evitan

maleptendidos.. Habitualmente usamos la "y" y marcamos el punto
decimal; por ejeK001 563.12 se lee "quinientos se.senta y tres

dace centésimasA Este uso de "y" no origina confu'siones povve
563.12 signifies. 563 -1-/0.12 .

realidad, lonumeros como 1 del comienzo de'esta pigina
N7

aparecen rara vez. Esto no signifi a que no Se usen lOs ndmeros
t-

de ese tamaho,' Pero'rara vez conttnoS con sufidiente precisián

como para emplear esos ndMeros. Con mis frieeuencia deeimos que
el ndmero contado es alrededor de trés cuatrillones. For ejemplo,
la ,Poblaci6n de una ciudad de mis de un ihllOn de habitailtes.

A



. puede darse como 1,576,9610que es justamedtp la su de.los

diversos mimeros recdpiladot por loS funcionarlos.del censo: Es

'cierto que el ntimero ha cambiado mientras êe reallzabee censo y

es prob.able que 1 57/,t)00, sea coi-recto Belo con fa aproximaci6n.

de un millar. Por esta*.ra26n 116 ±esgo eh.redondear el'vnlimero
, ,V . .

origiAal como 1;537,000: En réa1d, en la mayoria de los casos .

bastarla decirque liapobletc1.6ne la 'ctudadeS "aligededor de un -

mfllon ylMedlo" de

1Poblaci6n
,

El simbolo se usa para significar "es al5rOx1madamente igtql.l a".

Hay otras mang-as de.escribir nUmeros .de este tamafto. Muchas

de ellas presenipn notable ventajas. Una_ d Maneras posibles.

.de eseriblre niimero**grande la suglere nuesiro enunciado "un

ml1l6n y medie. Se puede escribir un mill6n como 1,090,000

(icon muchos 'cellos!) 6 10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 (igualmente

mala, 4no?) 6' 106

habitantes,-io que §e esCribirla as1;* .

,

.de la ;JIdav!,. 1,500;000 .:41;i4.ntes.

(esta si que es'buena, Lverdadflb El prdducte

indicado ic x 10 x 10 x 10 x-10 x 10 se lee algunas veces "el .

producto -de sels'nximeros diez". Guando fprlbimos esto.enforma

4e exponente, 10 indicamos ccin el expc6ente 6 el niimero de6
,

,veces que, 10 aparece como factor_ Podemos tambien obtene el

* exiDonette 6 'contafido el nilmero de ceros en el numeral 000;000.

De.lamisma manera, es9rlbimos un billOn como 1,000, 00,000,

6 109 Entonces, ladeuda nacional de, 298'billones de 461ares
9podr/a,escribirse comp 298 x210 dolares: Esta manera de-repre

sentar mimeros'grandes, utlifiando 1:as potencfas de 10, se-

desarrollascon mayor'amplitud en los ejerciCios de clue que siguen.

Ejerciplos de 'clase 3-la
46441p.

Eabribe les siguientes.nUmeros como numerales declmales y

tambien en la forma exponencial.

Ejemplcr. Un millán = ,1,000x000 10 .

.(a) Un.bill6n,

(b) 2an

(c)- Ue-cuatrialOn.
a

1.99
10 *40
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2.; Puesto que 2,000 = 2 x,1000 podemos esqribir, 2,000 en

formagexponencial'cOmo 2 x, 10 Ihpleando un exponente,

escribe los siguientes lemeraIes: . ."

(6.), 17 1000 el (d) 1g;500,000

,(6) 504000 (e)- 2,484,000l000

v(0) ,000,000 50.6,060,000

Un rilimero como 1,500 puede ser expresado de varias maneras.:

150-X 16 .6 15 x 102, ,6 1:5 x 10. Andlogamente, 325 puede
*escribirse eomo 32.5x 10 .6 3.25 x 10 . Tambi4n, 298 -

billonet es lo mismo ,q'ue 298 x 10? 6 29.8 X lola

2498 x En cada uno de:estba ejemplos la e;Presi6n
4 .

es de la forma

-(un ntimero entre 1 x. i0) x POtaficia de * 10).
a

Escribe en esa forma eada uno de lop siguientes niimdros;

-(a) 76

(b)' 859

(c)'

-(d1 E3,46,000 .(g) $1.2
'...(e) 76.48, (h) 9,783..6

(f) 4;832.59 (i): 3,412)789.435

(j) Cincuenta y trep billones, 'seiseientos cuarenta y dos

qpinientos mil.

Notaci6n cientifica

;COmo hemos observadq, podemos escribir,.298--billOnes porno

.298 xb109 6 comb'. 2.98 x 1011. EstasSon manerag reducidas-de*

-.escrUir el ntimero. :Ademis es ficil compatar variod nximros

grarides escritos en esta forma. P6r ejemploi Podemos notar a

siiple vista qUe 4.9 x '1014 e6 mayor que' 9.6 x 1012 sin

neeesidad de ontar el niim;ro de cifras de 49000000000000 y de
,

a.

9600000000000. El trabajar sistemAticamente bon,nlImeros grandes.

-de esta manera,. simplifiea notablemente los cálculos, como lo

veremos masAdelante. Estoes particularmente'cierto cuando se 401

calcula con regla ealculo 6 logaritmos, como aprenderAs en

la,escuela de segundo ciclo securidario. Por eSta raz6n, es
_prEictlea comlin en el trabajo-4e los 6ieat/ficos e ingellieros

,la, representación de ntimeros de esta manera, es74ec1r, en la forma,

c.

OIA

(un numero entre 1 y 10) x (una-potkncia do, 10).

44,



En tai'es casob, se diceque el ndmero esti escrito en notaci6n

eientifica. Si el ndmero es una potbncia d ,100 entonces el

primer factor es un 1 y se aco tumbra no'escribirlo. Asi,

4 4
10,000 = 1 x i0 = 1Q lr 101.00 0000 = 107 en notacián cientifica.

.Definiei6n Se.aice que un ndmero esti expresado en notacidn

cikatifica si se,eseribe COM producto de un numeral decimal'

en'tre 1 y' 10 ,y una potencia 2decuada de 10. Si el nanero

es una potencia de 100 el primeerstetor es 1 y no se nece-
,
sita estribirlo,

0bservati6n., A vece aa "notacicin cientifica" se llama tambi4n

notaci6nIde:las "potentias de diez" o "exponential decimal".'

Algunas \race's usaremdS tambien pstas 6xpre$lones.

Ejercicios declase 3-1b.

1. .(aj zEstg 1 x 105 en notación dientifica? aor qui si

o por'qug no?

(b). lEpti 3.tI x 107

o por qui no?

LEsti 0.12 >c105 en notaci6n cientifica? aor qui

oi.por qu4 no?

(e)

en notación*clentifica? aor qui si

4

Escribd en notaci6n cientifica los siguientes ndmeros:

40 5,687

3,A1).Escribe en

(?) 14 (c) 34.TIllonep
6

notación deeimal los.sigurentes ndmerosv

7.+ 106 (b) 4.7 x 105' (c) 5.721 x 106

,tierra no se muee'en una cirbita c.ircular, l.a dis-

tancia,de la tierra.al sol varfa'seen la ipoca del afto. Se

ha calculado la distancia media en unas 93,000,000 'de millas.

(a)- Escribe el ndmero anterior en notaci6n cientifica. La

distanci minima dp la tierra al sol seria aproximada-.,

mente menor que la media; la distancia maxima

serla apr imadamente 1-gp mayqr,que la media.

(b). Calcuia 4$ de 93,000,000.

(c) Hall.a aproxinladamente la distancia minima de

al sol.
it

(d) aproximadamente la distancia maxima de

al sol.

la tierra

a tierra
.
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Escribe los nlimeros que has encontrado en las partes

() y (d) en la notaci6n delas potencias de diez.

-

,pbserva que 146,000 = 1:46 x 105 podr/a escribirsecomo
x 105. 6 1.4600 xL105. Cualquierade-esos numerales repre-

setta a 146,000 en notaciein cientifica. Aunque hay situacionea

en que es conveniente escribir unoo mu ceros despu6s del 6

en 1.46, no io haremoa as/ en.este.capitulo. Sin embargo, camo

vents luego, enel capftulo *acerca de 16s erroi.,es'relativos, 1os
- r

cientificoa usan eI primer factor de elta notaci6n en potencias
de diez para indicar la .rireciSi&Ccon la que se ha medido 'Una
cantidad.

Ejercicios 3-

Escribe en n taci6n cientifica los siguientes mimeros:

(a) 1,000 (d), 102 x 107

'(b) 101' k_10, .x 101 -x 107 (e) 10 x 105

(a) 10 x 10 x 10 x 10 M141%0004000

Escribe en-la notaa16n de las potencias de diez los siguientes
mimeros:

(a) t1000 (e) 78,000

(b)' -678 (f) 600 x 10

'(c) 9,000,000,000 (g) 15,600

(d) .45moo,00d (h) 781 x-10

.

Se estima .en 506,000,000 el -hlimero total deestrellas que

'se pueden fbtografiar empléando loa actuales telescopios y*

cimaras. Escribe 'este ntimero en la notacidn de lawpotencias

de diez.

Escribe un numeral para cada uno de los ndmeros que sigue4

en forma decimal ordinaria (que no utiliza un exponente y
/.que.nq contiene un produCto Indicado).

(a) 105

(b) 5.83 x 102

(c) 3 x 104

(d) 5.00 x 107

1 0 1-
,#

4-



(e) 6.3 x 10

-(f) 8.200 x

Eicribe en palabra los S

(a) 783'

(b) 7400.3000 .

(0' 6321007

-117-
a

Redondea cada ilno de los

(g) -436 x: 10'6L"

(h), 17.324x 105

gulentes ntimero:

.;(d) '362.362

*,(e) 41000128

11, 2506

ntimeros quve danimas.vbajo con la

proximaci6n de'una centena. *preta lop nlimerOs redondeidos,

en n9tacián

(a) .645

(b) 93

(c) 1,233

(0' 70,863

. () .600,400

(f) 5,362,449

Treinta'por ciento. de 500 es igual a

Se ha estimado en .337,000 miilones de

clibicas volumen del cuerpo del sol.

millas.c-dbicas en notacidn cientifica.

Calculos con niimeros grandes

La notacicin cientifica ho solamente es mái breve en muchos

casos, sino que simplifica,piertos calculos. Comenzaremos con

'algupos ejemplos simpiqp. Supente'illue queremoshallar el pro-
,.

ducto: 100 x 1,000. El primer factor eS el prgducto de dos

nlimeros diéz. El segundo facor es el producto de tree nlimeros
3t

diez, entonces tenemos 100 . 10
2 y 1,000

30 x 5.0.x

m1li6n de minas

'Esciibe el ntimero de

Entoncew,

100 x 1,000 . 102 x.103

= (10 x 10).-x (10 x 10 x 10)

= 10 x 10, x 10' x 0 x 1D

= 105

Por consiguiente, 102 $( 103 . 105. Observe que el exponente 5

ei la suma de los exponentes 2 y 3.
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Consideremos,btro ejemplo: 1,000,000 x 100,000.

} , notV.6n cientffioa seria. 10 X 105.-'0u4ntas yec s
. _

-como factor en este 'producto?. 4Es. 106 x 105, igual
, u

, 4 ,

Esto es cien billones, pero.es más simple-dejar-ela

forma: 10
11 que escribir un 1 seguido de oncecero

'Escftto en

aparece 10
1

10
1
?

erd en la

Observa

que, nuevamente, hemos sumadb exponenteS.

Suponte que queremos hallar eO producto de 93,000,000 y

10,000. En notaciOnb:cientifiba,:esto serla.
-<-""

(9.3 x 107)- x 104 = 9.3 x (t07, x:104L eEn-virtudsde qué

. 9.3,x 1011
propiedadl

Ahora ensaya un ejemplo m4s

93,000,000.x 11,000 . (9.3 x 107).x (1.1 x 104) Ota: E orden

= (9.3.X 1:1) x.(107 x 104)
Teros-factores

=,10.23 x 1011

(1.023 x 10) x 1011

(10
-= 1.0g3 x x 1011).

1.023 x 1012

ha sido cambiado
haciendo uso de'
las prdpiedades,
asociatiya y con-
mutativa de la
multiplicaciOn.

En los estudiosde astronomfa y de vuelos 'espaciales sobre

todo, encontramos nUmeros,muy grandes. El planeta Plut6n esti

a una distanci4 media del sol de urios 3,66 . millones de millas

6 3.666 x 109 m1l1as. Las dittanclsas a lap estrellas se miden

habitualmente en "elos dp luz", yn afto de luz es la distancia

que recorre la luz en unsaho. Esta es una buena manera de medir

tales distanCias, pues si las expresambs en millas,los ntimeros

serian tan grandes que resultaria äkicii escribirlos y m4s

dificil acn entender lo que sign1f161n. Pero suponte'que quere-
.%

mos estimar el nUmero'de millas que hayhen un afto de luz -Este

cilculo se har4 en los tiguientes ejercicios de clase.

Ejercicibs de 016:se-

1. Se ha averiguado que la luz recorr unas 1864000'millas por

segundo. En las preguntas que siguen, de (a) a (d).0. no .

efectiles las multiplicaciones; simplemente indica'el product°.

1
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(Un ejeTplo de un producto.indicado es 2.4,x 10 x 56 x i0

(a) 40Qué diiteincia'recdvela la. Iuz en 1 minutb?

(b) 404 distancia recorrerla la luz+en 1 hora?

- (0) 4Qu4 distancia rectorrerla la luz en 1'dia?

(d) 4114u4 distapcia recors;e;la la Iuz en 1 ado?

.(e). Determina el ntimero ecrito en Ia pregunta (d) y muestra

que'cuando se lo "redondea", es 5;9 1612.

(f) Ea mximero escrito en la parte (e) es aproximadamente

(g). IpPor qu4 el numero escrito en la pregunta (d) 1.1Lc) es

exactamente el nlimero ae minas que recori,esla.luz en un

&Joy Trata 4e dar dos razones.

Ejercicios 3-2

Multiplica expresa tu respuesta en notación.oientifica.

(a) 6 x .i07 x 103 (e) 102 x 10P x 7.63

(0-, '1015 x ia -x i05 (f) .60 x 60 x .60

(0). -1410,x 3.5 x -109 (g) 7 + -3 x 105

(d) 300 )< 10-1 x 20. (h) 9.3 x 107 x 10 x 166

2: Multiblica y es.cribe tu resimesta en notaci6n cientifica.

(a) 9,000,000 x 70,000 (c) 25,000 x 186,000

(b) 125 x 8,0004000 (c4 10100 x 5 x 2000000

El sonidd recorre en el aire*aproximadamente un quint° de

milla por tiegundo. Contewta las *preguntas que siguen, su-

.poniendo iue una nave espacial iaja a una velocidad igual.a

cincos veces la velocidad del sonido. Da tlis respuestas en

notacicin cientifiea.

(a) 4f441.14 distancia rpcorre el sonido, en e/ airel durante un

(b)' 4Qué distancia recorre la nave espacial en 20 horas?

.(c) 4,t0.14 distancia recorreret la nave espacialsen 50 dias?

(d) iQué distancia,recorrera la nave espacial en 2 ados?

4Es este r4corrido sUficienteipara llegar al .sol?

128
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a

--1i0-

La distancia del Polo Norte. al Ecuador es aproximadamente-
.

10,006,000 de.metros.

(a) -gXpreswen metros la distanci'a recqxrida alrededor.de'la.

tierra pasando'por los polos. Usa la notaciein-cientU'ica.

(b) Un melro es'igual a mil Milimetros.. 'Expresa.en militetros

la diatancia del Polo Norte al Polo Sur. Usa'l.a notaciOn

Cientifica.
.

(c ) Una pulgada tien7p.aproximadamente la misma longitud que

centimetros. Oiproximadamente Cuantos centimetros

tendri una.distancia 'de 40,000 pies?

La distancia alrededor de' la tievia,- lo4argo del',Ecuador,

es-aproximadamente En un sefundo, la eleCtri-

cidad recorre'una dfstancia que es mas oluends 8 veces la

longitud del Ecuadoro LQu4distancia, aproximadatilente, re-

correri'la electricidad en 1(khoras?

Suponte, que debes-eseribir diez millones de marcas aobre un

-papel y puedeslaacer\es marcas ,por segundo. jodrlas

escribir 10,000;000 de Irmxtai en un ano? (Umano es

60 x 60:x 24,x 365 segundos.)

La velocidad de la tierra,en au Orbita alrededor del sol es

un poco menor.de setenta mil allas por hora. Aproximadamente

4qué distancia recohreri la tierra en su vuelta anual alre-

". dedor dei.sol?

3-3. CAculos con ntime"ros pequenos

-Hasta:zel momento hemos tratado casi exclusivavente con

-nlimeros grandes,'_Otras veces tendremos que tratar connUmeros

V. pequenos. La masa del elec.trón y fa masa del proton son ejemplos

tip4os de cantidades muy pequenas. OOmo ae pueden representar

convenientemente estas cantidades excepcienalmente pequenas? 2

'SuPoilte.que comenzamos con una potencia de 10, tal COMO,

10
4
, y dividimos por 16. ObteneMos 103,- pues

4
10. 10 x 10'x 104;( 10 '10 x 10'X '10 . 103. i dividimo iO3
10 10

por 10, obtenemos:' 10'2. Dividamos 10
2 por 10 para obtener

el.resultado 10. 'Ahors. comerizando con 10
4

y diVidiendo

129
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sucesivamente por ,10 res yecesi hemos obtbnido

10 10
2 yA

Obie'rvaque los èxpokientes decrecen en, una unldad:dada vez. Divide

ahora- 101 lpor. 10. Sabemos que'el 1:esultado OS 1. Iakbi4n iemos4

que si los exponenies siguen decreciendo seglin el'modelo anterior,

de unidad en unidad,.el siguiente eXponente Sere. 0. Por esta

raz6n, ed'conveniente Winir 10
0

como. decir, 10°

Entonces'ob.tenemos los siguientes resultados:

in34 10- .10 -110 - 102'; ?10
.10

4

El exponente de cada una de las respuestas anteriores es una

'unidad menor que el.exponente que le precede inmediatamente.

Esto es razdhable, puesto que cada vez que dividimoS por 10

qultamos un factor 10 del numerador.

Diviamos'nuevamente pbr .10: .como ntimero siguiente.obten-

10° 1
dremos 1-0-. Si se sigue el modelo de decrecimiento de los

-ex9,entes, debemos esperar que el exponente sigulente sea una

'unidad menor que 0. "Este es-el ntimero que escribimo6 14 es Ian.'
ntimero' negativo.. Entonces, parece razonable'escribir 10 1 .para

1 -1representar Tu. Dividamos ahora '10 por 10; se'obtiene

10'0 100 y . 1O .

.A

Tu , 10 = -1-5 x.7n Continuando con el modelo de decreci-7-'17
.

.

.

miento de los exponent4s, el nusevo,exponente deberla ser una
. _

unidad,menor que 14 es decir, -2. De acuerdo cop esto, defini-.

mos 1072 como una representaci6n de '1 . Es import&ite obsery.ar
10

que el niimero 10
-2

no es urf nlimero negativo. Es un humero posi-

tivo, a saber: el nlimero
-7175-6'

Para todo nIlmero entero-positivo n, enton

10 n de la siguiente manera:

1 0

es, defintmos

t's
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Definici6n. Si n es un entero positivo, definimos

iOn . (el producto.de n ntiMeros diez), y

10 :n. ion = 1 4 (el riroducto.dp n .Limros diez)

Para n 0, definimos

10
0

= 1

Estas'definiciones nos peymiten escribir las ptencia de
4

10 dial:

o
4

.

10
3

0
2

. .

0 1 0
0 10

_ ,

,10
2

10
3

.

10,000 11000 100 10 J /1
M.

1

.1716 1(/0

Cada uno de losntimeros indicados en ia primera fila,es iguaI.al

ntimero inmediatameRte debajo de 41.

Ejei,cicios de clase 3-3

.EMp1éando exponentes negativos, expresa cada uno de los

siguientet ntimeros:

1

10000' 1000006/
1

-10'
1 1

i00000.7171

Expresa en forma fraccionaria cada' uno de los siguientes

niimeros:

10-3, 10 5, 10'77 10 6

Empleando exponentes negativos, expresa cact uno de los

almeros que se dan'mis abajo.

11
Eilemplci. Una cent4sima = 10 2

10

.(a) Una mil4sima.:. -(c) ,,Una billonésima.

(b) Una millondsima. (a) Una trillondsima,

-Revisemos ahora'el sentido de un ntimero escrito en fords.

decimal. Sabemos que 0.4 T1.6, Titlego 0.4 lu. 4 x AT-6. =

4 x'10 Tambidn, 0.005 = 5 x 5-..x 10'3
10.1 10'

Esta es la eipresián le cada uno de estos nlimeros en notaci6n

cientifica.
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Considera ahora 0.42 = 141. 2 Esto es cierto plies

0.42 = +,1020 Para exprear esto en notaci6n

t'
cientifica, escribimos.

a. 42
4.2 ?x_ 10 41.02

04

"Anilogamente,

0.000305 .
's

05. x 10
2 3.7 3.05 x 10,-0 3 4

.2, x

Ahora podemos estribir 0.16 x 10-4 en notaci6n bientihca:

0.16 X 107, . 1.6 x x .105
10 10

Trimerto hemos empleado la notaci6n cientffica para repreSentar

ntimexos muy grandes, pero acabatbs' de ver que pI uso de los,:expo-
.

nentes negativos'nos-permite expresar ntimeios ruy,pequenos tambi6n

en iletac164.Cientffica. Entonce's, '

0.d001 = 10-111, 0.00000673 =673 x 10 8 . 6.73 x. 0 6

3.76 X
107,10.

A

A

10

Tuando se escribe en notaci6n cientlfica un'nximero pbsitivo

menor que 1, vemos.que su exponente es siempre un entero negativo,;;

por ejemploi '0.63 = 6.3 x 10

Revisa ahora los ejemplos de notacidn cientificade-la

Sec46n 3-1. Cuando se escribe 1, 0 cualquier'ndmero entre

y 10, en notacián cieptffica, el exponente es cero. Entonces,

1 = 100, 3 = 3 x lb° Iv 6.79 = 6.79 x )00.

Cuando un 4mero mayor o igual que 10 se escribe en

notac16n Cientlfica, el exponente será un eaero positivo. Asf,

27 . 2.7 x 101, 10 . 101 y 4 686 000 4.68 x 106.

1.

z
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En resumen,pam)un niimero escrito en notaci& cien flea

Si 0 < el ntimero < 1,

el exponente es un enter° negaiivo, por ejemplo:

0.03=3x10 -2

Si 1 < el ndmero *< 10,

el exponente ev-cero poi ejemplo:

3.4 = 3.4 x 10°

Si el niimero > 10,

el exponente es un enter° positive por ejemplo:

.'1.37 x 10 2

gbserva que ahora:nO estamos tratando de representar ndmeros

negativos en notcl.cion ciéntlficS.. Después,de tratar un poccil*
,con los ntimeros. negativos vergs ql:leses bastante füfl. 'ha.cerlo.

Ejercicios 3-3

1. Escribeen notación cientificq cada una, de los siguientes
.%

nilmeyos:

,(P-) 0.093

(b)' 0.0001

(c)
1

(d) 1

(e) '0.00621

(e)

fi) 0. 7006

(h) 0.000000907

(i) 6'

(j) 0.0045

Escribe en notaci6n decimal cada unoAellor siiguientes,ndmeros:

9.3 X 10,5

1.97 x 10

1076

(e)

(f)

(g)

7:065 x

10'
1

14.3 x 10

385.76 x 10

1
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Escribe en note:el& cientifica cada uno de los siguientes

ntimeros

-(a) 63 X 104

4.
3(b) 0.157 'x o

(0) 0.0000024

(0, 5..265 x 10 5

(e)' 362.35

(fl 10 5-x 432

(g) 0:00000000305

(h) 69.5-x lo 1'

-4
r

Llena Ios espacibs en blanco en las expresiones que Siguen

pare convertirlas enproposiciones yerdaderas. Observe qup

pn alglmas preguntas no se-usa,la notacidn ci6ntifica.

(a) 0.006.. 6 x'ich°

(h) ot,,000063 x io
(0) p.0004015 = 4,015 x lor°

(a)

(e)

a.

.6, Ooo. o 0.06 x 16E:3

0.213 = 2.13 x
4

0.213 = 213 x

0.213 Fix 10-5
0.213 . x 104

4.

Ouedes tmaginar algUn nlimero no negativo que no podamos

expresar en notacián. cientifica? ,

,

. Multiplicatidn: Ntimero,s grandes y pequeftos .

Ya has multiplicado nUmeros tales como 10 .y 105. fiecuerda

que. 105 x 103 . 105+3 . lo8 . Frecuentemente, necesitamos multi-

piicar.nlimeros dados en notacidn cientifica, en los que aparecen

exppnentes negativos.

Multiplica

0,3 X.10

4.3 x 10. por 2 x 10

5) X (2 X 10 ) =(k.3 x 2) x 0 5 x 10

. 8.6 x (41- 1x ---) . 8
10 103

. 8.6 x 10-8

1 3

6
X 1.7.10
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k

an-8De aeuerdo con 10 antgrior, 10 5 X 10
10 10 -10

LCuel es el resultado de sumar. y 73? Otecuerdas que

(-5) + (-3) = "13? Entonces hemos visto que

10 5 x 1073 . 10-5+73

Muestral CQMO te ha hecho antes-1 que 10 x 10 4 . 10 LSe

sigue el mismo procedimiento cuando los exponentes son negativos

que cuando son positivos?1 esdeeir,..1,sumas los expolientes en

todo casp? Asegkiimte de,que sabes por clue )4a.resiruesta es afirma-

P

Ahorkt multiplies: 4.3 x 105 por 2 x 10 .3,

(k..3 x 105.)1:< (2. x 10 (4.3 x 2) x (105 x 10

110 )

in5
= 8.6 x

= 8.6 x 102

S ha mostrado arriba que 105.x 10 . 102 -Como quiera-que

(-3) = 2, e6
.

-105 x-10 3 105+73

-4Muestra, coulp antes,,we 10 . x10 = 10 -4+3
. Ahora podemos ver:

que dUando se multiplica 10a por 10, el resultadO' es 1.0a+b

11.0 importando si: a sonApositivos o negativos.' Esto pone

de manitiesto.la siguiente'propieda4 6heral:

Propiedad genera;. Si. a' son enteros ftalesquiera,

spositiyos o negativos, entonces

10a x,101) =

Naturalmentel la propiedad es vglida siuno de los dos ex-

.= 8 6 x 005 x.7,5

4Rionentes, 0 ambos, a y.b, son cero.. Por ejemplo:

103 x 10° = 103 100 x 100 x 100 "

la
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Hay oira idea'que apa'rece en algunos 'problems., 'Tal idea

apareceri eh lo clue 'gigue cuando se quiera dar la respueitta.e1)

notaci6n aren't/flea.

(4.7.X 10 3) x (5;4 x 07) . (4 7 x 5.40-x .00

. -25.38 sx-

= 25.38 X104

2.538 X 10) X 104

,= 2.538 X (10 X 104)

=a

2.5ihe .X
4

x .07)

.
.. \

En este problema se hen multiplicado los ntimeros 4.4 .y. 5.,11 Vim

. obtener 25.38 y lueio se ha eScrito dste ntirnero en notaci6n cieri-

. tifica como 2:53g x 10.1 Analmente se ha multiPlicado

2.538 x ip por 104.
.*

Ejercicios 3-4

Escribe en notaciOn cient/fica los siguientes productos:

'(0)' 10 5 x 10-2

.(b) O.3x 10-2

(6 10 7 x 10 6

(a) o.04 -x 0,002

( e ) 0.0001 x O. 007

(r) t5.7 x. 10 ) x 10.7

4(g) 1012.x 10-3 x 1015

(h) 1012x 10-7 x 10-8

Escribe en notaci6n blehtifica los siguientes productos:

(a) 0.0012 x 0.000024

(b) 6 x 10 ,x 9 x*10

.(c) ,14 x 10-3 x 10 5

(d) 3 X 10-6 x 1074

(e) 38 X 10-3 x 0.00012

(f) 0.000896 x 0.00635

EMpleando la notación de las potencias de diez, halls los

productos de los siguientes nUmeros:

(a) 100600 x 0.01 (6- 1017 x 10 23

(b -0.00001 x 10,0004000 (d) 106 x x 1' x 1074
10't 105

4. Multiplies: cuarenta y nueve mil6s1ms.s 'por el nximero siete y

seis centésimas empleando notacicin ci-entifiCaa. *Expresa tu ,
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re-\ 4respueatta en notic1.6n clent/fica.

- ina -gran corporaci6n-comercia1 ''hadecidido linyertd.r.en,bonos
.algo de 'au diner() excederite.' ,SIse haninvertido i 1 milloneS

. -de d61are aun pprcentaje rnpdio. anuali,de 3, Lougi es. el
ingreso anualipropOrcionado por este. inversi6n? Empléa:
rio'oidn oieMfifica: para los oglOulos, 7, expresa tambidn'tu
respuesta ennotacicin cient/fica.

6; En cierta fecha, la deuda del goblernb de los ,Estados.
redondeada con la ,aproximacicin de 100 billones de dhares,
era 300 141101,es de d6lares.. Si el gobi,erno paga a untipo
de- ±iterés medlo de 3?.3,13

: 'Irtter480Pagado 4da afto?
cieneUice..

7. SI. la masa de-un'a:tomo. de oxl,geno. es ),2.7 4_10-23 gramos,

*La- cuEirrtos ddlares asciende, el,
reaa la' resp'uestaeri notaci6n

4
, cul 'es la masa de 40 x 10-197

at:MOS de oxigeno? Expresa'
-la respues a en notaoi6n cientifpa.

8. Una unidad e.masa quImioa, que s un diecoiseisavo de la mgsa

,

,atomica de qxig no..,es aproximademente igual a 1:66 x 10
gramos; ,z,Puil es la masa,de un bill6n, de unidade9 de masa
qu'paic a?. :

Divisidn: Ntiraeros grandes pequedos
Los principios Clue Ilemos desarr011ado para la tmiltiplicaci6n

sugieren los prinqpios necesarios pltra la divAsicin. 4jemOs visto
como use, divide fO° pdr le, es deci.r;

106. 104 x 102
102 = tO

107 10

. Otra manera de hacerlo es escribir.
e.

, . .1 0, x --4- 10 x 10 4 r-- 1.06:
. s . 10j0 e.... ,. .

= 10

_
n * 1.4. Adeniis, por la definicidn de,. 10' .corno ---h-

, , 10.
,

4

41 13I 1-1.

,

a ','a .

vemos. que

4

I.
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0 06 10
6

.

+ = x = 106 x 104 10
10

10

PerqtrecueTAa 10 que eatudiast4 e 4n'el Capitulo 1 acerca -do la
,

sustraccicin de'mknero4tnegat1vosi que

Entoncepl ve os qué

4 106
. 10

6 + 10 .
4

)0 4

Estos ejemploS.augier.en la siguiente propiedad general:

Propidad'gene'ral.- Si. a b .son enteros cualesqyitra,

positivos o negativos, ntonces

16a.-'Tob0ab

'4ustremos.el uso,de esta propiedad con Ia division de dOs

nUmepos muy-pequeaos escritos en notaci6n aient/fioa. Suponte clue

queremos dividir 8 x10.3 Pcir 2,x 10 7

8 x 10 3- 7 .8x 10 3 x 10

2 x 1077

Sin dmbargo, recue'rda siempre que podemos comprobar,nuestros

cilculo;' en problemas de.este tipo en los que sOlo intervienen

exponentes positivos, validndonos para ello de la definicidn de

AO 11. .Podemos propeder asi:

8 a

2 x 16 7
72--- t2

701 -021
8 x 104

r
8 x 10 3

.

2

.

10,
;17r X 107

:

Justifica cada una tde las operaciones de este desarrollo.

Ejercitios de clase 3-5

EMpleando la propiedad genek-al y .vrificando despu4s tus
,cilculos como lo hemos hecho..antes, fectila las siguinies-

,x

3 8

.1%
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(a) 10-4 4- 105 (b) 10-2 tO 7

(8.) Divide 107 por 102.

$

(b) Oor qud es '10'7
0

.7' igual a 105?

(c) Obn 107'4 102 y 107-2 .numerales para un mismo

ntimero o para mimeros diferentes?

(a) Halla ( 3).

-(13) Halla 10
6--3

.

,(c) -Usa el ejemplp ilustrativo,de antes para determinar si

106 VD-3 y 106--3 pon numerales para'un mismo

nAlmero.

-11-5

(b) iEs 10-4 105 igual A. 10-475-J?-1-Thr que?

-hallado el primer atmett)

5- JO,3 2 4 10 7 . 10 2-c7?

6. Esoribe,otio numeral para 10111'4

7. Efectda las divisiones indicadas a pOnti.nuaoidn: 7

10

Has.

1.6 (a)', 1011 10-5 ,(b). VD-8 1 0 () 10-9 c 109

6&Es (64x 105).4. (3 x 102) igual
105

a'

Es
lg.

la respuepta final 2 x-103?

'Efectlia las divisiones ailajo:indioadas expresando.laa

'rpsOueetas en notaci6n

-

(a)' (1.2 x 10-4) + (4'x 106)

(b), (6.4 ;10-6) (3. X io-5,

(b) (9 x 10 ) 0.3 x 10 )

e



. gjercioios

1. Esdribe en notaoic5n oient%iloa.las respuestas a los iguispntes
' ejeroioiost

(a) f65'+ io

(b) '103 4. 10

.04 + 104

(d) 1017-.1012...

MP

40 10

101° + 1020

106 + 1012

103 + 104

Esoribe en no.tación oientitAp_a_slas respitas a los siguientes

+ io2

0?) 103 10 1

.(c) 1014 + 10-4

:(1) 10,17 + 10-12

(e) 0 + 10'713

(f)' 101° f0-20

(g) 106 + '10-12

(h) 1O + 10

Esciribe en notacián cientifica laS respuestas a los siguXentes

,-(a)- 10. 5. 102 .(e) 10 11 .+ 1013

.(b) 104 210 (r) 0 10 1020

(a) i0-14 + 104 (g) 10 6 + 10

-(d)- i0 17 + 1012 (h) 10-3 421011

EscrAe ennoacJ.,5n oientffica.las respuestas a lo's siguientes
ejeroicios:
(a)* 10 5,4- 10 2 (0 1.073 4- 10 1

(b)
(c)

(d) io io. (14 10-3 + 10'4

10714 + 10 4 (f) 10:17 1012

11 .1.:16-13
,10/14).

-26

-

Escriile en notaoi6n oientlfica las respuestas siguientes
ejeroiOios.c

(a) (6 x 5) + (3 x

(V) (7 x + 104

, 1 o



3
4

2-

(c) 2 x + 10 (e)

(d) (2.4-x :10) +10

4 X :10

7.6
1.9 X 103

6. Llena cada espacio ea.h.laneo-corf-e-1 simbolo adequado.

12' = 12 ix 10PD = 1.2 x 10c=100 = 10

( P.) 46% 46: 46
100

46 x 1012:-.1
10(''

(0)* 0.3% = (-26J. = 6.3 x
107,

(d) 350% = 350 x

4 CI. 450
) 150''x 5 x 10=

x 10E-1
4800 4800, 4. a x 10= x 10')

2.4 x10173 2.4 xototz3
. .

7.- Durante el presente ado, la$ rentas de una cludad ascienden 'a

42,760,000, que re,presentan el 3% Adel valor- total 4de las
propiedjdes gravables Con impbestos. LCuál es el valor total

'de las propledades gravables? Usa la notaci6n cientifica en

tus galculos.

. 4.6.x 10[2:3

- 3, x 1 0C3

= 3.5 x 101=3

Una persona que viaja todos los dias paga 40.40 diarlos por,
sus pasaje ,LSeria razonable esperar que gaste un.mill6n de
centavos antes de que se jubile? Suponte que

250 dias por ado.

LAlrededor cuintos diad se necesitarlan para gastar un

billOn de dOlares a razán de 'diez acilares por segundo?

Supont qe esto se hace durante las 24 horas del dia.

(1 dia. 8.5 x 10
4
-segundos. )

*10. El montante de los impuestos recaudados en cierta regi6n

admini&trativa asciende a 4169,000 sobre una tasación de

$8,000,000. Si el .seffor Soaa paga un impuesto de 4400,

Len cuánto se han tasado sus propiedades?
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s'Equiar una divisiOn blindada_auesta-unb--4-36:6,606
,

.
equipAr cuesta unos 414,060,000:

LQue'porcenta'je)leJos gaatwnecesariospara equipar Una

divisi6n blindada se requerirfan para equipar uha divisiOn de

infanteria?'

*12: La masa ael'eleCtr6n ea aproicimadamenie 9.11 x 16-28 gramos

y la,masa del prot6n es aprokimadamente 1,67 x 10-24 gramos.

(a) LCual de las dos masas et payor?

(b) Ldual es la riz6n aproxtmada de la masa del prot6n a la

maaa del.electr6n?

3-6. Uso de los ekponentes para multiplicar dividir decimales,

Ya Babes' c6mo multiplicai dos nximeros dados en forma decimal,

y tambi6n c6mo-diVidir uno pOr el otro. Cuando halfas el pro-

ducto o.el cociente de-dos ntimeros, frecZleaement es, facil Saber

d6nde debe,Colocarse' el punto decimal. Pero .cuarido hay que-efec

tuar variaa multiplicaciones y divisiones consecutivasj puedes

tener alguna dificultaa en hallar la posidiOn del punto en la ,res-
,

puesta tinal. Empleando,la hotsaciOla de las' potencias.de. diez

podemos trabajar solamente con ntimeros cardinalea hasta el final

del calculo complicvlo, y'luego fijair ia posicidn del'punto decimal

de manera ficil. La notacion exponencial noq da tambi4n,una

manera fácil de eXplicar nuestroslorocedimientos usuales Par

determinar la posiciOn del punto decimal. Ilustraremos todo esto

en esta mimma,secciOn.

Suponte que queremos Multiplicar 31.14 por 1.6. 4D6nde

debe colocarse el punto dedimal del producto?.

Naturalmente; en un ejemplo tah simple, se nota a simple

vista que el producto debe ser un ntimero mayor que 32 pero menor
Aup J4, y esto nos indica ddnde poner el punto dPcimal en nuestra

respuesta. Si empleamos la notaci6n,exponencial, procedemoe asf:



OA' idb.a

6

X' 1. 5c 10 2)C16 x 10

3 214-x .16).(1072 x-.101

(3,214 x 16)110

51,424.X-10;1-3

= 51.424
,

En,'el producto' (3,214 x '16) ter-limos solamente ntimeros
cardlnaleg para,.multiplicar. gl 4actor 10 nos indic.a la
posicidn del punto decimal4 es decir, indica que en el product6
de'ben aparecer 3 ctifras decimales 'a 'la derecha:
51,424 x 10.-317 51.424. .

. .

AdemEls, la manera cdmo hem s llegado a- . 3 da 4iinst 'just1/1.:- .

eacistin para la regla que dice q .eimtimero d9 cifras decimales
I del 'procbjcto *es la.:'suma de los Aimeros de .cifras decimalei di

ftr a S a

10S factorewde ese producto. .
.

. ,z. ./'
,..

.

Si tienes dudas sobre 2.a-'--col-oac-l-iSn--d-e-l--TamtreLde-aimal--en el. . .

prodiicto o 'en el bo.ciente, la notacién exponencial te permitira
ficilmente riesolverlas. La ventaja 'griside en*qub.t1,batamos sole.-

. s .
meInte con naimeros cardinales en nuestra multipli6aciOn y IscSio al." . . %.,,

final riosvpreocuptunos por el punto decimal.
,

.

-Sta forma de notaci6n exponenciai es angloga a la notación.
. ...

.cientifica, pero se diferencia de ella en- que el .primir factor .

haAliene'por qué ser un ntimero. menor 'que 'IA.'
1

1

,

Nercictos di cIase 3-6.

.tmplea' el' procedimiento 6terior para hallar caa uno de los'

.11

siguientes ,productos:

(a) 6.14 x 0.42

(b) 0.625 x 0.038

(c) 649.3 x 048

(d) 11.4 x 0.0031

Podemos emplear*ei mismo pquema para la divisioin di decimales.
QoMo ejemPlo de tal pl-ocedimiento, dividamos 14.72 por 6.1.

2 2

6.1 61
61 x 10

1472 -2- 472
10

1
x 1 0

'10
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ithora la* diVisidn 1472 es, simplemente,,,una operacián
con numeros cardinales y da 1472 = 24. 13, si efectuamos
la diyisi6n con la aproxAmacidn de una centdsim4;9

_consigtgenel

24:13-x.106.1.
2.413

con la aproximacián de una milésima.

'En este caso tanibitin hems empleado las potencias de diez de
tal manera que dividimos solamente ntinieros cardinafes,: El expo-
nente -1 sirve solamente para fijar la posicián del punto decimal
en la re'spuesta.

Con frecuencia esta notacidn es realMente ventajosa cuando
se tefecttian Operaciones mas complicadas con -ntimeros -decimales..
Por ejemplo,

0.028

= 268 x 0
I= 26,800

,10
3,t-

-2
. 10 x 10 io2

\

Para ver cdmo se ha obtenido la reipuesta, efectlia todas las
etapas de este ciilcuIo.

Ejercicios 3-6
Coloca el punto 'decimal' en los proctos de manera que Bean
verdaderas las siguientes proposiciones numdricast
(a). 6,021 x 0.00903 = (6,021) )x (3 x 10 5) = 18;063

(b) 3.42 x 0.02 . (3421x 10-2) x (2 ';lo-2),. 64

(c) 3,000 =1 (25 x 1) x (3 x 103) . 75

(d) 54.73 x 7.3 . (5,473 x 10 2) x (73 x 10 .) 399,.529

(e) 1,200 x 0.006.= (12 x 102) X. (6 x 10-3) 72



2. .Liena.low espa1ios en. blanco con los simbolos adecua os.
0

(a) 4052.. 45.2 X 10 1 = 452 X io i
a..4**.

(b) 0,012 =12 X 10 2 = 12.0x ;10E:3

(q). 65,000 . 6.5 X'101:=I = 65 x 103'

'(d) 38.216 . 38216 x 10 3,821.6 x 10 318,216 x

(e) '67-x104-= 63.7 x 0 = 637 x 10 - 1 x 10°

(f) 0.003 x 105 . 3 x 10c:1 . 30 x 10c3 A '

(i) 41 ,t 2 x , 10-3 = 0. ki 2 x 10 1 .F-71x io°
Coloca el punto decimal en los cocientes de. manera,qUe Bean

verdaderas las sigulentea Torop9s1cilines,
.

(a) 600k,,... 60ok x 100
3,002 x 102 3,002

2.
2 x' 1.0

03) o.366 366x lo
o.o6 = 61,x 101 6f

6

-(c) 0.32 ) 560064= 5600611 10
171502

32 Ar 10 2, 6

(di .-0.084 84 x
12000 -3 '

1 x i0.

fel

0.00125
0.2

x2 '10 1
0.01 x 104 16I

125 x 10 5
P *

Efectda las multiplicacioneso sempl;ando la notaci6n exponenclal.

(a) 135 x 0.06

(b) 760000 cx 31000 =

Sugerencia:

(76 10 ) x (3 x

(c) 18,000 x 0.0003

(d)

(e)

0.0035 >es- 16.301

60000,000 x 0.0275

,(f) 6.07 x 300 x 0.02 x 6,000,
Efectila las divisiones, empleando la notación exponencial.

(a) 6.3 0.3 (b) 0.78 1-13



(c)
te 0.1470" . 0.75

7-

(0. 0.27 0.-84402

(f) 1800 ) 21.6

Vsa exponenes para colocip el punto Aecimal'en la respuesta.

41806 x 0,019
0.13

6118

LCuitas.rosetas,ae malz tostaao Se necesi,tarin para Ilenar
,

840 bolsaS, si caaa roseta Pesa -0.04 de onza?. Cada bolsa.,

Contiene 6 onzas de rosetas'de.maiz tostado.

'PROBLEMA DIFICIL. platilio voIador puede viajar a %Ioo,000

inas por segundo. 4Alrededor de.cuantos aftos needsitark

para viaitar'la tierra y regresar, si probede de una estrella

que-dista de nosotros 543% anos de lue

alio de. luz = 5.9.x 1012 miiiaS

1 affo = 3.2 x107 segundos

3-7. El siStema métrico: Unidadei de.longitud

Hemos estado utilizando la notaci6n de las pot'enCias de diez

pat& operar con los nlimeiqs, especialmente los"Muy grandes o muy

pequenos. Como ilustraci6n de c6mo las potencias de diez aparecen

de manera natural en el trabajo t6pnico y cientifico, estudiare-

mos ahara el sisteia.mdti.ico. Como yeris, este sistema de medidas:

.se basa,en ias potenciasde diez y, por,consiguiente4aa notaciAn,

cientifica que hemos estudiad es,particularMente itll para tratar

cdnt1dade8 métricas.:

El sistema de medidas empleado con mayor generalidad en lo6

Estados Unidps se llama sistema inglés. Algunas de las unidades

de este sistema son la pulgada, el pie, Ia yarda, la milla, el

g716n, 14 libra, etc. Como ya lo,habris pxperimentado, estas

umddades son un poquito,dificilès de aprender y de recordar porque

se necesitan muchas dafinIciones diferentes. En el sistema inglds
0

debes aprender que 12 pulgadas plg.) . 1 pie, 3 pies 1 yarda

(yd.), 5,280 pies .4.1 m lla (mi. ),1,k cuártillos (ct.) . 1 galón

) y i6 onzas (oz.J = 1 ibra Todas las relaciones
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..parecen emplearAiferentes maiMeros y por eso nq es ficil recordar

,las relaciones hisicas -entre las unidades.

En la mayor/a de loit paisps, el sistema de medidas es el

sisteia métricol en el 'oval la unidad blisipa de medida de longitud
es el Metro. El sistema mitrico,es un sistema siMplificado de .

pesas y medidas, desarrollado en 1789 por'un grupo de matemdticos
franceses. CoMo su sistema de nuMeracián era decimal (base 10),

decidieron que,serfa unabuena iqea tener una base decimal- para.'

uh-sistema de medidas.' En tal siStema las unidades de longitud

serian el producto de la unidad escogida,y alguna potencia de
diez. Entonces, la converSion de una unidad a otra seria muy

bistarla multiplicar o dividir por una potencia de 10.

Veremos que'de esta manera, los calcUlos con cantidades expresadad

en unldades mdtricas son mucho mis

Unidades de. longitud en el sistema mhtrico

Lot matemiticcis franceses comenzaron:

calculando Aa distancia n:del Polo Norte

al Ecuador a lo largo del meridiano que

pasa por Paris. Como unidad bdsiaa de
1'longitud tomaron de esta dis-

,
10000600

tamale.. Deaniendo la'unida'a de esta manera,

se podia- repetir en cualquier Momento la n
IMetro

mehci6n,de la distancia original y la 10000000
reConstruccidn de la unidad de longitud en caso de que la barra

nOrmalizada'se perdi4ra.

Se dio el nombre de metro a la nueva unidad normalizada de

longitud, y la barra hormalizada.de un metro fue guardada cuidado-

samente para asegurar la uniformidad de to.das las unidades métricas
futuras. Esta definfci6n del metro se,usci hasta el 15 de octubre

de 1960s_cuando los delegados de 32 naciones, apordaron uno hueva
normalizaci6n del metro. ESta,liormalizacidia define el metro en

t4iminos de la longitud de onda de la luz'rojo-andranjada del gas,

criptcit.* Et forma precisa, se define el metro asf:

1 metro . 1,650,763.73, longitudes de onda xqjo-

anaránjada, en un vacfo cOn un itomo de

gas'cript6p 86. 4

Polo Norte



Esta nueva definiciOn tiene la ventaja de que la unidad es ficil-.

ilmnte medible con un interferametro en cualquier, parte del mundo.

Ademiel permite una aproximp.c16n en mediciones lineaIes, del orden

.de..uno en cienmillones,_ AMpleando la antigua barra de platino

tridiado, la.mejor'aproxtm'aciónoera'del orden de.uno en un

Respecto al sistema.,±,ng14,-un-metro es 'an .poco mie grande-

ue una yarda, a saber,

1 metro = 39.37 pulgadas (aproximadamente)

1-44.vidiendo por 10, se obtienen las unidades mis pequellee de

llongitud en el slstema metrico. .Entonces *derinimos

1

1 tdecimetro . To. de metro

1 1

1 centimetro = TO- de deeimetro de metro
luu

1 , 1
1 milimetro aTO- e centimktro demetro

1000'

Para unidades.mis grandee de longitud, stmplemente multiplica*

mos por 10. Entonces, por definlcián,

1 deatimetro = 1.0 metros

fl z
1 hectámetro =10 decametros

kilámetro . 10 bectOmetros =

100 metros

1,000 metros

Para destacar la eimPMded de las relaciones entre psas

cantidades, 'las escribiriemakiri relac1.6n cori eI metro,*empleando

la notaci6n cientifica. LeXik.elaciones son asl:

milimetft . 10 metrn

1 centlmetro = 10 2 metros

1 decimetro . 10 1 metros .

41 inetro 10
0 metros

1 decimetrq 0
1 metros

1 hect6metro = l0 *metros t

1 kil8metro = 0 iitros

N.
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'Se ha'intent4do muchas veces lograr 'clue en los Estaaps Unidos-

se ,adoptara el siStema mAtrico. En el CongresoCon'tinental,

Tomiff J6fferson trabaj6en pro de un sistema decimal para las

moneass:y las medidas, pero tuo buen éxito solamente en la

adopcidn'de un ilistema aecimal para las monedas.4 Cuanao John

'QuincY Adams era Secretario de'Estado, previ6 en, 1821 el Uso

mundial ael'sistema m4trico, en su "Informe sobre Ias pesas y

medidasu% Eh 1866 el Congreso autoriz6 el,uso del Sistema

m6tripo quienes desearan usarlo. Fihalmente,

en 1893, por acuerdo del Congreso;, el metro fue-adoptadc oomo: la

longitud normalizada en los Estados Linidos. Ahora se-definen la
.

yarda y la libra oficialmente en'términos de las unidades metro
*

kilogram() del sistema m6trico.

Un cambio,saito ae nuestras unidades comuneS (yardas, pies,

.pulgadas;'onzas, libras) a las unidades nAtricas'causaria-ponfu-7,

sidn:Siri duda, por un tiempo. Sin embargo, muchos pien'an que

cambiaremos gradualmente al sistema m6trico. NUestros cientlficou

usan ya.eI sistema métrico asl cow los btlebrob de la mOcirfa de

los paises'extranjeros.,

Eh' l.a tabla A resumimos las definiciones de las piincipales

unidades mgtricas de longitud'e indicamos las abreviaturas con qua

se la desiTla. En eta table, observa 14 ventajA del vso de' la

notaciOn ciatifica para mostrar las relaclons con respect() a

la unidad bisica de longitua,*el metro.

a
p. 4

4

s,



141-

Tabla'ntk
4

Unidades m6tricas

Nombre 4 la,
umidad

Abreviattiva
-

Equivalente en
metroS ,

Equivalente m6t4lico en
notación cientlfice:

1 mllinietro 1 mm.
. 1

in.10.3m1000

,1 centimetl4o 1 c*L.
1 10

72
VG

1 deofmetro 1-dm.
1

To. m. 10
1
m.

,1 rnetro 1 m. 1 m. 00 .

1 decimetro, 110m. 10 m.- 101

1 hectómetro 1 him. . lop m. 0
2

-m.

1 kil6metro 1 km. 1,000 Il. 10 VG A

11,

Observa que todas las otras

llevan la palabra.l'i,etron con un

usan tambiln pira desighar otras

Mdtrico.

Prefip

mill

centi

deci

deca

hecto

kilo-.

'Eh la prictica actual, se usan raramen'te el hectrimetro el'

'decametro y el:decfmetro. El metro,'el centlmeto, el milimetro

y el kilonletro. Ere usan uy frecuenternente y por esp/les.dedicae-

mas ;Mayor atenci6n.

Dosprefijos másque encionremos ,Alcit4 soi mega,, quesigni-

.fica y miaTo, que significa una mill nesima. EntonCs

unidades m6tricas de longitud

prefi,jo
)

1:Stos prefijosjw

unidades demedida en 'I,sistema

A

.15io



',Yak e

s.a 4,4 'ca..'
41*?,;:vt::11

mega..

Moro-

.:Significa0o

00:2600 .- 106 -)

oibodb6 "J,

ITrecuentem'ente,haw oid0 hablar fti#42megetones (3- millones

de toneladas),.1 megaciclo (1-411.1166:6161Os).' Okun en la

jerga que usa el pueblo.nortamericdno eXiste Iste'prefijo griego*

clasico en el términb'flmegabuck", (1 millOn de dolares)!

esta..epopa'de'estudios b.tOmfcO's y nucleares, se.estudian

con.frecuencia"ca:ntidades muy pectrii'eAa's y 'son frecuentes longitudes

tanpequOlas C9M0 una-millonesima,demetro. *El micron se define

1 micrOn = uYia millonisima de4metro'. 10

-6 -.
.Entonces ,,Tnicrones = 3 x 10 . 3 x 10

.' -31*Micr6n . 10 . um. El simbpio usual para micron'es la letra
#

griega ,p." (se lee "mu"). Entandea 144-= 14 micro4's
'4

%

14.x 10 " m. Llias eirontnado algta vei estos têrminos: mega-

voltió megziohm121,-micrdvat3p, microsegundo y, microfaradio? Si

rio los hes visto, puedes estar seguro dé que los estildiaris 1;ronto6

en la clase de ciencias. Oue:des imaginarte lo que es un micro-'

4.

pues

micrOn?

pjerdicios *3-7a

Compledia cada una de las siguientes
P A\

(a) 1 km., . hm.

(b) ,g km. . % Dn.

(6) el:km- m.

-(d) 1 km. . dm.

1 *km. = CF.

expresiones:
#

f f). 1 km. . mm.
f

at

2.. Completa cadd una (3 las siguientes expresiones:
,

. ,

. .,

(a) 1111,11 m...
I,

/- km. * g
ib) "'5042 in. =, CM. I

//

15 1. 1



(c) 245 36 U6 :=='

((i) 0.564 'IT6

CO 16 278 '116 4- IML

(fl ,2,020.202 in. cm.

H(g) 0.Xi5 mm. = micrones

Llena los espacios-en blaneo con et ntimerd correcto.

(a) 5 N4 = 70m. (f) 3.25

(b) goo 'gra. = irm: (g) 3 0 5004m.. =

(el .500..e . . CO 474 am. . U6
.

4 *. .
4! 01 2,54 CT = MUL (1) 5.5 cm. = mm.

.
il"

(j) 6.25'.1116 = i cm.
..

El mqtro se-defini6 originariameibe como lO00000b
1 de la

distancia del Polo Norte al Eduador, nedida sobre,la super-
.

Suponienclo que la tierra es una esferay

,empleando:lapotación cientlfiea, halla el nximer6 aproximado de

(a) meOs que ti'ene la eireunferencia,de la tierra.

(b) kil6netros que tiene la eiraunferengia de la tierra.

(a) milimOros que tiene lb eireunféreheia de la tierra.

Haciendo uso de la notaci6n eient/fica, expresa en metros

las siguientes medicion4s:

(a) 0.013 nip.

(b) 2.34 cm.

(c) 61730 km. .

(d) 694 nicrones 6 694p. *

(e) 1 nregnicron

Coyersidn a unidades,inglesas

Qomo en este pals aasanos tanto las unidades'inglesas como

las,n4tricas, frecuentemente necesitamos convertir-expresiones de

un sistema en dtl-o. La pulgada nornalizad ;. en los Estados Unidos
. . .

se define ahora en t4rminos del sistema nétrido por la relaci6n
vs

1 plg.
.=

2.54 en. (definicift de pulgada)
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dOno.hemos yisto, 2sto da

,

39.37 pig, . 1 (apioximadamente)
a

En't.6rminos de yardas, e.0o se cNtIvierta, en

1 7 o

1 m. 1.1 yd.

Para la.medicion de distancias grandes, frecuentemente es
Qpnvertir las minas a kil6metros. Como .

1 m. = 39.37 pig. - 1239'37 pies

,,

vemos que.

Entonces

"

37
5

mi.

(1000)( 9.37) m-1 km.
(12)C5 80)

, 1.

Naturalménte, ahora te pedimos que, efectuando las

verIfiques'que esta relaci6n da

1 km; = 0.-62 mi2

operaciones,

Entorices, gross° modo, 1 km, = 0.6 mi..o, con major aproximación,

1 iiN6

Ejercicios 3-7b

1. Convierte Tada una de

citin efectuadas en el si

aproximado en ei sistema inglés.

as mediciones que se dan a tontinua.=.

)0a métrico, a

(a) 100 m.

'(p) 200 m.

(c) 400 m.

(d) 800 m.

(e)

(f)

(&)'

1;500 A.

1 500 Sm.

10 km.

yd.

yd.

pu equivalente

yd4, LI1lguns de las distanpias
normalizadaa para sucesos.

yd. deportivos.

yd.

nd.
A

.(h) 100 km. =

a

mi.

153
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.(a), La mon.tafta mis alta4e1 mundo,,e1 Minte Everest, mide

729,003 pieq, R6dondeando esta 41tura a. 29,000 ple6,

ouintip esAen metrbs?'

'La:profundidad de Una de las más grandes,fOsas marinas

es' 34,219 'PfeS--Eipresp. est). Profundidad en metrOs,-'7-

aproximadamente, clbspu6s,de redondearla con la'aproxima-,

ci6n de Igo pies.

(a) Vtilizando la 'relaciOn anterior entre' miT14as ritil6metrOA,

muestra gue 1 mi. m 1.615km.

(b), La distancia medi& de la tierra al,sol es-Aproitmadamente

9.29 )5 167 minas. LA-auántos,k116metros equivale?

Un tamaffo'muy copin de papel para esoribir..a miquina es

por 11 pulgadas. 4Cuales son estas dimensiones'en

eentimetros.

(a) LCuil es tu estatura en centimetros?

(b) 4En millmptros?

(c) &Y en.Mierones?

i.Qué veloeidad es mayor, 100 pies por segundo o 3,000 centiL

metros pox. 6egundo?

Unidades metricas de area

Hemos *aprendido a calcular el area del interior de -una eurva

simple eerrada, para diversas curvas simples. Hemos escogido el

4rea de una region cuadrada epmo la mejor unidad para la mediciOn

del area del inte." de tales curvas eerradas.

La unidad m4triea pareimedicaOn de 4.reas es tambi4n una

regi6n duadrada. Empleamos porno unidad bisicade irea una regiOn'

cuadrada, cada uno de cuyos lados tieneolier longitud un metro.

El area del interior de ,eSta regiOn Cuadrada se llama un metro
2

cuadrado (abreviatura R6 )

Si tienet a mano mareacia en centSmetios, dibuja

un cuadrado de 1 centimetro de-aado para tener una idea del

.tamafto de un .centimetro cuadrado. Como 1 m. . 100 cm. = 35.37 plg.

vemos clue

1 cm. 0.39 pig.
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1 cm. m 0.4 plg.

*7-

Comparado con un meitro cuidrado, que et la upidad bdsica, el

centImetr6 cuadrado es realmente'pequefto. ,Recuerda que 1 °In..=
. ,

agnces

1 em.
^ TORT "" 160 ^' 100 m* 10000 m*

%

He aquf otro caso en que es preférible emplear la notación expo-

nppoial y escrlbir
_

4
1 am.

2 2 2
10 4Q m. . 10 m.

Como el metro es la unidad básica de longitud y el metro,

auadrado la unidad bisica de trea, es inportante dar las diversas

-,unidades de area en tdrminos de metros cuadrados. Las unidades

man frecuentemente empleadastse indican en la table f4

Table. f

Unidad de
longitud

Unidad de
area

Area equiValente en
metros cuadrados

mil/metro

.
centimetro

.

kiláietro

milimetros cuadrados

cen4metros cuadrados

kilcimetros cus:drados

1 2
i .

1000
.

2.,100 ,

(1,000) m.2

Nuevamente vemos clue es conveniente usar.la notaci6n expo-

nencial y escribir

T mm.
2
= 10 6

m.
2

1 cm.2 = 10-4 m.2

1 km.
2

10
6"

m.

-1 1*.)t.)



Ejerciolos 3-

1. Lien!). los effacios en blan'co.' '

ilemplo. l'km.2 = (1,000)2 m.2 ó 0. U6
6 2

2 1 2 2
(a) .1 em. =! .1160)

4 2
. (b) 1 MM.2 - )

, 1000
M.

( e ) i cm. 2 =e 102

1 m. 2 1002 cm. 2 6

Z
( e ) 1 m. ) km.. 6 km.2

1000

Elbu3a una' figura para ilustrar la,parte (C) del problema 1.

nit. 2 ...it

2
CM.

Halla tel. Area de una reglem rectangular cerrada que,tiene 14s

dimensiones que se . dan mas abajo. Apsegdrate de que embas

dimensiones estén exprèsadas en la mism6. unidad.
t.

Par0

(a) 35 cm.

(1) ) 1.68 m.

(c) 0.97 m.

(d) .1:25 mm.

Ancho

t9.2 cm.

7.6

37 cm;

1.2 cm.

Expresa el Area:del problema 3(b) en .centimetros cuadrados.

isCuAl eS el Area de un circulo cuyo radio es 6 Metros? 'Toma

3:14 para r y hal l el ntimero aproximado de metros cuadrados

que tiene el Area.

Halla el Area en metros cua rados dé una región cuatir da

cerradaAe 160 centimetros.de lado.

Si el Area del interior.de un paralelogramo eS 783 cm.2 y

la base tiene' 97 am., lcuAnt6 mide la altura?

(a), tCual es la quivalencia.,métrica de 1 yd. cd. en cm.
2
?

1 yd. . 91.41 cm. Por conAiguiente,

1 yd. cd. (91.4)2 cm.2 2

(b) cuantos cenametros puidrados es aproximadamente igual

1 pulgada cuaciradal'"

156
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9. (a). Verifica que

(b) ,yerifica qUe

10 (a)\\--Ea ,e.rpade la

149 x 106 1cm2.

it

dap son?

-iree de los ocanob de la tierFa se estima en

361 X o6 km.' iewintas millas cZadradas sons aproxi
4,

madamente?

-148-

1 km.' 0.386 mi. cd.

1 Mi. cd. stt 2..59,km.2 .

ilperficie de la tierra se estIma en unos

.LAproxiMadamente cuantas millas ouadra:-

3-9. Untbades métricas de'volumen

La unidadmétrica Para medir foltimenes es un

La longitud'ilecada arista de, este cubo es 1 metro. Por condi-

.guiente, el'volumen del cubo es 1 metro,cdbico (4breviatura

1 M.3).

-ff-metro ctibico es una uhidad de voluMen bastante grande.

Una Unidad.más Pequeffa es el centiMetro'clibico (cc.' o cMM
Como hemos visto la longitud de tin cent1metro es'aproximadamente

0.4 de pUlgada; en consecuenCia, el cltimetro cUbico es un cubo

cuyo tamafto mas menbs el de un cub to de azticar peque!lo.

Para 'que tengas una idea del tamaAo del metro ciibico, obOerva que

3 t 1

cm, 100 m ix 1-65 111. x TUY '1000000-m.3

En nolacicin cientifica,

1 cm. 3 10

Medianteceaculds s

y. 1 m. 3 10
6

cm. 3

ares podemos hallar los mtatiplos y

submtiltiplos dei-Metro ctibiceque se usan m4s corminmente, comp se

indica en la tabla C.

Tabla C

Unidad de
longitud

Unidad de
volumen \

Un volumen equivalente
'en metros,atibicos

milimetro.

cent1m6tro

'kil.ómetro

3mm.

cm. 3

km.3

.1 3
m.

10003

1

3100 .

(1,000)



149- . 3-9

eorno.antes, notamps la conveniendia de la potaci6n
v,

exponendial escribir

1 .10-3 x 16-3 .x 10

3
1 cm. . 10 2 x 10 x 10

2
. m.

1 km 3 = 10 x 10 x 4033 3

Observa lob cálculos anteriores.

Q

. 10 6"m.

10 .3
VeS que,'

103 X 103 X 103 = 1103)3 =. iO3.3 09

2 2 o A
10 .12X, 10 X 10 = (10 = 10 ""*-1 =-10

10 3 X 10-3 x 1073 (lo-3)3. 10.3 1

Esto ilUt a una tercera:,propiedad general:

,Propiedad pneral. Si a x b son enteros cualesquiera,

positivos o negativos, entonces'

(10ae = 10".

Ejercicios 3-9

Llena.los espacios en blanco.

E.jempIo. HaY (1,000) 6 11000,000,000

(a), Hay 103 '6 mm.3 en 1.cm.3.;

1 3
'(13) HaY (100) 6

m. 3
erA 1 cm.

3

3
(c) Hay- (101 00) 6

:en 1 kM.

. en 1 mm.3

( ) Hay (106)3 6 10 c° mm.3 en 1 1cm.3 .

a

2. Un sólIdo.recta.nguiar tiene por.dimensio,hes 6 cm., 7 cm. y
*

8.4 cm. Oaldula el volumen.del interior de este s6lido. Re-

cuerda que el v.alumen del interior ae un.s6lido rectangule.r

esigual al producta de Ias medidas *de su largo; ancho y alto,

cuando estas medidas se expresan en'una misma

i,Gual. es el volumen del interior.de Un saido

14 mmL de alto y cuya base tiene un area de

158
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3-10, wdides m4tricaS de maSa decap ab idad:
" _ .

La 'unidad m4trica' para ld medidas
, de -'masa se define coMo la

Imasa dP1 4gua, contenida en Up volume4 de un cantImetro

La.masa..de 'un_ centimetro clibico de aa llama un Bramo. .gs ta
. _

.as una definipián muy .conyeniente, puets sl conocemos el vduinen

de ,un ,depósito, inmeidiatdMente-podem6S saber qué- masa de 'agUa-

puede contener- este- dyp6sito. Por. ejemplo, si el volumen . del

interior de un dep6sit6* es 506: Cm13, entOnceb la masa- de agua.:

sque puede :contener ,ss -500. gram:is*, '1Jo 'que ms debe Oservarse- en

esta definicián eS quel.las medidaS 'onuméricas: ion las misilias::

Cuando nos refprimos al volumen de una caja o e otro

:depósito, usamOs más frecuentemante:fa palabra capacidad.: Al :
0

-decir la capacidad de un depci.sito nos referirdos simplemente al

volureen total 'clue
J.
ese dep6sita puee contener.
:

Cuande ribs i.eferimos volumen de liquido'' que Un .detocisito

, puede contener, ,u6amos frecuentemente unidades especiales, taIes

como ia Pinta, el cilartilIo y el gal6n, en ei'sistema inglOs.

Asf, podemos declx que ia .capacidad de un tanque es alert& nlimerc

de galones, y que,Isu volumen es tentos'pies
.

En el' sistamd. mdtrico 4 unidad de capacidad mae usade es

el litro (abrel4tura 1. ). Un litro se define .como la papacidad

de un cubo cuyalarista tiene 10 cm. ,(1 decfmetro) de longitud.

Entonces, un 1tro representa un volumen de -,1,000 cm.3 Un cubo
I ,

de arista 17 cm. tiene, por tantö, un volumen de 11000 cm. 3 .

Deamos que isu capacidad es un litro, y que contiene una masa
de 1,000 amos_ (o 'un kilogramo) de agua.

, .

tin llitro es aproximadamente igUal a un cuarto .de

más preciesamente,

1 litro . 1,000 cm. 1. 056712 cuartillos

iptras dos medidas.de capacidad más óomunes en el sistema

mililitro (m1.) = 0.001 litro

m4trico son el

7 el

kilolitro (kl. ) = 1,000 litros

. "
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.Una masa.de 1,000 kilovamos se llamaluna tonlada.métrica.

'Eh consecuencia, ura,tonelada m4trica: contiene 106 glamos.

tonelada métrica es la maaa de 1 kilolitrode agua.

'Eh la tabla, D e resumen las unidades de voluMen,

y masa más empleadas. Observa\especialmente ques 1 cm.3

Ronde a 1; gram, de masa 4a unkmIlilitrd de'capacidad.

Tabla

capackdad

424.2P.-

Unidad de volumen Unidad de masa Unidad de c4acidad

1 cm. 3 ) gm.' 1-m . = 0.001 1..

14

1 dm.3 1 kgm. 1 1.

(1,000:cm.M (1,000 gm. )' ' (1,000 ml.)

-.
1

1 M. . 1 tonelada
miti*ica.

1 kl:

(1,000 dm. ).- (1,000 kgm.) (1,000 1.)

(1,000,000 cm. (1A00,00o gm.) (1,000,000 ml.)

Hay varias-abreviaturas cominmente empleadaa para el :gremo.

Las mis generalmente aceptadas son g. o gm. Tambi.én se usa la
4

abreviatura gr. En este texto abreviaremos gramo clomo

kilogramo camo kgm. y miligramo como mgm.

EjerciciOs 2;12

El'volumen de un depásio es 352.8 .

de,agua,que puede contener, expresada en

. (a) gramos? '

(13) kilogramos?

2. (a) i,Cu4.1 es la capacidad

' gglar,cuyo:volumen es

(b), ,LCuil es su capacidad

Se _lena de agua tanqUe

9 plAkaeas.

0114.1 es la masa

en un tanque rectan-

673.5 cm.3?

eh litros?

ciThico cuyas aristas miden 6 pies
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41074....14:::-
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4%

.
t

1
.

,

, -(a) Halla su vOlumen en pulgad-As clibicas.'
pe

(b) Halle su volumen en pies clibicos. Recuerda que .
,

..

.... . .

,
281,7 plg. cb . 1 pie ob.

, . . .

(c) Halle el peso del ague,. .RAcuerda que 1 pie'clibico de ..

ague pesa '62.?,(libras.
. %a

k

1.1-. las aristas del tanque del oblem 5 miden_aproximadamente,

.

- 2.06 metros.

(a) Halle el volumen del tantiue en metros clibiCos. .

(b) Valls. su Capacidad en litros. Recuerda que hay, mil litros
.

.

en un metro-01.11piece.
.

(c) ,uil.es la masa del ague contehida? Recuerda que-,

litro de agua'tiene 1 kilogramo de masa.

5. ICUanto menosift,iempo necespaste pare resolvelel prob1eda'4

'due pare resolver el problema 3! 1,0tal es la Tentaja'principal,-

_de calcular en el sistema m6trfpo?

- . 6.' Jn tanque tiene,mn vOlumen de 2,500 q0.3

(a) &CUál es iet,capacidad,del tanque en mililitro
,

(b), Ouintos ki4dgramos be agua6ontendra el tania

(c) Ouantas toneladas metricasIde agua contendrá el tanwe?
1

7. Un dep6S'ito cibico tiene sus aristas de 30 cm. de longilld.

(a). LCuil es el voluten'del depásito en cm.3?

. (b) LCuil es su capacidad en li ros?

-;*

(c) OuEtntos kilogramos de'agua c ntendrá el dep6sito?

(Suponte que el depOsito es impermeable, por supbesto.)

*8. El"volumen del sol se estima en unos 3370000 millones de

.m11161.1 de millas clibicas o

3.37 x 10
17

millas'clibicas

-(a) Sabiendo que 1 mi. = 1.6 km., expresa el volunien del

sol en kil6Metros plibicos: (Si prefieres, da tu res-

puestlindicando solamente las multipligaciones.)

(b). Expresa el volumen del sol en cm.31.dejando la mu3Iti-

plicación indicada.

El gal& imperial britinico, usado en el Canada y en Gran

Bre ada, equivale A 1.20094 gAlones americanos, o

1 galcin imperial ingles P, 1.2 galones americanos

* 0,,
I 161
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(a) Cuando compras '5 "galones" de gasolina en el Canada,-

ouAntos galonls _americanos rectbes?

(b) 4Cuintoi galoafs imperiales se necesitan iara llenar un

barril que covAiene ,721Alones americanos?.
V

Problemah

Consulta 'el Nigdpimo Snuario del consejo nacional de maestros

)1e matemiticas, como librotde referencia.

.(a) Reline una lista,de'toda& las unidades de mediqa para

:Iongltudes,_areas, vollimenes y capacidades've puedas'
#

encqntrar en .dicho libro de refel%encia. Iaeva esta

lista a la scuela.

(b). Elcribe una composicii5n sobre el tema "Per qbd-prefiero-

el sistema inglds de Medidas al sistema'iétrico" o "ipr

(rid prefiero el sistema mdtrico de' medidas al sistema

inglds". Puedes consultar el libro-de referencia para

coaseguit nayor informaci8n: Se explibaba bien este

teMa en articulo titulado "El sistema métricopro

(e)

4

y contra por Chauncey D. Leake y Ralph M. Drews, que

aparecié en Mecarlica popular de cliciembre de 1966.
&dud pesa_mas, -una libra de plumas o una libra de oro?

a
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p.

Breve resumen de las.relacionvsentre unildades

La tabla que ves a cpntinuaciOn rssume,mu'clao de lo que se

ha 4d1ch6 sobre el sistema metrico. Con ella puedes obtener todos

los militiplos submtlitiplos de. laeunidades de area, loneitud;

voitTen, masa 7 capacidad. 4

Tabla E

Longitpd
a

10 milimetros mm.) 1 cehtimetro cm.)

100 centimetros (cm.) 1 metw (m.)

1,000 metros.(m.) . = 1 kil'Ometro (km.

.t Capacidad

1,000 mililitros (mi.) 1 litro (I. ) = 1,0 0 CUL

Masa

15,000. miligramos (mgm.) = 1 gramo (gM..)

1,060 gramos (gm.) . 1 kilogramo (kgm.)

1,000 kilogramos (kgm.) . 1 toneladamétrica

A continuación se indican aigunas relaciones de conversion

importantes entre las correspondientes unidades inglesas y
..

Arfe ricas.

Tabla

Longitud k."

(definiciOm 1 pulgada (plg.) . 2.54 centimet
de pulgada)

1 metro (1m.) Az 39.37 Pulgadas

1 centimetro (cm.) J;4 0.39 pulgadas (pig:)

1 kilómetro (km.) n.0.62 milla

1 milla (mi.) 14 1.61 kilOmetros (km.)



.Capacidad.
1 lUro ) i.O67. cpartillos (at. )

iltro ) 0. 2611.2 gal.& (gal.')

1 galón (gal. ) 3 .785 litlos (L )

yr.
otnot

-)
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Capitulo 4

.CONSTRI3SE5PES, TRIANGULOS CONGRUENTEP

y LA PROkEbAD PITAGORICA

%

.;..,

,:.

4- . Introducci6n a lo6 dibujos,Ils:s Oonstrucciones en matemAticas-

.
b. dXbujo def'figuras.y el Uso Oe croguis nos ayudan'a resblver

. muchos,problemaS.b Los ingenieros aeron4Aicos dibujan figuras, de,

cada parte de un nuevo aeroplano'para: estudiarinejor los.problemas

. que presentan. Los arquitectos, -antes de..camenzar a Construir,

la i?lana y',1a,eachada de un edifiaio exactamente!cano. ,

14 upa'vez 'bermill'adb. Los dirpatores de teatro dibbjan

nrrio'y,la'pOsición de loa.objetos'para dec4ir Mejor cómo
..

lpreientar cierta'eSoena. loS '.carpinterO6 dibujan los

q1.4van'anstruir. "Los eleptricistaS!hacen diS:grahas

.disedan

"éste, se

-kl.esce

se debe

otjetos

`,

para mostrar c6mo se.deben disponer los dtivanados'de,una mgiquina

elEictrica.b)KAphos de tus pl-oblemas seran mis fáciles tle resOlyer

si adgilieremkei h4bito,de dibOar figuraso diagraMas que te ayUen .

a ver,las relaceones Oe se presentan en'tu.probleMa. Avdceslos

eptudiantes c4eten'errores,tontos'vporque no se taman el trabajo

de dibujar una figura 'de-la-situaWm:que preserita el.problema.
- r

Para.muchos problemas es suficiente hacer un.croquis de!ila

situa'618n. En tp.es ctsos; lo.s.croquis='se'pueden dibujar a Two
%

8

alzada. Aunque impreciso por ser un d1-seft4 ligero, el croquis

debe ayudarte a ever" el problema. No tiene.sentido.perderel

en f.libujar una figura perfecta si basta-iun croquis..

4 2 Algunos.problemas se pue6en

resolver,efectuando mediciones sAre
.

. . ,

los ditkIjos,
.

pero en este tasd tales
,

.
'dibujos deben glex suficientemente

precisos, Para hacer dibujos,pre- -
... %

-..cisos se utilizan diversos instru-
-.

-mentos. Una persona guya profesián
4 1

consitte en hacet dibujos precisos

se llama dibujante.''Los'dibujantes

uttlizan compases-y,reglasi pero

S:deme.6 emPlean muChos'.otros,
t
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. instrumentos, ta14s, come transportadores, reglas en, T1 escuadras

triangulares die 30 'y 60 grados, eseuadras triangulaiiesde 45

grados, .reglas reglas paralelasl.pant6grafos y 'plan-

Utilizaris'algunos de estos instrumentos, pe,13trof

.son demaaiado.'caros para usarle4 en esta etapa de 1tus estudios.

gntdrate de ccito s&i y de c6nose usam'los siguientes instru-
.

mentos de dpujo:

(a) escua:dra tr angu

-(b) plantilias

(c). pantelgrafe

los instrutentos

da result'ados exactos

30 y40 grados

solos no pueden prpducir,exactitud. Quien

"eres ti, uande'em0.6a% egos instrumentos

de manera adecuada. En pl septimo gradp,h0'"aprendido,a usar

eI limbo graduadorsinvm rgo,-es posible'Aue necesiteS.revissr

estas ideas con tu pr esor.
,

Cuando-se e-un inguloy up de sus rayos no es bastante,
,

largo,eoto para.alcanzar la escala dl limbo graduadó, prolonga

'el -raye 0 cbloCa elAporde de una'reglS cuidadosamente a' lo larg

del mismo. ,Ten cuidado de utilizar la escala.correcta del litbo

graduado.

Como recuerdas, se llaman figuras planas las figuras que,

estan o.ampletamentelerruna iuperficie plana como ti3 4hoja de'

papel o la superficle 4e la plzarra. Las rk:ctas,-los angulob,y*

lo6,polfgonos son ejemplos de figuras plOssi. Las rectas son

las maS Simples, de esas figuras: Son de espedial inter4s.las

relaciones que hay entre dos o mg.s rectgl en'e1 piano: la-s

rectas perpendiculares son rectas rp,tee intersecan formando

angulos de -90°; ias rectas pkrAlelas son dos o m4.s rectas que

no Se inte.t.secan o, en el 1 nguaje de los conauntos, rectas cuya

\'..),interseccicin es el conjuntj vactio.

Las perpendiculares s&ipuedendibujar con precisión con la

aygOa de un limbo.graduada, pues basta medir un ingulo de 90°

'en puntode una recta. ProlongAndo los r os, se

pue n forMar rectas. Las rtetas, rayos,o segmentos pueden'ser

mutuamente,erpendiculares.

Se consideran cqmo paralelos los to,rdesfle la mayor parte
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de las reglas. Una manera ripida de dibujar dos rectas para2lelas

ps trazar una Ifnea por cada lado de una regla sujeta de manera que

no'sejmueva. Naturalmehte este métodottleDe usos Iimitados, pues

todos los pares'de rectas paralelas resultan trazadas a distancia

constante. Para allanar esta dificultad se necesita el limbo

graduado.

Para trazar rectas paralelas con exactitud, puedes' utilizar

el limbo graduado si recuerdas que los ingulos c rrespondientes

formados por dos,paralelas y upwsecante.so cong entes. Una

secante es-una recta que interseca

a dos.0 más reotas en puntos distintps.

Sl.quierts dibujar la figura de

la derecha, utiliza una regIa para

trazar la re"cta 2. h cualquier

punto de ia recta, 20 dibuja una

recta t de Manera que se forme

un Angulo de ,66°. .Waza una ter-

cera recta 1 que interseque a

la revta t formando. con ella tin

Angulo de 60*. domo-los Angu166\
a '

correspondientes son congruentes,

is.recta 1 es paralela a 14

1..ecta 1
1' *

LEs la recta 1 .paralela

la recta 21 en ambas figuras?

06mo lo sabes?
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- - Las reglas en T y las

_escuadraa triangulares son tambidn

ftiles para dibujar rectas para-

lelas. La, figura de la derecha

ilustra la manera d. usar. la

escuadra trianiular y la regla en

'T para trazarrectas paralelas.

Se'dibujan conjuntos de rectas

paralelas moviendo la escuadra

triangular 'a le largo de la regla

en T o mo endoja regla en T
solament4e.

,

otro tipo de dibujo preciso que eiVidiar en este. capitulo

es una construcción con la regIa,y. el ccimpis. Estas construcciones

on dibujos que se hacen empleando:solamente dds instrumentodi'una

regla y tin comp48. Naturalmente, se usa un.j..Apiz una tiza).

Como la frase "construcciones con la regla y el compis" es muy

emplearemos,en este cdpitulo la palabra construccidn para
referirnos a dibujos que se hacen tinicamehte con la .regla 'y el

compis. .Supondremos que la regla no lleva marcada ninguna escala,

.pues se emplearA 8610 para trazar rectas y no paramedir longitudes.

4 E)er6iCios 4-1

1. DibUja un.angulo dO 60° sin usar el limbâtgraduado. Ahora

mide el ingulo con el limbo graduado. .0on qud aproximaci6n

vendri dada tu respuesta? Haz otro dibujo para ver si tu*

estimacf6nsha mejorado.

2. Dibuja ingulos cuyas medidas en grados Se indican ti.continua-

ci6n:
4

(a) 45 (c)', 30, . (e) 10'

(b) 90 (d) 120- (f) 160

(g) 110

(h) 65

Midecada uno de ellos con el 1iAbo graduado para ver, haste

'qud punt6 has eslimado bien el tamario de cada Angulo. Repite
' la ,prueba si no estás satisfecho con la primera.

4Q11-4 Angulos del problema 2, son agudos? 4CuAles son obtusos?

Dibuja cpn la regla y el limbo graduado una secante que
,.,

interseque a una de dos rectas paralelas con un Angulo de 80%

148 4
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(a)- 4Cuintos pares de engulos-correspondidNtes puedes

encorntrar?

(b) 40uAntos pares de engulos opuestos por el vértice hay

entu dibujo?

(c) 4CuAntbs grados hay en cada,par de Angulos opuestos por

el vertice? .4Y en cada pax% de' Angulos correspondientes?

(d) 4Puede6 dibu.jar tres 6 mes r'ectas paralelas,'cada'una de

*4 las cuales interseque-a'la secante segtin un Angulo 'de

800?

Usando laregla y el limbo graduaclo, dibuja un triAngulo que

tenga 00S Angulos 'de 6Q' oon un lado de, 4 pulgadas. de '

longitU4 entre los vertices de dichos ingulos.

6. Con la regla y el limbo grraduado, dibuja un triAngulp cuyos

l'ados'sean ' cm, y 41-cm. El inguld formado tocT,Lesos
5

lados es de 1 er &De clue clase es-el tridngulo?

7. 4Recuerdas que-un.paralelogramo'es uh cu'adrildtpro cuyos.lados

juestos estAn sobre rectas parale1A? 4Es el cuadrado un

paralelogramo? 4Son riaralelogramos todos los rectengulos?

(a) .Utd.lizando la regla y el limbo graduado, dibuja el rec7 .

'tinguld ABCD. &De que tamafto es ei Angulo de vertice, A?

4Y el de vértice
L
ON) 4Son '11 y B vertices.consecutivos del paralelogramo

ABCD?

(c) Recuerda esta propiedad de los paralelogramos: Los

Angulos de vertices con,ucutivos en un paralelogramo son

suplementarios. La suma de las medidas de los Angulos

AyB es Determina la suma de las medidas de

los'Angulos B y C. Haz lo mismb c6n cada par de'

Angulos conse.putivos.
V

En el paralelwramo RXYZ

(Z + m Y =
m (Z. Y ) + m z =

4

1 69

X

ni(Z Z) m(Z R)

Tn(Z R) + nI(Z X) =
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,

9. Utilizando la regla y,e1 limbo graduado.,'diuja Un paralelo-
..

gramo de lados 1 pulgaday 2 pulgadaa que formbh uri.ingulo,
de W.

10. PROBLENIA DIlCIL. sUn agriCultor"piensa dividir'au hacienaa
s

,s
:en-partes igUales entre sus hijs. La torma'de 14'hacienda:.
se ve en la figura. Cuand4tenfa,dds hijos, proyectaba

sdividirla COMO se mustra'en el pkMer CliagraMa. Erafg.ciI
dividtrla cuando tenla trea hijos. 'Ahora tiene tuatro hijos.
Leamo 'puede dividir.la hacienda en cuatro partes-que tengan

.

.exactamente la misma extensiOn y sean de la mislia forma?

Diviaiem para.

2 hijos

Diyision ara 6Ceimb puede

: 3 hijos dividirse pax%

4 hijos?

4-2. Qonstrucciones bgalcas

Al dibujar las figuras'geomtricas, hak*pleado diversos

dispositivos mecgnicos para'poder trazarlas'con preeisi6p, En
los .2,000 afts que han'transcurrido desd4 Clue EUclidea y 6tros
pensadóres griegos desarrollaron la geometrfa com6 una ciencia,

machos autoresde textos de geOmeGia han c'onsiderAo conveniente

poner ciertas restricciones a'los instrumentos que ae deben-usar.

rtud de estas'restriccionesla regia'debe usada pare
razar egnientos de recta, y elscompis debe emplearse para trazar
circunferen y arcos. Uh arco esicualquier porcicin conexa de
una circunferencia.

En tus construcciones, debes usarL el -borde recto de las

reglas, sin emplear las graduaciones de las mismas. Eh geometrfa
imaginamos que las regias no tienen marcaa que permrtan efectuar
mediaones con ellas.

Puedes observar quesdAbujamos, o construimos, sun segmento de

4.

' '



recta trillandolo con un

63-
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una regla. Tor otra parte, nuestro método para dibujar una circun-

rencia es tante..diferente. Eh esta:construcci6n empleamos un

-pitrumento e cial: el compis. No efectuamos el trazado con

apiz a lo.largo de un objeto que tiene el borde circular. Los

esfuerzos para disenar untinstrumento con el que se,puedan trazar

gmentos de rectas sin emplear la regla, constituye un capitulo

interesante en la historia de la geometria. Estos esfUerzos

tuvieranialen.éxito solamente hace unos 100 aftos.

Las figuraa gegmétricas dibujadas con regla y compis solamenté,-.

Ae llaman constmcciones En esta seccián aprenderis variai cons-

trucciones bAsicas que se Usan en geometria.

I
Sive las instruCciones y completa cada una de las construe-

cio ea de 1 a 4.

1.. Para copiar un segmento

(a) Dibuja un3,re'cta un poco

mas larga que el segment6

dado que se quiere copiar.

(b) Wloca la punta del coral:4s

en uno d9 los extremos del

segmento dado.

(c) Abre el compas hasta que

la punta con l4Piz toque

el otro extremo. (La

distancia entre la punta

metilica y la punta: con

lapiz del compels eb.l.a

longitud del radio del.

compis.) AP

Sin cambiar el radio dei Paso d

compis coloca la punta

metálica en 'A' -(un punto gyalquiera) sobre la recta que

has trazado, y marca un,arco donde la punta del lipiz

interseca a esta recta. El segmento que va del punto A'

'(en que se ha colocado la punta metilica del camp4s) a B1

(la interseccidn del arco y la recta) tiene,la misma

.ft

A

A

Paso a

Pasos b c
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Uta.esta construed& cada 1ez que neaesites determinar segmentos

de igual longitud.

2. Para biseaar uri segmento de recta

palabra bisecar significa dividir en dos partes iguales.

(a) Coloaa la 'punta del comptis

en un extremo.del segmento.

Abre el compás de manera que

su radio.sea mayor que la

mitad de la astancia entre

los extremos del segmento.

(b) Traza arcos por arriba y por

abajo del centro del segment();

tebes hacer los arcos bastante

largos,para estar segurb de

incldr puntos que estén por

encima y por debajo del centro.

(al---Un'cambiar elgliadio del compeis,

coloca la punta metellica de éste

en el otro extrémo. Traza arcos

qye corten a los dos arcos ante-

riores.

(d) Traza una recta por Ios puntos

.en que se intersecip los arcos.

Esta recta biseca al pegmento

original.

las dos...partqs. 6b enplas'en,'(0..

,de la Misma longitud? 6OuáL es -la xelaci&
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'

-entre el segmento y la recta mediatriz,que has con ruidoe

Xl

3. Para copiar un el.ngulo

(a) Traza una recta.de raft:-

renci%;.parte de la cual

Berg usada colo un- rayo

del.ingulo.

Coloca la punta dei comps

en el vértice del eingulo

y traza un arco.queAnter-

seque a ambos rayos del

Angulo.

(1; )

Por un punto

recta de r

traza un ar4

radio oe has

'en (b).

P, sobre

eferencia:,

,con el

utilizad6

( )- CaloCa la punta Gel corn-

pü la intersecci6n de

un rayo del 4.ngulo origi-
.

nal y del arco que lo

interseca. Colaca la

(e)

f )

punta con 14piz del compis

en la'otra interseCci6n.

Con el compis en-la posi7

ci6n que-se obtuvoen

(d),- coloca la punta en

'la intersecci6n de la

r'eCta de referencia y del

arcd. Praza un arco que-

intersque al arco Gibujado'

Traza ul rayo qué parta de

p sobrd,la recta de.refe-
.

A

.

rencialyque pase por la

intersrcci6n de los arcos.
.4

Emplea el trans ortador,para verificar esta,construccion.

I)

.. .. .

'rs

t*IP
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4 Tara bisecar unangu oe

LaS al.14ro fl.guras ilUstran

los 'pesos ique hay que seguir para

.tasecar un ángulo con regla-y

'compits..

Estudia.pstoS pasos en las

construcciones. Luego 'dibuja un

ingulo sobre*una lioja de papel y

bisécalo.

Ouedes decir ti mlsmo lo

qUe hay que hacer en cada paso?

Emplea el 11:Mbo.graduado

parg medirjos dos angulos que

has construido. aientn-igual

ifedida?
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41ereTError-4=MT--------

Usa la regla para trazar'bna recta horizontal de lfpulgadas

de longitud. Conatruye sobre una recta vertical dada.= seg-
.

mento de la misma longitud.
* 1

2. Usa la regla para traw un segmento vertical de alipulFleas
6 ,

de longitud. Construye sabre una recta horizontal dada un

segmento de la misma longitud.

Usa la,regia ipara-dibujar un aegmento oblicuo de 5 centimetros
"..

de:longtpd. Construye sobre una recta horizontal dada un
-

segmento da 4 miamd-longitud.

'.134seca cada'Uno.de los'segmentos que has construido en Aos

*ipula un -Angulo un Angulo obtuso.' CoDia cadaluno de
loToblemaa 1,, a 'f3.' .EMplea solamente regla yeompis.

, lr

lqs'Angulos emplea:ndo solamente regla y'compás,

Dibuja,un- Angulo agudo y un 4ngulo obtuap, Biségalos mpleando

solamente regla y compAs

(a) DibujaUn ,triingulo grande. 'Biseca cada ingUlo

ingulo. Prolonga las bisectrices hasta que se inerse-

quem

( ), Guando tr es,o mAs rectas se intersecan en un puntc, se

llaman:rectas coneurrentes. 4Te parece que las bi ec-

triles son rectas toncurrentes?

Dibuja un aegmento y luego divSdelo en 4 partes iguales.

Emplea solamente regla y compás.

Dibuja un Angulo obtuso y construye rayos qua dividan el

Angulo ep cuatro Angulos congruentes.

Las Construcciones bAsicas que has estudlado pueden ser

empleadas de varias maneras diferentes. A esta altura de tus

estudios, explorarkolamente algunas de esas maneras. Cuando

estudies geometrla en el segundo dde secundario, hallar4s muchas

mAs. Esta lecci6n esti'destinada a efectuar descubrimientos. Si

es necesarlo, be agregarAn al problema explicaciones breves:
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Varialcios4-21.
1. 2tibuja segmento de recta con una longitud aproximadamente

igual a ra del siguiente;

(a) Ethpleando esta longitud p=10 radio, traza

ferencia pon Un extremo del segmento como ce t
f,

:s

(b). Traza otra circpnferencia con el mismo radio y con

dentro en el otro extremo.

do) 441. cuintos.puntos Se intetsecan las circunferencias?-
. -

-(d) tomd:uno de lbs puntos 'de intersección de las dos circun-

frencias y traza los segmentos deterManadospor ese

punto y,cada uno de los extremos del segmento original.

(e) Compara las medidas de los tres segmentos.

(f) 4Qug clase de triingulo.has constrUido?

ConstrUye.un trigngulo cuyos lados tengan scomo longitudeS

las de Ussegmentos que se dan a continuaci6n4
A

Puedes Seguir el plan del problema 1 con la excepcián de'.

que kris tircunterencias de los Pasos (a) 7 (b) no tendrdn

pl mismo ralie..

3. f4).., ConstrUye untridngulo cuya base teriga la misma 16gitud-

4qUe el segMhto que

(
se dibuja aqui, y cuyos angulos en

cada uno, de los ext emos de la base Sean congruentes a

lOs siguientes angulos:'.

114

411b,

(Sugerencia: Emplea la base comd un lado de cada dngu3;.

(b) LSerdn parecidos todos los tridngulos congtruidos con

estas medidas? Epta constrUcci6n se emplea para dibujar

triangulos tuando se conocen dor dngulos y. el lado

a ellos.

1



4. (a) ;Constrwe un triAngulo, dos de cuyos lados tengan:la

misma longltud que los segmentos que aparecen mas a a 04
4

y'cuyo,ingulo-comprendidO tenga la amplitud del que se

da
Re

) 4SerAn parecidos todos los triAngulos.'construidos con

estas medieA. Se usa esta construcci6n cuando se

conocpn dd0;idos de un triangulo y el Angulo comprendido
/

por ellos.

Construye un triingulo rectAnkulo que tenga un Angulo agudo de

600. (Sugerencia: 4Se puede emplear uri trianglAo tquilatero

/oomo base para esta construcoi6n? 4CuAntos grados hay en cada

Angulo de tin triAngulo equilitero? Se pueden construir dos

triAngulos rectingulos a partir de un triAngulo equilAtero de

dos maneras: empleando la construccion 4 6 la construcciOn

2. Ensaya ambos métodos y.cotprupba la construoci& oon-lun

limbo graduado.)

Dibuj& lo sielente:

(b) 4 reotas,00nOurrentes.
A d/)

(a) 3 reatas ponciirrentes.

-(d) 5' reptas concurrentes.

(a) Dibuja tres rayos tales que los extiSmos de los rayos

sean el Alnico punt9 de interseccidn.

(b) .Ouintos os forman los rayos de la-parte -(a)?
.

8. Construye-u ento cuya longitud sea igual a la diferencia

entre las lo itudes de estos segmentos:

a 4
b.

(a) Dibuja un triingulo y.construyd los puntos medios de

pada 'uno 'de sus lados. .Une,cada uno de estos puntos

medios con el v6rtice opu'esto. LossegmentoS as1 deter-

minados se llaman medianas del triAnguloip.

%(b) LSon concurrentesilas medianas?
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Un poligono es,una turva simple cerrada formada Por segmentos

de recta. Un poligono con cuatro lados es un cuaclilátero. Hay'

muchas 'cIaseS de duadriliteros: trapecios, paralelogramos, rec-
.

tingulos, ,cuadrados, etc. Up polfgono de cinco lados es un

pehtigono, urio de,-seis lados es un hex'agono y uno de ocho lados

es un oct64.9no.- Si los ladds 'son todo6 de la Misma longitud y

todbs los ángulos tienen la mismailedida, los poligonds se llaman

14egulares.'

Si cada uno de los v6rtices de.un polUono es un punto'de

una circtinferencia, decimos.que el pollgond esta inscrito en la

circunferencia.' En esta seccicin,'Usaris las apnstrucpiones'que

has 'aprendido pira inscribir triangulos equIM.terbp, quadrados,-

hexágonos y octógonos. Los problemas contienen.los datos sufi-

cientes para que efectdes las costrucciones.

Ejercicios 4-2c

1. Dibuja una circunferencia de radio 2 pulgadas. Con ups,

abertura de compas iguaI al radio de la circunferendia, y

partiendo de un Punto cualOiera de la:mismal'marpa un 'arcO

sobre-la circupferencia. Colpo,a la mitt), del compas en el

punto en que el afco:inte'rs da a la cirdunferencia. Marca

otros arcos sobre la circ erenaia. Continlia dela Misma

manera hasta que'el iltnoarco pase por el pilnto de partida.

Si haces esto cuidados ente descubriras que el Ultimo .arco

.ibujado pasa exadtame te por el'punto de partida.
4%

(a) '4Cuantos arcos hay?

\(b) Conecta da I r eccidla circunferencia y un
arcq_con.las in cciehes que eStan a ambos lados de

61.

(c) LQué-figura forman esos segmentos?,

(d) ',LCOmo puedemplear estos puntos para construir un

. triangulo equ1l4tero?.

(e) Lcómo pue, formar una es trella de seis puntasi

*r.



-171-.

2. pibaja uns.circunferencia,y;un -clidgetro de 1A-miamd:

.

el limbo graduado para tiazar"un diaimetro perpendic lar, af -
. ,

4.

'4-2

piper;aiamtro., Une oi.denadarriente, 'cion egmentos reeta

lps extremos lp los diametros:.

Aud fi6ra se forma?
".

4C6mo puedes formar un poligone con doble ntiMei.o de iadosi

Haydos manerhs db:-hac'er. esto. Oupdes explicai cuales
4

-11.

sZn?

(Como has loado tu limbo'graduado, la figura lue has Albujado

"nosellamauna construccicin. En,la Sccida 4-5 aprenderemos-
.

la,manera de constrpir un ángulo recto.)

Construye ups. circunterencia e inscribe en ella up t464gulo -

.
'. equilitero, un hexigono y un pbligono cre 12 lad9s.

.,

A,

Con estas construccipnes básicas se pueden 1? jar varias

figuras, como 'se,muestra 'Trata de copi las y-luego
. ,

,

inventa alganas mas,
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4-3. S,imetria

.En la §eccion,anterior has-trahajado con,con§tructiones.ge2-

'*m4tidcas. En esta.seccf6n exPlorargs alguiaap de las' Propid4des

de las figuras.que had-construido: La mayor,parte de las cons-
.

trucciones sqp ejemplosde'simetria y.tale congruen0.a1
.

.,, .

,Esta secpicin se ha escrite5 de mAnera.que puedas.descubrir
,

,

-por-V. Misma lo que significa-stmetrial y en las 3ecciopes44-4
... .,

estudiargs la congruencia.-
.

Ejrcipios'de clase 4-3T
1. (a) -lobla*por la mitdb una ,

hota de -papel.tomada'de tu auaderno

'be no-tas (o.cualquier'otra hoja de
4

papel con esquinas.'cuadradas). J.

Partiendo del doblezl aorta o

arranqa un triangplo rectingula

puyo 14domaYorpoincid,a con'el

doblez, COM se muestra 'en 14

*segunda figura. Af. mismo tiempo,

qorta un.triangulo" redtángulo e

ambos ladoe del. papei_ddblado., La

figuga de la .derecha, arriba) es

-Una riOja Xesdoblaayego
la.parte quepa.rikanece dablada.

'6Q56"Parma V.ene?

(b)\' Mdrca-con A el vérticedel.doble z, y con, B y

.4

*

1

los*otros lierticeso Marca con D* la ineersecci6n.del doblez

#y del aado Ahora-la figura se,:parece a la sigu'lente: -

(c) Dob14.nuevamente el

trianguloa loAlargo da 4Coln-
.

ciden,exactamente los triangulos

7 ;444inku1os--ABb y. ACD 1.1MD Sabre

otro? Decimos_que el triingulo ABC

es simdtrico .respepto de la reqta,

porquevouana ise-doblaa lo'

rargo de n6, lag d6s mitades

Alden -exadiament.e, La recta
411.

t r

Sto
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A

. eleun La de simetria del triingulo.

'(d) Ouintos ejes de dimetria tiene un ,tridngulo

11- -3

is6sce1es? a un triangulo,equilAtero? a un triaagulo esgaleno?.

t! 2. (a) TciMa otra hoja de tu cusadwno.Y d6131alaa lo largo,

bor.labitad.

(b),Toma tu hoja ablada

d6blala nuevamente por la mitad

traniversalmente (de manera que el

dobIer caiga.sobre sf mismo). R64-

corta'la esquina en'que sel.interf

'secan'los dobleces, como se indican_

figura.a la dereCha. Pes-

pliegd la pieza quehrecGtado.
cué f6rma tiene?'

(c) ylarca tuftgura como

. se indica a, la derecha. 6Coinc1den

.eActamente 1*.lJo's mitades cuando

:dobIas a lo lark; 4e In ''QN
6,

. pasa pi doblas a lo largo,de (tr?

elay un.eje'de,,simetrld, Ouintos.
ejes deTsimetrfa hay?

4tt,

3. Considera el hexagono

regular de'la.figura. I,Determina
I.

=un. eje,A4 simetrf4 cada.una.de las

rAtes de traios? Olay olros ejes,

de simetr±W? LPuedes encontrarlop'?

Cuant'os ejes Ae simetrla tiene'un

hexigono vegular?'-

S.

t
6 1/4 0.L' e 1 '

ft. Ilbuja una cirmjnferencia 'runt? de sus diametros. A 4
, 1

.. .

este digietro un'eje desimetrla? &Tiêne la circunfeeencia'otros

ejes de simetrfa? Vlay 5 ejes de simetrfa? a 100? a 105?
,411air itati ejes''de slmetrfa ql cpalquier-nliMero que puedas mencionar?-

4

40

IS

S.

4

13/
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a

5. Observa la elipse anla

figura de la derecha. Et la figura

que obtienes recortando la punta de
,

un cono metiante un corte piano

-oblicuo. *Os AB un eje de simetrfa?

&Hay otros ejes'de simetrfa? Ouintos

ejes de simetrfa tiene una plipse?

,E2 segmento U. se 49pa el eje mayor

de la elipse. Otro eje de simetria es

Olorqué piensas que MT se

eje menor?

tn estos ejercicios ha

geométricas Ique conoces son

Ituches figuras ornamentales

clase'de simetria.

a

el eje menor de la elipse.

llama el*eje mayor? 106nde esti el

aprendido que muchas äe.fas tiguras

simétricas respecto de una recta.

y'decoraciones tienen también esa

Definicián. Una fi.gura es akm4trica re*pecto de una reOta A

si ipara'cada punto A de la figura; hay un-punto '0B tambi n

de la figura 1al que 2 et xinamedlariz de MIL

Nercicios 4-3

Dibuja.un rectingulo y traza sus ejes de timetria, dindoles
0

nombre.4 LCuintos ejes de simetr/a tiene un re 'ngulo?

Dibuja un triingulo equilitero, trazando y dando ombre a
A

sus ejes de tImetria. 4Cuintos ejes,de sithetrfa hay?

Dibuja uncuadradol,traga;y:designa sus ejes de simetrfa,

\LCuintos ejes simetr/a tline un'biladvado?. t

Traza y mara los ejestde simetrial si los ilay, en cadliir 12/;a

de,las figuras que siguen. ,4Cuinitot ejes de ghmetrfa t4,ene

cada Mura? 4. *4

(a)

a
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(e)
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(f)

(e) ( h )

4 -

Dobla una hoja de' papel ppr la mitad, corta algunab figuras

y luego desdáblalas, &Es simétrico cadp..dibuje respecto deI

dóblez? &Es el doblez un eje de simetrfa?

Irobla poi' la mitad'una hoja ae papel, y lUego dOblala nueva-

mente por la mitad, ,perpendieularmente al prdmer doblez.

Corte una figura en elle y luego dtisdOblala. &Donde estin

los ejes de simetrfa?

DecimOs que una circunferencia es sim4trica respe to de. un

su gentrol y-'que una ell.pse es sim'dtrica qpeto de -

un punto, su. dentra (el purito an que se intersecan su e;je

mayor, y su:eje menm4. TamAWdqtimos mr0e

apexece en, la, pigiAa siguiente res siiétrica
-.. V

p4nto. 0, Describe yerbalmente' lo que crees
.

,

por ,simetria respect° /de un punto.

V

.

V.4

3

la flip-die que.
- A.% -

respecto del

quese., entiende
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de lasfig ras del problem son,simétricas resi)'tacto
de un punto? .

8. Cuando se corta jana paranja mediant4 tin piano que pasa por
cent\-so de tal manera que cada sqcci6n de la naranja resul
cortada también por la mitad, podemos irnaginar corno sLn r cas

.las superficies heghas por el corte. La simetr/a de e
,clase es simetrla respecto de up piano. Indica otros objetos
que son simdtricos respectt de unplano.

111'Triangulos congruentei
En los.. E.jercicios d1e clase 4-3, probleFia, 1, has construido

un,trifinguio isosc4Ietis dobiando una hoja de* papel y .rtcortando,
4E1 eje de sistetria (el,'4Joblez) divide al trigtrIgulo isósceles .ah
d'os4.trianguIos-reCtingulos que tienen el mibT110 tarnaao y forma.

' Cuando dos figuras tienen el rnismo tamaao' y fArrna. decimos clue.
'sop congrupntesi. Los 'dos triangul,os 24c tingulol son triipgulos

,cagrUentes. ,. ,
;. 41 N

. t .$

4I)uedes pensar .en otras figuras congruentes? i,So.n`'dOs.,.
.circurrferenoias;, congruentes, A i cada .111a de ellas gene up, radio

. .de cinco pulgadas? i,Son cOngruentes aos segrnentos de recta que
tienen la misma longitud?

... ,Puesto que un 4ngulo es una figura 2eomdtrica-, Zpoaerto'sw... ...
hablar de. angulos congruentest Las figums songmentes tiehen,. .. ,-t.,..* . ,

,i el mipmo tamaao tr forma..." Ahora; sl dos eingulos tierien la ml.sma,.
medida, tienen 41' miao tamaao, y dcd:i4 que -dos. angtulnys ti nen

P

a

t
el Anismo tamafto significa que tienen miSma meadda. Por./el
aspectp.de los- ingulos, deducimos que dos fingulos con' iguales
mediaae tienen la.misma Ckorma.

04"

9.

a
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4-4

parr.

Los angulos B y P que. se muestran, tienen iguales medf.das.

Podemos 'dear cps L B es congruente con Z F, y escribir
B i-9' Bt;- d6nde el slmbolo " " significa "es congruente con"

" ZPIzZa?
§abernos que dos circunf9encias 'son congruentes Si tienen e

mismoradc. 'Dos cuadrados son congruentes si tienen la misma
medida pare sus lados. Dos segmentos %de recta son congruenes si

,tienen la misma. longituth Do s angulps son congruentes si suampli-

tud , es la "misma.

Son dongruente's dos rectingulOs .si sus, bist:ses son iguales?

No. a si sus bases y sus alturas son, iguales? S. Puedes Ater

Aue, el rectingulo exige dos c.,ondiciones, para la congruencia. ,

Los triangulos son tan' importantes en gran parte, de las mate-,,-

iialticas; laS ciencias natura,les y, la ingenieria necesitamos

lorioaer bien las condieiones en las cuales, los triiingulos son
,

congruentés. En 'este caso nedesitamos mito condicionés; qu'e en' las
) hemos estudiad6.

'a c

-4 4a. a 0 a
a a,

* *
...

* a
Si se trazara en un papel el' triangttlo, DEP y se .recortara

lf
.

, luego :0. ki.-Ap.r{gd: de', los ..lailos d*4 tise ,trizingulo,, el modelo de paps).
-represe*aria .S.l''fiiitaig-6±0-)rs s: 51:1 ,inexhor. Este moaelO -de papel --,

-..s. ,., 2 . - t.' ,-.,.-......'poqiia.4.4ft.fr:COIocacia .po1e414 el Viliazaguip-: ABC y :los triingulos,
,liodr/an 644.110.dip . e:fts:ciialehte. ',E.n'tottpes los 410 triangulo a

. . .

son
, . , . yi, a % , ' ,

ob

t I 4 .
, 4

S.

a

,

'

t

a

: 9. ' 71 -.01_ft,

.1 , . 4:
,

.1)

a.
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congruerypeat ei punto D se 061pCitra.. sobre el plailto A con
7 a' lo- le4ig0. de *TO:, 'el punto., F 'daeria spbre el,punto '-=C 7
el punto E 'caeria sobre el panto B. En est6s,d6p tr'lAngulos
haba tres ,pares de 'segmentot congruentei y tres ptfres de drigulos,
congruentes. ,.. 4

2

lisa la regla.2y el limboB-L4 LE
:gradtiado para comprobar
eatap ieddas.

Recuerda que otra anera de' expresar L B 4*.Z es
.m(L E); El' IMO' 'de' Una u otra expresl6n dependera' 'de si queremoa
.destacar que los 4ngulos -s9n'nguras congruerxtes o que fla,:mediglas. . .

'I V.son n4raeros 1,guales.
,

.
Si dos triingulos.;port otogruerites para c,e,da_g.nilplo o lado .

4 ... .de urlsi de *los iinglos b.a7 un.'4nguYo o lado que le 'ea otrigruen.te.en el otro triing IA.'
.

.
. . .

aEn.lo's siguientea Ejefeicios de ,alasel estudiarika con. tu .
4

prOfehor las cortd±ciones ..que bacon congruentea dos: trikinguloe.

''..t,lercic16V de elas'e 4.7=4
onstjruye

,

un triangulp *congrue44e c6i-1 1 tria.ngulo ABC.I.

Puedes" empezar esta' cdnstrucikcin trazando.;primero un segmento
B"C, .4congria4nte con.

a'
a.

Luegb ,pAdes.aoris ruir tifi'61Igulp congrd'enteo'o bien con. , .., .. -'33' bieli.cdn 'L C. Sup.onte qu6- 'es,...oies-:. Z B. .

'- . , ....

z

4
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La figura muestra const*c01.6n rayo B'- K de manera que

,

- 'Como paso siguiente, debes considerar dos posibililades:

(1.) 'Mama °A,. sobre 'B' X (2) Conatruye el- rayo

.' 6 Ft de Manera que

,
L. E0 C,I, ;I Z C

'de manéra qUe

,firr rff

Dibuja A' C'

11

C''
Mktroa A". '

Ahora tienes un tr g.ngulo A' 131 y un triEingulo, 1/4A"B' C'

En arnbos,dasos h-an sids copiadas isolamente treS partes del
tr1An4ulo ABC.

tF...,S el trieingulo A' Bo ABC? LEs el triangulo A"B1 C' ABC?

'Para obtener las respuestas a estaitpreguntas, debes medir los ele-

mentos del trigngulo B' C' 7 deT triangtrio C' pam ver si
esos tilangulos son congruentes con ABC.

S.

Si tus cOnstrucciones y mediciones son cor ectas, haIlariS

que
&ABC a /110-B, CI y AABC AA"B, C'

En" (1), copiando dos lados del triangulo ABC y el enguAt
copiprendido, 'has podido construir un trifingulo congruente con el
tri4ngulo ABC. . 'En (2), copiando dos implos del triangulo ABC

y el lado adyacente, bas podido construir un tri4ngulo congmente
con el tri4ngulo ABC.

Aunque una construcci6n no es j4htificaci6n sufiaiente para
fun ar una conoliasi6n, tu e eriencia, respaldada por la de tu
pro esor y la' de tus c,ondisc ulos, debe convencerte de las
sigu entes prOpiedades de do tritirilgulos congruentes
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Dos txiárigulos son congruentes si doslados el inplo
comprendidO:de un triingulo sofirespectivamente congruentes con

.dos ladoS el ingulo comprendido del otro triangulo.

.rire os a esti propiedad como Propiedad L.A.L. (Lado, Anguld,

Lado).

Do triánulos son .cOngruentes si-dos tingulos el ladb

adyacente a ambos en un trigngulo son congruentes, respeCtiva-

mente, con di:is inplos x el lado adyacente a ambos et\
. el otro

tri ulo. Nos referiremos a esta propiedad coma Propiedad

.L.A. (Angulo, Lado, Angulo),

Se te pide que aceptes sobre base experimental, 'estas dos

propiedades y una tercera que se desarralará en el problema 2;

A medida que continties, empldaris estas treq propiedades como

mdtodo para. mostrar otras:.

2. Construye un triángulo emPleando A, IMr y 'trA- comp lados:

TU figura debe.parecerp a la siguiente:

Debes recordar que eqta es la cOnstruccion.del problema 2

Ejercicios 4-2b. .-

LEs'tu triangulo'del mismo tam*afto y forma .Tiedifl tri-

ángulo .ABC? Usa el limbo graduado o el'compas 1111W regla

para verifUarlo.

,Dos iriingulos son congru6nteS si tree lados'de un triingulo
a

son eongrtfentes1-respectivament&, con-tres lados del btr6 tri-

'Angulo.- Nos referiremos a dsta propiedad-como PrOpiedad

(Lado, Lado, Lado)'.

Observa que4. congruencia estableceund correspondencia

131unlvoca entre:pares de lados,de dos triángulps congruentes,

parquehacemos,corresponder-lbslados congruentes entre s/. Es.7
,deAir, suponte que.denominamos-como a, b4 c los lados,de un
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trlingulo y eomo r, s t los lados de otro triAngulo congruente

con el primero. También suponte que 'a z r b s0.asi c6mo

también a 1 t, ion respectivamente congruentes.: \lantonces podemos

llamar correspondientei a todoS,estos lados: a z r, bAL s
- ' ,

.x t. Para 'eita colesPondencia`biun/voca es cierto'-cfue si dos

triingulos.son congruentes, sus lados correspondientes son con-

gruentes. Podepios establiecer la Misma &lase de carreSpondencia

It)ara los anguloi: Si-dos triatlos son congruentes, entonces' skis

,inguios correspondientes. son congruentes. EL reciproco del primero

de estos dos enunciados es un enunciado verdadero, pero el reciproco

del-segu4do no es un enunciadoverdadero. Recordarás que el reef-

proco del ririmer enunciadp esr- si los lados correspondifttes 'de

dos,triagulos son' congruentes,' lps dos triangulos son congruentes

(Propiedaa L.L.L.). Ve el problema 2 de los ejerciclos,que

siguen.

Ejercicios 4-4

Usa ertriangulo ABC 'para los problemas 1 y 2.

A

. (a) .Construye un'triangulo HJK ,tal 'que 1T :4 IS, 17.z nt
y. TTX 17.

(b) Construye un triangulo HJK tal que Z H Z A, L K L C

' y 17.
( c ) Construye un .trianguio HJK tal qUe TIT 703

Y ZE-;;ZA.
1 (d) LSorii congruentes con el triangulo 'ABC los triangUlos

que has.construido,en* (a), (b)# y (c)? 4Por qu4?

. Constre un trlingulo HJK que..tenga Z J ='" L B, L H g ZA

I TLK.-4LcP pero tp.1 que ninguno,de sus lados sea' congruente

con un lado del triingulo ABC. -(Sugerencia: Tome un segmentcy

ZIT que no fiei conkrpente con ninguno de los lados del

1
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4

triangulo ABC.I Construye L J. y

(a) 4Por clue' n: necesiiamqpconstruir LK?

(b) 4S9n los t iingulos: ABC y 1LIK congruentes?

(c)' 4Por que no establecemos una propiedad de la congruencia

de trianguld como las de.esta seccián,,a la'que podriamos

llamar Propiedad A.A.A. (Angulo, Angulo, Angulo)?

En los problemas 3 a. 8, hay pares' de trlingulOs. Los lados

congruentesis6,1ndican por el ndmero de.trazos dibujados sobre los

lados correspondlentes de dos triangulos, y dos gnstilos congruentes

ppr el ndmero de areps de los ángulo8 corrwpondientes:- Los dos

triangulos de un par podrin apb.recer comr6ongruentes Sin:serlo.

Usa lgs Propiedades - o* A.L.A.. para decidir

qué Pares de triingulos son congruentes y cuáles110. Senalit la

propiedad que usas para mostrar que ios triangulos s'on.congruentes,

en Al caso Oe qUe Ipvem.k.!

ir
a
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Los problemas 9 a 17 se refieren a los

trigngulos .A.10 7 PQR.. psa las Propiedades

para'aveiligup'qug Nixes de trigngulos

cugles no.

9. A 2 PP -7Z B Z Xt. PZ
f

10. 7CE1 int Ariz 17, qrr

12*. Z c Z Z B. Z

13:

14.: AB PQ = 7, in(Z A) 48, ni(Z 28, CA= 10 RP.. 10

elementos de los

L.L.L.I'L.A.L. so

son eongruentes y

15. AB . 3, °BC = 4, CA ..5, Qyt 4, PQ = 3, RP .= 5

16- ZAzZ1)1,Z13:4ZQP"KE.:=V

1.13 XC. 1511 ZiTf, Z P no es congruente con LQ.

18. S1 se dibujan dos trigngulos en un mismc5tplano2 eh yegion!s

opuestaa de una recta, 1,r son simétricoa,rspecio de es1Crecta.

4e6m9/puede superponerse uh triingulo.aobre el otro?..,

PRO EMA DIFICIL. Un triangulo tiene 3 anguios y 3lados.

Pyp.las.Propiedades. 17.L.L. L.A.L. y A.L.A., hems visto

ando dos trigngulos sow'congruentes: En el pi-obfe*Ma 2 .

t2:mos visto que dos triingulos no tienen por quO ser,aongruentes,

sl los pares de anguloa (uno de eada trigngUlO en eda'Pa*r)

son tongruentes. ,Por consiguiente papodemot deeir 3

de los 6 elementos1(ingulos o lados) de un trii.ngulo sop

eongruentes ,con 3 de los 6 elemantos 4e,otro trfeingulo, los

triangu,los son donOuentes. Eia los problmas=i 2.'themos,

consideradp euatro casos, paro hay dos oaaos mal: viCuáles son?

Constrpye varips trigngulos para ver si en tales casos dos
N-

triingulos aon neeesariamente congruentes.*

,

4
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. . ...-
.A-5. Para mostrar que dos 4.-t1.1?2,1_3_,ors -son coneuentes

cuandoqueremos -saber. si dos trlAngulas .son congruerites
podemos medir cada uno de los lados y, cadaunos de los Eingulos.
Esto requerir/a 12 Medidiones 6 para Cadiitrigngulo. Una
radnerp; de abrevia.v.el:trabajo serla medir so,Zamente dos.6zigulos

cada tri4ngttto. COrno Ia suma de las medi4S: de los ingulos
de cO.da tridnglisio ,e's. 180, .p6dr1aMos determinar 41, tomer. elsngulo
en cacka triangulo sin medrrlo.. :::Esto. nos ,perthitirla demostrar

14'1' On 10 mediciohes .S1 los sOns, congrueptes'o.no.-,..
supuesto, tambi4n pädr1amos..comprobar La cOngruencia "recortando
y superponiendo", pero esto tiunbién requiere,?lemasiado tiempo'y
a menudo es kpconventegte.

Podtmos disminuir el 'ntimbro de *Aediciones .si aplisamos .una
.. .

de las tres propied des de los yikingulos congruentes:. ,Por .

.ejemplo, si hang.* os queNdos pares de ladoe\_(uno de cada tri:
a . % ' ? .

axigUlo ._err !).da ) de dos trizingules son ,congruentes, tendriamos
s . !

que medir eNn lo comprendido en cada triangulo. Si"se en-cuentra
que los fingulos c meendidos -son .copiruentes; no se necesitan miLA

Amediciongs. La Pr iedad L.A.L. nos dice que*los dos-triangulos,
41?'

4 , son congru ntes..
.

0... En la Pi ra,
Eritonces, el trittngulo es is oeles.

, .
Z DkB.Z ADAC. Pori° lo tanto, 7cr7

.,
bi.secayia Z. BA 1Es-, D el punto\tr
medio de Mt? ece como si la -

fUera. ;)odriarnos hacer md'ciones
para rellionder a esta prJ nta,
teriigndo Presepte la vatural4za
aproxirnada be las medidas.

it
&Inter-

msecare.'la lasectriz bel

A

deterininado por *los lados congruentes de cualVier tritingulo
isósceles opuesto. siempre en4su punto medlo?

.
Itpdemos respader a esta pregunta si hacemOs uso d5,,e,iwa de

mestris propAedades de los triángulos cohgruentes-. C-onsideremos
ADAB y. .ADAC. -

a re

*.
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701 -74 77r por eonstrucei&

Z DAB Z DAC 305 esti sobre la biset"---de Z BAC

-A15 77T wis esti en ambos tr1angulo8.
%

Pcr..la Propledad L.A.L., &DAB g ADAC, pues 2 lades y el

ingulo comprendido de ADAB son congruentés con los correspon-
.

dientes lados y el inguld cpmprendido de. ADAC.-

BD . DC, pues son lados eorrespondientes de triingUlos eon-

_grpentes. Por-eonsiguiente; D -es el punto medio de W. Si la

, Propieddd, LA.L. es eierta, podemos eStar seguros de-qua:

ta bisectriz del ingulo determinado'por los'lados congruentes

._.de un triangulo isdsceles interseca al t&er4lado en su punto

tedio.

Ejereicios

En lerfigura.-se indieZ la construed& de la bise triz de

ZIABC..- Se dibujan dop segmentos, :105 y "CIL

a) .4111W6 elementos del triorigulo ABD sou dongrpentes con los-

; eorre6ondientes elementos del triangulo .CBDijaar cons-

trueciOn?

(b) LEs el triangulo ABD congruInte ef triAngulo CBD?

LPor (41.14?

(c) 4Es LABD congruente con Z CBD? i,Por que?
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En las prdxima construcci6n de ZIIJK .hace

z: Eid. Se dibujan'los segmentos, y 112%

(a) LQuetelementos del triengulo EFG *s.on congruentds pop

cons-trucci2n0 con los correspondientes elementos 'del

triingulo 11,7K?

(b) i,Es el triangulo EFG congruente cqn el triangulo ILIK?

LPor que?

(c) Es Z J congruente con Z F? i,Por que?

Emplea-tu limbo graduado para

determinar las medidas en

grados le lós tre.ingplos de

cada triengulo.

(a) Lkay algunos pare de

engulos congruentes? Si

es as10 enuméralos.

(b) 1,Podemos decir'que-los .

triengulos son congruentes?

LPor que?.

Suponteque 61 triengulo

DiF ha sido construido de

manera que

L.ALD:Y LB;-.'-ZEP
'y 1E tiene la misma

longitud (vie Vt. aque

se ppdrla afirmar respeqko

de los dos.priengulos?

LPor que?
/

El seftor G6mez desea medir la distancia que hay pntre dos

Apstes de los lfmites de su propiedad. Un macizo de árboles

entre'los dos postes (X e Y)- hace-imposible lakmedici6n

AA 16

A..



directa de .la distancia XY. I El senor
de marfera que se pueda trazar
una re'cta de X_a Z y pro-

longarla i ês,necesitrio. El
.punto Z este. 4tainlAdn en, una
.posici6n tai que el seflor Gómez
puede traiar una recta _YZ y
'prolongarla tanto como sea lece-

sarlo. Sabe que Li
pues son dngulos opuestos
el' vértkce. Proslonga 7-2- de
mariera. que "0- 72; y 77 de
man6ra clue n Az.
(a) i,Son congruentes lo.s tri-

. eingulo's XYZ ,y QZR?

i,Por qué?
(b ) LC6mo puede determinar

el senoi GiSmez Ia longi-

tud de' -77?
5. (a). 'Om congruentes aos triirtgulos

que sigue?

.4-5

Gómez elige el punto

(b) iQu4 propiedadessutili*zas para

44Emplearemos nuevamente esta figura cuando estudiemos triangulos

esos triangulos?'

sombreados en la figura

probar la congrpencia -de

II RUM
11111111111111O111111111111111111111111111
1111111111Ilimminimmnrai
1111111INIENIN111111171raill111

1111111111111
1111111111111PraiiiiIMMEnii
IIIMBIETINIIIIIRIM1111111111
111111111111111111IIIIIIMIIIIIIII

semejantes. A
4. a

4
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.6. LaS.rectas

secante t.

A

son recas paralelp.s cortadas pcir 'la

-(a) ilQué Babes acerca de los'4ngulos 1 y 2?

(D) LSon los angulos 2 y 3 congruentes? LPor qu4?

(c) -Muestra 'que Z 1 4: 3.

En el parale.logramo. ABCD las diagonales,W y se

interdecan en E. %

.

a.
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(1) 1,Esel ingulo 1 (en AABE) congruette, con el4ngulo 2?'

(1.3) 4LQui ,:,0,4! de 1..i.agkalos son Z 2 y Z 3? iSon congruentes?

-(c) 'Aue diter7encia hay entre los tamaftos 0 los ingulos 1 , y-

3?

(d) Muestra que Z 6 177 7. y 4.

(e) Cuando dos triangu os tienen tres.par4s de ingulos con-

gruentes Lson sieMpre congruentes esos tri ulos? Si

no esas± &qua mas'se necesita?

(f) 4Estodo Iado de *MBE congruente'con el ladt7; corres-

pondiente de ACDE?

(g) Mvestra que lasigagonalestde un paralelogramo.se bisecan

mutuamente.

h dos ingulos de Un tridngulo son congruent, sus lados

opuestos tambian'son congruentes. Usa una'prOiedad de los

triangulos,congruentes para mostrar que eSte enunciado es

verdadero. (Sugerència: Un triafigulo puede ser congruent&

consigo mismo. Muestra que LABC a:,ABAC,1'donde 4A '2. Z 13. )

4V

Para trazai 1. una perpendipular'desde'un punto'situado.en una recta

Sigue los cuatro pasos de la

constrZici6n,como se indica en Lis

figuras. y cOstruye una perpendi-
.

cular desde un punto de una recta.

Mide los angulos en la figuraiqu;

has dibujado paraver si la recta

elue has construido es realmente

perpendicular.

Si ip dibujan los segmentos

mr y, Mr, se fOiman,los trl-

ingulos GPJ y4,11P.T.'
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Mr1Z RP por tonstrucci6n'

AGPJ

GPJ

g

AHPJ

Z HPJ

por construccion

lada comin a dos
trUngulos

Propiedad L.L.L.

ingulos correspon-
dientpsde dos tri-
AbisUloa COngruentes

,Si se .coloca tin limbo.graduado

a 10 largq de g .con ?_a'maica de'

sU v4rtice.en P y su Marca

sabre PH, entonces la marca 1800

estará PG.,'Esto

significa'que la suma de las

medidas de los 4,rigulos en, P -es

180 _y, como ésaS medidas son

iguaies, cada una debe ser, 90.

Luego, lps angulos JPG -7 JPH

soh rectos.

Aprendiste dhora a construir

la perpendicular a, Una recta por

un puqo de esa,recta,vviendo ccimo

nfunciona" la construcci6n.

J

EjercicipS 4-1)

1. Dibuja un segmento desunas. 4 pulgadas de largo, y luego

,construye perpendiculares al segmento en dada uno dksus

extremos. (SUgerencia:..Prolonga el segmeeto de recta

ouando
.

sea necesario.)
.

Z. Construye una perpendicular a una recta por un punto que.no'

esti en la recta. a(Sugerencia: Sigue los pasos delas

or

198
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consrlatpiones'dadas enla p6.gina anterior,)

Tu construcci6n-del problema 2

debe parepprie a la 'figura de .

la derechaMaroa. con. Q la

intersecci6n de los'doh arcos

y con C la:intersecciI5n de-

y' a
-(a)'-1,Por que-es'el-triingulo-

APQ congruente con el

triangulo BPQ?

(b) LPorlipué sdn' congruentel

los 61461os 1 y' 211

fel -LQue otros pares de tingulos san 'congruentes?

EMpleando'las prapiedadet de los triangulos congruentes,-

4-5

muestra en la figura deli.pmblemm.3 que PQ es perpendicular

a Ig. (Sugerencia:' Usa la'Propiedad L.A.L. para mostrar

que el triangulo ACP es .congruente-can el'triingulo BCP.

*plea un limbo graduado para hailar la suma de las-medidasde-

ACP y 2:B6P.)
En la figuiia se fndica la cons-

.

.truccián de la mediatriz del

segmento t15.''Con frecuencia

se emplea el ftlisMo radioiparia

los cuatro al4cos. Sin embargo,

,basta tra4ar con radios iguales

%los ardos que se intersecan de

un lado 1el segmenfo. Por con-

siguiente, los arcos dibujados

desde' C y D qUe se inter.-

.secan.en E tienen.radios

iguales, y,los-das arcos dibujados

desde C y D que se intersecan
,

en F .tienen radios,iguales. En 1-8. figura, -07 no es con-

gruente con P. Aplicland6 algunas ge las propJ:edafts acerca

199
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$,

de los triangulos congruentes, muestrajpor ,4u4 T1F biseca y

es perpendicular a

(a) 'Ougntospares detrigngulos congruentes hay en la figura

del problema 5?.,Haz una lista de aos pares.

'Haz una lista de los pares d lados correspondientes para

cada par de triingulos congruentes. -

(c) Jiazuna lista 'de los pares de gngulos correspondientes

para,cada par-de trigngulos congruentes.

(a) Dibuja 'un tiángulo. Luego traza las perpendiculares

desde cada vértice al lado opuesto. Prolonga las per-

pendicUlares hasta clue se intersequen. (Puede ser

necesario prolongar un lado del trigngulp para que la

perpeedicular lo interseque.)

(b) 4Qué observas en esta figura?'

LEn qu6 se parecen.y en que ,se diferenci las construcciones

para bisécar wit segmento de recta (Secqi6r1 4-2) y para copy-

truir una perpendicular a pn segmento de recta?

4-6. Trigngulos rectgngulos

Los trigngulos puedentambién clasificarse segtin lasmedidas

Ae los ingulos. En ei conjun'to de trigngulos que sigue,, Cada

.uno de -ellos tiene un gngulo cuya medida en gftdos es 90. Los

triangulos que tienen esta propiedad se Haman trigngulos

rectingulos.

m(Z a) es ap. es 90, , m(Z.c) es 96,
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Se dice que%los antiguos egipcios u6aban un triángulo rectgn- .

gulo particular Para construiriasquinas'ncuadradas". ESte-tri-

Angulo tiene'lados,cuyas longitmdeS son 3 linidades., 4- unidades

y 5 unidades. Guando se construy tal triangulo utilizando urla

cuerda-bien tensa, el Angulo entre 16s dos lados =is cortos'es

recto1

kpes,ar,de que_se jai'ensasque los egipciosehacian usb de'esta

propiedad, fueron los griegos quienes-demostraron las relaciones

geometricas en que se basa. El filósofo y matemitico griego

PitAgorras2 quien vivid alrededor del

ado 500 a. de J.C., se interes6 poi

este problema.' A PitAgovas se atri-

.bUye la demostraciOn.de fa prppiedAd(

bAsica querestudiaremos en' esta

seccidn; esta propiedad se conoce

atn por su nombre, la Propiedad

pitaeri,ca,

Se,supone que.PitAgoras obserV6 unmosaico comoiel de la

figura IV-6a. Selfij6 que en 61 se pueden'encontrar muchos tri-'

Angulos de direrentes tamados, pero observ6 tambldn'algo mAs:

clue si cada lado de un triAngulo cualcmiera se conniclera co= lado

de un cuadrado, la suma de:las greas,de los 'dos cuadrados pequeffes

es la misma que el Area del cuadrado grande. ,En la figura 4-6b,

se han marcado con pintOs do's triAngulos de diferentep tamados, y

se han sombreado los 'cuadrado8' construidos sobre los lados de esos
%

triAnguloc.

Figura 4-6a-

2 1.

3"741
'`'4111"4 4F1Ai&

1q0 MO:021
rI inqs;

rarigialti
Pr41P;'§'N

Figura 4-6b

*



4- -1947..

Cuenta el nlimero de triangulos mis pequeftos que contiene.cada' * A

'*.
cuadrado sdmbreado. Para cada uno'de Ios-triangulos marcados con

Puntos, i,qud4diferencia4hay entre el rirlir-ft, de triingulos mis
. 4

. pequeftos contenidos en los dos ouadrados porrespondientqs a los

ladop'mas cortos del tri-angulo y el ntimerode los trtingulos mas'

pequeftos contenidos en el cuadrado correspondiente al4lado m4s

largo del'triangulo? Si dibujaa.un mosalco oomo 4stel:hallarad
. ,

que.esto es cierto no'solamente para los dos triangulo4 que hemos

dadoNaqui, sino para triangulos min mas grandeS.del mosaico., '

Pitagoras 4rObAlementebobservd.la misMa relaciori en el tri-
.*

Angulo de lados 3-4-5 unidades de longitud que utaban lbsi

egip&1 4e desde hacla tiempo para:construir angulos rectos. Cada

uno de los* cuadraditos 'de la figura tiene el tamafto de una unidad

4r

cuadrada. En los tres cuadrados hay -9, 16 y- 25 cuadraditos.

Observa que 9 16 25. Pitigbras pudo demostrar que en

cualquier triingUlo rectangulol el area ceel cuadrado construido ,

sobre la hipotenusa (lado MkS largo) es igual a la suma de las

areas de'los cuadrados constiluidos sobre otros dos lados

.(llamados cAtetos). Este es el Teorema de Pitágorasp ,como lo

hemos llamkdo aq14, la Propiedad pitagfirica. t

Hasta 'Amide Bemos llegado, tosta propiedad vale solamente para

triángulos rectaAgulos muy especiales. Pero es've'rdadera para

tOdos los trigpgillos'rectAngulos. Tal vez quferas tratar de

demostrar la propledad por ti mismo, estudiando la Secci& 4-7.

Ejercicioe 4-6a-

Usando.una regla y un limbo graduado, dibuja los siiuientes

(a), tin triángulo de 30 grados y, 60 grados.

(b) Un triangulo de 45 grados 'y 45 grado8.

(c) Un triangulo de 70 grados y 20'grados.

:21
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M ue stra pava cada uno dp 16s conjuntos que siguen que el

cuadrado-delpritheintimero eq igual a ia suma de los'cuadrad6s

de lps otAs dos ritimeros:.'

(a) 51,41'3. c,) 25, 7,124
(b) 13, 12 -* (d). 2d, 16,-12

pibuja un, tr1igulo cuis6s.1a4os Ieogan las longitudes dada's

en la Parte (a) del problema 2. -gsa el limbo graquado.para

mo*.trar quet %se iriangulo es rectinplO.
. s

. .

Dibpja triinittlos rectingulos cuyos catetos (en centimetros)
.

segan:.,

fa) 1 y 2 (b), y 5 (a) 2 y

Mide, si .es poslble con la aprO4magión de pni,déCima de_centi;
a

metro, las long1tt1des.de las hipotrnusas de.esos triingui6s.

Usa la Propiedad pitagOvica para hallar el area de]: cUadrado's

construidp spbre .J.,p:hipotenusa decada uno de los triangulos
s.

a

del ,problema'*.
. I

Eh el UltiMo conh4to de ejercicios, haa trabajado'con lados.

*de trianguios rectangu1ó0 y cuadradod construidos- sobre esibs lados.

Eh ei a-obIema'4 has medida la lo;iiiud'de la hipotenusa: La

hipotenusa.es el lado epuesto al g.ngulo recto. 116. es muy titiS

conocer el, area ide esowcuadrados pero1se puede hacersuso d*e

la Propiedad pitaerica de mticlagsmaneras si podemos servirnos.,,de

ella para hillar la longitlid del tercer lado de, un tri.ingulo réc-

tángulo cuando conocemos las longitudes de dos lados. Eh4lenguaje

matematico; la Propiedad pitag6rica es c
2 '+ b

2
0 donde c

representa la maid& de la tapotenilsa, y: a j b representarr las

medidas de los dos catetos. Las.med41:das de dos-lados cualesq epa'

pueden1se/4 sustituidas en la proiDosicidn numérica anterior, para

terici.011)ego el teice valor. Podemos emplear un copp-
*

-pailtmostrarla: Zi los dos'catetos mideh respectivamente' 3

y unAdad;s, Lcuál es el cuadrado'de la hipotenusa:?4'

c
2

2
c .

2
c. =

P2.=

a
2

+ b
2.

2 *2
3- +

9 16

25

Oa

2 9
"
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001110, es igual s 2, ha1la3eIT c si7podemos encontrar.

-un nimero cup; prodllato.loor sf miqmo sea -25.. NaturalMente,
.

5 x 5-= 250, enionces 'Qz 5; 5 es larals cuadrada positiva de 4

t I

25. Si un ntimero es el producto.de dos factores iguales, entolices

ca,da factor es una raiz ci4drada del ntimero... El sfmbolo para

re4z cualrada posltivaes f. El numeral de coloda deba3o del

signo; por ejemplo0N4F.5 = 5.

LCuintpes Ng ?; 4976H?; 443 6 NOV ? Las tres

prdzieras expresiones son ficiles de comprender, pues 3 x-3 . 9,

IN 4 x 4 = 16 y 6 x-6 . 36, pero no hay ningtin entero que pueda

ser' multiplicado por sf mismo para dar el Prdducto 30. En reali,

'dad, ino hay ning.lin niimero racioial cuyo cuadrado seil. 30!

auedes hallar un niimero que multiplicado por Sf mismo (34

-30? Si, x ? = 25, que es pr6ximo a 30.

62? 'Esto,nos dice que :./77 es mayor que.

Podrlamos tratar de obtener una mayor

.al cuadreo 5.1; 5.2, 5.3, 5. y 5.5.

ly (5.5)2 com g.o 30.25 .vst

un producto cercano a

Luinto' es 6 x 6. 6

5, tpero mnor, qu4c'- 6.

aproximaci6n elev4ndo

Ahora, e5.4)2 254vie
,más'pr6ximo a ,30 'que 29.16 podriamos suponer que v/3 6 esti

Más prOximo de 5.5 que de 5.4. Sin embargo, necesitarfamos

elevar al cuaprado 5;45, para obtendr 29.7025 antes de poder

decir que NOT es 5.5 con la aproximacidn de una d4cima.

Podrfas estiMar las rafces cuadraidas de algunos nlimeros41,

,siguiendo este mdtodo o usando la tablhoque esti a1 final*deis

esta Secci6n.

Observa que en la tabla.wie estd al'final de esta secci6n,

orr es '5.477, ..coan la aproximaciOn deduna m414sima, Redondeada

.a las déctrilas, seHa 5.5. Puedes Vdt.ctlin aproximada es tu

estimaciOn'al nigriero de la tabla.

La'tabla da-valores decimalps proximados (cn la aproxiRa--

ci6n de una milésima) Para ias raices cuadradas Oei los.enteros

stide 1 a 190. Puedds tambidn usar la tabla para hallarla raiz

auadrada de todos los mimeros naturales hasta- 10,0000'que.tengap

ra/Ces cuadradas racionales.
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.
Ejergiaiga 4'.--.6b

1 .

tuap.do.se gsen valorea apro)amadpa en'esios pToblemas emplea
, .4

' 1 S1mbol6 " P en los ogaoulos i en la respueata. \ ..
. -

' 1: Upa 'la ,table.- pare hallar valoreaL aproxliatios de: .

(a) 45 . (a) '\73- . (e) '/676

.(13)* orT. . (0...4-972-, . (f) 156.25,
.

.
Usa la Propeedad pit'agdriaa paf.4 hadiar la lonevId de .la

, t AL
hipoteriusa de cada uno Ws los sigui:ehies trigriguIo.s: --

- (g) -La rongitud de a es' l'n't Tg*longitud de b ,.e'S .211..

(b): .' La longit0 .de a % 's 4' il la loniitud de' b** es' 51..
,

:6)3 Le longitud vib-,. a es 2", la lo' itud-de-, I? es '

..

I

.(d) T.;a longitud. de a...* es 5 yardas\- la longitud 45e b 'es..

6 yardas.: . ,_.
IV La longitud de a es 3 pies y la lpng1t0 de

, .
es

1Ds. s s.
-(f). La longittid. de a ea unidad y la longitud de es -

. .

3 unidadea.

Algunas veces se conocen Ia hiplotenusa y- uno de los -catetos.

06mo ,puedes hailer la lOngttud del .4tru. al:teto? Use como

ejemplo este problema: La hipotenusa de un trignguld reatgn-

guld tiene -13 pies:de longitud y uno de los ap.tetos 5 pies.'

}fails; la lorigitud del otro eateto.

-- 2c 2 ...a + b

)32 . b

132 I-1- -(52) ..*b2

169 + -(25) = b2

144 . b2'

A/144

12 . b

propiedad aditJ va
de la igualdad

El tercer lado tiene 12 pies de longitud. ei teraer

lado d.e lOs trigngulos reatgngulos que siguen. Las medidas

se dan en pies.
,(e.1 a . (c) a b =15
(b) . 262 a . 24

2 5
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A, tin positeteleftinico esti ,sos-

.terlido medi7ante,tensores como

se Indica eni.la figura.., Cada

gable se amarra a. 15 pieS'

sobre,el suelo y.se andla a

8'ples de la base del.poste.

Qué cantidad.de cable se

neoesita para tender un tensor

desde el punta de andaaje haste.'

el punto de amOre en el poste?

El tedho de Una casa'est,A,tons,-

-.track; camo se muestra en la.

figurd. 1m4 longitud debe

ser.cada viga si se extiende en

voladiza 18 pulgadaS mis alli

desla pared de-la taea?.

6. Un hotel' construye, calle p6t.

medio, unaneko del edificio.

briginal. Al nivel del tercer.

piso, Se'ponstruye.:unPasaje

entre ios Alos edificios. Las

vigas que sostienen este pasaje

eatin a 48.pies sobre la cane:

Un 9)Derario esti colocando

st titio esaa piezas mediante

una grda cuyo brazo tiene 50

pies de longitud. 4A:qui distancia puede esiar la grda del

..Puhto que.esti. directamente debajo de la viga, medida: sobre

la caile?
a

Uni pperta de Jardin-tiene ,4

Pies de ancho y 5 pies de

alto pe qui largoedebe ser

aa,riostra que va dp C a M
8. "Dos canes se intersecan seen

' ingulo que se.muestra en la

figura. ,Las canes tienen 42

pies de'ancho. Se pintan dos
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recta& para el cruce' de peatones de manera que èl pasaje tenga

la misma,d1reeci6n que la calle. Sisel pie de la; perpendicular

bajada desde'un extreilo.del laddLje al lado opuesto de la c4alle

esti a 40 pies del otro ex;tr"emo del pasaje, 1,quA langitud

tienk el pasaje?

qu6 distancia esti el Aato.4el bateidor, respect° de la

segunda base, en un juego de'softball? La distancia entre

t bases es 60 pies, y el campo de softball es.de forma 6uadrada.

. Da tu respuesta con la aProkimaciOn de un pie. -

*10. Dibuja un cuadrado cuyo lado tengai 1 unld4d de longi.tud.
.

4Cuil es la longitud de Ia diagonal? Comprutibalo,midiendci...

Ahora dibuja un triingul° rectingulo con sus catetos de' 1

unAdad de longitud. Leuell.es la longitud de la hipoienusa?

Ahpra dibuja un triangulo rectingulo cuyos eatetbe fengan las
longitlides piguientest AI2 unidades y 1 unidad, cumo se ye

en la figura. La medida de la longitud de 70, en la figura,

es.la raiz cuadrada de 2. &Nal es la longitud.de la hipo-

tehusa *de este nu.evo triangulol
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TAMA'

a

sr a

CUADRADoS Y RAICES ciTADRA.DAS DENUMEROS

Ralz
cuadrada Nuimer8 Cuadradd buadradaMimero CuVdrado

Raiz

1

2
3
4
5

.
1

4
4, 9

16
.. 25

1 . 000
1.414

*1.732
2. 000
a. 236

.

;

36
37
30

N39 .
40 '

.1,2 96
1,369
1,444
1,521
10-60o

-

,6. 000
6.083
6.164
6.245
.6.325

,
. 6

Z
9°

10

36
49
64
.81
100

,

.

i. 44.9
. 2.646

2.828
6 3.000

3.162

41
42
43*
44
45

1 681,
1,,z64
1, 49
1,936
2,025

. 6.403,
6.481
6.557
6.633

- 6.708
11.
la
13
14
15 \

121
144
16g
196
225

3.3,17
3.464
3.606

.3.742
3.873

46

U
49
50

2,116.6
2,209
2,304:
2,401
2 5oo

6.782
G. 856
6.928
7.000
7.071

16

14
19
20

2 6
2 9
324
361
400

41000
4.123
4.243
4,359

, 4.472

1. 51
52
53
54
55

02,601
2,704
2, 809
2,916
3,025

7.141
7.211
7.280
7.348
,7.416

21
22
23
24
25

441
484
529
576
625

4. 583
4.690
4.796
4.899
5. ow

56
57
58
5
60

.

3,136
3,249
3136k
3,481
3,600

7.483
7.559

7.681
7.746

26
273
28
29 .
30

1676
. 729
784
841'
900

5.099
5.196
5.29 Z
5.3834

''. 5.477

6i
62
63
64
65

3,721
3,844
3,969
4,096
4,225

7.810
7.874
7.937
8. 000
8.062

31
32
33
354

961
1 , oak
11.989
1,156
1,225

5.568
5.657
5. 445-5. 31
5.916

66
67
68
69
70

' 4,3 6
4,4 9
4,624
4,761 ,

4,90o

8.124
8.185
8.246
8.307'
8.367
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Cuadrad6
Raiz
cuadrada

71
72
73
74
75

-

5 041
5,18,4

.5,329
5,476
5,625

8.426
8.485
8.544
8.602
8.660

76
77
78

Zg

5., 776(
'5,929
64384
6;241
6,400 .

8.718
8.175 ,,8.02
8.888
8..944

Ek
82
'83
84
85

x
6,561
61724
60889
7,056
7,225 .

9.000 -

9.055
9.110
9.165
9.220

86
87
88
89
90

-.

,

7,396
7;569
7,744
7,921
81100

9.274
9.327
9.381
9.4 4
9.4 71

, 91
92
93
94
95

1
.

8,281
8,464
80649
8836
90025

9539 -
9.592
9.644 .
9.695
9.747

96
9?
9b
99

100

9,216
9,409
91604
9,801

100000

1

TO
9.798
9.849 .

9.899
9:950

10.000

2 9

1
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4-7.: *Una damostración de la PropiVad pitag6 ica.
.

.

t

\
Hay muchas AemastrapAanes de eAta propiedad. l!a que se de.

aqui no es la 4, Ample6 PitigoraAo. Débes-proceder a'dibujar-y.

,recortar los -cuadrados que.s4 indiCan en la explicacidn.

. t

Dibuja *dos cuadradps dA. mismo tamata. Divide el primero en dos

cuadratillis y dos rectangulos, como se indica aquit

Anabb A bt

A.= oa Azab

,b

Rigura 4-7a

Sea a' latmedida be cada unp de los ladas del ci.;acirado mita

grande'de la figura 11:7al'y.sea b 'la medida de cada uno de loA

).a.do$ del cuadrado' 'rids pequeno. Obberva,l,as areas' de los auacira

dos parciales y de los rectankulbs.

'Un cuadrada tiene pn irea:de.medida

1

a

El otro cuadrado tiene un area de medida b 2
.

Cada rectingulo tiene tn area:de 'Medida ab.

,Como el Area ae la figura 4w7a eA igual'..a la suma de las areas-

de todas sus partes, 2a medida del Arba de la figura'4'.-ta es
.

a + a(ab) + b2

...

)
Ejercicios de clase 4-7

4,

. Sean a . 4 x b . 3. Mueetra que (a + . a
2
+ 2ab + b

2

para estos numeros. ,

Vs



Zedp, a . 2 x b .46, y compruete la misma reiai6n. Ahora .

veamns el segundo cuadrado. Emplea los mlsmos nlimeros, a x

b, que,se usaron en el primer cuadrado.

e .

R

Figura 4-7b

kt ,

Marcia las'longitudes como se 'muestra aqul y dibuja los seg-

m.entos 15t 118. y r,P.: El cuadrado krande qUeda dividido

en cuatroi-4riangulos y .un cuadrilatero qUe'aparece etime 4

'cUadrado. La medida de cada area triangtilar es*6. Hay
cuatro triangules congruentes, luego 'la suma de las medidas

:de las areas de los cuatre triangulos.es ,4(.11-6b) 6 2ab.'.

' Si aservas nuevamente la, figura 4-74,.verás que -2ab/'

es la medida dal area de lea des rectangulos. Reeorta los

dos:re'ctiniUlos del primer cuadrado. Corta luego cadá rec-

tingulo a le largo de su diagonal. Compruaya que los cuatro

tkángules quv has_recortado soneaongruentep eon los que

aparecen en el segundo cuddrado, figura' 4-7b. Trata dbvteguir

estos pases.
V:1;1

2 + 2ab + b2 'deslafigura 4-7aAcuadrado

Acuadrado
k(a) + Apus de la figura 4-7b

= 2 a b -F A

211,
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Por c9nsigbiente, a2 2ab + b2 = 2ab + A
PQRS'

Po'r que?.

AP'

a + b
2

Aprwm 4prOpiedad aditiva
.2 .

de la igna1d4d

Esto muestra que PQRS tiene un Ae0a cuya medida es a2 + b2

unidades, pero a
2

.es la médida del afea be uno de los.cuadra-

dos parciales de la prImera Tigura y b2 es la medida'diel Area -

del otro cuadrado parcial. De esto'resuta que el 4rea*de la

figura que aparece en el centro del segundo cuadrado (figura.

4*-7b) es igual a la,suma de las ttreas de los dos auadrados

pardiales.
.2

Coloca el tuadrado, lamedida de cuya ttrea es a., .a lo

*

largo- del lado de longitud a. .de un trietngulo del segundo
A

auadrado. Coloaa el cuadradol.la medida-de cuya'Area es, b 1

a .io largo de,l lado loigitud b del mismotrianglo. Las

areas de los augdrados de los dos'lados del triingulo iguala'n al

irea de 15a figura colocada en el.centro de la 5igura 4-7b. abdo

lo,que necesitamos ahora'es'probar clUe este.' figure:es un cuadrado.

lCuales sbn las propiedade's de un cuadrado?.

1. Los cuatro'ladoS son -congruentes.

2. Cepa uno de sus angulos mide 906.

Si pogemos demostrar estas dos condiciones para el cuadriliteto

en la figura 4-7150 la Propiedad pitagórica quedarA demostrada.

CQMO s ha establecido, los cuatro triangulos san ongruentes,
a a

pues pira'cada par de ellos, son congruentes dos laaos correspon-,
dientesty los inguios determinados por esos.lados.' hesulta

IN= Qg RS porque sbn medidas de segmentos correspondientes

tri4ngulos congruentes.

Hasta aquf hemos mostrado que los cuadrados de la figura

4I-7a san congruentes cOn los cuadrados construidos sobre los

catetosAe cualqu4iera de los triangulos de la figura 4-7b.

También hemos mostiado que la liUma de las areas de esos auadrados

es igual al Area de PQRS, y que PQRS tiene cuatro lados con-
,

gruentes. Probemos ahora que sus angulos son iectos.

44,
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(i) Er: APST, Th( Z 1) + 111(Z

(2) m(Z. 1) m(Z 4)

4-8

&Por qua?

LPor qua?

(3) PE'r aOnsigidente, m(Z 4) + m(Z .2) = 90' &Por qua?

'(Z 2) + m(Z 3) + m(Z 4) = 180 &Por qua?(4)'

(5) m(L) + 90 = 180

'I. 111(Z 3) ---

LPor qua?.

i,Por qua?

Podem seguir el mismo tipo de ,razonamiento para mostrar

lye' angulos 50 6 y 7 también son rectos.

Se ha demostra!do que POS es un:euadikado..y que Su Area es

igual a' la suma ,de las areas de los cuadrados construidos sobres
los otros dos lados de' uno de los .triangulos.

4-8. Cuadriiateros

En algunos puadriliteros o partes de cuadrilit'ercse puqden

hallar simetrias y congruencias. También.es posible encontrar

aplicaciones de la Própiedad pikag6riaa. En esta seccién s clan

probiemas, referen es a cusadrilateros, que usan estas tree ideas.

En los ejercicios,,. sera d"onyéniente records:r.,que:

Un.irapecio tiene solamente un par de lados paralelos.
Unyatalelogramo tiene dos pares de lados paralelos.
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Un paralZogramo- que tiene cuatxo 4ngulos rectos es un

rectingulo.

.1.1n rectingulo queiffte auatro 1 dos corruemtes es un

cuadrado.:

Ejercitios 4-8 .

1. Una 'figura es simétrica respecto de umlo...reeta dd. tiene a esa

recta comb,eje de simetria. Ouges de las figuras que Ae C
nombran a continuaci6n son siempre sim4tricas respecto de una

recta?

4a) Vrapecio

(b) Paralelogramo.

(c) ReCtiigulo.

(d) Cuadrado.

2. 4Cuantos .ejes de simetrla tiene.

(a) un TectinguIo?

(b) un cuaarado?

as posible*dibujar un trapecio que sea sim4triCo respect°

de una recta? Si es asl, dibuja uno.*

as posible dibujar un paralelogram° que sea simétrico res-
,

pecto de una recta? Si es asI, dibuja uno.

Una diagonal de un cuadrilitero divide a la figura en dos

,111.

(a) 01141 es la suma de las medidas de los ingulos de un

cuadriIiter6?

(b) Nomiar'a los cuadriliteros que se pueden

angulot coniruentes pc5r, unadiagonal.

,E1 rectangulo PIK]) :ftene una dAgonal de

longitud. 'sU.ancho'es 18 puliadasv 4Cu41

k

r

dividir en tri-

82 pulgadas de

es su largo?
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.

Las diagonaies de ette.paralelogramo son perpendiculp.res.y

pps lados tiene igpal longiud. La ditgonal menor:tiene 14

Apies de longit6d y la diagonal mayor 48 pies. I.Qm6 longitud

tlene cada lade? NigerenCia:.* Las diaoriales de un paralelo-

gramo'se bisecan mutuamente.) 4

En ca4. una de las figuras que. siguen se han trazado do1

diagonales. Para cada tilaa de las figuras. AB, Cs A As y

F1 contesta todas las 16regiantas. Respohde a las pregunias

(a) 'y (b) part aada'figUra: antes de responder 'a las pre-

guntas para la figura 'que le sigve.

Cuadrilitero
a

FigUra A

gick.

Figura .D

Paralelogramo

4gura B

Rectgngulo

Figura E

Paralelogramo con
todos sus lados
congruentes

Figura C

A

Cuadrado

Figura F
4

ak
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(a) 4Ctintos tridngulas hay en la figura?'

(b) 4Te parece.que algunos pares de triangulos son congruentes?

Si es asil indica los tridngulos de esos pares..

(c) Si ha*las congruentes'los triangulos ABC y CDA. en

una o más figuras, toMa una figura y muestra por qué

son congruente4. Usa para esto las fropiedades L.L.L.,

L.A.L. 6 ik.L.A. Haz lo mismo si encuentras que los

triangulos-AW y. CDO son-bongiventeD: Si eAcuentras

qbe Siribbs onjunto9 son congpuentes en alguha figural,

tama el pa que quieras mostrar que es congruente.

4-9. SOlidos-.

Has'dibujado igutas contenidas en un plan(); Ahora dibU=jar4s,sobre la s erficie del papel, figuras del espacio. Has
A

encontrado que es ficil dibujar una fitura plane Sobre la super-

ficte del papel o la pizarra. ,Veris que no es tan tácil dibujar

figuras de,scilidos pn el pagel o en la pizarra. Eito se debe a

que tienes que'dibujar la figura eobre'una superfnie de maner'a

que'parezca tener profundAdad. 9pn,ofias palabl'as,,debeA dibujar,.

en el Papel una figura que feliga la apariengiade una caja. Esto

requiere el uso, 4e la proyecci6n,' qUe /;robblemente has -kstudiado

en 'tus' clases de arts.

I. prismas rectos

(1), Prismas rectos rectangulares (ortoedros). Un buen

ejemplo d& 1prisMa rectangular es una caaa de cereales.

Una manera de disedar una caja es la siguiente:

(a) Dibilja un.rectingulo como'el ABCD de la primera

'f161rade lapágiha sigulente.

(b) Ahoz1/4t dibuja un.,segund6 rtctingulo RSTV en unaN

-f;os1ci6n semejante a la de la figura. Probable-
. ,

.mente tendris que usar ñegmentos punteados en

algunas partes de esta figura.

(c) Dibuja MI, DV ,7 T.

.5 I

I.
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mir

Cuand6 miras:bn saido, no puedes ver todas'adi aristas,.a caras,

a menos que el s8lido sea transparente. ,Por.esta raz6n represen-

tamos.las aristai q1.1* no son viV:bles, por segmentos punt?ados.
1 .e

Esto nos ayuda tambi6n a.dar,una prerspectiva adecuada a la figura.

Si prefieres, no dibujes los segmentos'puntealds.

(2 ) Prismas rectos triangulares. Ahora'que has dibpjado.un

prisma rectangular, el dibujo de 1.in prisrwtriangular te

seri ficil.

Dibuja un triingulo cualquiera ABO.

(b) Por'los pUntos . 'A ,y traza rectas,de igual longi-

tud, perPendiculares a C. Marca los extremo6 de

esas perpendicularel 6ons'R y T.

(g) Dibuja par:alelo a y de igual longitud que

70T. -
(d) Ldbuja. TES y. ET. 'Entonces 119R puede ser dibujado

con lfnea punteade&

(e) Compara tu figura con la siguiente:'
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S.

(f) &Cuantas oaras tiene este ,s6lido?
(g) se' diferenclan las caras?

) Prisms rectos hexagonales_
(a) Di ujR..'un-,hexigoob. semej§nte .al ABCDEP de la

clue -.se ye esta págiria. No necesita sep
.T.

IagOpiAe a regu Para 4bteher la-verepectiva
-eslecUada, pilede ser ecesario dibujar, algunos lad9s

h

mits largos 'que*o Esta es 14 meneTa COMO un
1 hexilgona apareceria i ,se lo Jairare: Oblicuamente.
(b) En A y P 'dibutla perpentlicUl4res a 'V ;que

tengari longitudes-iguales. Marca'con 'Ft y S- sus
extremos.

441' .(c ) Dibuja y V paralelos a y..clelongitud- -

lgual cle'' XT1'. Si deseas, puedes dibujar 11rleas1
punte4P2s Para, epr:esentar las aristas. que no son

R

441p,(d)', &Ouantas caras tiene este saldo?
LEn q,u4 se\ dil'erencian las caras?

IL Plre"mides
Probablemente 4sta sea la primera vez que lees algo en

un texto de.,mateme.ticas acerca de los sálidos llarnados pirá-
rnldes. Sin duda has oldo .hiablar de las famasas piramides de

:Una pirgmide tiene Una base, que, 'es' una regián
formeda por pn.poligono, y capaS triangulares queAse cons-
truyen uniendo los vertices del, poligono con un Onto que no

s

'44
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r

.esti en ei:piaho del Mismo. Eh un Capftulo posterior,Se da

una descripción Mis 'exacta ,de las pirkimides.' Dibujemos,Una.'

-.(a) En esta figura, rePresentemosvla base con un cuadradol al
et .4

fondo de 14 figura.' !Aun ahora debes tener cuida do'de'

:conseguir 'una persPectiVa ade6uada. A

W En primer lugar, dibuja solamente dos lados'del'cuadrado,

-semejantes a y -117, pomo se muestra en la figura que

sigue..

(c) Elige luegO un punto R.,..directamen e encima.del punto

y'dibuja FE, FE y

(d) Traza despUes loksegmentps punteados A, y 117'que

se intensequen en 'DI de mahera que 305 sea'paralelo a

y. t'15 paralelo .a 103.

(e) Oughtas caras tiene esta piramide?
:"

III. Pianos concurrentes

Algunas veces es conv4niente represehtar, sobre una super-.
A

ficie,. la intersecci6n de doi o mis pianos. :Oh ejemp lo es Ia

interseccián de una pared y el piso del sal& de tU'clase. Ves

*otro Paso igual cuando abres un libro y mantienes una pggina

levantada. No es,dificil dibujar tal representaciem, y te Beret

cada vez más ficil con la prictica. Mira la primera figura de

la,pr6xima7página*y'sigue instrUCciones para dibujar una

figtara por 14 mismq.4

,219
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(a) Dibuja Ian paralelogramo ABCD.

(b)- Tana un punto Ft sobre 105 dibuja. 117 paraleIce a
X:13.

(04 Dibuja una perpetndioular a ir y una perpendieplar
Trg a.. , 7C17 de *manera que V1y 117 tengan igual longitUd.'
Ahora dibuja

.
(d) IsQué olase de figura es MTV?

- No es neoesarl_o quel coma se 1ia hecho anteriormente,
y sean peripendioulares. Es deaeable, sin 4'

9rnbargol ..que RSV sea ,un paralelogramo.
Ilf. Eedta que interseca a un piano,

Este tipo de dibujo es tambidn til algunas veoes.
presenta'a continuaci6n.
(a) Dibuja,un paralelogramo como ABCD.

(b) Torna un punto R sobre la superficie de %BCD.
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(o) Ahora-dibuja una recta que pase por R de menera que

parezca atravesar la superfiCie.de ABCD. Esto requerirá

alguna.prictica.

(d) Tendris una figura mejor,si la recta que pasa por R no

es paraleIa a,nirign lado del pamlerogramo.

Ejercicios

Dibuja unlprisma rectangular de,manera que parezca mis alto y

-deigado.

-2.')30ibiaja un prisms, triangular de manera que Ias caims triangulares

parezcan triinguIos rectanguios.

Dibuja un'PTisma'pentagnpaIe

Dtbuja un prisma rectanollar-de manera que parezca C9rto

grteso.

5, Dibuja una pir&mide cuya,base sea un cuadriliterio que Ao

parezcwser.un cuadrado,_ni un'rectangulo ni.un p&rayselogramo.,

6. Dibuja una pirgmide- de base triangular.
A

7 Considera un prisma rectangular.

(a) 1En qué pares de caras'hay-recteinguIns congruentes?-

*(b) 'Describe-las posiciones de tres planns desibetria del

prisma rectangular. Imaginate una caja de tizai y tres

plahos difeientes; cada uno de los Cuales divide a la

caja en dos partes congruentes entre si. Revisa tambidn

el problema 8 de'la'Sdc,ci6n

8. .Considera,un prisma triankular en e.1.sual una cara es un tri-

Angulo equiliteTo.

(a). Zescribe los triangulos o rectingulos congruentes

*(b), Indica cuatro plapos de siMetrfa.,

*9. Responde a las preguntas del pizoblema 8 si las caras tri-

anguiares de un,prisma triangular son triEtngulos escalenns.

I40. aay,;aigunos trigngulos o pol/gonos congruentes'en las'4caras

de una.pir4mide de,.base cuasdrada?

ii. Dibuja la Sigura de un libro en que se ,muestren 'dos pelginas

en ingulos diferentes.,

12. '1Dibuja la' figura de un blanco de tiro.plano con una flecha que

atraviesa.

221
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EEROR TUET:ATIVO,

Maximo error posible

El prooes; de medición juega un-papel tan importante en.la'

vida eontemporinea que:odo el Inland() deberfa comprender claramente

su naturaleza. Una.buena parte de.la aritmdtica que se ensefta en

la escuela elemental se .relaciona con las mediciOnes. La mayor,

parte del trabajo preliminar sobre medieiones ha-sidoprevisto

par& familiarizarte con las unidades corrientes de medida y con su

uso, asi como 4on las relaciones que.hWentre esa4 medidas.

El conceptp básico que se desarrollarg'Int.este capftulo se

refierg a que el procesio de medicin -de un oblOeto conduce aun
nIlmero que representa el Timer() aproximado de unidades. Esto

contrasta con el prqceso de oontar objetos separados, que conduce

a niimero exacto. Cuando el nlimero de objetoa separados se re-

dondea o estima, el niiMero resultante se trata como si fuere una

aproximación en el mismo sentido que en lasluediCiOnes.- Como las

medicioneg son aproxJtmadas, los cilculos que se hapen con pus

medidasItalesoomostmlasbpr,oductos,conducenkresultados quo

también son aproximados.

Cuando usas niimeros,para cOntar objeio.s aeparados, necesitap

solam?hte los nilmeros naturales. En el proceso de contar eatable-

cep una correspondencia biunfvoca entre los objetos elue se cuentail *

y los eaementos del conjunto de los ntimeros naturales. Cuando
A

ouentas'el nAmero de'personas enAlna plase:sabes qUe el resultado

aeri unntimero.natural; babrA exactamente 11; pero no puede haber
1 1

114. 6 1306,. Si hay Mucha gente, o si no estis seguro de haberHe.
dontado'correctamente, puedes decir que hay "afrededor de 300%
-redondeando el niimero'con la aproximacicin.de uha centena. Sin

embargo, si has contado cuidadosamente,,puedes determinar exaCta-

mente el nUmero de personas que hay en el salón.

-Cuando...mides algo,"la situaci8n es'difereilte. Alinedir

longitud de, un segmento de recta eon una regIa dividida en obtartos

de pulgada, el ,eictremo del segmehto probablemente caera entre dos

mareas de'ouarto de pulgada, y tienes qUe decidir qué marea parece

222
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más prOxima..Aun,cuando el extrema del segmento pareciera caer

.-exactamehte sobre uha de las marcas de los Ov.artos de pulgada,.

si lo.obseryaras a trav4s de-uria lente de aumento probablemente
,

podriaa hallar una diferencia. Y si toMaras luego una regla dan

las pulgadas divididas en dieciseisavos, podrla ocurrir que,el'ex

trem6 der segmenta estuviera mis cerda de una de lal Marcas en

'diecistisavos.qUe de'una de,las marcas en cuartoe de pUlgada.

.Eh todo estudio de las mediciones supondremoS,que los instru-
.

,mentds de medida se han empltado oon propiedad.v El uso impropio'

de los instrumentos puede ocurrir, por ignorancia op6r falta de
0

cuidOp. Estos errores pueden corregirse aprendiendo,a bsar el

,ifistrumento y observando cuidadosamente' el pr84ceso de medici6n.

Pero, aim con los mejores instrUmentos y t4cn1cas, los cienti-

fides estin de acuerdo en qu'e.las mediciones ho pueden ser exactas,

sino scilo aprox1ma4s. Lb importante es saber justamente haste._

qu4 punto la medici6n puede ser inexacta, y establecer clara-

mente su posible inexactitud.

A

s;

I

B.
It

Mira la recta anterlorl clue representa una escala dividida en

unidades de una pulgada (rib dibujadaS a escala); 1a pUnto oero
,

se .ha marcado con A, y el punto B sti .entre las marcas de

,2 y 3 pUlgadas. Como ,13. esti claramente prOxima a la

marca 2'pulgadas iiademos decir que la medid ael segmenta

es 2 pulgadas. Sin embargo, cualquier punto que esta a

mis de pulgadas y a menos de- pulgadas de, A0,serfa ex-
.

tremo de un segmento euya longitud con la aproximacildni.de una

PUtgada, es también de 2 pulgadas.-La2Marca par debajo de la VO.

recta mUestra la extensiOn dentro de la dual pUede caer el ex-'

trem, de un segmento de recta de 2 pulgadas'pelongitud (con_

la aproximaCiOn de una pulgada); La longitud de tal egmento.
1 *1

podrfa ser pasi 7; pulgada menos, o casi pulgada mas, que

2 pulgadas. Por consiguienta, decimcis que, cuando se'mide uii

segmento de recta con la aproximacián de una pulgada, el "mAxiMo
1

error posible" es 2- pulgada. .Esto no signifioa que had cometldo
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a
1

,un error (.o' 'Clue no.lo,has colgtido). Simplemente siinifica qup si,
, mides con propledecon la ,aproximaci6n de una.pulgadal dualquier

1medici6n4Mayov clue %12-,pulgedasy hpnor que, az pulgades podrás
_

Apcir qUe le,longitud'es de 2 pulgades. En consecuenciataies
mediciones se .gUelen escribir Como *(2 +4.) pulgadas. .(E1 simbolo

411 se lee "mis o menos".) .Con esto queremos decir que eI mayor
1error ppsible en le,medicidn es pulgada. Pere decir esto de

otra,manera, la medicién, .2 puliadas es correcta con 14 aproxima-

cicin de una

.Si vemosun poste seaelador de-distanbies que dice."Chicago,

73 millas", 4clu4 unidad de medlciánly-qUé errdt.posible'debemos
4

suponer? Eh realided no lo'tabems aunque una interpretaclon

razonable'seria,que la di'stanCia es cprrecta Con la'aproximaci6n

de una milla, y que probablemente el error ho es'maybr de. 1 mina.
&Pero qué podemos deci de up poste seaalador que indica unas

AistahCia ae 1 milla haste 1,siguie9t0- iDebemos suponer qUe Ia
,

unidad es 1 milla.y que esta milla medida ndice una distancia que

esti entre 0.5 de milla claro clue esta no es,

una interpretaciOnsrazonable en esdkleaso .es eSperamos que eqa

medición sea mucho mis,precipa.

Para establecer cuil es el miximb erroi posible eh Una medi-
,

ciOn, necesitemos saber cOmo se ha hecho'le medici& y cuil, es ia

exactitud del ilstrumento de mpdida'que se ha Utilizado. OrclIna-

rIamenteno conocemos todos estos datos. En realidad, cuando el-

guien 41ce que un objpto irtiene 2 pulgadas de longitud" e "la dls-

tancia es 1 mille", na sabemos exectemente losque sighifica. Por
4

Io general, nb nos impCirte saber si una Medicicin de 2 pulge.des es .
1correcta con T-6 Ap pulgacja gscon Tr.de pulgada.de aproximaci6n,

o que la medición de distancias es correcta en. 0.1 .6 0.01 de

milla. Algunas vecesi sin embargo, es importente indicar cuil

Pupde ser el error. En el trabajo dientifico y técnico se estabIece

especificamente el mikimo error posible. Por ejemplo,-unalongitud

se darie COMO (2 4.. 416) pulgadas o posiblemente +

des, y no simplemente como 2 6 4 pulgadas.

AIgunas vedes.se emple4 el-trmino irtolerancia" en los nego-

clos y la Industrie. Con' tolerandia designamos el miximo errot
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p2Sible clue 9Lpeftite. La tolerancia Pu'ede-ser'establecida po

la.persona <rue compra eierto product° manufacturado o p9r el fdh-

eionamiento de u/aa melquina.,,Por ejemplo, 1ln fabricante de auto'-
. .I

m6viles debe eAkcificar quelos eil4ndroS-d4 una miquina deben

telier un digmetro.de 5 pulgadas c*an una toleraneia de una milé-
,irna de pulgada. Esto aignifica que el diametro no.puede variar

,mist de 0.001. de pulgada respeeto de 1a8 5 pulgadas; las dimen-

siones estarian'Oadaspor' (5,,+ 0.001) pulgadas.. Yor otra parte,

uri fOricante de bombas hichqullicas puede exigir una toleranpia-

diterente de 0.001 de pUlgada.:Las leyes especifican con fre=

euencia la tplerancla para los instrumentos de uso comercial, eomo

las ,balanzas Para medial& de peacis. Se pe#mite que'lasmedieiones

de las balanzas varlen dentro de eiertos 'Algunas veces

se deciden.easoa judi.piales qobrela base de),as'tolerancias per-,

'misibles en la calibraciOn delos taxiMetros de la

Ejercieios de clase 5-1
1

1. Cuando mides con la.aproximaciOn-de v de pulgada1,4cuil es
.

.

o..

el .Maximo error posible? .
-

..:.

.

2. Una vara de un metro se divide ep centimetros y decimaa'de

centImetizo (milimetr6s). Se,ha medido un segment° de'reeta

con esa eseala y se ha obtenido 1.7 centimetros.

. (a) LCuil es la unidad de medician?

(b) La medida.es' (3.7 + ?) centimetros.
-

(c) 4Cuila ea el máximo error posible? 'Da el resultado en

centimetro6 y en milimetros.

Los cientificos midep con frecuencia eon la aproximacián de

1 de*centimetro. El maximo error posible para tea. unidad
100
es centimetros o milimetros.

0114 parte fracOonarla de la unidad usada es siempre e

miximo error pOsible de una medieiOn?

Paria.una placa de metal de 0.350 de pulgada de e4esor se

especifica una tolerancia de 0.0005 de pulgada. El espesor

permibible para la placa estarei entre pulgadas'y

pulgadas.

2 cYr-LI

-

'41



.7219-

Prec1si6n. cifras sieificativas
Considerd.A.s 'dos meaiciones, pulgadas *y' 14 pulgadas.

N.

>Tal como se usan ordinariatnente, estas Ynediciones no indican-que
unidad ale medici6n se ha usado. Supongamos que la unidad de la

5-2

1priraera me4ici6n es de pulgada, y que la unidad' de )(a segunda$
medici6n es 4.pulgada. Entonces decimos que la primera medici6n
es me:s precisa que la segunda, o que tiene mayor precisi6n. Observa
que l precision .de una medidiOn deriencle de .1a menor,unidad usada
en esa mediciOn. El mg.ximo efror posible ae la primera mediciOri

1 * 1 1es d -01% pulga:da, es decir, .T.E. de pulgada, y el de
segunda es de 7 ptilgacla, es de.cir, 4- de pulgada.- El miximo
error posible menor para la primera mediki6n que para la segunda.
Entonces, la más precisit de dos mediciones es la que se efecttia. con
la menor unidad, y para la cual el maxirno error posible es, por
consiguiente, el menor.

Para resumir: El rtlximo error posible de una1MediciOn es la
mitad de la menor unidad4de tedida empleada en la mediciOn. La

más precisa Oe'dos.mediciones es aquella para la cual el miximo
error posible -es el menor.

Por ejemblo, unaimediciOn con um escala métrica puede emplear
las divisiones (unidades) en centimetros y en mi'llmetros. Una
medlOicin de 37.6 centimetros hecha con la aproximaciOn de 0.1.
de centimetro (oN con la aproximaci6n de 1 milimetro) tiene un
mixirno error posible de .E( millmetro) 6 1 cm. ) 0.05 cm.
Esto indica que la longitud real esti entre (37.6 - 0.05) centi.-
metros y (37.6 + 0.'05). centimetrop. Indicamos estas limitacione's
escrpiendo 37.6 + 0.05. Esta es una manera coriveniente de dar
dos datos en uno, empleando eI simbolo .+

Es muy 'importante que las medicibnes se establezcan de manera
.que muestren claramente u precisiOn. Cuando usamos, el signo +.
no hay duda acerca de su significado. Otra manera* de indicar
claramente lo que querernos decir es hacer ciertos convenios sobre
la escritura de un ntime3;.o en forma decimalla forma que ocurre?
Inez erecuentemente en las mediciones cientefficas y tecnicas.
Cuando escribimps que al medirse una longitud se ha obtenido

. 17.62 pulgadas, entendemos que, la medicion se ha hecho con un
error no mayor que 0.005 . de pulgada. Entonces la medida 17.62

2?6
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es,correcta eon la aproximación de la segunda-Cifra decimal &la
r'`

dereeha del..tpunto decimal. .Eh la notael8n + -esto seria equi-

valente,a eseribir* '(17.62 + 0:005) pulgadas. 'Pon este convenio

cada uno delos cuatro digito de 17.62 sirve'l*ra un prop6sito

real, o es "significative.

&cmedidas coMo 14462, 3.1 y 0.29637 e entiende que -

todas las cinms son significativas. Pero en numerales como

..0.008 los tres ceros sirven solamente para fijar el_punto decimal.
#

Eh Vte,caso decims'solamente que 8 es una cifra signifieativa.

En el numeral 2.0080 los cuatro digitos (2, 04 0 y 8)

son cifras significativas.- Eh un nuMeral-como 0.0207 los dos

primeros ceros no son eifras 4ghificativas, pero el tercero

.lo es. Luego, 0:0207 -tiene tres'cifras signikicativas (2; 0

y ;7).

Cuando pacribimos 20960-pies.6 93,000,000 de millas no

está claro si,los ceros'son cifras significativas: Convendremos-

en que no son cifras Ognificativas, piles sirvan para fijar la

posicián del. panto decimal. - Entpnees 24960 pis-tiene tres.-

cifras significatiVas (2, 9 y' 6) en'su.medida. 'La medial*

es preeisa corila'aproximacia de 10 pies y eltmiximo error '

posible ea 5 pies.

-Cuandolveramos que algun s de los eeros,del final'de un

numeral como 280000 6-2,960 Bean significativos4 convendremos

en indicar el tiltimo eeiio que es Significativo. Entonees 20960

pies indica,una mediei6wcorrecta,con la aproximacián de up pie.

-La medida tiene-euatro eifras significativas (2.09, 6 y 0).

La medicion .93,000,090 portec?a con la aproximacion

de 100,000 millas. El mmmeral tiene tree 6ifras significativas
1

(9, 3: Y 0). .

PefiniciOn. Un digitd enun numeral decimal es Una "cifra

significativa" s/ sirve para otros prop6sitos que no bean

simplemente punto decimal.

Algunos otros ejempAos son lo.s siguientes:

Numeral gifras significatiyas em.orden)

390060 3 9, 0, *15

73.40 7, 3, A, 0 .

692 61 9, 21,
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0.00523 ' 5 2, 3

8.0057 8, 0, 0, 5, 7

5-2

En, 39;060, -el t9 que esta. entrd 9 y 6 essignificativo,.

pero el otro 0 no lo es, pues sirve simplemente paraslocalizar

el punto decimal (sobrentendido). En el numeral 73.40, el 0, es

significativo, 'pues no Se ha eScrito exclusiVamente para localizar

el punto decimal. Eh 0.00523, t8dos-los,ceros,se.emplean para

localizar elspunto decimal. EntendeMos que el cero del extremo

izquierdo hasta.se puede omitir, ,y si se escribe es soiamente para

mayor claridad'en la indicaCi6n del punto decimal y en la-Iectura

'del mimero.

'Convenimos.en que cuanqo se escribe un !ilimero en notaci6n

cientfica, todo los digitos del primer factor son significAtivos;

entonces,

731000 ples . Z.3 x i04 pies

73,000 pies . 7.30.x 104.0es

73,000 pies . 7.3000'x 104 pies

Tambi6n la, mediciOn 2.99776 x 101° cm./seg., para la velodidad

tde la Iliz,,tiene 6 cifras slgnificailvas; la medici6n 2.57 x 10 9'

centImetros Para el radio del '6.tomo,de hidr6geno tiene, difras

significativas; la medicicin para la deuda nacional en. 1957,

2.8 X 1011 dálares tiene 2 dIgitos significatiVo; 4.800 x 108

tiene 4 cifras significativas. Eh el atimo caso los dos

.61timos ceros son significativos. Si no.lo fuesen, miter°

deberfa escribirse corm 4.8 x 108. Una.de las principales.venta-

las dee la notaci6n cientffica es,precisamente la posibilidad de

indicar las cifras significaivas.

Ejercicios 5-2

. Suponte 'que'midee un segmento con la aproximaciOn de una den-
Al

tdsima de pulgada. Oug.l de las siguientes expresiones repre-

sentari mejor la medici6n

3.2 plg.;, 3.20 pig. . 3.200 plg.

2. Suponte que mides con la 'aproxlmaci6n de una décima de pulgada.

Ouil de las siguientes expresiones puedes usar para dar tu

resultado?

4 plg. .4.0 plg. 4.00 plg. (4.0 + 6.05) plg.

2 ?
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3. Indi6a qu6'medieiem. de eada par es mis precisa:

&.2 Pies; (4 14e.13-

(b) 0. 6[3 5 ± 0.05) pies

(0.0.235
01.141 'es tia edad cqn la aproximación de unItflo? Es

-la edadque tienes en tu cumpIeelbs mit; próximo, dada con

un nximere redon0;de a1os. Los ,aluamos que responden '!13

deben tenei, entre 'y -I34-anos de'edad.,

,(a) Indica el valor (Wposición'de:1a cifra signifir

ca:tiva para caga una de,las medieioneS que se dap-a

continuación:

(1) 52,700 pies PO 52.7 pies

5:270 pies (5) 0.5270 pie

() 52,11Dies (6) 527.0 pies

(b) Indica el iximo error pasible de las mediciones en (a).

(a) 01161 de las mediciones del pftblema 5- es Laniós

pregisa?

(b) Ou471 es la menos pre'cisa?

(a) *olay alen par de mediciones que tienen la misma

precisi4n?

,librayando un eero, muestra la precisián\çlp las siguientes

mediciones:

(a) 4,200 pies, medidos con la aproximaci de un pie.

(b) 23,000 minas, medidas con la aproximaci6n ae un cen-

* tenar de inillas. .

(c) 48,000,000 de 'personas, contadas con la aproximacián de

una decena de millar.

ei ntimer8 de cifras significativas de eada med1ci6n.-

(a) 520, pies (e) 25;800 Pies

,(b) 32.46 pig. " 0.0015 p1g..

,(c) 0.002 pig. (g) 38.90 pies

(d) 403.6 pies -(h) 0.0603 pig. .

Opantas cifras:significativas hay pn cada uno de los

siguientes numerales?'

(a) 4.700 x 105 (d) ,6.70 x 104

(b) 4.700 x 104 (e) 4.7000 x 10

(c) '4.7 X 1015 (f) 2.8 x 109
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5-3. -Error relativo, exact1ii16 2: porcelyta.je de error.

Aunque dqa mediciones se pu4den Ofectuar con lalifisma preci-

sión.(es decir, con la Tisma unidad de. medida),,y por consiguiente

con el las= mg4mo error posible, este error es lugs iMportante

en algunos caaos que en otros. -.Un error de. 2. pulgada'al medir tu.

estatura 'no serfa muy notable, pero un'error"de pulgada al medir,

la longitud de la nariz.seria muy notable. Podemos obtener una

medida de la importancia del.mAximo eavor posible comparandolo con

la.medUiOn. Considera las sigUientes mediciones y Aus'errores

miximos posiblest

4 plag. + 0.5 "plg. 58 plg. + 0.5 plg,

Como se han efectuado akbas mediciones con la aproximaciOn de:una

pulgada, ef Maximo error posible es,en calla caso 0.5 de pulgada..:,
.

,Si dividimos la medida del miximo error posible'por el nximero de
4

unidades dela mediciOn, ob.6ngmos los resultados que se indican

,mtis abajo. .0bserva que las medidai son niimers, iliero las Medi-

clones no. latilizaremos la pa.34abra "medida" pa.ra referirnos al

numero de unAades 'de una med1c16n.)

4

V.510 ,t1 0.0086

Los cccientes 0.125 y 0.0086 se llaman errores relativos.

Se depme del error relativo de una medicián como el cociente de:la

medida del maximo error posible por la medda.

Error'relativo,-
jmedida del miximo errcir posible

la medida

El porcentaje de error es el error relativo expresado como

porcentaje. En los dos ejemplos anteriores, los errores relativbs

expresados como porcentajes son 12.5% y 0.86%. Cuando se escri-
.,

ben de esta manera se les llama porcentajes de error.'

La media& con un error relati/o de 0.0086 (0.86%) es mAs

exicta clue la medición con un error relativo.de 0.125 (12.5%). j.

Poi definfti6n una medicicin con menor error relative se dice que

es más exacta que una con mayor err9r relativo.

Los terminos exactitild y precisi6n se emplean en el trabajo

!
industrial y-cientifico'con significado muy particular, aun cuando

A
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con frecuencla sesles usa sin cuidado y. en la vida digrie, son p

sinónimos. La precisi&I'depende del tamaflo de la pnidad de me-

y es el doble del maximo errorpopible,mientrasAue'la
4

exactitud es él error relativo o porcentaje de error. Por ejem-.

plc), 12.5 libras y 360.7 libras son ,mediciofies igualmente pre-

eisas, es decir, precisas en menos de 0.1 'de llbra. (El maxtmo

error posible en este caso es 0..05 de libra.) Sin embargO, las

. dos mediciones no tienen la mismi exactitud. La segunda medici6n

es mis exeltal com.puedes verificarlp calculando en,cada caso

los errores relativos y cpiparándolos.

Un astreinomo., por ejemplo, a1 medir la distancia a una.13ala-

xia puede ficilménte cometer un error de un trillón de millas

(i,000,000,000,000$mi.) y con todo ser mucho mis exacto que un

mecinico que mide el diAmetro de un eje de acero coil la aproxi-

mación de 0.001 de pulgada.

'Por otra.part, una medicion dada como 3.5 pulgadas y ()tray

como 3.5 pies sonctigualmente eXactas, pero la pripera medicicin

es probableMente mis precisa. aor qu.0

Suponte que tenemos dos mediciones de una misma cantidad,

por ejemplo 3.5 pulgadas y 3.500 pulgadas. En la primera medida

hay dos eifras significativas y en,la segunda cuatro. /Au6 nos

dice el nAmero de cifras significativas de la medidalrespeeto de

la exActitud (error,relativo) de la medicicin? Es claro que cuantc)
1

mayor sea el niimero d cifras sipificativas de una medida, mayor

es la exactitud de esa medida. Para ilustrarlo, escribamos lo '

siguiente:

3.5 rag.

Los dlfras significativas

(3, 5)

Error i'eIatlxo =

6
. 5

ExActitud = 0.01

Precisión . 0.1 pig.

Trata ae efectuar una cpmparacidn analoga para las dos

mediciones 931000,000.'de r411.ásy (003 A0.005) de pulgada.

`

3.500 plg.

Cuatro cifras significativas.

(3, 01 C11640605
Error 1,,,,lativ9 3.500

6

ExActitud ..-... 0.0001

Preeisicin . 0.001 plg.

4
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.93,000,000 n4.
iYos cif"ras pignificativa:s

N.s

(9, '3)

Error relativo

6

Bxactitud 0.005

Precisicin'= 1,000,000 mi.

00000
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(0.03 + 0.005) plg.

Una ci ra significativa

,(3)

Error relativo

6

Exactitud ?%, 0.2

Precisión = 0.01.p1g.

0.00

5-3

Eiercialos 5-3

En todos tus cilculos expresa la r'spuesta de manera que eon-

tengadas.4ifras siklificativas.

1. Indica ellniximo error posible para cada una de las diguientes

médicionesi

(a) (52 +,0.1p) pies (e) 7.03 pcg.

(b): (4.1 + 0.05) plg. `(f) 0.006 pie

(a) 2,586 mi. (g) 5t4 x 104 nil.

(d) 360 pies (h) 541.000 mi.'

Halla el error reIativo de cada una de.las mediciones.del

prq:biema 1.

paila el maximo err
cada una de, las al

pOsible y el porcentaje de,error para.

ntes mediaanes:
i

(a) (9.3 + 0.05) p (a) 9.30 x 102 ,pies
.

(b) .0.093 pie (d) '9.30 x 104 pies

6Qu4 obsiiervas'en las r?spusta'a del Problema 3? 4Puedes ex-

Wear pox qu6 los porceritajes de error son los mismos para

todas eitaspedicionet? .

Ha lla la pz;ecisi6n .cle las siguientes mediciones:

'(a) 26.3 pies .

04 0.263 pie .

.(a) 2,630 pies'

(d) 51.1000 'ad=

(e), 5.1 pies

(f) 0.051 ki.g.

Ouintas cifras-significativas hay en cada Una de las

siguientes'mediciones?

(a): 52.1 plg.-

(b) 52.10 plg.

Halla el error relAtivo

problema 6.

(a) 3.68 plg.

,(d) 368.04p1g.

e cada una de las mediciones del
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4.
.

Enitus respue.stas a los problemas 6 y 7, ores algima re14*-

ai6n entre ei rnItnero de cifras significativas . de un4 medida

y 'el error relativo de la medial4n? .49ual es la ro acián
que hay ,entre el niimero.te ,cifras,significativas una

medid t. y la xastitud de la niedial6n?
,

9. Sin efectuar roe cilculos jzledes_decIT cue.1 de las medi-
clones sigUleMes -es fats exacta? LCual es la 'merios exacta?

23.6 pig1, 0. Q43 pig., 7,8,12 pig., 0.2 pig.

1 , Disp64, seglin el orden creciente de su 'precision, las siguien-

tes medicioneb:

,ri 11N 1

(4) k v)- 7 +1-) plg. (32B- ± pig.,
3

, 10672 + -T)_ pig.. ,.., (22.'25 +-9.125) pig.

( ) 4 62 pig.; 3,041 pig., 3 pig., 82.4 'pLg.,
4.-.

0.3762 pig,,, .
.

Disp6n, segdn el orden creciente de .su itig.ciltud,,las siguien-
4 .,,. ;tee med14one-s:.

2

,

1(6, + .z). pies, + 0.005) pig: , (7: ± 0.05), mi. ,
l

+ plg.; 3 Yd. (4.+ 1-) pig.

12. Cuenta el ni.itOro .de cifras significa ivas de cada una de las

0

siguientes.medidas: , . .

(a) 43.26 (e), 0.6070 4*(i) 76,000
(..b) 111607

zo t

(f).. 0.003Q (i) 431900

(0 .32.044. (g) 4,0030 *(k) 0:6136

(d) 0.0062 (h) 0.03624 (1) tgoos0000lt
xpresa en noiacidn cientifiba las siguientes medidas:-

.(a) 463,000,060 (d) 32;004 (g) 36.8 x 10 .
,

(b)- 327.,000 (e) ,?. , . (h) 0.80 x 10,7
(4) .1 9. 00046? ' (f)' 0,0000400 (i) 72 biliones

14.' AsPole yista, dispOn loe mimeros clue siguen seglin el orden
.:

,cvecienie de sus magnitudes, sEsci.ibe*sol'amente las letras.
, _

(a) 3.6 x 105 (e) 3 . 5 x 10 12
Nta'b) 3.5-x 101' (f) 4.1 x 106

(c) 4 x,10-6 (g) 3.527 x
(d) 3.527 x 108 (h) 3,55 x 108. ...

0 233
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(i) 3.'4 x.10 7 (j) 3.39 x 10-8*

15. PROBLEMA DIFICIL. Un mecinico mide l4 cabeza de un pist6n de

13spkIlgadas con la aproximacion de 0.0001 de pulgada mien-

trassque un astr6nomo mide mediante el paralaje, la distancia

al Can Mayor (lo estrella Sirlo) con la aproximación,de
0

.10,000,000_

de luz (1 afto-de luz*= 6 x-1012 minas). .1,Que medici6h es

más, exadta?

5-4. Ad1c16nisustraccion de medidas

Como las:medicionei ,jamis son exactas, la respUesta a to&

problema clue dependa.de tales mediciones es tambien apioximada.

Por ejemplo, suponte'que has 'medido el largo de una 'habitacion

haciendo dos marcaO sobre ia pared y llamandolaS ,A y, B, y que

luego.has medido las'diStancias de Una esquina a A de A a.. B,

y de B a la otra esquina. Las mediciones COMO ésta, cuy.as medi-
.

das.deben sumarse, han de hacerse con la misma precis16n. Suponte
1 2 3

que fas mediclones son pulgadas, 40T pulgadas y 22T pulgados,

bechas con una aproximaci6n de un cuarto de pulgada. sumas las
2 2

medidas, obtienes 135T. Por consiguiente, la medicion es 135T.

pulgadas. Por supuekto, las Astancias podrian haber sidikmas

cortas en dada caso, pues las medidas podriah haber sido tan pe-

.
quedas como- 72.1; 40 y 24pulgadas, y en este.caso la dis-

t/

5u'tancia serla casi de 13 pulgadas, que es tres o ldtavos de pu-
2 0 4

k gada menor 'que 1354- Pagadas. De la misma manera, dada distancia

podria haber sido cosi un octavo deppulgada más larga, caso en el

dual la longitud total' podria haber sido casi tres octavos de pul-

gada más larga que 134 pulgadas.. El miximo error posiblesde una

suma es la suma de les miximos errores posibl,es. Si sumaramos las

medidas, 37.6, 3.5 y 178.60 el máximq error posible de la suma

seria 0.05 -1-0.05 0.05, es decir, 0.15. El resultado de estit

adición se daria como 219.7 0.15.

a

1,

2 c)1
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Lop cAlculos referentesAmedidas som muy importantes en el

:mundo actual..: Se han establecido muchas reglas quedan la exac-
.

.titud p precisi6n de los resultadoS'obtepidos mediante calculos

con medipas aproxim4das: El gran numero de regAs, s4.n embargo,

podrfa auMentaraa confusián y jamis reemplazaria a los conoci-
--=. -mientos bisicos sobre-los-da-tosaproxiMadat-:Si se comprende el

significado de Miximo error posible y de error relativo,: se puede

hallar la precisi6n y exactitud resultados de los cilculba

*

error probable de una.suma; teniendo en cuenta la nanera camo se

cancelar4n_los errares pntre sf, necesitamos emplear algunas

ideas de probabilidad.que todavla no tenemos a mano.)

mediante el'sentido cormin. . El sentido'comtin nos dice que I.

pperar con un gran ntimero de mediciones, los errores se canceiarein

entre sl, dentrd de ciertos I/mites.

Prineipid general: La suma o diferencia de medillas no puede

ser mis precisa que la menos precisa de las medidas.de Ios datos.

Por consiguientel para 'aumar o restar nximeros aproximados,redon-
ct

ddalos primero a la aproximaciOn del menas preciso y luega efectda
la operacion.

Como hemos visto, el mgxlmo error.posible dunasuma (o

diferencia)Ae varias medidas es la sumi de los m4ximos errores

.posibles de,las medidas que se suman (o restan). (Para estimar el

Ejercicios 5-4

Balla 41 miximo error posible pare la suma de las mediciones

de cada'uno.dt los conjuntos que siguen. .(Cuando se da una

medial& pol.to 5, pulgadas, debes stpaner que la unidad de me-

slida ha sido 4%pulgada, y de manera angloga I;ara las otras

fracciones.)

(a) 4 pig., 6Lif plg., plg.

(b) 34. plg., plg., 3 plgu

(c) 4:2 plg., 5.03 plg.

(d) 42.5 plg., 36.0 plg., 49.8 plg.
t*
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(e) 0.0011 pig, , 2.1. pig. , 6.135 pig.
3(f) 24. plg. plg.

Suma las siguientes.medidas:
-( a) 42 36, 578.10 73.4,- 37:285, 0.62

a'

OT

(c) 94,61 0.345, 713.06, 35.27
Resta las siguientes medidas:
(a) 7.3 6.28
(b) 0.73
(c) 5,430 647.

575. ,Multiplicaoidn divisi6n de medidas
sabes que el ntimero de unidades del area de unrectangu3.o

se halla multiplicand° el rainier° de unidides de longitud de su
largo por el rplinero de las mismas unidades de su an o Suponte.
(flue Tais dimensiones de u*n,r9ottingulo son 30 pylgad s y 20 pulga-
das. Como se hanmedido con la api,oximacián de una: ulgada, la6
medidas se ptlederk escribir como . (30 + 0.5) y (20 + 5) Esto
significa que, el laizgo Tninimo puede ser hasta de; 29.5 ,,ulgadas y

anoho mfnilno haste de 19.5 pulgadas. El largo no pt! de ser
mayor que 30.5 pulgadas ni.el anpho mayor que 20.5 pulg dais.

20 pulgadis

FAIPAIIIIPArdirAFAUFAIFIVAPAIFIFIPAPAIr AP5
ar.arAIAMPAWAVAFIFAIFIFATAFAWIAPFAMPAir

F0
00
00
00
00
00
00
gi

$0 pul adas

G

RN.
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Mira la figura de la página anterior para rr-lo que esto

signifiea. Las lineas exteriorlis puestran calmo serfa eltreetin->

gulo si sus dimensiones fueran las ma's largas posibles. Las

limas interiores muestran cOmo serfa si su lArgo y su ancho
`

--Neran los minimos'---pers4t3et. zona sombreada muestra la dife-.

reficia que hay.entre las areas maxima y minima posibles corres-

pondi4ntes a las mediciones dadas.

Veamos cuAles son las

son 20 ples por 30 pies.

(20 - 0.5) pies por (30 -

(20 + 0.5) 'plies.por (30 A-

Minima area posibl,e'

(20 - 0.5) x (30 - 0.5)
pies cuadrados.

6

(66p' - 10 - 15 + 0.25)
pdes cuadrados

575.25 pies cuadradds

vi

diferencias. Las dimensiones dadas

Las dimensiones mfnitas posibles son

0.5) pi-es y las miximas posibles-son

0.5) pies.

Area dada

ZO pies x 30-
pies

. Maxima area' posibIe

(20 + 0.5) x (30 .+0.5) 1.
pies .cUadrados

6

6 (606 10 + 15 + 0.25)
pies ouadrados'

600 Pliek'
,cuadrados

.6

'625.25 pies cUadrados

. Entonees, hay una diferencia de t625.25 - 575.25),, es decir

60 pies euadrados, en 1o5 dos eilrores-pOsibleS. El area calculada

-de 20 x 30 pies cuadrads, es*decir, 600 pies cuadradoS, tiene

'unos 25 pies cuadrados f1a s'que el' Area minima posible y unos 25

pies cuadradostenos que el 4rea maxima- posible.

Por. coi44ente, si deseamqs ser cuidadosos conAnuestros

enunciados uO8 kclarar lo que queremos decir cuando:expresamos

.que el area del rectangulp es 600 pAes cuadrados. Como hethos

visto, esta respuesta no es correcta con la aproximaci6n de 1 pie

cuadrado, pero,es correeta menos de 100 pies cuadrados. Si

queremos indicar la situaci6n del mejor medo'posiblp, debemos es-

cribir el Area eomo (600 + 25) pies cuadrados. Oiemos redondeado

el Area maxima posible 625.25 .a 625 pies cuadrados. 0 quiza

Prefieras escribir 57.25 pies cd.,.:cel Area K 625.25 pies ed.)

Si escriblmos el Area como 600 pies cuadrados, debemos'interpre-
.

'tar el numeral eomo si tuviera una cifra significativa. Esto *

'quiere decir que el area eita dada dentro de Ian margen de 100
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pies auadrados, y,por consiguiente, esti entre

y .650 pies cuadrados.4-.E4o e's correcto, pero

ee mejdr qUe nuestra respuesta 1600 +.25 pies

5-5

550 pies cuadrados

como resultado no.

cuadrados).

Es reallente imposibls dar una rekla satistatoria para la

multiplicaci6n de ATIdidEl.s aproximadas en 'forma decimal o fraacio-

naria. Sin embargo, cuando se expresan loptodatos en forma decimal,

se puede sugerir gross° modo como obtener un producto satisfactorio.

El ntimero deNcifras significativas en el producto de dos nlimeros no

esinayor'lue,e1 nAlmero de cifras sielificativas dei factor menos

exacto.

Observa que esto dice que el ntimero de cifras significativas

no es mayor que el nUmero e cifras significativas del'factormenos.

exacto: 6sto no asegura-que habri exactamente esp mismo nximero de-
.,

.cifras.

Como ilustracicin de'este principio, considera'el-siguiente

problema: &Cue.l es el Area de un rectingulo cuyos lados miden

10.4 centimetros y 4.7 centimetrop?'

Para hailar 61 area podrlamos multiplicar 10.4 centimetros

fbor 4. centimetros para obtener 48.88 aentiMetros -puadrados.,,En

10.4. 'hay tres cifras/rignificatilOes'mientras que en' 4,7 solamente

hay dos. Enconsecuencia, el producto no pupde tener mis Ae doe

cifras significativas y por eso redondeamos el area a 49 centi-,

Anetros cuadrados. Resulta que el area ap4pximadadel,,rectingulo es
,. / 0.

49-centimetros cuadrados. .

Si queremos hallar una'estimaciOn mejor del error posible,
, .

debemos empleai- nuevamente el esquema " + ". Como

(10.4 + 0.05)(4.7 + 0.05) . 48.88 + 0.52 + 0.235 0.0025

.'49.6375

(10.4 - 0.05)(4.7 - 0.05) . 48.88 - 0.52 - 0.235 + 0.0025

- = 48,1275.
.

vemos que -48.1 cm.
2 < el Area gpei rectingulo < 49.7,cm.2 ,Si

Usamos solamentedos-ciirds-significativas, vemos que irea'esti

entre 48 y'.50 centimetros-cuadrados. Entonces (49 + 1 centi-

. metros cuadrados es una buena respuesta.

Podrias preguntar por qu6'no'redondeamos a 10 -el numePal

238



5-5 :232-

10.4 y trabajamos con sdlo dos oifras significativas en cada
,

factor., Evqtances tendr1amos-

19 x 4.7 cm. 2 ,47 am. 2

para el Area, Io cualvemos que'no -es c9rreoto con dos cifraa

significativas.

Por,esta-razán, cuando' se mul'qiplican dos factores que no..

tienen el mismD nlimero de cifras significativas1 es costumbre

-oonvenir en lo siguiente:

Stun de los dos factores contiene máscifras eignifica-

tivas ue 1 otro, redonde' eI'factorlque iiene mAs cifras

sij ifi ivah de, manera ,que co a solamente Una cifra

signif cativa otto f ofor.

Suponte que queremos ha11a la Tongitud de una 'ciraunferencia

cuyo diAmetro d es igual.a 5.1 mi. La lOngitud de fa airO'un.-:

erencia es C = rd, Am6 valor je.emos tomar'para r? Camo el

diAmetro. 5.1 se.,da-con dos oifras significativas, tamamos tres

cifras significativas:para r; es decit, lr'= 3.14. Entondes

C = ir At 3.14 x 5. 1 = 16.014' .

que re4dondeamos a .16, pues en el producto no delien aparecer mis

de -dos cifras significativas. .EntonOes,

C .--, 16 mm.
,

Si estuvidramos tratandp con una circunferencia muy grande,

cuyo diAmetro d midiera 1,012 pulgadas, entonces deberfamos

tamar r = 3.1416. y redondear el rvsultado de la muitipli*acidn'

C = (3.71416)(1,012) a cuatro cifras significativas.

La división se define ppr medio de la multiplicaciOn. Por

consiguiente,,es razonable seguir el procedimiento usado para la

multiplicaci6n al dividir niimeros aproximados.

Cuando una mu1tiq.icapi6n o una división indicada tiene un

ritimero exacto, como :2 en la fOrmula de la longitud de la circun-

ferencia (C = 2-up), el pimero aproximado determina el nlimero de

cifras signiticativaa de la tespuesta. No consideramos el ntimero

exacto en la determinaci6n de las cifras signifieativas 'de la

respuesta. Ui nlimero exacto es un ntimero que no se obtiepe

midiendo.
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'Ejercicios 5-5

Suponte que'un, rectingulo tiene 2_27pulgadaP-4e.larAtLyA

,pulgaaas de ancho.,,.Baz un dibujo del. rectangulo. Indica

pl-largo:tiene (24-44 pulgadas'y,el-andho

+ :4!),puIgadas. Ilmego halla la'mayor y la MenOr de las

areas posibles, calculapdo su"diferencia o'parte, intierta.'

Despuda halla el Area-con las dimensiones medidas, y da la

respuesta con la aproximaci6n .4e ypulgada-diladrada.

Multiplica los siguientes'nAmeros aproximadOs:

(a) 4.1 x 36.9

_ '41-673

(0) 3 76 x' 2.9 x 1o4) ,

Divicie los siguienes nlimeros aprokimaaos:

(a) 3632 + 0.83

(b) o.N0344 6.o0030.1

0 (c) (3.14 x 106). 8.006

Halla el irealde bn campo rectangular 'que,tiehe 835.5 varas

largas de largo y 305 varas largas de anch?.

La longitud de una circunferencia.se da por la fórmula q

en que d es el diametrotde- la tircunferencia. St.se da r

domo 3.1445930 halla las longitudes de las circunferencias

cuyos diametros tienen las siguientes mepidas:

(a) 3.5 pig.,

(D) 46.36 pies

(c) 6mi.

:Una miquina estampa'spiezas,cuyo peso indiviaual e& 0.625

libras. LCuinto pesan 75 de esas piezas?'

Suponiendo que el agua pesa 62.5 librav,por pie adbicp0 Lou&

es,el volumen de- 16i0 libras?

Hay,muchas reglas aproximadas para .calcularTcon datos aproxi-

-mados, pero se lap debe usar con mucho cuidadó0 pues no,sirven_para

todos los casos. Las maquinas calculadorap de gran veIocidad, que

suman o multiplican miles de niimeros por segundo, deben tener

reglas especiales aplicables a los datos que se les proponen. En

tales miquinas, los errores provenienteP del redondeo de niimeros
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se suman o deihpareoen de una manera muy al-Ian de prever.. te

'beo.hol la nteoria ds errores" tal como se aplicasa las calouladoras

es aotualmente un campo maw activO de investigapi6n'ixra los nukte-

maticoe.

71P

211

114

,

41

1



Capftulo 6

-1\WMEROS )4EALES

Revisiem de los nAlmeros rationales

En tus estudios de matemiticas has empleado varios aistemas

de.nlimeroa. Emi3ezaste'con los nlimeros naturalea, de los cUales

quiza sables 'mucho aim antes de camenzar el priMer grado,de_la-1

que sus dife-

rencias respetto de los otios sistemas de ntimeras fAcilmentePasan

inaavertidas. Considera las siguientes preguntas:

-(a) Elige'un numero natural particular. -40u6i ea el nlimero

natural Más pequefto que le sigue?' .4Y el más grande'quele-sigue?

Si n representa un nmero natUraI, 4c6mo ze representa el nlimero

natural,siguiente más pequO0 '4Y el siguiente más grancie?

4Hay alvin nlimero natural que'no se pueda emplear para

reemplazax0an en ,tu respuesta a Ia Pregunta (a)? 4Por qué?

(0) alay un niimero natural minimo? Y uno mixtmo? Si ds

as/1 &miles son?

.(d) 4Es el.conjunto de Las admeros naturalesCerrado respeato'

de la 'NB

(1) adición?

-(2) '-austraccion?

(3) multiplicaci6n?

(4), división?

(e) 4Cuanto's raimeros naturales hay entre '8 'y 11? 4Y entre

31Q02 y 4,002? 4Y-entre i68 y 169? Eados dos admeros'natu-
,

rales, 4hay siempre otro nlimero natural entre ellos?

' En eI Capftulo 1 has estudiado los nximeros racionales posi-

s; tivos y negativos. El Conjunto,de los enteros contiene al conjunto

de eos nlimeros naturales(ilamados enteros.positivos). Para cada,

e ero positiv6 a, hay un raimero opuezto -a. Los opuestos de los

enteros,po.sitivos se liaman entei:os' negativos. Si a .es un ntimero,

natural, entpnces. (-a), = 0. 4Qu4 nlimero entero no ea positivot

ni negatiVo?

El conjpnto de-los*en eroa es%4 contenid6 en otro conjunto de

miteros que'hemos llamado 1 conjuntosde los ntimères racionales.

a
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Como sabes, el conjunto de los enteros se-emplea con varios fines;

pqr,e/emplo, para indipar la' poblaciOn.de un palsyel ndMero de

dOlares que times, ef.ndmero de vdraces de un triangulo, 'etd,
.

Los enteros soloa no baatan p[tra muchos otros'finesl.especial-
.

.mente para la medición. Si tuvidramoslue usar soIamente lop"

_

enteros para medir, habrfamos tenido que inventar nombres para

las,subdivisiones de p). unidad. En cierta forma lo hemos hecho

asf; en lugar de decir 4 pies, decimos algunas meces 5 pies

4 pulgadas. Pero no empleamos una palabra diferente para una

subdivisiOn de puIgada En vez de ello, decimos 7 pulgadas'O

7.25 pulgadas, empleando ndmeros racionales que no'son enteros.

Si ttiviéramos solamente ndmeros enteros, jamils podrfamos decir
13s cuartillos, 6 2.3 milIas, 6 0.001 de pulgada.

Recuerda iue un ndmero,racional puede ser designado con el

sfmbolo de fracciOn 'P. donde p q son enteroa, y q 1 0.'
*A,

: Ael como hay un entero negativo qe corresponde a cada

entero positivo (o ndmero natural), hay un ndmero racional nega-

tivo que corresponde a cada ndmero racional positivo.

Ya debes estar familiarizado con las propiedades fuhdamen-

tales de los ndmeros xacionales, que resumiremos,asf:

Clausura: Si a ;E: b son ntimeros racionales, entonces

a +-b es un ndmero racional, a - ;1) (mas-comdnmente escrito ab)

es un ndmero racional, a b' es un ndmero racional'y f es un

4Amerp racfonal si b /0:

Coilmutatividad: Si a x b son ndmeros racionaless.

ntonces b . b.+ a, a, b .'b a, ,(ab = ba).'

Asociatividad: Si a, b ']t c son ndmeros racionales,

entonces a.+ (b + c)'. (a + b) + C1,:x a(bc) = (ab)c.

Elementos neutralea: Hay un'ndmero racional.cero taI que

si .a es un ndmero raci nal, entoncea a + 0 . a. Hay un

ndmero racional. 1 tal ue a - 1 . a.

Distributividad: Si a, -b c son. ndmeios,raCiOnaie,

4ntonces a(b + c) =ab + ac. S.

. Inverso aditivo: Si a es un ndmero rational, entonces

hay un ndmero ra,.cional -a tal que a + a) . 0.

2
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.
Inver's° multiplitativo: Si a es un ntimero rao onalm

a / 0,. entonees exist.p un nximero racional 'b tai que ab = 1.

Orde12.aci-ont Si a. 21,s b soft nimeros racionales diferentess
8

entonoes o bien 4a >b, o bien a < b.

EjereicioS de ciase 6-1

1. alay un.entero negativo, minimo?. a uno méximo?-

Si. i representa un entero negativos 4e6mo se representa el

aig4ente grande? gY,,s1 siguiente mg.s,p?queng?
N

conjunto de los enteros negativos .ceilrado respect° de

la

(a). sad,i.eiin? (c) mu1tiplicaci6n?

(b) Bustracci6n? (d) divisicin?

Expresa'eada uno de los siguientes numerales en ls2-forta

o -(2) donde lp z q ,..son-plImeros naturales.q

)

6

de,las propiedadeS cle los nlimeros rationales se pone de
i

,manifiesto 'eh cada uno dellos enunciados,siguientes?!
(a) +

un ntimero racionll

(e) ( -13.) I -(.)

(d) (i ) = (4- + (21- -i7c0

(e). 1 : -7()

(-4 iF .145.) ;

(g) y /23-) es tan ntimero racio.nal.
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6. .,Leuil es el inverso aditivo de -(i)?
- 7 '7. &Cue es el inverso multiplicativo de (10?

8. 4C6mo se sUele.11amar tambi6nial ninverso

9. Si i.., o -$0 es el- nombre mEts bimple para un ndmero racional

enterox 4q1,10 ndmero debe ser q?

10. LCcimo puedes saber que dos fracciones representan al mismo

'ndmero,racional?'

iAlud otros tres nombres hay para el ndmero vacional i4

p.

Va.

,
Ejereicios 6-1

Indica aug.1 de la-s propiedades de los nlimeros racionales pone

'de manifiesto cada uno de-los enunciOos siguientes:

(a) + 5 1
1

y T2- es,.un ndmero

(b) +

(c) =

(d) -(i.) 74)
(e) * + = ( + *

(t) = ) *

(g) -14 4. (1375 + *-76) (14 + 13-6) --176

es un ndmero racional.,

Expresa cada uno de los numerales que siguen en la forma

II. o -(2) 2 donde p z q son.tdmaros naturalez.q

(d) -0.35

(e) 10

(f) 17.03

forma-fracc1bharia-mas-4mple-'cada--uno,de.-Ios--,-

numeraleb siguientes:
4

(a) g
4

(b) lo

(q) -0.62



LCuitl es el inverso aditivo de Qada uno- de los siguienteD

ngleros?
N.

(a) -28
a.

(b) 756

*(e)

7(d) -(14-6).

Compreta espte enunciado:- -"La expresic5n mg.s simple para un

ndmerot4racionaI eicrito en la forma es aquella'en.lila cual
a b no tienen ningtin factor corildn, :exe,epto

no

tnsntimero 'racional' queno tiene inverso multiplicativo es\e1

ntimero. cuando p es
q

Escribe ordenadamente -los mimeros. racionales que siguei.

Coloca el maybr al final.

4 3

Halla la media 'de los dos ntimerow.racionales -8 y +4.

qiempre pos-hle calmilar la media de dos enteros c191manera

que el resultado s.?a un entero? Explica tu respues

10: Multialca por 10 cada uno de los siguientes ntimeros:

la) .0. 3?33
(b) 0.090909

16.3i2.12

11. Multiplica por 100 cada, mimero del problema 10.

12. Multiplica por 1,000 cada raimero del probl4ma .10.

(d) 0.142142

( e ) 13.46333

,(f) 846.4646

6-2. Densidad de los ntimeros racionales

Una deas observaciones que bas hecho sobre los ents-s' es
la -siguiente: todo entero está precedido por un.determdo entero

El entero que precede a es T9,jl .

ent.evo que sigue a 1,005 es 1,006. Con otra

es un entero, entonces'ssu predecesor.es (n

0.*

.2

palabras, si n

y su sucesor ep
a



Sobre la meta nuMé4Aeesto aignia-qxife hAy vaaos entre.
.

los puntos que corrO§Lionden a .19.6 ,en'teros:. ,

tr
-.Ahora considera taps los nalmeros'racidnales y

Figura 6.4iir

de la recta iukdrica'que les corresponden: Tales puntos se

llaniax puntos_rAcibpales.. SobA.laliectaLnumérica queshallaris,

a eantinuacián se.muestran los ipuntos racionales entre 73' y 4,

ddtignados por lasfracCidftes con den'omitiadores .2;30.4 y 6.

....' Ejercieio6 6-241,.
t , ,

Dibujai..una/recta. numdrica anAloga 'a la de la figura 6-2a.
t

Maroa los puntos que' cdrresponden A estos nlimeros:

,

4)p . 4;) 41 -46 ; 4 * ; (4.) P . 3; ..4-; ; i.

t

Sobre la recta timérica que dibujaste en el problem& 1, halla'

los puntps.que correoponen a estos ndmeros:

-(1)/ ( )/ .17), -(1 )1 11.1

1

11%

2 3

44Eran algunos delos puntos de los problemas 1 Y', 2' el tismo
. 0 ,

ptnto? Si ps asl, 'LcuAles eran?

-Supont que ya tienes localiZados.los,puntos cOrrespondientés

racionales representados pOrifraociones Con deno-

-. minadores 2, 3, 4,15 y"st. Lpego localizas,los'puntos

reprsentadob por-fraccionea con Aenominadcir 7; 4Cuantos"

-nmelrop,puntos,(que win no hayan.sido marcados) habri para

:los sdptimos.entre los,puntos que. corresponden a1os enterps
. _

1' y 2? Y entre los 4Duntes que cartesrden a. y 4?

.
24"



'Localize Iuego'los puntos correspondiente'v a la fractiones
1 a

con' denolninador 8. Cueintas nueyos puntos habra entre loS

;correSpondientes a dow enteros- consecutivos.?1

4-Considera.todos. los:Vuntos racipnales entre 0 y 1 que

represapten fracci9nes.con denominadores de 1 a 8: inclusive.'

Tales puntos se enumeran a, pontinuaoi6n. La prtmera'fila mues-

. '0
.0 .4T

tra -1.4m frac ciones corr-denominador-- -10 la- segunda muestra

las,fr4pciones con denaminador 2 .para los nueyos puntas, la

prdei-a las fracciones con denominadar 3 para lod nudyqa pun-.

tda, y aol'aucesivamente.- *-

4

(a) &Rix. qu4 se ha amitido

O'N

3

4

5

en la fila de lbitercios?

(b).
A

Oor 4114 ai ha om;itidp *IT en la fila de los cuartos?
4.

(c) Oot.qu&eparecen,mas puntos nueyos en la fila'de los

guicitos y fila de Ios séptimos que en la fila de

los sextos?

En la fila de meta ,abajo se disponen'los nUmeros racionales

indicados en elwproblema 6, ordenados de menor a mayor.
,

0" 1 1 1 1 ) 2 1 3 2 3. 1 4 3 5 2 ,a 3 -4 Li. A 7 1

6 7 'TS 1

4 .

Explica por qu4 las eels "primeras fracciones deben estar en ei

ordpn indicado; hetZ lo mismo para las seis iiltimas racciones.

2 4

4*
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8. En el problemqt 7, se podrian obtener más nximeros n la. fila

'de fracciones -y más puntos en el conjunto cdri'esp diente

de jauntos racionales, intercaIando Ias fracciones on deno-

minador. 9, luego 1:68 fraccimes con denominador 1 y ,asf

suebsiyamente.' Cugntos puntos nuevos -correspo erfan a las

fracciones con denominador 9? a a las fra lones con
'denOminador 10? . 1:Y-a ias fracciones con ominador. 11?

En los probiemaS" '6 y '8, lqué denominado prresponderf a'

al
, 4

maydr ntimero,, de puntos quq atin no se han contiderado?

clase de nximero pare2e corresponder al mayor :ntim6ro de
"

nuevos puntos cuando se le use Qom° denominador? LPor qué.i

Podemos s'eguir un mOtodo diferette para designar y localizax:-

nuevos purito8 racionales. Considera dos ntimeros Yacianales-
.

positivos r x s, con r < 8. Luego imagina 10 que ocurre si

sumamos r 2: s a 'cada uno de estos ntimeros. Observemos la
recta: numérica.

h r- *I sumasdo r 1, 'r, i
O r 2 r

..1-4 1 sumando s A r1 1 1

O r t uts

i(rs)
_____+___L je_rirnimdo r 1 s .

O s

4 (S
1
$

4

2 s
lsumondo s 2 s.

,

Vemos que 2r < r +: s < 2s. Tomando mitades, obteneios
1 1r < .24r + .$) < s. No es.diffcil m6strar que' r- < -24r + d) < z,

aun's1 r es negativo, o cuando tanto r como s son negativos.

Puedes tratar de demostraresto por ti misMo' si deseas, empleando
1la recta numérica. El ntimero .24r + 8)* es la media de los

nlimerOs r Hemos observabo, entonces, qtre la media de

dos ntimeroS racionaIes esti.en'tre esos niimerop, &Are la recta
numérica, LquO punto crees que'orrespOnde a la media devdos

2 4 I
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ndmeros? Es el punto medic; del segmento Oeterminado por esos

ndmeros. Si r s son ndmeros racionales,'4es 44r s) un

ndmero racional? LQue prapiedades de,los ndmeros racionales nos

perMiteh afirmar esto?

Podemos resumir lo que hemos observado: E.punto medio deI

segmento que uneAos puntos racionales sobre Ia recta num4ricT-e-s

Eapunto racional que correspOnde a la media de los dos ndmeros.

El punto_medio del segmento que une los puntag,corresponr,
1 1

dientes a ,3 y 77 es el'puntd que corresponde al ndmero' pues
."

= 4+, = 4: =
ii

punto medio deq, segmento que une los puntos correspon-
1 '

diehteg
1u y ,ps*51 punto que corresponde'al ndmero

pues

7
8 15

-r / 215-6 -r 56/ T721

Buscando la media de esta manera, es posible hallar ndmeros

.racionales entre cada Par de ndmeros consecutivos representados en'

lafila defracciones del problema 7 de lob Ejebeicios 6-2a. Si .

intercalamog e§tas nuevas fraccioneg, 'la fila comenzar/a.asn

0 1115 1 13
112' Ex'

Si hallaras por este,método todas las nuevas fracciones de

esa fila, habria 43' fracclones entre y 4-. Ette fil-ocedi-

miento se puede' sdigbir ihdefinidamente. Podrlas hallar puntos
0 1 1 1entre T y 1-6,entre y Y asl su6esivamente. Podrias

hallar tantos ndmeros racionale6 como quieras entre 0 y 14

tomando medias, Medias de medias, y astmapcesivamentre.

El estudio anterior sugiere esta importante pr9piedad de los

ndmeros racionalep:

Prppiedad de la-densi_dad. Entre-dos.ndmeros racionales

tintog ha Un tercer ndmero racional

Sobre'la'recta numerica, esto signifipa,que'el-ndmero de puntos

racIonales de* cualquier segmento es ilimitado; pqp más puntos que'
r

se hayan localizado en un segmento muy pequefto, se pueden locali-,

zar tantos otros-puntos'coMo se deseen.

2 )
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..... EAreicios 6-2b
.

.. --1----

at de so el con4unto de los enteros? 'Fa decip, &hay siempre

* .un ter° r entero entre dos enteros aualesquiera? -Explica tu

respuesta.

alay un entero posi.tivo manimo? uno maximio?

alay 1.1nentero negativo minimo Y uno mxirno
&Hay un ntime,ro r.vional positivo mlnimo? LY un nximero

iscionai negativo,mAximo?

5, Imagina los puntos de la recta numdrica correspondientes a.
0 y d 'Indica el'punt:p raoional -P que estd a mitad

*
de camino entre 40y Indica el punto que esti 4a

mitadde oamino entie el punto P y 0; y entre el punto

P 100'
De la misma maneral halla.tres ntimeroS raciona es entre
1 1

273. Y

Imagina el spgmento de extremos
1000

1 ,

Y 16200*
Indica un

mdtodo que puedas peguir' Para designtui tantos puntos racio-

nales coma quieras en ese segmento. Emplea ese mdtodo para

designar por.lo menos einco puntos..

6-3. Representacionesecimales de'los ntimeros racionaleS

Frecuentemente es titiI poder exnresar los ntimeros racionales

como decimales.' Cuando es necesario comparar dos ntimeros4acio-

nales muy prdximosl la comparaci6n se facilita eonvirtiendo esos
rAmeros a la forma declmal. Ia forma decimal es particularmente

tStil -skhay varios ntimeros'racionales por ordenari ,Porejemplo,
considers las fraceic;nes

I3'T
y sus decimales

correspondientes 0.52, 0.5k, 0.375 y 0.45. Es

tordenar los numel4Os cuando se escriben en formla. decimal.

Algunos ntimeros raeionales se esoriben ficilmente en forma
. decimal. A simple vista, saimmos eseribir

= 0.5, = 0.25, 0.125, 0.2, '213:...= 0.04,

= 0.008, y taln-b16n4 8.5, 4. 5.75, '7('55 - 17.5.
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La expresien decimal ,para algunoeotro8 mimeros racipnales
'ppede no sex. tan evidente, pero biempPe la obtenemos mediante la
diVision. Por ejempl01

= 0.33333...

6666666...

IP

42857142857142857...

.13 = 0.0769230746912307.

1 = 'O. 09090909.
A

=.8.7857142857142,,:

-

Los ejemplos que hiemod' estudiado parecen sugerir que el,
desarrollo decimal para los mimeros racionales,' 0 bien termina

1 1

(como en 2- = 0.5), o bien 'se .repite (como en 3 = 0.3333333... )*

iCuál serfth un camino razanable para estudiar desarrollos decimales

Como' 4stos1? ',vest.° que bemos,efectuado la divisicin del numerador
por el denominador.para obtener una representaci6n decimal, podemos

estudiar cuidadosamente e procedimiento que seguimos en cada caso.
7

Considera el ndmero r ional Si efectuamos la divisiOn

indicada escribimos .
A 0. 875

8 ) 7.000'
6 4 .604 ) ,resto 6

restO
40 resto 0 .

Al.tdividir por 8, I8s. tinicos restos que pueden aparecer son 0,

2, 3, 4, 5, 6 y 7. El resto-que apareciO en la primera etapa

file .6, luego 4 y finalrnentg O. Podrfamos continuar dividiendo,
obteniendo en cada nueva etapa un resto 1cero y un cociente cer9.

Podrfamos escribir 0.875000... pero lo hacemos asf rara vez.

4.0
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El decimal 0.875000... es un decimal pericidico en que '0 se

repite indefinidamente. 'Cuando aparece el resto 0, lasdivisi&

es exacta. Deciios que una divisi6n es exacta si da un resto

cero y luego ceros para el cociente. Tal deeimal,se 116a fre-
.

cuentemente exacto en vez de pericS'arao, yasi 19 haremosen

este capitulo.

Aué podemos decir de un niimero raciànai que' no tiene una

representaciOn decimal exacta? Consideremos xin ejemplo particular
2de este clase, a saber, 1 '

.!,11. Elproceso de la división de 2 por

13 es asi:

13 ) ?:OtT0TA8

70
resto

. 7

6
0 5

§5.

50

etc.

11

6

8

2

7.

JP

11'

_Los restos posibles n ahora 0, 10 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9,

10, 11, y 12. -No aparecen todos los restos,,sino 7, 5, 11, 6,

8 y 2, en este orden. En la 6iguiente etapa de la divisi6n

reaparece el resto 7, asi como,la sucesi6n 7, 5, 11, 6, 8 y 2.

-En realidad, el proceso se repite de nuevo, pericidicamente. Li
correspondiente sucesión ds,digi'tos del cociente--153.846--se

2repetiri, pues, periódicamente en el desarro116 decimal de IT
A fin de escribir este decimal en forma concise y sin

ambigUedad se acostumbra escribAr
A IL

0.1538461538461538461m COMO 0.153846,,1

A

4. 253
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41.barra:(o raya) sobre la'sucesi6n de digito!, 153846

/ 'indica que eSe cdhjunto de digitos 1,4pite AnálogOente, escribi-

- nos P.3333". eamo. Caso deiter convenientp, podemos

eleriblr. 0.3333... como....0.133... 6 y-

El mdtodo que hemos estudiado'es generdl y puede aplicarse a

un niimero.racional cualquiera it. Si se efectlia'la div1si6n

.indicada, los posibles restos que pueden aparecer'son p, 1, 2,

. 3, (b - )). Nos fijamos solamente en las etapas que coritrio-
4

tuyen a. que los digitos se repitan en el cociente: Istat etapas

aparecen usualmente-cuando los ceros comienzan a, 'repetirse en:el

dividendo. Si aparece el resto 00 el desarrollo4ecimal.termina

- en esa etipa del proceso de divisidn. ,En realidad, podemos escri

bir un deamal exact° taL como 0.25 con un cero repetido para

lograr.un desarrollo como 0.25000...0 o podemos

tusar la barra, tal como . Ctaerva'que puéde'aparecer

uh resto,cero antes de esa'etapa sin terminar el pr6aeso; por

ejemplo,

a

6-3

112.2
:5 ) 561.0

resto
0

1

10
10 1

' 0

a

41 no aparece p como resto despuds de agregAr ceros al

divi4ndo0 entances despuds de.a lo mu (b 1) etapas del.

proceio de divisi6n, aparecer4nuevamente uno delos restos posi-

bles 1, 2, ..., -(b - 1) y l sucesi6n de digncis comenzard. a

'repetirse.

Mediante'este argumento yews que todo niimero racional tiene

un desarrollo-decimal peri6dico.

251
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E4ercicios

liana expresiones decimales para los nIlmeros radionales'que

siguen. Contindala divisloOn hasta,que camience .repetirse

el per/8do; y escribe tu re4puesta con diez cifras decimales

por lo menps.

128
T2-5-

2. LCudles de las ziguientes fracciones se convierten en deci-

'malesen quei,e repite el.cero,Texactos)?

Eséribeien forma factorizada completa Ios denaminadores de

la& frAcciones exactas de1'problerw2.

Desarfro/la con seis cifras decimales las siguientes

fracpiones:

(a); (d)

(b) 4 1 (e)

(c) (f)
6
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6-4. Muter° ricional correspoildiente a un decimal perládico

,
'Hems visto c6mo se haIla por divisi6n el desarrolloldecimal

e un nximero racional dado. Bncontramos que el desarrollo deciMal

.es Supongamosahora que tenemos la situatián opubsta;,,,

'es dec4-;) nos'cranun deqimaL periioo. .4Representa:Lste decimal,

efectivamentél un nximero'racional? 4C6mo podem6's iveriguaAo?

Podemos ver,c6mo se aborda este problema . gon6iderando un

ejemplo. Escribamos el ni5m6o 0.132132132132... yl.lam6moslo n,

de manera que n 0.132132132... . El perfodo de dfgitos es 1320

entonces si aultiplicamos por 1;000, desplaAmos el primer perfodo

hacia la i;quierda'del punto decimal y.obtenemos la relaci6n

1,000n =

n =

132.1321321

0.132132157...

Restando, obtenemos 99n = 132

demanera que
"

132

99

00, forma irreducible, n.
44

en - 333

Por este procedimient? encontramos que 6. 32132132132..
44

'333'
El ejemplo que Aquf damos,pone de maniriesto un método genera).

que han desarrollado los matemiticos pare mostrar que todo eciinl

peri6dico representa un nlimero racional. Vemos, por oOnsiguiente,

que hay, una correspondenoia'biunfvoca entre el conjunto de los

ntimeros racionales'I.el conjunto de'los decimales 2.:eri6dicoa.

Luego; serfa pricticamente equiyalente definir los ntimeros racio-

nales como*el conjunto de numeros representados por todos esos

decirnalea peri6dicos.

.Aptei de dejar el tema de los decimales, estudiemos un dato

,interesante acerca de los decimales exactos.
1

.Hemos vi&to que los ntimeros radionaIes como 7
1= 0.5, 5= 0.2,

r,

'

692 40 0

1.8751; 397 0.391
27.68 se representan todos por

1000 .25
decimales eFactos. 06mo podemos saber cu4ndo es 4ste el caso?

Si nos inspiramos en los ntimeros racionales de este tipo que

hemos estudiado, obtenemos.una,clave 'evidente: parece que los

256
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denominadores.tienen solamente lossfadtores pr1nios,'2 6.-5 o

ambog. problema-3, Ejercicios 6-3.)%

Considera un ndmero'racional en el eual.ei denominador'

ea una pot4ncia de 2, cow,
2

,4
Multiplicando 6 1, podemos escribir 39

5
4

Puesto que 2 ). 54 puede eicribirse

2 2 2 2 5 (2 5)(2 5)(2 ,e, 5)-(2

podemos escribir

939 5k

2 10.

24 7 2:4375 '

Le manera análoga', si tenemop un nilmero ra4d 1 .en el cuar e1,4

denominador eS:uns. potenciajle"5, podemos procedei- del Piguiente

modo:

10

.*3 3 25 3 32
1725 55 \ 5

&Puedes mostrar.que 55 25.-. 105'?

0 0096'

En general, si tenemos cualq4er nlimero racional cuys deno-
r

mlnador tiene solamente potencias-de E y de 5 'podemoi emplear

la misma idanica. Por ejemplo,

3791
7 4 4

3791,5724- 2791,5 *2 3791-
7 3791-5 -

77 11' (21-54) (57.24) (27.57) (542') 107.104 -1
4011

y esto'da una representaci6n deciMal exacta.- &Puedeii demoPtrar

53que 'es un decimal exacto multiplicando por Para
2 5

10

establecer en general un hecholde este género, suponte que

hac;mos la siguien'te pregunta: &Qu6 niimero racional P. (se
.q.

supdne que p q tienen solamente 1 comoractor comin)

'puede ser representado por ,'donde N es un' entero?
10

Supon'te que 6ste-es realmente el caso y que

-
10
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Por*consiguiente; q N p 10k

6-4

,.
Esto indica que, q divide al producto de "p z 10k. Pero,

i
como bemos allipuesto ,que p z 'qi tienerr-sQWente a 1 como

.

factor domino entonoe*. Cf: 44ebe dividir A le. Finalmente,--lots

tinibos faCtOred 'posibles de, 10 son los productos de potencias
.

de 2* potenclase 5.. ; d,
.

Asi, nemos ctemoOrado' que un nlimero racional r tiene una
/ . ,.

.,4 representaci4n decimal exitcta si el denominador de r consiste

solamente en 'el -producto- de- Potencias de 2 y de 5, y tinicamente
en.ese caso. Etonces ir puede escribirse en ia Coma'

, r = R.-- :-...

. ..4° 21m 5n .

donde p es un entero.

,jercicios de clase 6-4
'Efectyla cada una -de las siguientes sustracciones:

(a) 10n - n (d) 100n - ion

(b) 100n 4.- n4elf (e) 1,000n

(c) 1,000n - 10n- (f) 10,000n - 100n

2. Escrite cada producto como un solo ntimer&. t.

(a) 10 x .(f) 1,000 x 0.61345343w

(b) '100 x (g) 100 x 8.031515.;.'

(a) 1,0Q0 x 0.035535... (h) 100 X 312.8,90.. .

(d) 10 x (1) 10 x 312.890...
(ell 10 x 0.po4/Pr... (j) 10,000 x46.o1230123...

.Efecttia 'cada una de las restas indicadas.

(a) 3,128.90...
312.897...

(a) 162.162162....
P.1621b2...

(b) 9.99 ... -i(d)
0.99 ... 3.010.161"...
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(e) 1.233335...
.2_ 0.123337...

41)_354.545
.3.5454,

-2527

(g) ,27;075.07557-...
27.O75 5...

-(h),.416,,A7Tr "
- " 41.64717.4-

Para cada uno de los ntimeros N que siguqp, halla el meTr

10k (10; 100, 1;0001-e1c.) de-maner4mimerp.de la forma

que (101C N

es cierto.'.

Ejemplb.

(a), .0.555...

(b) 0.7373%.. (f) 672.4247...

(c) 0901901. 00
4 (g) 0.1234565Z% 90

(d) 300233300 (h) 3.410660.9.
4.

.Expresa cada uno de los ntimeros que se dan a Continuaó16n

en la forma it,. dcinde a x b S'on nlimeros naturales .

N sea un decimal exact:). Muestra tiVe esto

1.3242r.

100N . 132.42474%...

1.3247%..

100N -11 . 131.10000...

.1e)

(a) 3.1
99

4.11

9.

(a)

(d)
i.0

(e ) 382.4

6. (f) 47 31

a
6.Sisereellipl".9.a.porlorquéen. ap

23 y 50 puede ser reemaazado b de maner

representable pc;r un decimal exacta?

4

eros entre
a sea
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Eercia±ps 6-4

ndmeros taeionales de la forma

:4xpresi9nesftdecimales?

-(a)

(c)'

(d) 0.123

a 4enen lai siguientes

(e) 0. 625

(f) 0. 66.6...

(g) 5. 125775.

(h) 10.04545w

A Escrib en forma completamentefactorizada eada'denominador

de los siguientes ndmeros:
1.1ms

-Ouiles 'de los mimeros del problema 2 tienen decimales can,

cero repetido? ^
"...Si se reemplaza tor 1 en el ntimero racional iporu
nUmeros entre 6, y 101 puede'reemplazarse b de manera

aque w sea representable ppr una expresián decimal eXacta?

6-6. Puntos racionales sobre la.trecta num6W.ca

Si samos la representaci6n decimal para los nlimeros Tetio-

nales, vem sinmedia:tament'4 c6mo localizar y ordenar los puntos

correspondientes sdbre la recta num4rica.

Considera, Por ejemplo, el 4ner5 racional -2.3961k... y sx!,,

posici6n en le't recta n1;m4rica. El digito 2 en el lugar de -las

unida.des noe dice inmediatamente que el punto rvional.corres-

pondierite P esti entre los enteros ,2 y 3 de la recta numé-

riCa. Grificamente, la primera figura aproximeida es asi:

.t t t a a t

0 1 2 3 4 5 8 9 10

2 6 9



,t1 . ,

-
,

Una d6scripci6n mas precisa se obtiene donsiderando los,dos pril

meros olgi.tos .2..3 que nos indicap inmediatamente que P esta

batre, .2.3 'y 2.4. Por consiguiente, liallaMos el Punto P en
. . . t

..
. .

el,;:intervalo de '2 "4). 3 div64ido en ddcimas, de la siguiente_
. , , ,

manera: .

IL,

23 44 2.5
k

3.0

14.

Si coniinuanto& el* progeso de afinamiento sucesive de la

Rosici6n de P- sobre la recta nimérica,-mtenemos unai figurtt.como

siguiente:

P (2.3... )

s;

(2..39..

. 396..

P (

g .0

14

2.3 0

P ( .39614,..)

16

2.06(9

III
3.0

P

P
I _A/

2.400

.4.. 4

....

'N.,

2.3970

d I I It I I I

, 2.396202.39610

Loc lizaci6n ae P corresuendiente a 2.39614...

bon tal representaclAn deqimal un mimerb racional

podemos localizar faciliente punto correqPondiente sobre la
At,

\-recta:' numdrica con el grado de exactitud deseado.

Además, ciadoS dos ntimeros .racionales 'distintos cualesquiera

ten esta forma, es facil decir a. simple vista cuil es m ayor y
A

cual es menor, y cuil precede al 'otrq en la recta nu'm6rica.

Si preterides localizar punto cuidadosamente Sobre lat
3 7,'recta nwn4rica, oreferirfas usar 7 o 0.428571.... ? Si

cplieras comparar con cualquier otrd n&ero raclonal,"Lqu4 forma es.rnis facil de u 2Sar, 6 01.428571... ?
7

2 cl



4s.

-255-

Ejercicios 6-5

1. ,1101spcin cada grupo de decimaes en e
,

cen los puntos c. orrespondientes'sobre la recta numértpa. Colo-
. .

ca primero en,la lista el with clue esti Inas a la 14quierda.

67-6

(a) 1.379 1.493 1.385 ,5* 468 1.372

(b) -9.426,' -2.765' '..;.2.761 ' -5.630
. .

(c) '-6.15475 0.154e7- 04463 0.15475 0.15598
.

En el pro14emla 1(c), LqUé puntos .eat0011los sigulentes seg--
, .

,

mentos? ,

'(a)

.(b)

'El

p
gment6 de eXtremos

. .

egmentwde extremos

y a.-
...?

0 y 1.

(c) El segmentO de extremos 0.1 y 0.2.

(d) El segmentb Ide-.extremos 0.16' y..410.16: -

(e) El segmento de extremos. 0.154 y,

Edbuja un segmento de 10 centImetros; marca,sus-extmos con

0. y 1, y dividelo en diez partes. Marca y da nombre a los.

siguientes 'Puntos:

(a)' 0.23 (d) 0.6

(b) 0.49 '.(p)

(c)' 6.80 (r) 14.95

Disp6n 'cede grup(5 de h4meros raolOttIles en ordeh crebiente,

expresándolos priinero en forma-dec±maj.
,

3_ 4 17

9' Ta'

(b) 7 67,

1152

id1 2. 4

152 415
777P 909

'6 6. Nlimeros irraciohaleS
-

Al ettudiar los xiximeros racionales, hemos aprendido muchas

cosas. Una de las m6simportantes et la proplaWad de la densidad;

entre dos ntimeros racionales diferentes cuaiesquiera hey siempre

(4ro ntimero racional. 'Ebtto, quiere deblr que hay muchos muchlsimodift .

nUmeros racionales y puntot rapiohales, y7que éstot estAn repakidas
,

por tada la recta numerica. Cualquier segmento, por pequedo que

262
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:ssal contiene infinitos puntos ra4onales. Podr amos pensar que

todos los puntos de la recta num6r1ca son puntos racionales.

Marquemos Un punto sobre la recta numériCa mediante una cons-

trucci6n muy simple con la regla y el compas. Quizis este punto

nos depare una sorpresa.
. -

(a) Dibuja una recta num4rica y designala con . Sea A

el punto cero y B el punto uno.

(b) 7En B1 dibuja un'rayo m perPendicular a A.

(c) 'Zobre m toma un segmento SU de. una unidad de.

longitud. A

(d) Dibuja el segmento T.

(e) Dibuja un arco circular que interseque a A tomando

A como gentro y EC' como radio. LlaMa D al punto

de initersecci6n.

A

'Figura 6-6
4

Ahora considera las dos pr'eg.lintas siguie!)ates:

(A) 0 qu, existe) corresponde el punto El

(2) Oerfa un niimero racional?

Veamos la primera pregunta. Halla primera la longitud de

puea A y 15 tienen la misma longitud.' USaremos como

.unidact de -medida la unidad de distancia de la recta numérica.

En la figilra 6-6; el trignollo ABC s'Ign triemedo rectángulo.

La me4Oda -de: 113 es 1. IA medida de EU es J. Podemos

emplear ia Propiedad pitderica para hallar AC:

(tAC)2 . (BC)

(ACY2. 12,+

(AC)2 = 2

416

+ (AB)2

12



-257-

El ndmero-positivo cuyo cuadrado es

cuadrada de 2 y se escribe #411

Entonces

AC .

AD

se define .como la ra/z.

ue o

Por consiguiente, el puntoyD corresponde al niimero 4Es NAT

un nximero racianal? LEs este ndmera'el cociente de dos enteros y

puede ser representado como una fraccicin 2. en la cual p x q
,son enteros q /0?

Para reiponder a esta pregunta, seguiremos linea de

razonamielpo que la gente usa con Precuencia. Es el tipo de .

razonamiento que sigui6 la madre de quail un dia en que 6s.t.e nee

tarde de la esbuela. A los regaffos de su m770k- Juan respondid

que habla venido corriendo'desde la escuela.hasta-su casa.

no has venido corriendo por toddel camino!", dijo ella firme-

mante. Juan, avergonzado, pregunt6: "106mo lo sabes?"

hubieras corrido desde la es,quela hasta aqui,.estarfas-jadeante"

le respondi6 elle:. "No estis jadeante, luego no has venido
4.

corriendo".

La madre de Alan siguió un razonamiento ihdirecto. Ella

supuso lo contrario de lo que querla probar, y mostró que esta,.

hipcitesis,conecia a una canclusión que no podia sex. verdadera.

Por consiguiente, su hiptitesis tenia que ser falsa, y el enunciado

original verddero.

Lemostraremos que NetF no es un ndmer.vacional, empleando el

razon.miento indirecto. Supondremos que NrE es un ndmero racional

y.mostraremos que esta hipc5tesi6 conduce a.una concldsic5nAmpoitible.

SupongamoA que NT es

escribir c omo EL, dond

2. en su forma irreducible.

. atro factor com-dn que 1.

sick_ 42' = 2, entonces

enteros,
132

y q tambidn
2

'2p dehe ser un ndmero par. (Un nteyo es par si-es igual a 2

matiplicado por otro entero.) Entonces, p p debe ser par.

un ndmero racional. Ehtonces podemos

e p q son enteros x q / 0, Tama

Esto sighifica que p q no tienen'
--r-

7
2

2 = y 24
2

p
2

. Como p y q .son
q

.son epteros. Si p
2
= 2q

2
, entonces

'ftivic 2 4
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Un niimero ImPar multiplicado por otro nlimero impar es un ntimero

impar. .(1,Reeuerdas por quê?) Entonceso p debe se par, y se

puede escribir como Zao donde a es uri.enterb.

Por consiguientel p
2 =-2q2 se puede eseribir como

(2a)2 = 242

y (2a) (2a) = 2442

y 2 (2a2) = ,242

y. 2a
2
= q

2

Esto nos dice que q
2 es también un niimero par: pues es.

igual a 2. multiplicado por:otro entero. ResUlta-asf que q

taMhidn'es tin ntimero4par.:

Entonces nuestra hip6tesis de que 'WE es urentimero'racional

P- en Su forma irreduclbleo nos ha conducido a la conclusicin de
q
que p q tienen el faptor comin 2. Esto es imposibleo pues

la torma irreducible de una fraccicin es aquella en la cual,p

44 no teenen otrO'factor comtin diferente de 1. Entonces el

enunciado ",,A- es up ntimerC racional" debe ser falso.

COMO la!medida ael segmento 1715 de la figura 6-6 .es Nif,

entonces Nrir debe ser el ntimero que corresponde al punto D.

Se ha demostrado qUe W7 no es un ntimero raclonal, Por

guiente, hay por lo menOs un punto sObre la recta humérica que

mrresponde a algtin iplmero que no es un nlimero racionA. Con

btras palabraso aun cuando los puntos racionales estan,ddnsa-

mente distribuidos sobre la rectal el conjunto de los puntos

de la recta numdrica contiene más puntos que el conjunto de los'

,ntimeros racionales.

Un nlimero como ./2" ue no es un nlimero racional, se llama

nlimero irracional. El ijo "i" camOia el signi4Ado de

"racional" en "no racion

Ejerciciob 6-6

Construye una figura como la figtra 6-6, y mares, el puao D

con "412- Luego usa el compis pai4a localizar el /onto que

corresponde al ntimer: y mitcalo.

a

I

1
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2.. DibUjtx una recta num6rical usando una unidad de la mlsma longlL

tud,que la unidad-del probI0ma, 1. Vsa la ietra A 'para el

punto 0 y la ietra B ipara el punto 2 En B, construye un

segmento perpenpicuIar a la recta numérica y de 1 unldad de

longitud; llmalo BP. Dibuja TAP. 6C1.41 es la medlida del

segmento 17?

Usa,e1 dibujo del problema 2, y localiza sobre la recta numé-,

rieca los puntos que CorreSponden a Ns y Marca epos

puntos.'

LCrees que Ns es un ndmero racional o.un ndmero irracional?

aor glad?

%Usando el mismo métpdo que paril Ios problemas 2' y 3, localiza

el punto auedes tmaginar una manera de localizar el

puntoOorrespondiente a 46? LY a 47?

Localiza los puntos.que corresponden a estos ndmeros:

(a) 2 Nra* (b) 142- (c) -(3 43-)

Orees que 2,42° es un ndmero racional o un ndmero irraeionai?

PROBLEMA DIFICIL, Demuestra que 45 es un ndmero irracional.

'(EMplea el razonamiento indirecto semejante aI que se ha usado

para demostrar que APEt es irracional: gn determinado' momento

debergs saber que si p2 tiene a, 5 como factor, entoncet p

tambidn tiene a 5 comp factor. Demuestra esta proposici6n

simple. Antes de tratar de demdstrar que *,/-5 es irraciona

piensa en la propiedad aefacto'rizaci6n Unica de-los nUmerOs

naturales. Si el nUmero primo 5 no fuera un factor de p,

entonces, 6c6mo puede seretv factor d6 p2?

En el estudio anterior se ha demostrado que sTE no es un

ero raci al. Es una gran sorpresa saber que podemos construir

con ta cilidad un segmento'de recta cuyk longitud no est6

.dada por ,un ndmero racional. Ademis, Itrece que hay.muchos otros

nameros, tales como 13 y .41.5 que no son nUmeros raceDnales. Si

piensas un poquito sobre los raciOnales e irracionales puedes

ver una manera de encontrar muchos ndmeros irracionales. Por

elemplo, todo nUmero de la forma ;Ha, donde- B. es racibnal,a
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serit Arraciowl. Pero el oonjunto; (1-421 puede ser puesto en
Correspondencla, biunivoCa con el' conjunto de los ntimeros racio-
na:les a) . ;Sin embargo, e*s obvio que el conjunto [a .../21 es
sci a peque-i itaa parte de los niimpros irracionalesl.

realidad, hemo.s- sufrido una gran desilusi6n: los ndmeros .

racionales a pesar de ser dansos sobre la recta numérica, dejarr
en rialidEtd muchosnxis lugares vaclog que los que ellos mis11108
Ocupan. '

Cuando fliablecemos una correspondencia biunivoca entre un

conjUnto dado y el conjunta de los ntimeros naturales (o un sub-
conjunto del conjunto' tie los ntimeros naturales) dicen,los mate-
máticos que hemos ,l'enumerado" el conjunto. POdemos "enunieisr"

conjuato de, los ntimeros racionales, pero Jorge Cantor (1845-
1918) deScubri6 en 187k que el conjunto de los mimeros irracio-
nales no se TAlede nenumerarnv por ningtin mdtodo. Hay Itantos
numeros irracionales que es imposible establecer una cerrespon-
dencia biunfvoca entre el conjunto de.esos ntimeros y el conjunto
.de los ntimèros naturales. De auelquier manera que trates de
.enumerar los ntimeros irracionales algunos se te escaparan; tie

hecho, se t'e escaparin m4s de'los que,hayas,tomadO. A esto
aiudimos al decir,que7el conjUnto,de los numeros racionales
.deja m4s.lugares vacios sobre la, rectanLM4rica'que los que
llena.

Si te interesas en aprender algo más sobre este importante
,aspecto ,de las matematicas, puedes consultar la obra-Uno dos
tres infinito por George Gamow (capitulo I).' Puedes hallar
'una breve pero interesante historia de la yida de Cantor en
Vidasde matemiticos por E.T. Bell (capitulo 29),

V

6-7, Repr'esentacidn decimal de NPIF

Los-ntimeros cOmo y corresponden a- puntos sobre
la recta num4rice; determinan longitudes de segmentos de recta
y satisfacen a nuestra intuicion de lo que es un ntfmero. Pro-

,

.bablemente el asPecto mas desusado del nlimero NT es la manera



..,iscomo se I? ha definido: .4 es el nximero pOsitio n que, elevado

al cuadrado, es Igual a 2, de manera que

n2 = 2

Esta forma es distinta de la que empleamos anteriormente para

finiraos nximeros, pues hasta ahora hemos tratado principalmente

con enteroS:y consntimeros definidos como razones de enteros.

.Para mejorar nuestra compressi& de' ,141T veremos una'nueva'

manera de describir seLF mediante nociones mis familiares. Si,

pot ejemplo pudiéramos expresar de alguna manera epio Un

-decimal, esto-hos,ayUdaria a compararlo con los naeros racionales

que,conocemos. Ademis, esto nos indicaria pu localizaci6n. en la

recta numdrica.
_

Tomemos la definigicin,del'ndmero 471 es,clecir,' WE)
2
=.2,

Si elevamos ai cuadrado 1 y: 2,,notamoslmmediatamente que

12 < WE)2-< 22 y ID'or consiguiente 1 <#.17 < 2
*

Esto nos dice que. NriF es mayor que 1 yMenor que 2,-lo que ya

'sabfamos. Podemos tratar de obtener una mayor aproximaci6n pro-

bandp con los cuadrados de 1.1,1.21 1.3, 1.4 y 1.5. Después

de unas Aocas operaciones(iensiyalds).obtenemos.el resuitado

1.96 . 1,51 ?. <,(42)2 < (.1.5)2 = 2.25.16

y por consiguiente concluimos que 1.4 <,17 <

Con algunos cilculos ligeramente mit complicados, vemos en la

siguiente-etapa que

1.9881 = (1.41) < (472.)2 < (1.42)2 . 2.0164

y por consiguiente,

1.41 <47 < 1.42

Si trAtamos de continuar el procedimiento obtenemos en la siguiente

_etapa
1.41'4 <47 < 1.415.

Como lies, este procedimiento puede seguirse hasta que se agote

nuestro entusiasmo, obteniendo en cada etapa una maycir aproximacidn,

decimal. Si Antinuáramos hasta la eéptima cifra decimal tendriamos



. 0,42 135 < < i.k142136

FE:sta es una,muy buena aproximación para Nff,..pues

(1 :4142135)2 = 1. 999999825-8.2

. (1:4142136)2 . 2.00000010496

Entonces0sempleandala propiedad que de ine (/2)2 . 2

1
podemos'hallar aproximaciones decimales de 2 tan exactas camo

queramos. Hems llegado a establecer que .
. .

47. 1.4142135...

donde los tres puntog indican que los digitos continlian indefini-,.

damente, como lo sugiere el procedlaniento anterior.

GeomdtriCamente, el procedimiento que hemos seguido se puede

describir sobre la recta humdrica de la siguiente manera: tamando

\pwimero los enteros,de la recta numdriea en el segmento 0 a 10,

vemos que .debe estar entre 1 y 2.

L ' I 412 3 4 5 7 9 9 10

Agrandb.ndo este segmento (mediante un aumento de uno a diez) vemos

que estA en-el segmento cuyos extremos son 1.4 y 1.5, y

1,
1 1 1 I I

1.0 1.4 1.5 2.0

agrandando aln más la figura, 42 esti dentr6 del intervalo

(1.41, 1.42)

I I

1.40 1.41 1.42

1 1 I I I I

1.45 1.47 1.50

y a1 hasta la ocavia e apa, en que Nrit estA entre 1.4142135

y 1.4142136,.

1

1.4142130
I 1 I ''' I I I I
.1.4142135 1.4142140

Este procedimiento ros Indica cdmo leer los d gito's sucesivos en
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la representaciasn'decimalde NT. Al mismo tiempo nos da una'

manera de determinar la ifosicion del punto sohre la recta real.

Cuando escrihimos el pimero' 4.2" caw:1.4142135w tama.una,

aparencia.sospechosamente parecida a la de ios nlimeros racionales

que hemos.visto, como Por:ejemplo,-:

0. 3333333. y 7 o. 14.2857i 4...

Debemos preguntarnos en,qud se *diferencian y cOmo'podemos distinguir

'un nAlmero racional de uno irracional auando tenemos solamente las

representacioned decimales de didhos nxiMeros.

La caraptriStipa fundamental de la representaci6n decimal de

los nilmeros racionales es que sus decimales se repiten con' perio-

Aicidad. Como hemos'visto, todo decimal.periádico representa un

nlimero racional.. Entonces,*la representaciOn,decimal de. NriT nq

fimede ser pericidica, pues APE ,es irracional. Podemos estar segu-

ros de,que por miksj4Ue continuemos calculando dIgitos en la repre-

sentacidn_decimal

../2" 1.4142135...

ningthi grupo de digitos volvera a repetirse periodica\e indefinidA-
/

ment6. Podemos estar seguros de-que un decJpal representa un mi-

mero racional solamente en el caso en quej&ya un periodo en ese

decimal que como dijimos se indica con una barra

Ejercicibs 6-7

1. 4Entre qu4 dos enteros consecutivos estan los

nales que'siguen'? (Escribe )a respuesta como

nUmeros irracio-

se sugiere en la

pregunta (a).) tsa,la tabla apareciendo en las piginas.206

201.

( at 477

(b) NM"

(c) 4-2-55

(d) 44280 (Sugerencia: 4,280 es 42.80 x 102 entonces

comienza el cilculo'tomando 'Nnu . )0.)

(0 V9315



Expresa (a),

(S,) (1.b1)2

(b) (1.732)2

como decimalep-coniseia cifras.

(c) (1.733)2

# (d) Balla la diferencia entre tu respuesta a la,parte (a)
y el nximdro 3; haila la diferencia enta.s turespuesta

A

a la parte (b) y el ntimero 3; tana la diferencia

entre tt: respuesta a la parte (c) y el nlimit4ro 3.

(e) Leuell es la mejor represent/10.6n decimal de'45

aproXimaol6n de una
\

4Cue4es de los ndmeros que se sugieren es una mejor aprox1mi6n
pima iiguientes ndmeros irracionales?

con la

3.

4. 47:
5. 4677:

Halla, con la Aproximación
,

'1.73 6 1.74

3.87 6 3.88

25.2 6 25.3

de una ddcima la exp sion deci
1

de los siguientes.ntimeros Arracionales:

6. .1175.

7. 41-47

8. 721"

9 Jam qu4 ntimero positivo

n
2
= 10?

*10. 4Para qu4 ndmero popitivo

n
2
= 149?

lb

n (con una cifra decimal) es

n (con una cifra decimal) es

a

6-8. Los ndmeros irraoionales z el .sistema de los ntimeros reales

Hemos visto que todos los nximeros racionaIes tienen repre-
,

sentaci6n decimal peri6dica,y que todos los decimales peri6dicos

corresponden a ntimeros racionaIes. emos visto también que NT
no es un niimero pacional y que, por consiguiente se representa
por un deoiatno periOdtto. En consecuenoia, hemos dicho que
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NT es un nIblero irracional.

Ahora usamos.esta forma decimid para definir 4 conjunto-de

los numeroS irraçionales. Definimos un.ntimero irracional como

todo.ntithero con representaciein dedimal no perieidica.

Llamamps sistema de los ndmeros reales al sistema ue se cam-.

pone de todos.los ntimeros'racionales e irracionales.'

' 'le esta nanera, todo ntimero real puede ser Caracterizado'por

una representaci6n decimal.

Si la representacián,decimal es peri6dica el ntimero es

racional, entodo.otro.caso 4 iatimero es irracional.-

Con todo punto P de la recta num6rica real, asociamos un,

nI:imerO y scSlo uno de esta clase mediante un proceso de encaja-

mientos sucesivoi con intervalos decimales de lonetud constante-

mente decreciente. LaS figUras clue aparecen a continuación Jays-

tran las primeras etapas del calculo del decimal que Corresponde

al punto P sobre la reCta pumérica. Considera el punto P

entre 3 (ly k.

Observa qup dos puntos distintos cualesquiera P1
G

corresponderan a representa iones decimales distintas, pues st

aparecen abi:

P1
P2

272
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sdbre la recta numdxlita sciio nttesitamos subdividir ésta mtdiante

una particiOn decimal suficientementeNcina (ddcimas, centésimas,

mildsimas ett.) para-pertiorarnos de'que-los puntos P1 y P2

estin setiarados por un punto de una subdivisi6n.

Reciprodamentel dado:cualquier decimal, hemos visto la manera

de localizar el puntp correspondiente sobre la recta numdrica real

tomando-aproximacionea rationales decimales sUcesivas Suministra-

das_Por el mimero, .(Recuerda cOmo hemoS empezado para localizar'

pl punto 2,39614.: en la SectiOn 6-5.)

Entonces hay una.correspondentia biunIvoca entre el conjunto

de los ndmeros reakeAly el tonjunto de puntos de la,recta numgrica.

El'conjunto dev:Us ndmeros reales cont3ene el'conjunto de los

numeros rationales com!o subconjunto. Hemo's visto 'clue esop',nximeros

rationales forman,un sistema mateMatico con operaciones,: aditiOn'

y multiplicatiOn y sus inversas sustratti,6n y diviSiOn. to mismo

ocIrre'con el conjunto de todos los ndmeros reales. Podemos sumar

ndmeros reales, racionales.o irracionales, y podemos multiplicar

ndmeros reales. El sistema de ndmeros que asi resulta tiene todas

las Propiedades del sistema de los ndmeros rationales. Además,

tiene,una importante propledad de que carece el sietema de los

ndmeros rationales. Posteriormente estudiaremos 'esa propiedad.

Antes de enunciar las propiedades de los ndmeros, debemos

preguntarnos por lo que sabemos acerca de las Operaciones mismas.

No'deberlas tener dificultad alguna en comprender.el significado

de la adiciOn en el sistema de los -niimeros reales, en lo que se

refiere a la recta numdrica. Aun cuando no hay ningtin nombre

Más simple para,una suma como 47+ Nr5 que el mismo sImbolo

" NrE +45 ", pue aginar un mdtodo de ConstrucciOn para ei

punto + ire la recta numdrica colocando extremo cOn

extremo, segmentos de.longitud y 45.
El significado de la multiplicatiOn es un poco maos diffcil

de explitar. Macias los segmentos de,longitUdes N/2" Y

posible describir una construction geomdtrica de un punto que

llamarfamos deihmOdo natural N4F- Nil, Sin embargo, tendras que

estudiar el CapItulo 9 antes de estar en disposiciOn de tom,-

piender dicha constructiOn. Se puede tambidn veli' el significado
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de las dos operaciones mediante las representaciones decimales

que hemos descritol.pero aun aquf encontramos algianas dificultades

que no estis en.eondiciOn de superar. .Estb no te debe preoeupar

muchoi Con frecuencia aun los matematicosteben aceptar hechos

que no comprenden completamente para avanzar en el -trabajo que les
.

interesamas inmediatamente.' %Peri) si las ideas que aceptan'son

importantes, vuelven siempre a ellas 't,an pronto como puedir y.las

dominan. Regresaras ai sistema de los 'ntimeros. reales a medida qUe

estUdies matemAticas en el futuroi\y eapa vez,comprenderás mejor

la definiciOn y,el sent*do de las' operadiones.'

A continuaeicin damos una lista de propiedades familiares que

el sistema 'de los ritimer6s reales camparte con el de iOs qmeros

racionales.

Propiedad 1. Cl'ausura-

(a) Clausura' respecto de la adiciOn.. El
*
sistema de los

nUmeroS reales es cerrado respecto deaa adicidn; es

dear, si a y 15 son nUmeros reales, -e.:ntopeeS, a + b.

es.un ntimpro real.

(b) Clausura respecto de la sustracci4...E1 sisteMa los

n'llmeros reales-ies ceriad respecto de,la sustraccidn

(operación.inversa de adiei6n);; es decir., si a- b

son nOmeras eale ntonces a b es Un'nUmero'real.

(c) Clausurare peeta d la multiplicación. El sistema de

los ntimero reales s cerrado respecto de la mul:tiplica-

ciOn; es decir, si b son 7.1meros reales, entonces

a b es Y.n nUmero real.

(d) Clausura respeeto de la d ision. El sistema.ae los

ntimeros reales es cerrado respecto de la divisi6n (opera-.

°ion invtrsa de la multiplicaciOn); es decir, si a 2.

b (son ntimelio reales, entonces a 4- b .(cuando b 0)

es un numero real.

Las

divisi6n

vis4io en

asf:

operaeiones de adieicin,' sustraccidn, multiplicaciOn y

de mimeros reales conservan las propiedades que ya hemos

el sistemade 1os nibleros racionales. S; Pueden resumir
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Propledad 2. Corimute:tividad k

-Ca); 'Si a b eot mimerös reales, 'entoncest.

+ b b + a.
(b) Si b son nlimeros raaie

a a.-C

4 Propiedad 3. AsO,c'latiifidad
z t4 ion ntimeros "re'aies entonoele-

-
a (b + a) +..b) o.

(b) Si a,' b o son ritimetoa reales,. entonces

enqoppes

4

'(a b) a . a (b c),I
Praii;dad. 4: Elemeritos neutraies

44.

(a) Si a ea uri ntimero real; entçnces a + 0 . 'afes. deolga...-,
cero es el .glementq neutral para la ici$n.. 4 s

) Si a es An niimero. real, entorioes .1 = a; es- decir*,
uno es el elemento neutral %pare la multiplicaci6n.

Propiedep 2.* ,Distributividad
,

k Si; b c son mimeroa. reales, entonces
a (b,+ c),. (a b) (a c). t
Pro:piedad 6. Inversos .

- (a) Si a ep un ntirtrero -real, hay 4un ntimeto Deal a,
4

1-1=442 4nVerso aditivo a, .tal a + ( -a) . 0. *
(b.) Si '".a. gs ..n-iln-timero real a .1 0, hay 1111 niimeto real b,

llamado -inverso multiplicativo de a, tal que a b

Prqpiedad 7. 49rdenaOicin'

r-

rr

.4.1
El conjunto de 3.68 me.. reales es ordenadqs es decir, si-

Ia 1. b son Yrdmeros rbaIes distintos, entonces . a < b 6 a > b.
-- ,

!. Prqpiedid 8. Denpidad.-; ...)

0 ,i El sisterly. de los ritimer'Os real,es es denso; es decir, entre
I.* , , .
..._. 490 numeros reales ,distntos cualeNuiera, hay siempre otro

.4 -..
ft ..,- ~ .. htimero eal., Xn consecuencia, entte dos' ntimeros reales cuales -

.I..qui..va exidterr tantoS ntimeros reales comp queramop. En efecto, .

44. ..-/ - :facAlmente vemos ive: (1) 'Siempre -hay un ntimero racional entre
. .

.dos Jrull-teros reales;distAtos cualesq4iera, por muy pr6xlinos que. .
P

est-CW4 (2) 'Siempre hay un mimero irtacionar entre dos ntimeros,

!;.

Z745
-

S.

k

Ar
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.

reales distintos, ,por muy pr6ximos que dean, (Posteriormente, en

esta secci6n, verás c6mo se ilustra eats propiedad.), .

. .

, .. . .

La novena' propledad 'del sisterna de los nuimeros reales no 'esti

.tomada: de' los,. nthneros Mcionales.

ProPieciad 9. tompletitud.
,.

.E1 'sistema de los mimeros reales es completo; es *decitr, 116

-. 0Olmente coerespon0 un /5unto de'la recta hum6r1ce:a cadaAmer6

real'sino qwde, reciprocal.nentel a cadd punto:de la recta numOrica.

le ,compesponde un nilmero. real.

Los .ndmeros mciOnales se diferentiart de los.ntimer6s.i.eales.

.justamente.en este Aspecto. A cada nilmero .racionea l.tawdorrbsponde'.

un punto de la iec ta ntlmérica, p9ro noihay ningün nilmeroa'raciollaI

que:corresponda A ciertos puhtos de la recioa,numêried. Hem6s. vistp

. que en el sistema.de los ntimeros rAcioh no hay ninenndméro
. . ,

NT tal we eievado al cuadrado 1d 2 1n effibargo, en el sistema

, de los nlimeros meaIes tal.como le hemos definiao' ese nilmero esti
p '

incluid6. .

Si* a b* sOn nximeros racionales pobitivos

*escribimoi

(que se lee "-a. es una ralZ enderlma de b").

'..Ocurre clue la rafz endsima de cualquier niiMer6 mcional posi-

tiv6 4ue no es la en6s1ma potencia de otio niimero raciOnales un
4 "

ntimero,irracionar: Esto slignificaque nximeros c6mo;

son ntimeros irraciohales, rti1e nbas que

..1723; Tq'T-6" 3,,u
TIPP

a
-

'4

son ntimeros ratiobales. En mopsecuencia:' en el.sistema de los

nilmpros racipnales n6 nos es'posible extrae r'AfceA enésimae de

cualquier nlimero rE:pional'que no sea.unandsima potenpia de otro

mithero racigfial. Zln embare, qesde clue hemos introducido los.

nlimer6s*irracionales pare formar AA sistem.A.,de lob nlimeros reales,.
..

2 76
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4

. .podemos hallar las ra/ces en6siMas de todos los ntimerlos racionales

.positivqs, asl como de todos los 1,71.1Merob reales pOitivos. En-,

tonces,,una propied4d muy all del sistema de icis nximeros reales-
.

.es la sigulente:

'El sistema de los nlimeros ,reales.contlene las'raicesobnésimas,

37,,de toclos los nAmerod racionales positivos b /0; el'

sistema de los Tatimeros reales contiene las ralces endsimas

de todos los niimeros reales positivos.

Esto os,asegura que podemos halIar entre los ntimeros realps,'

na/meros como

-
y CUalesqulera otras.ra/ces en4slmas de niimeros raciOnales pos1-

. v.

tivos, apl-como ntimeros que son sumase diferencias, productos y

cocientes de tales nzrteros. Por ejemplo:

V

A5, 17,..,
. r.

.1 +,13-, Nr5

Bon ntimeros êa1es. , .

'Adem4.s.deAs TAim4r6S irre:eionaIes que aparecen-al calcular
(

las ra/ces de los ntimeros racionaIes, hay muchos ot"ros ntimeros

irradionales.que se lIaman Alimer.os trascendentes., WejemPlo de

AA niimero trascendente es el nt1nie4 ir que'ya has encontrado erigus ----

estudios de la cireunfèrencil. Recuerdalque r es la raz6n de

ta medida*de la longtud de Ia circunfeiencia,a ia medida de Su

edlimetro. Ha sido extraordinariamente difIcil demostrar que r ,

pero se' ha demostrado. La representaci6n'dectmal

r = 3.141592§5...

. 22
no es PleAddica. .E1 ptimemo r no es 22

s
-m- Aunque --A- es una

aproximacieln Aceptable-para r. (Compara la representaciOn
.2

- .

_decimal de -7- con la de v.)
, .

. ,
, , .

# A

.
Cuando estudies logaritmos, en el segundo cield secundario,

vapudiarEls.nlimeros'que, aafvo pocas excepciones, son niSmeros

trascendentes.' j'11 N es:un.ntimero ieal positivo cualquierh E
. .'

x es un dxponente tal -Clue

41/.11D
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a

7entonceS decimos que x . es el togaritilo de N en'la base 10.

41 N es una potencia de 100 por ejeiplo N ..10
2

1 entonces

10x . 10?, de manera ilue el logaritmo de' 102. es 2 ',en la base

10. JEn,taleabo, el logaritmo es un nximero racional. Perospara
,

la mayor parte dp los mimeros el logaritmo es un ntimero irracional

(trascendente).

,Las razones *trigonomdtricas,- -comb el seno y la tangente de tin

ingulo, son otrasexpresiones que'habitualmente conducen n*lerps

Arrationales trascendents, Esas razones se definen en el Capf-

tulo 9.
4

Ejpreicios ,

1. .0u4les de.los siguienteszdneros-prees que son racionales y

euileb irracionales? Haz dos listas.

(a) 0.231.21T...

p(b) .D.2312311011123...

(0.4-4 :(/.1i.

(di NIr
9.78342:..

4

(f)

c) 41-6

h) .9 sr!5'

(i)

(i)
.(k) '.0.9?95595.55955559...

2, Escribe ea* uno de'los plimeros-racionales del prob ema 1.

eomo decimal y como fraccf6n.

Para cada uno de.los niinieos irracionales del problema 1

escribe un decimal dowla aproxAmac.iOn de unlit centésima.

.(a), Escribe'iresjitimeAs imcionales con decimales eiactos.

(1p) -m.scribe tres nilmeros racionales con dec imales periodibos.

(c) :Escribe tres nlimpros irracionales con decimales.
4

9

4t Has aprendido-a lntercalar nlimeras racionales,entre dot.. .

nilmeres racIonales dados. Ahora,'con lo que has estudiado sobre

,la.representaci6n.decimal de les niimeros reales; puedes v ed./no 4

intercalar tanto niimeros racionales como irrabiollales e e ntia

meros'reales. Observe. Otos APcimales para dos ntherps ;E' 1314

qf

a= 4.219317317317317...

b =-4.23656556555655556...

273
.

A

41
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'Estos dos ndmeros son bastante pr6xlmos, pero cualquier

decimal que comience como 4.22... será mayor que a xmenor
que b. Podemos luego continw este decimal de tal manera que

'lo hagamos racional o irracional. Aun podemos hater un decimal

exact° si asf lo queremos. Por pjemplo, 4,222 y 4425225...
son ndmeros racionales mientras 4.,225622566225666... es

irracional. Todos estos ndmeros estin entre a x. b.
Para asegurarnos de que un ndmero ral representado en forma

decimal es irracional debemos eacribirlo de mahera que no sea

peri6dico. Dna manera ficil de.lograrlo es repetir*un grupo de

uno o más digitos y en cada repeticián con un ndmero.d/gito

diferente más, primel4o luego con dos más, luego can tres mis,

y asi sucesivamente. Por ejempio, en el ndmero b

4.2365655655565555... el dIgito 6 se repite y esti seguido

ior un 5, la primera vez, por dos la segunda, y asl sucesiva-

mente. th el ndmero '4:237823788237888... el ndmero 237 se

repite y es.ti seguido por un 8 la primera vez, lUego por dos

luego'por tres, y asi sucesivamente. Debido a que el dIgito

8 aparece un ndmero crecienie de veces en la formacjAn de'este

. decimal, el decimal' nO puedt tener un perfodo fijo. El ndmero

.representado debe ser, pues, irracional. *

. Ejer icios 6-8b

1. (a) .ticribe la exp'resiCin decimal para un ndmero rapional

entres 2.3846846... sr. 2.369369... .
(b) Escribe la expresi6n decimal para un ndmero irracion4

entre los ndmeros indica4Os en (a).

Escribe la expresiem decimal,:para (a) un ndmerb ,racional y'

(1i) un ndmero irracional,' entre ..0346019... y 0.342806... .

Etcribe expresiones'decimales para (a) un ndmero racional

y ,(b)'dn ndmerolrracional, entre' 6L 283... y
67.28106006.. .

4. Orees que el sisteMa de.los,ndmqros'reales contiene las

rafces cuadradas de'toijos lod ent4ros? Apoya tu respuestd
en un ejemplo. 1),

2-#9k
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.U4s. aproximaelón que ios babilonios usaban para., ir era la

interesante raz6n 24 4Es una buena aproximaeicin? LEs'
11 99

nejor aproxinmei6n que :f?

'PrI>iedades geom4tricas de la recta numdrica
La co\rrespondencia billnivoca entre ljps rn5meros rea.les y los

puntos 'de la recta mmitiricanos. da por, primera vaz una represen

ci6n geom6trica satisfactoria de losvbniimeros. Por esta raz6n

costutbre referirse a iaiecta,'numth'ica cOmo lei recta num4r
real.%

Sabemos que no hay vacios ni puntos que falten en toda la

recta real.. Podemos hablar bel.trazado continuo de ,la recta n
o

riccc y setter que;:el segMento clescriiilk en cualquier etapa tiene
a

longitud que se mide mediante un mimero real.' &tomes, en la

recta numdria" gale J.ndica a continuaci6n
-

A
6
0

a

a

md-
una

sabAnoS que tiene ,uns. longitUd: medida ../2 - la rongitud
9

*add= tiene por Mediki 3 - NTS, TEE tiene por medida it - 1 y

N. ZE se mide P.or

Pódimoi:+maginar un purito que se mueve de rnodo'continttO de 0'

a 1. A oualquiera de sus posiciones podepos asociarle un nximero

real.

001' X

I.

4 4

Por esta propiedad de coniiriuidad de, nuestro, si.stema.de los

ntimeros reales,. algunas veces lo llamamoi el coritiniio de los

,

I

2

4

rnimerog. reales.

4IP
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Aproximaciones racionales de los ndmeros irracionales

Cada vez que damos:un aimero irracional en forma decimal,

por ejemplo, N= 0.019234675., podemos defirlir automaticamente

una sucesicin de ndmeros racionales que da-aproximaciones eapa

.vez mayorés al ndmero irracional N. Podemos leer tal sucesi6n'

de aproximaciones racionales asi:

0.01

.0.019

0.0192

0i01923

o.019234

0.0192346

0.61923467

0.019234675

Ndmeros racionales 6 irracionales en el mlindo que nos rodea

Hemos visto mudhos ejemplos de'raimerds raciOnales en nuestra

vida diaria: 'el precio de'las mercariclasl.el importe total de un
,

balance bancario, el percentaje de un pago, importe.semanal de

un'stiláriol las calificaciones 'de un examen.
.1

Aunque no hemos estudiado duranie much° tiempo-aos.ntimeros

irracionales, es fibil ver muehos ejemPlos referentes a estos

Atimeros.- Por ejemplo, considera una circunferencia de radio

uqtario. 4Cual es su.longitud? Naturalmentel es 27 unidades..,

En 'ealidad, topa eireunferencia cuyo radio es un ndmero racional

tiene una longitud irracional. Tambiéri, todo clreulo de radio r

tiene un Area cuya medlda,es un rainier° irracional (7rr?) cada

, vez que r sea un ndmero racional y frecuentemente euandot

8 es irracional.

El volumen de un eilihdro circular se caleula poi- la fórmula

V = nr2h y--71,t area lateral ppr #A 2rrh dolpe 11 es la
altura del cilindro. 'Aqui 'tambAdri el yolumeri y el Area son nil:-

meros irracionales si el'radio r y la altura h son racion

Tambidn has aprerip'd8-a tibujarzelgunas longitudes kmedida

irraeionaa siguiendo una ducesi6n kimple de triingulo6 rectAngulos-:

I.

tr

*.
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ObserVaris sin em argo que-este procdiMientdida-algUnas

longitudes racionales, pues V-47 = 2, '47= 3, y ,as/ sudesivamente.

-,tabuja,esta sucesión de triingulos reettingulos enuria hoja de'
y

papell y continala hasta que hayas Albujado.una,longitud'que re-

presen.ta a NM.

4ercicios -

iOuiles de los siguientesifilimeros:sOn racionales y cuales
4

irracionalesl. Ak

El nlimero de unidades de

. (a) la longitud de una circunferencia'cuyo radio es, r
unidad.

t

(b) el area de un cuadrado cuyoslados tieeen una unidad da

longitud:

'(c) la hi otenusa de un triangulo ilectingulo cuyos,catetos

ti.ello 5, ye. 12 unidades de longitud., .

el a.re. ,- n cuadrado cuypsdllados tiehen 'unidades
.-

longi

(e) volu

4.00
cuya

(f) el irea de

2 II/lids:des
0

2. Sablendo qud' '47=

n cilindro auyá allura es 2 unidades y

iene por radio 2 unida.d.-

n triaAkulore.ctingui-o buys: hipotenusa tiene

longitud y cuyos''catetos son iguales.

ti y que NI3 = 1.732, mwestra que

2..449
1. . '..

Cuando emPezamos a.calcular con.nllideros Irracionales encon- .

1
.

N..f
.

tramos algunas relOiOnes que al principio nos- parecen muy
. .

io2Ssv
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,peculiares pero que, .desputis de 1)9x..esstudio-mtis1minualoso,

tienen perfeqo sentido. Re aqui dos ejemplos:

El inverso multiplioativo de NiE es

El inierso multiplioativo de k,I3 ± .,12) es' .(4/3.

-41(a) Comprueba esta§ afirmaciones aproximadamente, empleando
las, aproximaciones decimales,dadas en el problema 2.

PROBLEMA ATFIOIL. Comprueba estas afirmaciones con
exactitud, erectuantlo los c4lcu*1os con lbs ntimeros

irraoionales mismoa.
'Balla el radio de una circunferencia cuya, longltud Nes 2.
Da un vald'`ap.roximado del -radio. (Toma0 3.14 para v. )

9

4".

711^

s. 4 I



'IN=CE ALFABETICO

tos mimeres indiean iaa. pAglnas en, el texto.

adición, 3; 12, i8
propiedad, 760 91'
inverso, . 18, .19i, 38, 11/47,.. 78, 236, 268

angulo(s
eor spondientes, 159\ -Ns,

de lu 118
aproximabio --274
.srco, 162 .

area,. -145
'TetsoeUtividad,. 26, 268
barra*,' , 247, 263
aseear,' 164
Cant\ori Jorge, 266
eapaqidad, .150
eateto, 194
es:htimetro, 139
ear° comp expopente, 121
*eifra significatival, 220, 2 -2 2

'en- el prOducto, 231
eireulo

area 'del, ,64

c.q.147e:unfereneia
2\14ngitud de unai 64,_2

.elaUsura, 236, 267
eompis 157-

.-complelatud, a69
condiefon, 30
'tongruente, 176, 180
conjunto 'de Sol,uoioneS, 60
'conMutatividad,. 236, 268
p 9ris tru'e gicSn e s 160, 162: .

,eolltinud de los rplmeros reales 27
etpordenstdas, '2;1, 230 24,

corrspandenel.a.. biuniiioeC. 2, 260,
: aorresporidAentes, Angulo,s, 159'
euadrante; 27 A

, 170, 205
dpeemetnb, 139
deedmal

245
.exacto, -246:
no periopiao, 265
per1.6d4;eo,, 247 249, 263, 264, 2651 272
Runto, 134

7-represetitael6n, .... 2444- 2.45, %- 254, 260, 265, 270, 271
deefrnatro,. 139 '
densldad, 239, .03, 268.
,cle,a1;gua1did,, 58,.91
'OraWibutividati,* 23& 268.
diviegm, '41, 1218

266, 273

4
1,

a

2,4

k

'..
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ecuación(es), 58, .60
equtvalentes; 75
lineal, 97

egipcios ,: 193
ejefsL. 24

de simetrla, 173
elemento nptral, 236, 268
entero(s), 9 .

enumerar,' 2,50

equivalpntei; ecuaclones,
error ,

/ maxim posible, ,215, 2
0

porcentaje de, 223
-relativo, 223

Euclides, 162
exactitud, 223
exponentp, 121, 126,-129,

keno, -121\,,-''
negativo, 121, 136,

fOrmula, 60
frase, -52,

abierta,: 53
cerrada; -53
numérica, 51, 52

-8Alón,' 154

6, 2 7, 2 82.219

149, 270

29

imperliallbritanico, 152
gririca,, .30
gramo, 150
heat' etro, 139:

agonal, prisma recto, 210
hexagono, 170 .

hipotenusa, 194, 195 .

igualdadt 76,.83
inecuacioni' 58, 60, 65 66, 6
inverso
: aditivo, 18,.19, 38,

multiplicativo,- 43,
irracional, nilmero, '255,
kilómetro, . 139
-limbo graduado, 158, 159
lineal, ecuación 97
litro, 150
logaritmd, 271
Jongitud, 138 +

'rnarca (o traza), '25
'masa,, 150'
,maximo error podible,-

de una.,*stuna, 227
media, 242
medianal 169

7, 68, 69, 91

47, 78, 236, 268
237 268
258, 265, 271 272

215, 216,
A

21702189 219



mediatriz., I6, 191,
mega, 141$.142
métrico(a)

sistema,..137r i 4
tonelada, 151

Metro, 138
cuadrad6, 145

-Clibico, '148-
micro,: 141, 142
micron, 142
milimetro, 139
multiplicaciOn,, 34,1-25
multiplicativa, propiedad, 83
mult±0.icativo, inverso, 43,'237 268
natural, nximero, 3, 235
negativo

exponente, 121, 126, 129
n4mero, 8, 9
neutral, elemento, 236, 268
notaciOn

clentifica,. t14, 11'5, 221

'de la4 potencias_de diez, 115, 1

4

nIlmero
eritero, 3, 9
irracional, 255,- 258, 265, 271, 272
natural, 31_235
negativo, 6, 9
-15ositivo, 3
racional, 9, 235
real,: 264:
trascendente, 270, 271

octógono, 170
:opuesto(i1), 9, 13, 19
ordenaciOn, 237, 268
origen, 3, 21
pantógrafo, -158 *"

par:ordenado, 25, 33,, 94
parabola,- 103,
paralelogramo, .205
pentigono, 170
perpendicular, 189, 190
peso del agua,-. 152
pi (r), 64, 232,-27e7-27.
pirimide, 210
Pitigoras, 19,
plantilla, 158
poligono

regular, 170
porcentaje de error, 223'

v

3



a

0

positivo, ntimero, 3
potencial 2691p271
preoisión, 1 2.19s. 20
prisma

recto,*208
recto, hexag6nal, 21.0

'recto rectallgular, 208
rectd triang4lar, 209

propiedae
aditiva, '76, V1

e multiplicattva 83
pitag6rical 193, 202 '

proposicion
abierta, 59.
compuestal 68

. numerical 51, 57
pulgada, 143
racional, nximpro, 9,235
radio, 163
raiz, 269, 27Q

auadrada, 196, 257
razonamiento indirecto, 25q
real, numero,. 264
recta(s)

concurrentes, 167
numér4ca, 1, 2, 3, 4, 5, 253

real, 273
paralpaas, 158
perp diculares, 158

reqtangu o, 206
regla, 157 . .

e T, 158, 160
aralela, 158'.

rel % error, 223
secante, 159
segmento de recta dirigido, 3, 12
semirrecta, 3, 22
simetria, .172

eje,de, 173
sistema de los ntimeros rdales, 264
sistema mkrico, '137k, 154
sistema rectangular, 24
sustracción, 45
tabla

de cuadrados,- -200, 201
de ralces cuadradas, 200, 201'

tolerancia, .217
tonelada mOtrica, 151
trapecio, 205
trasaendente, ntimelhol 270, 271

tI



4

,

I.

tri4ngu1o(s)
oongruentee., 176, 180
rect' 192

volumen, 148

1,

.

;

a

P

101.

two


