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Caplitulo 9 -

»

HAZONES, PROPORCIONES, PORCENTAJES Y DECIMALES

‘9-1. Razones y proporciones

Ur: dia soleado urn niro midild la longitud de la sombra proyec-
tgda por cada miembre de su tamilia, Tamblén midio la longltud de
la sombkra proyectada por un arbol grande en el patle de su casa.
Eneontrd jue su padre, cuya estatura es Gz 72 pulgadas, proyectaba
una® sorira de % pulgadas de largo. Su madre, cuya estatura es de
63 puliradas, proyectaba una sombra de . 42 pulgadas de largo. Su

_hermanito, cuya estatura solamente os de 30 pulgadas, proyectaba

uha oombra de 20 pulgadas de largo. El nlfio no sabfa qué altura
tenfa ¢l artol, perc sabla que la sombra que éste proyectaba era de
4 ples 4 larco.

Ilgponyarmos estos datos en una tabla:

Lorglitud de la sombra Estatuta o altura
tadre L& pulgadas J 72 pulgadas
Nadre “2 pulpadas ‘ 63 pulgadas
dermanito 20 pulgadas 30 pulgadas
Artol “C ples ?

UeeoS jue 133 personas mas altas tienen sombres mas largas.

K. drnemos ©sto con mas detalle. Supongamos que dividimos el mi-
mero de pulyadas de la longltud de la sombra del hermanlto por el
raimerv de pulgadag ae su estatura. Obtenemos %% 6 %} Suponga -
mos “jue hacenos lo mismo en relacién‘con la estatura del padre y
1a somira jue proyecta. Serla mds fdcll medir la altura y la lon-
gltud du la sombira del padre en ples. El padre tiene 6 pies de
egtatura ¥y su sombra tlene h‘pies de longitud. Si dividimos la
lonyitud d» su sombra en pies por la longitud de su estatura, tam-
lén en ples, obtenemos %, 0 3

tdvide el numero de pulgadas de la longlitud de la sombra de la
madre por 21 .amero de’pulpgadas de su estatura. ;Obtilenes aun %&‘

Suponpamos que este principlo se aplica a todos los objetos.
{Por supuesto, debemos medlr las sombras al mismo tlempo y en el

mismo lugar, pues la longitud de las scmbras canbla a medida que

G



9-1 ~3ub-
pasa =l dfn » la poslcldn del sol cambia,) KEntonees, el arbol
deke tenwr 0 ples de alto para que la medida de su sombra divi-
dlda por la medlida de su altura resulte %‘ i Podemos conocer
la altura del arbol sin medirlo!
En el Capizulo ¥ hemos usado el término "razdn" y estudiado.
alpunas de sus aplicaclones.
Nefinieidr. La razdn o relacion de un nmimero a, & un ni-
mero % (b ¥ 0), es el coclente %. (A veces esta razdén
se eseribe a:b.)

Fri ¢l protlema de las sombras hemos rformado la razdn de la
medlda de la longitud de la sombra a la medida de la estatura o
alura, y hemos descublerto que esta razén era la misma para
tedas las parsoras owyas sombras se han medido, Este descubri-
miento nes ha permitido determinar que la altura del drbol era
de ©G ples,

Suporit2 jue el tio del nifio tiene una estatura de 66 pul-
gadas (= ples -« pulgadas). ;Qué longitud tendrfa su sombra
81 se la mlidlera en el mismo sltio y al mismo tiempo que las de
toda la ramilia® “

Sea 8 21 rnumero de pulgadas de la longltud de su sombra;
entonces debe ser:

s _ 2
3

k1l numero puede expresarse como it'raccion con denominador

Wi

6%,
2 2 22 44
33 2WT 8L
3 by
%6 ~ &6
8 = 44
La sombra del tio tendrfa U44 pulgadas de longitud.

Hes visto gque una razdn es una comparacidn de dos nimeros
por divisidn. Los mimeros pueden ser medidas de cantidades
fislcas, La palabra "por", en una de sus acepclones, significa
divisidn, y la usamos para expresar la razdn de las medidas de
dos cantidades fisicas, tales como millas y horas. Los precilos,
de las tiendas nqs dan mds ejemplos. Los precios reg‘cionan el
valor de las ccsas con la cantidad de las mismas, como en el

*
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cauo de §i.07 por lirra, ¢ $0..3 por docena. En cada caso, la
palatre "por” irndles nng razon entre dos cantidades que son, general-
mente, de alteronte especle,  Observa, ademds, gue la segunda canti-
dad en cuda 'as80 representa el término de comparacicn. Una tienda
cobra "10 centavos por peine"; un peine es el término de comparacidn,
¥ la cala de la tlenda dete registrar 10 centavos cobrados por cada
pelne vendido., Esta determlinacldn, por supuesto, no siempre se®re-
presenta por una cantidad de uno, Por ejemplo, centavos por docena,
ddlares por par ‘para zapatos), ddlares por 1,000 (para ladrillos).

Jolviernde u nuestro ejemplo y a la definlicidn de razdn, vemos
qUe una razon compara exactamente dos numeros. Ern nuestro ejemplo
tenfamos dos conJuntes de numeros, uno de longitudes de las sombras
¥y vtro d» las estaturas o alturas. En cada caso hemos formado la
razdr del primer nimero {longitud de la sombra) al segundo numero
(estatura o altura). ¥r nuestro ejemplo esas razones eran lguales
er. todos los casos., Mn ests situaclion, declimos que las cantidades
tisicas medldas por los nimeros son proporcionales entre sI. Una
proporcidn es la afirmmacidn de la igualdad de dos razones,

Entences, en ruestro ejemplo de la primera pagina de este
capitulo, la longitud de la sombra es proporcional a la estatura o
altura. La razdn de cada par de medldas, en ese ejemplo, es %;'
Usaremos <382 razon nuevamente para determinar la altura de uvna torre
si la longitud de su sombra es 21 ples, Sea W el nimero de pies
de altura de la torre, Entonces ié afirmaclon,

21 _ 2
w3

es una proporcicén. Consideremos ahora algunos enunclados de esta
forma; volveremos luego a esta proporcidn para mostrar un método
que permita encontrar un ndmero de manera gque, sustituido por w
en la proporcidn, haga de ésta una proporcidn verdadera.

En el Capitulo 6 hemos visto que:

(a) §“§- (b) r=§§ () 2=98 (@) $=F%

En  (a) §.= g’ vemos que_2 * 9 = 18 y 3 . 6 = 18; entonces

2+ 9=3. 6 En (b) §.= %é, vemos que 3 ¢+ 32 =96 y 4 * 24 =
96; entonces 3 + 32 = 4 » 24, En forma andloga, en (d) %= '1%%':
vemos que 3 + 1,000 = 8 + 37., pues B8 + 375 = 3,000. Compruebva

-

by
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. [ N
ety propie fad pura el = o«
[ 9] 1\)
¥nsaya otros elermplos de pares de fracclones que representen
el mismo ndmere raclonal. ySon Imuales los productos del numera-
dor d~ wna rracelsn por el denominador de la otra? Veamos sl
esta propivdad ©o verdadera para todos los pares de fracclones,
A

»

qQue 8oan numerales de un mismo ndmero raclonal.

31 % “ % y 540 y 4a#0, entonces
3 o] e r
F 39’ °© 3’ se multiplica por 3’ que es
igual 2 1, y ’E' se multiplica
por L.
gg _ et Se obtlenen estos productos de
wdoas manera que los dos numeros racio-
o
%g.w =5 nales % N %- estén expresados
- come fracciones con un denomina-
doxr comun.
EFntonces ad - te, Si dos fracclones con el mismo denomi-

nador son nombres para el mismo mimero
racional, sus numeradores son lguales.
Hemos demostrado: »
Propledad 1. S1 £=5 ¥ b# 0 y d 0, entonces
ad = be.
Fata propledad puede resultarte \itil en la solucidn de pro-
blemas en que hay proporciones. También es clerto qugesi ad =
bec, entonces %-: % siempre que b # 0 y d # O. DeJaremos la
demostracion de esta propledad como problema. (V. el problema 18.)
Podemos volver ghora a nuestro problema.de la altura de la

-

torre. 21 »
S1 =3 . .
entonces 21 » 3 = 2w propledad 1
63 = 2w .
’ %?.= w definicidén de un mimero
racional
3‘!-2-=w
La torre tlene 31§ pies de altura. -
l 1
v i
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Slercleios 9-1

1idl es tr =statura en pulwadas®  (Cudl serla la longitud de
tu sonbra sl ruera medida al mismo tlempo y en el mlsmo sitlo
enocque se midieror 1as sombras de las personas aludlidas en el

prot lenyg oon e

A vcortirugeldn, s+ Ilndlcan los datos de otros obj:=tos que fueron

g» Introduloe este capitulo?

medidos en otro sitio y en otro momento. Topla y completa la

tatla,

Tonritud de la sombra Altura  Razdn
Grrage 2 pieé 8 pies
Percha para rops 3¢ pulpades %%
Arbtol T% ples | 20 ples
Mastil 144 pulgadas 2?_.
Cerca 11%-ptlgadas 30 pulgadas

¥ ouna cl.ose hay
(a) :Dudl es la

estudlar.tes
(L) ;Cudl es la

30 estudlante: de los cuales 12 son nilfias.
razon del numero de nifias al nimero total de
de la clase?
razén del numerp de niflos al mimero total de

alumnos de la clase®?

(e¢) 3;Cudl es la

razdn del nimero de nifas al numero de nifios*

Er otra clase, la razdn del numero de nlfias al mimero de nifios

2

es 3, la misma que en el probleﬁa 3. 31 en esta clase hay
10 niflas, jcuaros nirios hay?
En el pruolema 18 se te plde demostrar que %-: %3 si "ad =

b¢e ¥y b#O0 y

4 {'0. Utlliza esta propladad para averiguar

cuales de los sigulentes pares de razones son lguales:

(0) 2 %

X v 1h

(D) ‘3"’ T -
48 42

(C) ‘?]"g; TE‘

68 76
(a) T 19

15 4
(&) 13 33

1

. C'

b .
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11.

-3'»;2 - o,
Rorvady o de 1og sipgulentes elerciclos,. determina x de N
matiera e la ropnqivion nuie se Pyuncig,sea verdedera~

? :ﬁi‘:‘ X
{a) 5 == * (@) ‘*g -E : ‘
R L Tk X 36 .
(r) T <30 . \e)ﬁ T
3 x \‘\‘J '?r\ "
{ c) j 1 . . 2 N N * ¢
Josetira tlene un retrato de & pulgadas de ancho y 5 pul-

cadas de larso.  wulere ampliarlo de manera que tenga 8 pul-
sadas do ancho.  owué longltud tendra la ampliacion? .

Sl ouna vorre proyvecta una sombra de 75 ples de"largo y al
vlsmo tlempo un hombre de © pies de estatura proyecta una
piles de largo, :;qué altura tiene la torre?

Al seor Perez se le pago ia suma de $135 por un trabajo
et ha requerido 40 horas, j;Cudnto deberia pagdrsele por
ur. tratato jue rejuiere 60 horas,\si el salarilo pof hora

12 ¢

\3\) n\ X‘a d&

N
£} N A

e“, Cs un-S“:(’f »
. -

T4 ewta para preparar pastelitos menciona los sigulentes .
Lioredlentess :

1 taza de marntejullla 1%-tazas de harina. )
%‘de\taza de azucar ! cucharita de vainilla
2 ruevos ' M ’

Cor. estas cantlidades se pueden preparar 30 paatelitos.

(a) heplte la receta aumenitando los ingredientes en la ‘razdn
3 : r - .
T AN

{(v) ;Cuantos pastelitos se pueden hacer con la nueva recéfa°

{¢) Suponte que quieres hacer 45 pastelitos,. ;Cuénto nece-
sitaras de cada ingrediente?

ttilliza una proporcidn para resalver los siguientes problemas.

Comprueba tus calculos resolviendo los problemas pdr otro

me todo,

{(a) iCudnto cuestan 3 docenas de rosquillas a $b.55,-p0r
docena? . .o

{v) sCudnto cuestan 12 bombones sl 4 cuestan 15 centavos?
(;Cémo podrias escribir este precio uti}fzando la palabra

]

-
a
* - -

F .

C 13 S
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"por" )

(c) :Cudnto cuestan 8,500 ladrillos a razdn de $1u por
millar:

{d) Una carretera tlene una pendiente de 6%, lo que significa
que sube € piles por cada 100 pies de carretera. iCudnto
subird er. una milla? Halla la respuesta con la aproxima-
clion de un pile. \ ‘

12. Para expresar velocldades se usan habltualmente unidades tales
como "millas por hora" y "ples por segundo". Una motocicleta
priede vialtar a 30 millas por hora. jCuantos pies‘por segundo
son® (8l peligro de las altas velocidades, en varlas circuns-
tancias, puede expresarse mejor cuando se da la velocldad en
ples por segundo. )

13, La siguilente tabla da una lista de pares de numeros, A y B.

Bn cada par la razdén de A a B es el numero 7 Completa
la tabla. | -~
A B Razon % Razdn en su forma més simp1e1‘

N 12 6

(a) 12 | 1;‘*; T v

(v) 21

(c) 30

() 100

(e) 100

*14, Algunas veces es conveniente comparar mds de dos cantidades.
Por ejemplo, 'una mezclx de nueces tieme & libras de mani, 2
libras de anacardos y 1 libra de pacanas. En este caso la
razon del niwero de llbras de mani al nimero de -tibras de ana-
cardos es %- 6 5 a 2,y la razén del numero de 1ibras de
anacardos al nimero de libras de pacanas e8 2 a 1. Esto
puede escribirse brevemente asi: 5:2:1., nggnte que un comer-
clante desea preparar 24 libras de esta mezcla. iCudntas :
libras de manf, de anacardos y de pacanas debe emplear? Para
encontrar tu respuesta, responde primero a las sigulentes pre-
guntas: "

(a) S1 se mezclan .5 libras de mani, 2 libras de anacardos y

o
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1 1iira de pacanas, jcuartas libras hay en total?
() :"udl es la razdén del nimero de libras de mani al mimero
total de lltras®
(e¢) Como esta razén debe ser la misma en ka mezcla cuyo peso
total es 2% libras, jcudntas libras de mani se necesitan?®
(d) FResponde a las preguntas (b) y (c¢) cuando se reemplaza
la palatra "mani" por la palabra "anacardos". .
(¢) Responde a las preguntas {b) y (c) cuando se reemplaza
la palatra "mani" por la palabra "pacanas".

*i5. Se van a preparar cincuenta y sels llbras de una mezcla de nue—*
ces, con los mismos ingredientea v en la misma proporcion que
er. vl protlema 14, jCudntas libras de cada ingrediente se
necesizarant

*1G,  Sestlenen 107 lirras de una mezcla con 108 mismos ingredientes
que en el priblema 1%, pero que estan en la proporcidn 5:3:2.
jCudntas libras de cada ingredlente hay?

*17. Un trisngulo tiene sus lados de longitudes 11 pulgadas, 8

. pulgadas y * pulgadas. Si se va a dibujar otro tridngplo de
100 pulgadas de perimétro, las medidas de cuyos lados estan en.
la proporcion 11:8:6, jcudl serd la longitud del lado mas
cortoy

*18, Demuestra la propledad,

sl ad{: be y b#£0 ¥ d‘;‘!o, entonces ¢ = 3

SN

cuando hayas demostrado esta propledad, podrds decir:
8l %:%, y b#0 y a0, entonces ad = be,

¥y s6lo en este caso.

(Sugerencia: Si ad = bc, entontes a = %fa Podemos

expresar %;- como b %»)

| -

9-2. Porcentajes

Muchos de tus condiscipulos estdn habituados a la ialabra
"por clento", y tu conoces probablemente lo que slgniflca., "Si tu
maestro dice: "90 por ciento de las respuestas de esta prueba
son correctas", isabes lo que qpiere decir? La expresion 'por

4 | N \ :
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clente" viene de la frasc latina "per centum", y de ella deriva la
palatra "porcentale”. Si la prueba con 90 por clento de las res-
puestas correcias tiere 100 respuestas, entonces 90 respuestas
de esas 100 son correctas. Se podrfa usar la razodn %%% en vez
de la frase "9C por clento" para describir la parte de las respues-
tas que son correctas. La frase "por clento" se usa cuando una
razdon esta expresada corn un denominador 100,

90 por clento =i%)6 = Q0 . "I!W

Er. vez de la expresior. "por clento" se usa el simbolo, % . Este

~
almbolo es una atreviatura de T%K?

5 = 9 * 155 = 9%

"
Oy
R

m.—_vs
%%=37' 1_63=37%

o 1

=13‘m=13%

I

Sup51§te que de las 100 respuestas de una prueba, 90 son
correctas, 5 incorrectas y 4 han sido omitidas. Como conocemos
el numero total de problemas de la prueba, podemos expresar esta

informacidn como porcentajes. il
—1%% =90 Té'é‘ = 0% (90% de las respuestas fueron correctas.)
TS'O' = 5. T%U a 135!’ (6% de d1as respuestas fueron incorrectas.)
130 = Lo %‘6 = L% (4% de las respuestas fueron omitidas. )
1%5 —"6' —6'6' lgg- (Todas las respuestas posibles, )
90% + 6% + 4% = 100% (Todas las respuestas pt;aibles.)
\ Otro nombre para el mimero uno es 100%. "
El numero 2 puede escribirse también as:[~
LR 2008

Con otras palabras, 200% aignir:lca 200 X T%O' -?-8% = 2.

"1

e

il



‘dos razones %} (rixas) y

9-2 . =350

lina clase de 2% alumnos estf compuesta de 11 nidas y 14
nifios. La raczor. del rndmero de nifias al ndmero de alumnos de la

clase puede expresarse de varlas fo“mas. Por ejemplo,

11 _ 22 _ 33 _ 66 .
5507 T “66 = 150

Si quisiéramos indicar el porcentaje de niﬂae de la clase, jqué
fraccidn darfa la informacidn mis ficllmente? ;Por quév “La razdn
del ndmero de niros al numero total de alumnos de la clase puede
escriblirse como sigue:

14 e d 6 e __°t

T T5= T T " T
:Qué nimeros representan las letras c¢, 4, e y f? Observa las
;g (nifios), Cudl es la suma de las
dos razonest Halla la suma de las dos razones -——0— Yy -5-3 Ex- |
presa las dos razones ¥ su suma como porcentajes, utilizando el
simbolo % . La clase entera se considera como el 100% de la

~

clase porque ) ' .
2 100
| 2 = 150 = 1008 |
Todo numero ~% puede ger expresado como un porcentalje

hallandc el nimero c¢ tal gue

¢ 1
=700~ 700~ °®

Ejerciclos 9-2a
1. Utilizando papel cuadriculado, dibuja un cuadrado grande uyo
interior esté dividido en 100 cuadrados pequefios. Escribe
la letra A en 10 cuadrados pequefios. Escribe la letra B
en 20% de los cuadrados. Escribe la letra C en 35% de *
los cuadrados. Escribe la letra D. en 30 de los cuadrados.
Escribe la letra X en los cuadrados restantes. :
(a) 3En qué parte fraccionaria-del total de los cuadradoa
\ estd la letra A? ~
(v) :En qué porcentaje del total de los cuadrados esta la
letra AT ‘ ]
(¢) 4En cudntos cuadrados estd la letra B?
(d) :En qué parte fracclonaria del total de los cuadrados
esta la letra B?




| (e)
Ar)

(2)

(n)

(1)

(3

;Cual es la suma de los numeros obtenidos como réspuestas para
~(a), (4a), (£), (g) e (1), del problema 1?

la letra C©°

¢Fn qué parte fracclonaria del total de los cuadrados esta

la letra D?

JEn qué porcentaje del totul de los cuadrados estd la letra

D?

¢:En qué parte fracclonaria del total de los cuadrados estd

la letra X?

¢En qué porcentaje del total de los cuadrados estd la letra

X?

-357-
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(En cudntos cuadrados esta la letra C?
:En qué parte fracclonaria del total de los cuadrados estg

En el problema 1, zcudl es la suma de los porcentajes de los

cuadrados que contienen las letras A, B, C, D y X?
Escrive cada uno de los siguientes mimeros como un porcentaje:

(a)
(b)
(e)

Consldera la clase sigulente:
\ Estudiante

(a)
(v)
(c)
(a)
(e)
(t)

(a)
(e)
(£)

- rof

PN

Roberto
Juana
Maria
Juan

José
Beatrlz
Raimundo
Donaldo
Margarita
David

:Qué porcentaje
;Qué porcentalje
:Qué porcentaje
;Que porcentaje
;Qué porcentaje
t{Qué porcentaje

a3

VRN U =

(8) 2
(ny £
(1) 3

(8 £

Color del cabello

™ublo
negro
rubio
rojo

Negro

negro
rubio
negre
rojo

negro

son nifios?

son rublos?

son pelirrojos?
no son pelirrojos?

son nifias de pelo negro?

son nifios pelirrojos?

1y

PO
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O, Juanlita reclbe de sus padres 50 centavos por semana. Una

semana gasta 12 centavos en un ldpiz, 10 centavos en hela-

dos, 1% éentavos en una colecsta escolar y guarda el resto en
8u alcancia.

(a) EXpresa la razdén de cada gasto y del ahorro al .otal
del dinero que recibe semanalmente, y expresa cada razdn
como un porcentaje.

(v) Halla la suma de las razones,

(¢) Halla la suma de los mimeros indicados por los porcen-
tajes.

(d) :Qué coincidencla encuentras entre las respuestas ante-
riores?

7. £l ingreso mérsual de una familia es $400. El presupuesto

mensual de la familia es:

b 2%

Pago de amortizacidn por la hipotsca de la casa $80

Impuestos 20
Pago del autondvil ‘ 36
Alimentacion 120
Ropa 48

" Gastos de funclonamiento 32
Salud, (Jdiversiones, etc. | 24
Ahorros y seguros ) ‘ 40 .
(a) $Qué porcentaje del lngreso se asigna a cada partida del

presupuesto?

{b) iComo se haria una comprobacidn de la exactitud de las

* ocho respuestas? )

El porcentaje es un método conveniente para dar 1nformac16n
referente a razones. Los resultados de las competencias atléticas
se dan a veces en porcentajes. Dos alumnos del séptimo grado han
descublerto la razc:. por la cual se usan los porcentajes en estos
caros. Los nifios estaban discutiendo las puntuaciones de sus

equilpos de béisbol. Un equipo gand 15 partidos de los 20 que .

se Jugaron. Otro equipo ganoc 18 de los 25 partidos Jugados.
¢Cudl de los equipos tuvo maycr éxito en el juego? El-segundo
equipo ha ganado 3 partidos més, pero el primero ha Jjugado menos

partldos., Observs 1as razones del nimero de partldos ganados al

. - 19
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nimero de partidos Jugados por cada ejulpo. Las razones %8- NS %g
no se pueden comparar a simple vista, Usemos para ello los por-
centajes,
El primer equipo gand %% de los partidos jugados.

>

: %g = %%% = 75% Gan§ 75% de los partidos Jugados.
El segundo equipo gand %% de los partidos jugados.
18 72 ‘

E < 790 © 72%. Gand T72% de 1q£ partidos jugados.

El primer equlpo, que gand 75% de sus partidos, tuvo mayor |
éxlto que el segundo equipo, que gand T2% de sus partidos. Podri-
amos declr que T2% < 75%, & T75% > 72%. .

- Se dan a veces en forma porcentaje muchos datos referentes
a negocioé, egcuelas, ete, Transcurrldo algﬁh tiempo, frecuente-
mente es mas convenlente referirse a esos datos como porcentajes
que de otra manera.

Hace unos afios el director de un campamento tomd algunos datos
para uso futuro. Algunas informaciones estaban en porcentajes y
otras no. Los archivos daban la informacidn aiguiengpz

(1) Habfa 200 nifios en el campamento.

(2) Clento por clento de los nifios tenian apetito antes de la
primera domida en el campamento.

(3) En el segundo dfa 44 nifios pescaron.

(4) Un nifio querfa regresar a su case la primera noche.

(3) El director de un campamento vecino dijo: "Cuarenta por
clento de los nifios. de”mi campamento guleren aprender a
nadar este verano., Enseflaré a nadar a 32 nifios",

Segun las informaciones (1) y (2), zcudntos nifios tenfan

apetito cuando vinleron a cenar el primer dila?

. 100
300 ° 200 = 200

- Naturalmente, podemos saber sin necesidad de calculaf que el
1004 de 200 es 200. |
. Utilizando la informacidén (3), podemos encontrar el porcen-
taje de nifjos que pescargn el segundo dia. "La razdn del mimero de
‘nifios que pescaron al nimero total de nifios que habia en el campa-
mento es wxx. S1 1lamamos x% al porcentaje de los nifios que

AE
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pescaron, entonces

X _
100 ~ 200
200x = 100 « 44 propledad 1
x = 00 - 44 '
’ X = 22

Veintldds por clento de los nifios pescaron.

Partiendo de (4) podemos encontrar el porcentaje de nifios
que tenlan nostalgla de au hogar. Si lo deslgnamos por x%, en-
tonces

x 1
100 T 200
200x = 100 propledad 1
2 X = 100 :
: = 200
x=%

De todos los nifios, §$ tenian nostalgla de su hogar. Este
porcentaje debe leerse "medlo por clento" o "la mitad de uno por
ciento". Probablemente prefierea decir "la mitad de uno por
clento", pues esto acentia su pequefiez.

Con la informacidén (5), se puede saber el mimero total de

nifios del segundo campamento, Llamemos x 2 este mimero de nifios.

40% significa % del grupo, y tamblén se reflere a 32

nifios. Deseamos hallar x tal qué -1%% = %
' 40 2
100 = zx_ ) )
4Ox = 3,200 ~ propledad 1
x= ZEG'
X =

yi_ercicios g-zb’
1. Un equipo gané 3 de los 5 primeros partidos Jugados.
. (a) 3Qué porcentaje de los primeros 5 partidos gand el

equipo? ~ /
(b) ¢Qué porcentaje de los primeros 5 part:ldos pardits el
equ'ipo') { .
o1




30
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Posterlormmente, en la mlsma temporada, el equipo gané 8 de los

1€ partidos Jugados.

(a) .Cudl es el porcentale de partidos que ha ganado esta vez?

(t) ;Ha aumentado o dieminuldo el porcentaje de partidos gana-
dos? ‘

Al final de la temporada el equipo habfa ganado 26 de los

40 partidos ‘ugados. “

(a) Al finalizar la temporéda, ;qué porcentaje de los partidos
Jugados hatia ganado el equipo?

(t) Compara este porcentaje con los otros dos. X

Hay »C0 alumros de s3éptimo grado en una escuela gecundaria de |

primer ciclo. El director piensahdividir a los alumnos en 20 )

secclones de igual numero de aglumnos,

(a) iCudntos alumnos habrd en cada seccidn?

(b) ;Qué porcentaje de los alumnos estard en cada seccidn? ‘
(c) iCudntos alumnos son el 1% del mimero total de alumnos N
del septimo grado? ‘ ‘ o

(a) :Cudntos alumnos ‘son el 10% del mimero total de alumnos
del séptimo grado? ‘

Suponte que una seccidn contiene 36 alumnos. ;Qué porcentaje

de loa alumnos del séptimo grado estd en esa seccldn?

Ciento cincuenta alumnos8 del séptimo grado vienen a la escuela

en autobus. ‘

(a). ;Qué porcentaje de los alumnos del séptimo grado vienen en -
autobus? ; .

(b) :Qué porcentaje de los alumnos del sdptimo grado vienen a
la escuela por otros medios de transportacidn?

"En una seccion de 30 alumnos, 3 1llegaron con retraso,

(a) :Qué pa%te?rraccionar&a del total de alumnos de esa seccidn
llego tarde? : )

(b) ;Qué porcentaje del total de alumnos de esa seccidn se re-
trasc? . _ *

Habfa 750° alumnos del octavo grado. ;Qué porcentaje del ng-

" mero de alumnos del sdptimo grado es el mimero de alumnos del

oztavo grado? .
Un dfa llegan a la escuela 3 alumios del séptimo grado con

~
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muluvtas, pu.=s hLatf{an estado esqulando. j;Que porcentaje del
mimers de alumres del séptimo grado andaba con muletas?

10. Un alumno del séptimo grado oyd un dia al director decir: "Hoy
esta ausente el cuatro por clento de los alumnos del noveno
grado”. La lista de ausentes ese dia habla reglstrado 22
nomtres del noveno grado. Con estas dos informaclones, el
slumno del céptimo grado descubrid el numero de alumnos del
noveno grado que tenla la escuela. ;Cuantos alumnos del no-
veno grado habia®

G-3, MNotaclon decimal
Kecordaras que decfamos en el Capitulo 2, que un numeral en
base dlez estaka escrito en forma desarrollada si, siendo por ejem-
plo 3,284, se escribla como 3(103) + 2(162) + 8(101) + 4. Se
dice que el numeral esta en notaclon posiclonal si se escribe como
3,24, En base dlez esta forma se llama también‘notacién decimal.
" oada diglto representa un valor dado de acuerdo a su colocacidn
er. 1 rnumeral. &n ¢l ejemplo antérior, el 3 estd en el lugar
de los mlles, el 2 en el de los clentos, y asi suceslvamente,
En base dlez la notacldn posiclonal dice que el valor de cada
lugar inmediatamente a la izquierda de cierto lugar ez diez veces .
mayor que el valor de este dltimo. El valor de la posicidén in-
mediatamente a la derecha de una poslcldon dada es un décimo del
valor de esa ppsicién. Observando el ndmero. 3,284 escrito en
N notacidn desarrollada, notaras que leyendp de lzqulerda a derecha
los exponentes de diez decrecem Suﬁ%nte que queremos esoribir
5,634,728 en notacidn desarrollada. Podriamos escribir
. 5(10%) + 6(10%) + 310 4+ T(2)+2( ?)+8(2) E1 &
ocupa el lugar de las unidades., El valor de este lugar ‘es "IJO'
‘ del valor del lugar.inmediatamente a su ifquierda. Si extendeuos
. nuestro numeral en un lugar hacla la derecha del lugar de las
‘ unidades y deseamos conservar nuestra forma de desarrollo, jcudl
serd el valor de ese lugar? ;Y del lugar sigulente a ése? Para
esoribir la forma desarrollada a la derecha de las unidades tanto -
como a su 1§qu1erda tenemos: ‘

‘):3 ?

g 3
— . . .

. » T »

EN - A A ~ N LN L . A A TR




-363- ) 9-3

5(103) . -(162) I I T(%ﬁ) - Ei?ég) + 8(?%3), donde el
primer lugar a la derecna de las unldades es el lugar de las déci-
mas.
% La siguiente tabla muestra los valores de ﬁosicidn tanto a la
lzqulerda como a la derecha del lugar de las unldades.

- Tabla de los valores de posicidn

'g D n
o] g n /] 0
/7] [~ ] /] N [0} o 1]
o m v o w ) n E E 5
n Rk o & - - [4s] o] o 0 L3 i
oo n o o] Q - o] B O )] n /]
» - [T ~t o (1) o ot 2 0 N &0
52 |82 |3 |8 |22 2| 5|8 |29 | 3%
SF | 8% b S |A&I1S |8 S = RE S8
100,000}10,000[1,000 | 100 [ 10 | 1 | 0.1 |0.01 | 0.001|0,0001|0.00001
g 4 3 2 1 01} 1 1 1 1
10~ 10 10 10 10 '}10 ™ | s | =T
10 107 4 107 105

Habitualmente decimos que los lugares de la derecha son los

lugares decimales. \ . )
Cuando el mimero 3,284,569 se escribe en notacidn decimal,

el punto decimal indica el lugar de las unidades. - El nimero se lee
"tres mil dosclentos ochenta y cuatro con quinientos sesenta y
nueve milésimas"” o "tres dos ocho cuatro—punto—cinco seis nueve",

Ejemplo 1. Escribe 5(10°) + 7(10') + 3(f) en notacicn
decimal,

escribirse el lugar de las unidades como 0(300)? Tu resultado,
570.3, te ayudard a dar esta nueva respuesta.

Observa que no se ha escrito el lugar de las unidades, gPpéde .
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gﬁgrcicios 9-3

1. Escribe cada una de las expreslones siguientes en notacldn
declmal: N

(a}

.o (<)
(a)
“ “ (e)
(r)

()

2. Escribe cada uno de los sigulentes numerales en forma

(b)

6(10) + 5(1) + B(7y) +‘7(7%§)
3(16%) + 3(10) + 6(1) + 1Uyg) + 9(=7)
(10) + 2($5§.; “(;ég)

bq) + 8(7-(‘33-) + 3(73—5)

1 » 1
TSR

1 1
3(750 + D(-Eg)

; 2 " 1
3(10%) + (:EEJ

desarrollada:
(a) 32.55
(v) 1.213
(¢) 0.4

(a) 3.01

(e) 0.0102
(£) 0.10001
(g) 30.03

3, EKscribe cada uno de los sigulentes numerales en palabras.

Por ejemplo, 3.00%

(a)
(v)
(c)

(a)

Escribe en forma de numerales declmales:

gse escribe tree con una milésima.
(4) 11,0101

~ {e) 909.009
(£y 3.0044

7.236
0. 004
360, 101 _

»

Trescientos cincuenta y dos centésimas.

(b} Quinlentos siete dlezmilédsimas.
(¢) Catorce milésimas. '

<
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xS 4
(d) Sesenta con siete centésimas.
(e) Treinta y dos clenmilésimas,

(r'): Ocho con dlecinueve milésimas.
*5. Escribe 1405 o0 base diez.

0,
*6; . Escribe %- er. el sistema duodecimai.
*7. Eseribe f- en el sistema Guodecimal.
*8. Cambla 10,011, . 2 base diez.

9-4, Operaciones cor gecimales .

Suponbanos Jue queremos sumar dos numeros dados en forma deci-
mal; por cJemplo, 0.73 + 0.84, Sabemos cémo sumar: 73 + 84 = 157.
i{Como hacemos con las cifras decimales® Podriamos proceder como
8lguc:

-

-

jn?j)(-m y 08)428)4X—6-6

Por consigninnte,

: . 73+ 0.84 = (73 x T%ﬁ) + (84 X T%G)
. © .= (73 + 84) x %%6‘ .
ot < 15T X gpe = L5T

Observa Jue hemos usado la propledad distributiva,
Supovganos ahcra que queremos hallar la auma-de"ﬁ;Z) + O. -5.
* Igual que antes, primero volvemos a.gscribir nuestros nimeros como
rracciones.

Utilizamod ‘la ultima forma 1ndicada para 0.73, pues entonces

+
»

16%5 aparece en ambos praductos.
0.73 + 0.12% = (730 X TGGG) + (125 X )

= (730 ~+ 125) ."TO'OU
= 855 X ks = 0.855 .

Estos ejemplos pueden ser tratados de modo mds conveniente
sscriblendo un numero debajo del otro, como sigue:

-

: Ly PR .

0\) s >
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Observa jue escriblmos los puntos decimales cada uno exactamente

debajo del otro.

Esto se debe a que queremos sumar el numero en

e;‘lugar de las ddcimas dgl primerﬂgﬁmando al'nﬁmero en €l lugar

de las déclmas del
las centésimas en
centésimas <on =1 s

segundo sumando, y el mimero en el lugar -de
el primer sumando al nimero en el lugar de las
egundo, etc. Entonces

' . : R S T S 8 , .4
S - oT=ggryp Y 08 =15t w0
y por conslgulente .
‘ 0.73 + 0.84 = Z-§y§-+ 27555
] R
1 7
: = 18 + o o
- - i ‘ b = 1.57 ;
o Se pu=de traté} 1a.suspracc16n de la misma manera. Por
//( .ejemplo, ”l\\ . s
<~ - 0,8l (.33
Y - 0. 73 - V. T4
: N , '
'\\ . L Ejercicios 9-4a —_— ‘
* N - v ™ 3
{}J. Suma lo=* sigulentes numeros: N -
(a) 0.?£§&-0.8h ‘ : v .
(b) 0.719-+ 0,382 : -

(¢) .1.002 + b.o102
(8) 1,05 + 0.75 + 21.5

2.  Resta los*slguiéntes numaros:
(a)’ 0.84 - 0.76- " !

fb) 0.625 5,550 °°
(¢) 0,500 -.0.128 - .
(a) 1,005 - 0.0005 . . . -

3. Efectua las.operacdones ind¥cadas:
“(a) B ~é70'2 + 0,066
Y (p) 0.407 - 0.32 + 0,076
- - * “”

“u
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Cuatre hombres cvrntran en una ferreterfa en budca de alambre ge
¢obinez; 1 primero julers comprar 10,1 ples, el segundo 15.1,
el tercero 3.°: y =1 cuartoe 1.9 ples. El dependiente sabe
que la rerretoria sélo tlene 50 ples de esa clase de alambre.
sPued2 dar a cada comprador lo gue desea? )
Un cumerclante tiene 11,5 libras de azdcar. Una sefiora com-
pra ©.t libras. Otra compra 4.8 libras. Luego un camién de
aprovislonamlento le trae 25 libras. Filnalmente 16s ratones
Su comen 0,07 1itras. iCudnto azicar le queda?
Una 1libra tiwme 12 onzas. ;Qué pesa mds, 7 onzas & 0,145
libras? N
En casl toua Europa las distancfas se miden en kilometros. ‘
(Recueraa jus un kildmetro es alrededor de %; de milla.) La
distancia de la ciudad A a Parls es 37.5 kildmetros y la
distancla de la ciudad B a Parfs es 113.2 kildmetros. A
qué Alstancla estd la ciudad A de la ciudad B, pasando por
Paris? . o
Juponte jue las tres cludades, A, B y Paris del ejemplo ante-
rlor «stdn =n la misma carretera y que la ciudad A estd entré
Parls y la ciudad B. Entonces, ;qué distancia en kildmetros
hay ontre las dos cludades A y B a lo largo de la carretera?
Halla =1 valor de la-suma, en el sistema decimal, de los mi-
meros 10.01dos y 1'01dos' Primero pasa al sistema decimal
¥y luego suma.

.

Suponte jque querecmos multiplicar dos numeros en forma decimal.

Por ejemplo, 0.3 X 0.25. Sabemos cdémo multiplicar los mimeros:

*y

3 x 25 = T,.. FEn la misma forma gue para la suma, escribamos

0.3x0.25=3x-1!6x25x1-éb-

1
-l
e
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1. ‘;Cudntos digltos hay en 0.3 a la deﬁecha del punto

‘dfdecimal? : : ! N
#l ;Cudntos dfgitos hay en 0.3% a la derecha‘@ei punto
decimal? . \ » -

-

3, ;Cudl es la suma de las respuestas a 1 y - .22 i
;Cudntos digitos hay en 0,075 a la derecha del pynto .
decimal? . .
45 Compara las respuestas a 3> ¥y L, ) -

-

Ahora multiplica O.% X 0.25. 4Cudl es tu nespuestaﬁ Res-
ponde a las cinco preguntas anteriores, 1, 2, 3, Y y 5, para
tales numeros. ;Concuerdan entre si aun las respuestas dadas a ' .

3‘y‘ Lo - \ N e

Propledad Z. Para encontrar el numero de cifnhs decimales
del producto cuando se multiplyéan dos numeros,

" suma el nimero de las cifras decimales de los

;t,-

\

dos.numerales. ‘ —X\k“ . -0
Por ejemplo, multiplliquemos 0.7%2 per .25 El primer
rumeral tlene treg cifras decimales y el segundo tien&\dog, en- A
1 -
tonces el producto debe tener cinco cifras decimales, alculamos
el producto 732 x 25, y luego marcamos cinco. clfras de 1ma1es en
1a respuesta, contando desderecha a lzquierda.
0.732 .
0.2 .
S ¢ . -
01404 | .
0. 1R300 -/
Consideremos ahora el problema de dividir dos nimeros expre-: )
sades en forma declmal, por eJemplo, 0. 125 + 0.5. W
Como primer paso se acostumbra busdar une fraccién cuyo deno-
minador sea un nimero cardinal y tal qﬁe esa nueva fraccidn sea
también un nombre para: 0.125 + 0.5, _En este caso, empezamos eon

0'155& Luego, a fin ‘de reemplazar el denominador pon.un numero

cardinal multiplicamos el numerador y el denominador por 10 Yy
obtenemos — Utilizando las fracciones podriamos transformar
esto asf: :

* . : -

x

L



R VR | __ '

. . —06)( 2”.\: 0.2% .

—

Pero un modo mucho mas breve es utili’ar la forma habltual de la
di&is}én.

. . 3012‘ )
. . Vv \ 5 . »
. -__E.D ‘ >
. 5
‘Entonces: _
(d1visor) (coclente) (dividendo) )
5 X 0.25 = 1.25 .

¥y vemds que en la igualdad @1 numero de cifras deg;males"(dos) del
producto =8 la suma de¢ los nuimeros de cifras decimales de los fac-
tores @ wse produzts (0 + 2)  conforme a lo expuesto en la pro-
‘pisdad Z. Cuand> 21 divisor es un nﬁmero cérﬁiral, ‘el dividendo y
el goclunte tlenen el mismo-numero de cifras decimales., Colocando
2l punto dweimal del coclente colncidente con el del dividendo,
locallzamos automatlcamente el punto,dépimal del coclente en su
poslcidn correcta, I3

¥

Es fdcll cometer un error al colocar el punto decimal en la
r=3puesta ¥ por eso es conveniente verificar con una respuesta
estimada. Por cjemplo, vemos que

96l;¢ ‘es aproximadamente 1 _ 1, 0.2 -
- . . U-_5 g

lo que so parece bastante a nuestra respuesta.

+ Trata de segulr el mlsmo procedimlento con una fraccidn més

complicada: zrggék Si multiplicaramos el denominador por 10

‘

tendriamos 25.3 que no es avn un nimero cardinal, Pero si multi-

plicamos'por 100 * obtenemos 253, que 81 es un nimero cardinal.,
La fracclon dada se transforma entonces en g' y- entonces divi-

dimos en la forma hakitual:

A

Al

2.1
253 ) g:éf5
>

: f S

N O
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»

Entonces 253 x 2,1 = 331,53, d&nde vemos que~e1 némero de¢ cifras
decimales de 283 (que es cero) mis el mimero de cifras decimales
. de 2.1 ‘(que es 1) es igual al numero de cifras decimales de
531.3 (que es 1). - T

‘ Verifica el giguiente cdlculos ) v -

: = L2 - 125—a3.75

+ Por supuesto %o odemos pretender que nuestras dlvislones

. sean "exactas" en todos los casos. Por ejemplo, tratemos de en-
contrar la expresion declimal de 2 S1 gueremos obtene% el co-
ciente con tres clfras decimales, dividiremos 2.000 por 7. 81
lo quilsidramos con sels clfras declmales, tendriamos que dividir
2.000000 por 7, y asi sucesivamente, Calculemos el coclente
con sels. clfras decimales:

0.285714...

~»

- \ 7. .
: 1 4
g\
~Eﬁb‘
2,
% »
- o -%0 ) \‘ . '
~ - ’ 28 ‘ f
. 2

Ejerciclos Q-4p
(Suponte que los decimales son exactos.)
1. Calcula los sigulentes productos:
(a) 0.009 x 0.09
. (b) 0.0025 x 2.5
f (e) 1.2 x 120
‘ (a) 0.135 x 0.202
2. Determina los sigulentes coclentes:
{a) 0.009 + 30 ‘ : .
- (R) 0.015 + 0.05 - -
% (¢) 0.575 + 0.4 ‘
i (a) 2.04 + 0.008

L 4
" }‘0
12

[
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Expresa Yos oiguiertes numeros como decimales

(a) 20 (@) § °

300 )

(o] =& . (e)

(e)* | () gdg

0.01% X 0,0025 x 2.5 _ , \
0,085 X 0,03 -

) El padre de Juan tiene un Jardin de 25.3 ples de largo y ‘15.7

ples de ancho. ¢Cuantos ples cuadrados tiene el jardIn®

Un rectingulo tiene 14,2 metros de largo y 5.7 metros de
ancho, ;Cudl es' su 4rea en metros cuadrados° ‘

Las dlmensiones de una. caja son 17.3 metros por 8.3 ﬁetros
por 2.% metros. Cudl es su volumen en metros cubicoa?
tAlrededor de cudrntas millas tiene una distancla de } 8 kild-
metros? (Un kildmetro es aproximadamente g- de milla.)
Calcula. el sigulente producto:

, . 1 1431ete X 2.4

»

slete

9-t,, Desarrollo decimal

por &8, \ . )

Observemos mis detenidamente la expresion decimal de los ni-

_ meros praclonales. Recuerda que E es el coclente de idividido

»

-0, 125 \ :
8 )'TT&&G Resulta asi Gue ¥y 0.125 son qombres

para el mismo numero raclional.
Considera el numero raclonal. %« Todos sabemos cudl es la

1
B

expresidn decimal de e3te mimero. Se encuentra dividiendo 1
por 3,

33 ?:8%8“' “ Sin efectuar la divisidn, jpodemos saber
- qué digitos aparecerdn en las préximas 6
cifras? ;Obtendremos por resto cero en
alguna etapa de la divisidn?
. Los 3 puntos que se han escrito en el cociente indican que

el numeral decimal nunca tenm}na.

. 3\;&.\\...;.:

[
A

-

éiﬁﬂuﬂj
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ObServa\ nuevamente el numeral decimal para %. . Recuerda .
que se obtuvo dividiendo 1 por 8. \

' 0.12500. . . ‘
8 TT-00000 | , : .

) \ - . Después de la primera sustraccidn el resto
20 es 2.
16 :
"ﬂ'g \\\ El segundo resto &z L.
w : —o——""  El tercer resto es O.
A 0 . .
0 . El cuarto resto es 0. j;Puedes predeclr

cudles serdn los restos quinto y sexto?

Habltualmente terminamos nuestra divisidn en el momento en
0 que obtenemos un resto ‘cero. Sin embargo, podriamos continuar
dividiendo, obtenlendo cada vez un resto cero v un coclente cero.
-Es claro que si obtenemos un resto cero los restos que le
+ gilguen seran cero, Podriamos escribir 3“ 0. 125000. .. aui como
e:acribimos % = 0,333..., pero lo hacemos rara vez. Por cons:l-
gulente, 0,125000... €s un decimal cuya cifra O se repite in-
definidamente. En la misma forma O0.333... es un decimal ocuyo
digito 3. se replte indefinldamente.
, Por desarrollo decimal queremos decir que hay un digito para
N cada cifra decimal. Obaerva que tanto el desarrollo decimal de
? B' como el de 3 poseen cifras que se replten.

Ejercicios 9-5 par analizar en clase
Consideremos la expresidén decimal del mimero ra.cional 1}.

_ 7. 0. 14288%14288%

1. Sin continuar la divisién, ipuedes decir qué dlgitos apare-
cerdn en cada una de las seis cifras sigulentes? .
2. " iHay un grupo de dfgitos que continda repitiéndoaé‘ indefini- ,
*  damente? Cologquemos una barra hor:kzontal sobre el grupo de -
dfgitos que se repiten.. Entonces en el caso O. 142857TU2B5 T « «

" la barra significa que los mismos digitos se repiten en el
mismo orden y los 3 puntoes mdicar} que el decimal no tiene
' £in, ' . v

3

[

!
i
!
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.3« " Obtén 1la expresidn decimal de 1%5
4, A partlr de qué momento reconoces que has encontrado un peri-
odo, 3 decdr un grupo de digltos gue se repite?
5. ;Habra algun resto cero sl contindas dividiendo?
6. ;Se repetirén los digitos de este decimal” ;Como debes indli- *
* carlo?
7. Observa que el decimal se repite cuando el resto se repite.

Examina el procedimiento que seguimos para obtener un numeral
decimal para —5

"

. i
0, 1428=714253=7,, .
7T T |
. ~30 Después de la primera sustracclédn el resto es 3.
: 25 , ~
20 El segundo resto es 2,
14
©0 El tercer resto es 6.
“To 'E1l cuarto resto es A4,
"?b El quinto resto es 5,
3y
0 El sexto resto es 1.
T
- T30 El séptimo resto es 3. ;Es el séptimo
28 digito a la derecha del punto decimal el

20 mismo que el primero?
4

0 El octavo resto es el mismo que el se-
vﬁg gundo. ;Es el octavo digito a la dere-
0 cha del punto decimal el mismo que el

2% segundo?
O .
u ~

Observa que los digitos de este cociente comienzan a repetirse
cuando cuéiquiera de los restos anteriores aparece por segunda
vez, '

8. Haz consideraciones similares cuando. dividea 1 por 37 para

encontrar un numeral decimal para g%b*

~
A N

>

De estas ilustraclones podemos concluir que todo nimero raclo-
nal puede ser nombrado por un decimal numeral en el cual o bien ge

replte un solo digito o se replte indefinlidamente un grupo de dfgi-
tos.

.

»
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Ejeféicios ' 9-5 ‘
1. Eseribe ua numeral decimal (o decimal) para 31-5
(a) ;A partir de yué momento puedes reconocer el periodo?

{b) ¢Tlene rin este decimal? .

{c) ¢Cémo deberlias indicar que no tiene fin?

{d) Hay algin grupo de digitos que se repite periddicemente?.

.(e) 3C6mo podrias indicarlo® | .
2. Escribe decimales para: ) ‘
1
(a) =
(x) ;:— Indica a partir de qué momento puedes
. reconocer el periodo en cada caso. Al
1(e) = efectuar la divisidn observa los restos,
() 3 pues te pueden dar una ldea de cuando un
™ rureral decimal comlenza a repetlrse,
1
(<) 5
3, Hseribe Jdecimal=s para:
2y L 2 AL
(‘l) 1 : (C‘») 1 (e) TT
? 2 ' N \ 2
¥ 7 (@) 2 () 2

4, Estudla los sigulentes numerales decimales y ve sl puedes
cndontrar una relacidn
(a) Entre <1 decimal que corresponde a 113- y el decimal
gque corresponde a Tzf.
() Entre el decimal que corresponde a 11—1 y ¢l decimal |
que corresponde a -%—, -1%-, -:-f, etc. \ ,
5, . ;Puedes encontrar un decimal para '?T sin dividir? .
6. i Es clerto que el mimere 0.6283... es igual al mimero
0.0900... multiplicado por slete?
7. Halla el numeral decimal para el primer nimero de cada uno de

1oo sigulentes grupos y calcula los otros sin dividir: !
\JS -
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. : o
() & & % @) 25 5 F s
NOESS: ©) i |
. - &
1 3 U
) =5 350 .
. 9-o. HRedondeo

Supongamos que gqueremos encontrar un valor decimal aproximado
para 73 Podrfamos querer, por ejemplo, representar este mimero
sobre una recta numérica en la cual cada segmento represente 0.1
camo . se muestra a continuacidn: ‘

A "

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

apﬁnde estaria ~$ en esta recta? Sabemos que su forma decimal es

0.285714... . Probablemente te das cuenta a simple vista de que .

3 dete estar entre 0.20 y 0.30. 'Si esto no te resulta claro,

R miralo con mayor atencidén. En primer lugar:

‘0.25371k... = 0.2 + 0,08 + 0,005 + {otros decimales), y en cbnse-
cuencla, es mayor que 0.2, que es el primer sumando. En segundo
lugar, 0,2 e3 menor que 0.3; 0.28 es menor que 0.30; 0,285 es
menor que 0.300, y asi suceslivamente. Independlentemente del ni-
mero de cifras decimales que se calculan, obtenemos siempre un mi-
mero menor que O, 3000000,.. . También puedes ver que 2 estd ‘
mas proximo de .0.30 que de 0.20, puesto que estd entre 0,25 y

£ 0,30, ¥y 0.25 estd a mitad de camino entre 0,20 y 0,30, Re-
sulta asi que ;- estarfa situado en la recta numérica en un lugar
como el que se indlea con la flecha.

Podriamos representar a %. con mayor exactitud sobre la recta
numérica si dividiéramos cada uno de los segmentds en dlez pa}tes.
Entonces veriamos que %- estd entre 0.28 y 0,29 pero un poco
més cerca de 0.29. (Es posible que gquleras exponer las razones de
esto con mayor detalle que como lo hemos hecho arriba, a fin de
‘bener una idea bilen clara.) Diremos que %- es 0,29 con la apro-

ximacidn de gn centésimo, Llamamos a esto "redondec de ‘ $ deog

;ilﬂl . i~
. ¥

R, . & N |
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eirras”., ;00mo seria redondeado a tres clfras? La respuesta

-0

Este redondec es utll para estimar resultados. .Por ejemplo,

-~ suponty gue yuleres calcular el prcducto de 1,34 x 3,50, Este
producto podria seor, aproximadamente, 1 x 4% = 4 &, sl gueremos

una estimgcidn mas aproximada, podriamos calcular 1ﬂ3 X 3.6= 4,7,
aproximadanents,

El rod.ndeo tamblén es dtll cuando se consideran porcentajes
aproximados. Por =lemplo, sl s< tratara de expresar que de cada
7 famllias 2 tlenen perro, no serfa julcloso efectuar un cdlculo
con muchas cifiras decimales para dar la respuesta en porcentaje.
Utilizarfamos exactamente dos cifras y dirfamos que alrededor de
29¢ dc todas las famlllas tlenen perro, o ain podriamos redondear
mas y doclr gue 304, ) .

Ocurr: un rrorlema particular cuande los numeros por redondear
‘estdn cxactamente a mitad de camino entre dos niémeros aproximados. |
Por clomplo, i;odmo se podria redondear 3.1215 a tres cifras Q
dueclinmales? lLos daa\numeroq aproximados son 3.121 y 3.122 Yy el
uno <5 tan sproximado como el otro. Frecuentemente se usa cual-
quicra de los dos sln notar mayor diferencla. Sin embargo, si
- para una suma de varios nuimeros se redondeara siempre al numero
" menor, probablemente la respuesta resultaria muy pequefia. Por
esta razdn rnos pondremos de acuerdo en escoger el declimal cuyo
Ultimo digito es par. Asf, en el caso anterior, escogeriamos
3.122 pues su ultimo diglto es par; este mimero es un poco més
grande fjue =1 mimero dado. En cambio, si el nimero dado fuera
3, 1425, habrfamos escogido 3.142 c®mo aproximacidn, pues el
_ nimero dado estd entre 3.142 y 3.143, pero el primero, 3,142,
es el que tlene su ultimo digito par; en este caso hemos escogldo,
el mds pe.juefto de los dos nimeros aproximados. Esto no es par-
ticularmente importante en esta clase pero encontrards en tus
estudlos de clenclas que es asi como se hace.

. : Ejercicics 9-6
1. Redondea los sigulentes numeros a dos cifras: ~
. (a) .0.0351 : (e) 0.0051 -
{b) 0,0449 {a) 0.0193

o
wot

<
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\
2. Rednndeﬁ los slgulentes numeros a tres cilfras:
(a) 0.159%, » {¢) 0.00009
(b) 0.0009 (d) 0.3249

3. Expresa 1los siguientes numeros como decimales correctos a
trea cifras: ‘

(a) 2 (o)
(bh 3

4, Expresa los 3igulantes nimeros como declmales correctos a
una cltrra:s

(N FL%
§

(a) o (e) 5
() 7 (@)

5. (&) 8¢ han tomado las medidas de un terreno expresindolas con
la aproxiracidn de una décima de vara larga. (En otras
palabras, 1as medidas han slido redondeadas a una cifra
decimal.) El largo redondeado es 11.1 varas largas y el
ancho redondeado es 3.9 varas lgygas. Halla el drea,

. redondedndola a una décima de vara larga cuadrada.

(v) Suponte que el largo es 11.14% varas largas y el ancho
3.94 varas largas redondeadas con la aproximacidn de un
centésimo de vara larga. Halla el 4rea, redondedndola a

* un centésimo de vara larga cuadrada. ;Cudl es la dife-
rencla entre esta respuesta y la de la pregunta (a)?

9-7. Porcentajes y decimales \

* Has aprendldo que el numero f%%- puede\escribirse como 51%
y también como 0,51, Leemos tanto 0.5! como %%%» asi: "Cin-
cuenta y un centésimos". Tenemos tres expresiones diferentes para

el mismo ndmero:
% = 51% = 0.51

que leemos: "la razén de 51° a 100 es igual a cincuenta y uno
por ciento y es igual a cincuenta y un centésimos". En forma

"y
semejante, tenemos que .

»

I'd
4
&

i
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‘2 =
E,:_i% 0.50 = SOF = 0.5

kY

Tambidr - U= D% = —156 = ,:%., y ,-:5- w T%)O' = 0,00 = 60% = 0.6

EJerclclos de clase 9-Ta

1. ‘Expresa vomo porcehtajes: \ }
(2) = \ (c) %2
(b) 0. | (a) 12

2. Expresa como decimales:
(a) 3% (c) 11?

R (S R K (a) 3% ‘

B3 un poco mds dirfcil expresar '8" como’ porcentaje, pues
8 no vs un ractor de 100, Sabemos que Su forma decimal es

0.12 . stea nanera 3o eseribir este nimero es: %2-&32 é 12. 5%;

1
12
tamtlen, 1—;—?:- o} 12%%. En forma semejante, 0.375 es lc mismo

> 7 > v‘.\‘ o4 . :
-2 3500 9 3:33-*: Y entonces puede ser escrito como:
AN w by
0 = 2 = W~ FE -
J000 e g -

Es decir, 0.3 =5 ijual tanto a 37%% coino a %.

-

EJercicios de clase 9-7b

1. Expresa como porcentajes: L
() 5 ' (e) 1z5
‘v & (a) 0.475
2. Expresa como decimales:
(a) 6amb (c) 1648
(8) e @ &

¥

;Como encontramos el porcentaje equivalente ae % cuya

expresion decimal, 0.333... se replite indefinldamente? Si
queremos un valor aproximado podemos redondear el decimal a

29

Eaindeh e S
Sy



" dos cifras y deeir que

%- es aproximadamente lgual a 0,33 o

-

Se pucde encontrar un porcentaje muy exacto para un terclo de la

sigulente manera: ~
3+ 100 33%
=700 T 00 <

1
N A 1 3
T

A
Resulta asi jue una expresldn £xacta para %- esg 33%%.

1,
333-#

Elerciclos de clase 9-T7¢

. 1., Expresa aproximadamente como porcentajes:
o 10
(a) 3 . (c) g5
R 1 2
() 3 (a) =

" L4 )4
;udmo se puede oxXpresar como fraceidn 287$?

b 200
wate o — 7 i 200
"= yop = 1o = (G

d

Ejerclclos de clase 9-7d

Hxpresa como rraceldn los slgulentes porcentajes:

2, Bxpresa los porcentujes Jde arrlba con mayor aproximacidn,

9, . 4 ]
~ . (a) !&%&E ) (¢) ?SE%
L Y .
. LES o 1 .
(1) Nyt (a) 125-%
~ EJerclclos 9-7
. 1. Copla la =slgulente tabla y llena los nombres de los mimeros

que faltan, La tabla completa puede ayudarte en las lecclones

futuras,
Fraccidn | ‘Ciento
forra mas simple como denominador

L mmae W me
-

Decimal

Porcentaje ,

(a) 1%5

B S, —

C.50

50%

() +

i’

Eés‘ - ) ég%

e mev e e W e e e

Qt."
':'\ B \)‘ b * -
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) Fraceldn Cientp -« Decimal Porcentaje
rorma mas simple.. como denominador .
(d) 0, 20
—3 :
() . - 40%
I 4 ‘) : (30 \‘ \‘ -
. t i 00 : . '
(#) = : oo
b-) : : f\‘ N s .
(k) 0.33...
( a\ 70 - - *
R 100
(H 0. 6B, « » o
o e *
(x) &= .
Nl «
= .
(1) 0. 10 & “
- - -

”~
(o4
S
:
P

300

{p) :
(a) . 150%
(T‘) 62. o - - A—
. , ibé .
(s) 0.01 .
. (1) é - REE .
. (u) . - 100%
- 12 . ve
. (v) . T% -
: O :
‘. . \ ‘»' \:‘ -
Y 1 *t ot
. 1. : /
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Fraccelsn i Clento Decimal Porcentaje
forma més simple | como denominador
1 i
, (x) L}
S "
: (¥) “02
100
(=) 0.005

€. Dibuja una recta numérica y marca en ella 1os puntos que corres-
sonder, @ 158 poreontajes en ¢l problema 1.
‘Ltilinando fap=1l cuadriculado, dibuja un cuadrado grande qQue
v contengar 100 cuadrados pequetios. Sombreando en forma con-
. venlente, indica 1los porcentajes de las preguntas (b), (d), (1),
(p) vy (s).
« - ¢Qudt fraceidn ern su forma simplificada es otro rombre de

(a) 3282 - (b) 95%= (c) 120%-
Yae D los rnomires porcentuales para los slgulentes nimeros:
13 1
(a) 3* (e) §%
\ 7 >
) =5 . - @) 55
9-8. Aplicaclones de los porcentajes -

*

)

de cantldades numéricas. Es importante que comprendas la notacidn
. de poﬁcenta]e. as{ como también que puedas caleular con suflclente
N aproximacién las operaciones entre ndmeros indicados como porcen-
tajes. Veamos algunos ejemplos en que se usan los porcentajes.
Edemplo 1. Suponte gue una familia tiene un ingreso anual de
. ¢u,50Q: (después de deducir fos impuestos), El- presupuesto de la
: - familia incluye una partida para alimentos de 333% del presupuesto,
:Qué cantidad de dinero se destina para alimentos durante el afio?
-,Puedes responder a esta pregunta sin utlllizar papel ni ldpiz? S1
puedes, hazld, . ‘omprueba luego con los resultados que siguen.

Y

-

-
M 2

.0 P

- .. LOS poOTCRNLafes S usan on la-vide diaria para expresar razones
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Degsarrol lamns 23ty 2Jomplo ern la rorma &he tiene para 11u§£rar
un métode que utilizaremos lungo en probiemas mis diffciles.
Sabemos qun 3}%5 es lipual a 13, entoncas, si x representa
cl numerc de délares destinados a alimento tenemos que
N X =3
| F500 © 3 .

Para cncontrar X usamoS la propledad 1 de la Seccidn 9-1,

»~r

"~ la cual nocs ualee gue

si % = -3- entoy c':es ad = be.

Por olempl., st signltfilca que
). ’ N

81 oo o= 2 entonces 6 ¢ 15 = 9°* 10,

Asi, en nuestroe oJjemplo,
¢ 2 X . = 1 2 = 3 b

si 500 3 entonces  3x = #,500,
) - “' ;}00 ¢ » 2 )
Por le tante, x = =5 = 1,500, ¥y 1,500 serd el numero de

adlarey juv Su puedel gaotar en allmentos.

E'emplo S, Suponte que el ingreso anual de la familia del
elemple + of $4,30.0 de lo cual gasta 32% en alimentos. En- -
tonces s! X representa el nimero de ddlares destinados a all-

mentos, tenemos que

X 32
35‘06 = 700 -

-

Utillzanan la propledad 1, lLenemos
- ~ " 100x = 32(4,560) = 145,920
. X = 1,459.20
Por lo tanto, el monto destinado a alimentos seria $1 459,20,
que S un resultado muy prdximo al de la respueata del ejemplo 1.
Elemplo 3. 6Cuanto por ciento de 1,500 es 900? ¢Puedes
_encontrar la respuesta a esta pregunta sin emplear el 14piz? Es
un poco mis dificil que el ejemplo 1 pero puedes resolverlo men-
talmente. Aquf es igualmente Util el método que hemos usado
anteriormente. S1 x% representa el porcentaje de 1,500 que
es 900, tenemos que
oo :
m ; ¥
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Nuevamente, usande lz propledad 1, tenemos que
. 1,500x = 100(%900) = 90,000
- Jooco _

= 57
Por 1o tanto, 300 ws 0% de 1,300, . '
EJemplo &, Supdnte que una familla tiene un ingreso anual de
$4,500 y paga por alquiler de una casa, $77.00 al mes. ;Qué por-
centaje de su ingreso gasta la familia en alquliler? En primer lugar,
el alquiler anual surd doce veces mayor gue 21 alquiler mensual, es i
declr, $9:%,00, S1 x¥ representa el porcentaje que de 4,560 es

x =0

924, tenemes, como antes, que

X 2k
00 T 355
Y, usando nuevamentie la propiedad 1, resulta que
< . 4,500x = 100(92%)
< Yo L 4,580x = 92,400 N

4 240 ‘
‘x = ‘2r5?36== 20)30..

Entoneos »f os alrededor de 20%; es decir, que alrededor de 20%
de} Ingreso Jde la ramllia se gasta en alquiler de casa. :
tjemplo -+ Un anunclo dice que se buedé comprar a plazos una
}bicicleta pagando iniclalmente $14,70. El comerciante dice ademds
*  que este pago s 25% del preclo. ;Cudnto cuesta la blcicleta?
Si el preclo de la biclcleta es x ddlares, queremos determinar
%' de tal modo gque .

. - 1hi70 i %%%. . .

Antes de calcular x con cgébtitud, debemos estimar su valor,
: Después; para encontrar, un valor mas aproximado, wsamos e} mismo
" método yue hemos apllcado anteriormente’: .
| ~ 100(14.70) = e5x .
esto es, .

%: X = 58.86‘

Entonces el preclo Gebe ser $58.80.

~

{
o
N
I
o

A .
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Comisiones y descuentos

_ Los vendodores frecuentemente recilben su pago en forma de
comlsiones on vez de.sueldo. Un vendedor de libros recibe una
comislon de 29% delbprecio de venta de los libros. 'S1 vende -
1ibros por $50.00, su comisidén es 25% de $60.00, es declr
$15.0¢C. |

Definicidn. Comisidn es la cantlidad que se.paga a un ven-

dedor por sus servliclos., Frecuentemente se basa en un por-

¢antaje del preclo de venta.

Algunas veces los comerclantes venden sus artfculos con un
descuento, Durante una liquidacidn de mercancfas, un anunclo
decfa: "Sewvenden todos los gabanes con 30% de descuento'.

Un gaban cuyo preclo estd marcado en $70 00 se vendera con un-
descuento de 30% de $70.00, es decir, $21.00. E1 precio de

venta (a veeces 1lamado precio neto) es  $70.00 - $21.00, es

decir .$49.00,
Wefinicion. Descuento @8 la cantldad que se resta del
preclo marcado,

Definicidn, Precio de venta o precio neto es el preclo
marcado menos\el descuento,

Ejercicios 9-8& }
En los problemas sigulentes puede ser necesario redondear

. algunas respuéstas. Redondea las respuestas referentes a monedas

con la aproximaclidn de un centavo, y las referentes a porcentajes

redondéalas a porcentajes expresados como numeros cardinales,

1. En un examen hay un total de: 40 problemas. El maestro
asigna igual valor a cada uno de ellos y da las calificacilones
en porcentajes. s6uantas respuestas correctas indican las
siguientes calificaciones?

(a) 100% (¢) s50%
(v) Bo% (a) 65%

2., A calificar los exdmenes mencilonados en el problema 1, iqué

. porcentajes asignaria el maestro a los sigulentes exémenes?
(a) Todos los problemas abordados pero 10 de laa respueSv
tas estdn mal.

(v) 36 problemas abordafos y todas las respuestas 8son
-t 5 : .

~

L 4

b =8

4
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correctas.
(¢) 20 problemas abordados y 2 respuestas estdn mal.

‘ (d) Un problema no ﬁa sldo contestado y hay una respuesta mal.
3. St el impuesto a las ventas en clerto estado es 4% del precio,~
‘ scudnto se recaudaria por impuestps en las sigulentes ventas?

. (a) Un traje vendido.por $17.50.
(b) Una biclcleta vendida por $49.50. “ ~

‘y. Un agente vendedor de casas recibe una comisidn de 5% por |
cualquier venta que haga. ;Cudnto recibiria de comisidn gl - -« ~——

T~ vender una casg pSr $1?,500? .

5. ElMégente vendedor del problema 4 aspira a ganaf anualmente en
comisiones por 1o menos $9,000. ;Cudl deberls ser el total
anual de sus ventas para consegulrlo?

6. Un vendedor de aspiradores de polve gana una comisién de $25.50
por cada maguina qﬁé vende.” Sl el precio de venta de una maquina
es $85.00, ;qué porcentaje recibe de comisidn el vendedor?

T. Algunas veces el porcentaje de la comisidn es muy pequefio.- Los
vendedores de maqbinaria pesada frecuentemente reciben una
comisidn de 1%, S1 en un aflo uno de estos vendedores vende
dos mdguinas, una por $658,000 y otra por $482 000, stiene
un buen ingreso anual? -

8. Una tienda de artfculos deportivos anuncla una ligquldacidén de

| “accesorios de fitbol. EI1 descuento es 27%. . N
(a) iCudnto costarfa una pelota de fitbol que estuviers marcada
con un precio de $5.98?

~ (b)) iCudnto_costarfa un casco_cuyo prec1Qumarcadnm£nesen_$3@&0?-«*—

9. En una escuela de primer cicld”secundarlio hay 380 alumnos del

: séptimo grado, 385 alumnag del octavo grado y 352 alumnos del
noveno grado.

{a) 4Cuantos alumnos hay en la escuela?
(p) sQué pofcen%ade del total del alumnado estd en e} séptimo

»

grado? * X
. . (e) ;Qué porcentaje del alumnado esta en el octavo grado?
. (@) :(Qué porcentaje del alumnado estd en el noveno grado?

(e) 2Cual es.la suma de loa numeroa de las respuestas a

(v), {(¢) ¥y (a)° :
10. El1 sefior Martin.lleva una cuenta de 1o que paga su familia por

v R 3

i )
4 . . .
i1 37y E T P
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Al final del ano encuentra gque el
total ao impuesto asclende a $96.00 (por el aflo). - St el por-
curtaje del impuesto es 4%, ;qué cantidad gaétd la: familila ‘
Martin duranse el afio'en articulos gravados con impuesto?

Impuesto en las compras.

El scior Gutlérrez solicité a su banco un préstamo de $1,000
pronetiendo pagarlo en un arfic. El banco le cobra un o% de'
los $1,000. Esto se llama el "tipo de interés". ;Qué canti-
dad tlere que pagar por intereses? S1 devuelve el total del
prestamc ‘al final del ado dunigﬁéﬁ%émconwlﬁé 1ntereses, ¢Qué

cantldad papa?

-

Soaemu A

Tl senor Palaclos obtuvoe en su banco un préstamo por valor

de $2,000. Al final del afio page al banco $2,140. Cudl
es el tipo de Interés? ;Qué porcentaje es $2,140 de $2,000?
Un bono del coblerno cuyo costo es $18.75 vale $25.00 diez
anos despuds de su compra. En qué porcentaje subldé su valor
durante esos dlez arios? ;Cual fue el porcentaje medlo de
aumento por afo? ‘ )

El impuesto por la venta de inmuebles es de $12 para una
¢asa tasada =n $1,000; $24 para una casa tasada en $2,000;
$50 para una casa tasada en $3,QOO. ;Qué porcentaje del
valor de las casas es, en cada caso, el total del impuesto?

A base del mismo porcentaje, ja cudnto ascenderia el impuesto
por la venta .7~ una casa tasada en $25,000?

.Una tienda da 10% de descuento por compras al contado mas
-% - de descuwnto si la compra se hace el lunes. Es declr,

317Un ¢lignté Gompra un artfculc cuyo preclo .es $100 ¥y paga.
al contado-le costard $100 - $10 = $90. Ademds, sl hace la .

compra un lunes, recibird 5% de descuento adicilonal, con TN
lo que el precio.neto sera $85.50, pues el S% de 90 es
4,50 vy
. 90 - 4,50 = 85.50° '
Suponte que el 5% de descuento sobre $100 se haya calculado g
primero y que luego se haya rebajadc el otro 10%. ;Seria el )
precio neta final el-mismo que sntes? ;Darian el mismo re- o
sultado final estos doa nétodos de cdlculo del precio neto :
para un articulo cuyo precio e8 $200? ;Por qué? ) Z
e RN . — W i
.. ¥, A AR -‘ PG
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*16. En clerta tlenda los clientes pagan un impuesto de 2% y se
les da un 10% de descuento por compras al contado, Es decir,
s1 el cllente compra un artfculo cuyo precio de lista es $100
Y paga al contado, le cuesta solamente $90 mds el impuesto,
o sea $91.80, pues 2% ‘de $90 es $1.80. Suponte ahora que
‘€1 impuesto fuera calculado sobre $100 y luego el 10% ge
descuento. jResultaria igual el costo neto® ¢Por qué sI o por
qué no® ‘ »

*17. Un clliente de la tienda del problema 15 suma los descuentos y
plensa que, pagando al contado y siendn lunes, debe recibir 15%
de descuentc. Si tal fuera el caso, deberia pagar . $85.00, en

. lugar de $8 +5C, por el articulo marcado en $109’ _4Cdmo
podria explicar el cobrador de la tienda al cliente que el cal-
culo debe hacerse como en el problema 15

Uso de los porcentaies para comparaclones

En ¢l problema 1 de los Ejercicios 9-7, algunos de los por-
cuntaJes no eran enteros. E1 numero %- escrito como porcentaje.
es 123% Has aprendido que §% puede leerse “%- de 1%"., Ios
decimales se usan frecuentemente en los porcentajes, por eJemplo,
0. 7%.

0.7%(0.7 de "1%) = 0.7 X 755 = J5% = 1ok = 0.007

Todas estas expresiones son nombres para el mismo nimero. Si
queremos calcular 0.7% de $300, tenemos que determinar x de
tal modo que

»

x 0.7 \ x
Q“\m_g\%__w: _— e & m = 0,007
100x = 210 " ‘ x = 300(0..007)
‘ x = 2,10 ($2.10). x = 2,10 ($2. 10)

L.
0.7% es menor que 1%, Como 1% de $300 es $3.00, la res-
puesta $2.10 es razonable, .

Y
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Suponte que queremos determinar el 2.3% de $500.

2.3% = %ﬁg-a T%gﬁ'“ 0.023. Calcula el mimero que te dé

X _ 2.0 . X
500 = 100 ¢ 500 = 0-0%3
100x = 1,150\ X = 500(0.023)
x = 11.50 ($11.50) x = 1150 {($11.50)

Fl prorrateo de bateo de un Jugador de bélsbol se obtlene
dividiendo el mimero de ratazos indiscutibles que conecta por
el numero de veces que le toca batear. La divisidn se efectia
generalmente hasta las milésimas. -El prorrateo de bateo se puede
considefrr, pues, como un porcentaje expresado con la aproxima-
cién de una décima. Si un Jugador conecta 23 indiscutibles en
un total de: T1 veces que bateca, su prorrateo es %%-a 0. 324,

\Algunas veces se piden las respuestas con la aproximacidn de
una décima de uno por clento. Un maestro da 163 calificaclones,
de las cuales 35 son B, Podrfa preguntirsele qué porcentaje
de sus calificaciones son B. Debe entonces calcular el valor de

x de modo que %= -1-3-5-.
5 X : X
% = 0 ¢ 25 = 700
X = %53 .« 100 163x = 3,500
X = 21.“?.-. X = 21'#70..

En la Seccidn 9-6 has aprendido ¢dmo redondear decimales.
S1 se plde la respuesta con una aproximacidn de una décima de
uno por clento, 21.47... debe ser redondeado a 21.5%.

Porcentajes de crecimiento x.decrecimiento

Los porcentajes se usan para indicar el orecimiento o decre—
cimiento de alguna cantidad.. Suponte que una ciudad tenia en el
afio 1950, una poblacidén de 32,000 habitantes (redondeada con
la aproximacidén de un millar)e Si la poblacidén ha aumentado a
40,000 habitantes para el afioc 1960, icudl ha sido el porcen-
taje de crecimiento?

L

b
"ad
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40,000 8000 _ x
- 32,000 3225'{6 700
8,000 (crecimiento real) % « 800000
X = 25

Ha habldo un crecimiento de 25%,

Observa que el porcentaje de crecimiento se obtiene comparando el
c¢recimiento real con el nimero que rexfresenta la poblacidn anterior.

- - 32,000

»¢—8,000~>»
100% 28%
- ‘ 40,0600 -
A———

Los 40,000 habitantes se componen de 32,003 habitantes
(100%) mds el incremento de 8,000 (25%). Entonces, la poblacién
de 40,000 habitantes en 1960 ha sido 125§ de la poblacidn de

32,000 habitantes en 19RO

Suponte que otra ciudad tiene una poblacidn de

tantes en 1950. S1 su poblacidn en 1960 era de 12,000
tantes, ;cudl es el porcentaje de su decrecimiento? 81 x
senta el porcentaje de decrecimiento, entonces

15,000 ngg.b" 1%6'

12,000 |
3,000 (decrecimiento real)

--X-= 20 .

Hay un decre...imiento de 20%
Observa que ¢l decrecimiento de la poblacién también se encuentra

comparandc el decrecimiento real con la poblacidn anterior. ‘

"
-

+ 18,000 —
H
0% 20%
—be—3,000-—>

. &= 12,000

~ oy
— wrwes wm wme et v WS A “ .. N
. i N N
* -

15,000 habi-

£)

x-too--{%gg-g
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El nimero 12,000 es la diferencia entre 15,000 (100%)
y el decrecimlento de 3,000 (20%). Entonces la poblacldn de
12,000 habitantes en 13960 ha sido el 80% de la poblacidn
de 15,000 habltantes en 1950.

e S1 los alquileres en una casa de apartamentos han aumentado
5%, todo inquilino puede calcular su nuevo alquiler. Suponte que
un 1nqu111no paga $BO QCuéntc debe pagar de alquiler después
del aumento? Si X Trepresenta el aumento en délares, entonces

c
] B * 0
x = 80 T%U
~ x = 4 (El aumento fue $4.00.) ‘
El nuevo alquiler serda $80 + $4 = $84, .

A S ———— ;- ————

Ejercicios 9-8b
1. Un maestro en una escuela secundarlia de primer ciclo tiene
175 alumnos en sus & clases. Las callficaclones semes-
trales de los alumnos se distribuyeron de la sigulente manera:
A, 20; B, 37; C, 65; D, 4; E, 14,
(a) +Qué porcentaje de los alumnos recibid la calificacidn
A? {con la aproximacidn de una décima. )

(b) ;Qué porcentale de los alumnos recibid la calificacidn

B? -

{¢) :Qué porcentaje de los alumnos reecidbid la calificacion

c? -
—+{4) Qué-porcentaje-de -los aiwmmos recibis Ya califivaeidn
D? ‘
{e) :Qué porcentaje de los alumnos recibid la caliricacidn
E? .

{(r) ;Cudl es la suma de las respuestas a las preguntaa (a),
(b), (¢), (d) y (e)?  ;Permite esta suma comprobar las
reapuestaa° ~ T

2. El peso de Roberto ha aumentado_ durante el aﬁo escolar de 65 |
libras a 78 libras, jCudl fue el porcentaje de aumento?
| 3. Durante el mismo afio, la madre de Roberto rebajé de peso de
: : 160 1ibras a 144 1ibras. ;Cul fue el porcentaje de dis-
minucidn? "

ll
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El alumnadoe de una wscuela secundaria de primer ciclo era
1,250 en 1954, PBn 1900 el nimero de alumnos aumentd en

-k, ,Cudl rue el mimero de alumnos en 1960?

Mdria ganéd $i4.00 durante el mes de agosto, pero en setlembre
gand sélo $9.50. ;Cudl es el porcentaje de disminucidn de sus

gananclas?

Un vendedor de maqulnaria pesada ha ganado una comisidn de
34,850 por la venta de una maquina de
(a) :wué porcentajle de comisidn se le pagé?

%b) 3Cual sera su comisidn por la venta de otra mdquina de

3847,-002

3970, 000,

»

La wstatura de Jalme era de 5 pies en setiembre, En junio su
estatura ¢ra de < ples 9 puléadas.
medldo con la aproximacidn de una pulgada. 3Cudl es el porcen-
talJe de crecimiento de su estatura?
¢Recuerdas cuanto medfas al comenzar el afio escolar? ;Y ahora?
¢Sabes cudnto pesabas al comienzo del afio escolar? ;Y ahora?

{a) :Cudl es =1 porcentaje de crecimiento de tu estatura desde

Jutiembre del afio pasado?

Ambas estaturas se han

(t) .Cudl =3 =1 porcentaje de aumento de tu peso desde setiem-

tre del afio pasadc?

Un 'urador de béisbol liamado Sdnchez ha ccnectado 25 ‘indis-
cutibles =n 33 turnos al bate. Otro Jugador llamado Sosa

143 veces que le tocd batear.
(a) .Cudl es =) promedio de bateo de cada Jjugador?

conectd 42 1ndiscutibles en las

:vofk)  :Cudl de los dos Jjugadores tiene mejor récord?
-

—— s b h

Una =2scuela slemental tenfa 790 alumnos en setiembre de 1955,
En setighbre de 1959 el mimero de alumnos era 1,012, ;Cudl
ha sido =1 porcentaje de crecimiendo del alumnado?

El primero de sgtiembre la madre de Roberto pesaba 130 libras.
Durante ese meS?au peso disminuyd en 15%. Sin embargo, durante
el mes de octubre su pesc aumentd en
primerc de noviembre? ;Te sorprende tu respuesta? ;Por qué

sl o por qué no?

158. :Cyédnto pesaba el

Suponte que en el problema anterior, el peso de 1a ‘madre de

=

9
‘

Roberto aumentd en 15% durante el mes de setiembre y di uxd
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en 15% durante el mes de octubre, ;Serfa la respuesta igual
a la del Ultimo problema? ;Puedes comprender por qué si o
por qué no? Comprueba tu\respuestd haclendo el calculo.

Dos métodos para regsolver problemas de porcentajes de crecimiento
0 decrecimiento - -

En la solucidn de los pmoblemas que contlenen porcentajes de
crecimiento o decrecimiento, se pueden utillizar dos métddos.

S1 el preclo de la mantequilla aumenta de 80 centavos por
libra a 92 centavos por libra, bcuél es ¢l porcentaje de aumento?
El método que has utilizado es 92¢ - 80¢ = 12¢ (aumento). S1
12 es x por clento de 80, entunces

12 a <X
B0 © 700
x = 100 - %%

%

X = 15
Ha habldo 15% de aumento.
~  Mediante otro método se puede talcular qué porcentaje de 80
centavos son 92 centavos., Como 92 es mayor que 80, entonces
92 es mgs que el 100% de 80. Si 92 es x por clento de 80,

entonces
-

x = 100 » g%
x a 115
Esto significa que 92 centavos son 115% de 80 centavos. Si se
sustrae 100% de 115%, resulta el porcentaje de aumento, o sea
15%, ' - - ,
En cierta ciudad el cuerpo de bomberos extinsuiﬁ 160 in--
cendios durante 1958. Durante el afio 1959 el nﬁano de in-
cendlos bajé a 120. Cudl fue el porcentaje de deg¢recimiento? ‘
Mostraremos dos maneras de resolver este problema. Utlllzando ‘
un método, encontramos qué porcentale de 160 es la diferencia
(160 - 120). Utilizando el otro método, hallamos qué porcentaje
del nimero de incendios del primer afio es el r‘mero de incendlos
del afio mis reciente, Este.porcentajé se compara luego con el ‘
. . ~

53 -

-»
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10085, S1 120 e3s w¥ de 160, entonces

160 ‘ 120 - W ;
> T80 ° 100 R .
- 120 |
40  (1ircerdios menos) W= 100 °* %%g. )
wa 75 '

100% - 75% = 25%
El ultimo nimero de incendlos fue T75% del nuimero anterior. Hubo
un decrecimiento de 25% en el numero de incendlos extinguidos
durante 1313 con respecto al wndmero de incendios apagados en . 1958,

S 40 wes Xx por clento de 140, o

entorces
%g%"‘T%U' Hubo un gecrecimiento de 25% en

40 el numero de incendios extinguidos
durante 1959 con respecto al mi-
mero de incendlos apagados en : 1958,

Naturalmente, las respuestas deben resultar iguales.,

Ejercicios 9-8¢
En cada unoc de los primeros cinco problemas, calcula el por-
centaje de crecimients o decrecimiento por los dos métodos antes
indicados. S1 es necesario, redondea los porcentajes con la aproxi-
macidén de una décima de uno por glento.
1. En una escuela de primer ciclo secundario las 1istas de los
alumnos ausentes del séptimo grado durante la semana arrojan las -
sigulentes cifras: 29, 31, 32, 28 y 30, La siguiente semana
las ausencias fueron 22, 26, 24, 25 y 23. :
(a) :Cudl ha sido el mimero total de faltas de aaistencia
dlaria de los alumnos durante la primera semana?

{(v) :Cudl ha sido el total durante la segunda semana?

(c) Calcula el poxcentaje de crecimiento o decrecimiento del
nimero de faltas de asistencia diaria de los alumnos, .

2. El primgr dfa de clase de una escuela de primer ciclo secundario -
concuprieron 1,050 alumnos. Un mes después, el zlumnado era
de 1,200 eatudiagtes. tCudl fue el porcentaje de crecimiento?
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semana el ingrese semanal del comedor escolar fue de
La siyulente semana el 1ngreso ruu de .$42§.‘
porcentaje de decreclmlento? -
Normalmente durante los primeros sels meses los bebes‘aumen»
tan due peso 2n un 100¥ del peso que tenfan al nacer.

(a)

$Cual

;Cual serd 21 peso de un nlro de sels meses sl al nacer

‘ litras 9 onzas? o7 K
Sﬁponcc qte 21 bebé de la bregunta‘(gj pesa 17 libras
a los sels mesesg de nacldo. ngéi_Es el porcentaje de
su 2recimliento? \ ) S
Iurante 2l 1323 una familia gasté $1,%0 en alimentos.
Er 13 . ‘la wisma familla-gastd $1,950 en alimentos. ¢Cudl
fue el poreentaje de erecimiento del dinero gaotado en all- ~:
mentos T L

pusa ' T

TANLD

n comurcelante habvla encontrado gue durante el anio

A
SUS

entoncns a ampleados que durante 1959 sus sueldos se
20%. Sin embargo, el comerclante observd al
1979 que las ventas habian alcanzado su nivel de
Aruncild entonces a sus empleados que durante 1960

trfan un aumento de sueldo de 20% sobre lo que perci- -

redusirian en
final do

read:

(an o wen 18 ejQ.
{a sCual de- las siguientn° proposiclones es clerta?
(1) Lot cuelros de 1990 eran los mismos que los de
1952, ) .
(2) Los sueldqgs de 1§ﬂ0 eran menores que los de 1958,
(3) Tos sueldos de 1970 .eran mayores que' los de 1958.
4

(t) Si tu respuesta a la pregunta (a) es la proposic¢idn (1),
justiffcala. Si tu respuesta a la pregunta (a) es la
\\gggggzéfidn (2) 6 "(3), expresa los.sueldos de 1960
como ‘porcentaje de 1os sueldos de 1958.
En.una fibrica de automéviles se supone que el nmimero de carros
que -salen didriamente de la seccidn de montaje asciende a 500.
Una semana la fabrica tuvo operaciones normales el lunes. El
martes hubo una interrupcién como consecuencia de 13 cual se
redujo el nimero de carros montados a 425 wuse dfa, EY

b

A

1958 el
" total delas ventas estuvo por debajo de lo normal. Anuncié_,_<i‘u

Le
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miércoles la fakbricacion volvid a su estado normal.
o ~o{a)y | Cudl fue 21 pcrceﬁtaje de decreclmiento de la produccidn
‘ zéi\maftus\comparada con la del lunes?
(b)) -4Cu3l rfue wl\porcehtaje de crecimiento de la produceidn el
. w mlercoles comparada con la del martes?® .
8.'ﬂ(a) Un vendedor reclbe 4% de comisidn sobre.un artfcule que
) vende por. "$1,000. ;Cudl €3 el importe de su comlsidn?

~ . fb): Un banco recibe €% de intereses ayuales por un préstamo
w .- ¥ da” $1,000.. ;Cudnto Fecibe en intereses?
T (e) \El 1npuestava las Joyas es ©&%. . ;Cudnto se paga de im-
~ " puegto por un cqllar de perlas qu% cuesta $1,0007 .

(d) .Ruedes encontrar alguna relacidn entre‘ (a), (b) y (c)°
9. -(a) Un art culs se vende con 5% de descuento. Si el precio
’ marcado es $510; ;por cudnto debe venderse° o \
-0 (b) Una aldeca tenia wna pd%lacién de 510 habitantes el pri- \
T .mero de enero‘%e 1958 La poblacion disminuyd en un 5%
durante los sigulentes doge meses, aCué& era la poblacidn
" el primero de enero de 19599 - i

~ (¢) Un 'ranco concede un préstamo de $510, y.eh vez de cobrar
. . neriodicamente los intereses, como ‘es costumbre, descuenta
*, .. - dr la cantldad prestada el 5% por adelantada.’ ES decirs~

da al cliente $510 menos 5% de $510  al comlenzo del
ailo, con el compromiss. de que ¥ste devuelva los $510 \
completos al final del aro. ‘6Cuanto recibve el cliente al
O comlenzo del afo? . o -
(&) :Puedes encontrar alguna relacidn entre (a), () ¥ (ec)°
10. “;Cudl fue el tipo de interds del problema 9({¢) anterior?
11, (a) E1 sedor Ldpez pagé $210 por impuesto sobre 1la gasolina
T durante un afio. Si el impuesto sobre la gasolina es 31%,
6cuanto gasto en gasolina? h
vy R Sefior S Sosa pagd $210 como primera cuota del pago de
N una maquina de.lavar que comprd a plazos., S1 esta suma es
. . el 31% del costo total, jcudnto le costd la miquina?
{c) La poblatidn infantil de una aldea es 31% de la pobla-
; cldn total. Si hay 210 nifios, jcudntos habitantes tiene
" la aldea® R

-
*

*
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(d) 'n comerciante gana 31% en la venta de un artIculo cuyo
preclo es 3210, iCudl es su ganancla cn dolares?
(e) ;Puedes ercontrar alguna relacidén entre (a), (b), (c)
y (a)°
El cotrador de los impuestos sobre la renta investlga el pago
de impuestos del serior Lépez, mencionado en el problema 11(a).
Encuentra que 21 sefior Lopé! maneja un Volkswagen que rinde
alrodedor de 30 rmillas por galdn de gasolina, y que, ademas;
va a ple a la oticina.
(a) S1i la gasolina cuesta $0.30 por galdn (incluyendo 1m~
paestos), jeoudntos galones compra el sehor Ldpez? (uti-
liza 1os datos del problema 11(a)).
(v) :Qué distancia puede recorrer cor esa cantldad de gaso-
linat ' \
;Qué distancla media recorvrre pér dia?
4Por qué 2l cobrador de impuestos investlgd el pago del
sertor Ldpez?

P B ]
e’ e’
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Capitulo 10 .
PARALELAS, PARALELOGRAMOS, TRIANGULOS Y PRISMAS RECTOS

10-1. Dos rectas en un plano R
N Desde épocas muy antiguas, por lo menos 4,000 afios a, de J.C. .
1a geometria ha ejJercido inrluencia en el modo de vivir del hombre.
'Las tablillas de arcilla escritas en Babllonla hace unos 6,000 afios
manifiestan que los babilonios sabfan calcular el area de un campo
rectangular, usando la misma relacidn que has aprendido en el
Capltulc 3, ‘ . - \ )
La gran piramide de Giza, en‘Eéipto, fue construlda alrededor
de 2,900 aros a., de J.C. *La construcpién de*esta pirdmide y de
otras, ruestra que 1los egipclos tenfan ahplios conociﬁientos de o
geometria. Sus nmanuscritos de hacla el afio 1850 a., de J.C. ores -
velan que entonces los egipclbs estaban desarrollando reglas geo-s
métricas. Una de ellas era la regla general para determinar el
area de un trildngulo, que discutiremos deSDUéS, en estexcapitulo."f
Cuando un matemdtico comienza una 1nvest1gacidn, habitual- e
mente cmpleza con un caso muy simple. Cuando llega a la conclusidn
de que comprende tlen ese caso, procede 3 analizar problemas més
compllcados. A fin de consegulr una buena intulcidn de las rela» >
ciéhes 25paclales, comencemos estudiando algo, més ‘sobre las figuras
formadas por dos rectas. -t
La tlgura 10-1-a muestra que la 1nterseccion de las rectas
b, ¥y &, e§afl pungg A AB- N A% son rayos sobre 32. (Re- \
cuarda yue AR slgnifica el rayo .que tlene por extremo el punto
» & y contiene el punto B,) AR y AD son rayos sobre f,.

-?

Flgura 10-t1-a .
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Observa gue hpy cuatro angulos rormados por los rayos de la
figura 10-1-a: angu}p JBAE, angulo BAD, dngulo, CAD Yy . angulo -
CAE. - Diremos que son los &ngulos formados por £, ¥ boe En

" este capitulo, pues, nos referiremos a dos rectas.que §e intenr-

secan y determinan .asf cuatro dngulos. . .
Obgerva los angulos .CAD y DAB. Estos dos gngulos tienen

un rayc en comun, AD, y un vértice en comin, el punto A. Dos an-

gulos cualesqulera que tlenen un rayo y un vértice en comin, ¥

duyos interlores no tlenen ningun punto en comin- se llaman gggg

los adyacentes. (Adyacentes significa, "vecinos".): En consecuen-

cia, los éngulo~ CAD y DAB son adyacentes. jHay mas pares

de dngulos adyacentes en la flgura? SITDAB ¥ BAE, BAE Yy

EAC, ¥ AC ¥y CA», son pares de angulos adyacentes.

“ ySon adyacentes los &ngulos BAD y EAC? No, ino lo son!-
Pero ambo estan formados por rayos de las dos reotas £ v 2oe
En este capitulo, cuando decimos rectas, nos referimos a 1Ineas
rectas, 11imitadas en ambas direcclones. Cuando dos rectas se
intersecan, los dos pares de éngulos no adyacentes fc.mados por
v5as rectas se llaman gngulos opuestos por el vértice. .Los 4n-
gulos SAE y CAD spn, pues, opuestos por el vértice.

v Ia tigura 10-1-a, considera la recta ‘ﬁ' que cont¥ene
103 rayos Kg g AC. Recuerda que en el Capitulo 7 has apren-
dido que <1 colocas un limbo graduado con vertice en A Eg N
manera Cue AC sea el rayo que pasa por cero, entonces * AB
" corresponde al ﬁﬁmaro 180 en el‘limbo graduado. )

Una recta divide al plano en dos semiplanos. En la figura

*0 1-t, se wuéstra un\semiplano determinado” por 31 como la
‘zona sombreada encima de £y .El otro semiplano.es la zona no
sombreada debajo de 31.

~ . -
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Flgura 10-1-b

En la rigura 10-1-¢c se repr€sentan los dos seniplanos deter-
© minados por 2,, uno por la-regidn sombreads debajo de i ¥ el

®
otro por la regldn no sombreada encima de Lo

Figura 10-1-c

De este modo, dos rettas que se Intersecan separan a un plano
en cuatro reglones, Cada una de esas“regiones es el interior de un
-dngulo. E1 interior de cada$éngulo‘es la interseécién de dos semi -
~  planos. En ld figura 10-1-d se muestra la interseccidn del semi-
plano sombreado de la figura 10-1-b con el semiplano sombreado *de
la rigura 10-1-c. La interseccldn de estos dos aemipi%nos es el.
interior del dngulo BAE. El interdor del dngulo CAD es la inter-
seccidn de los dos semiplanos no sombreades restantes. Esos dos
dngulos, el dngulo BAE y el dngulo CAD, son opﬁestos por el vér-
tilce. jPuedes encdntrar los dog‘semiplanos que lncluyen el interior

del angulo CAD? ;Puedes encontrar los dos semiplanos que incluyen
el dngulo BAD?

> )

. LY
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\ Figura 1G-1-d .

51 la suma de las medidas en"grg.dos de dos dngulos ;s\ 180,
esos dngulos se llaman gngules suplementarios. En la figura
10-1-d,. 108 &ngulos sombreados BAE y BAD s\on. suplementarios.
+Hay al?ﬁunos otros pares de &ngulos suplementarlos en esta figura?
iwon suplementarios los a’.n_glalos CAD y BP?D? ;Y lor &angulos oo
CAE y CAD? En la figura 10-1-a los. dngulos suplementarlog son T~
también dngulos adyacentes. Los éngulos BAE y BAD, son ‘dngulos T
. adyacentes, asi como tamblén 19 son 103 dangulos CAD ¥y BAD.  Si

la medida del dngulo M, en la figura 10-1-e, es 40+ y lg medida

del dngulo N es 140, entonces los gngulos M y N son suple-

mentarios. )

>

. Figura 10-1-e ¢




- WOy o Coer

En el Capltulo 7 has aprendido a medlr angulos. . En este
capitulo hablaremos frecuentemente de 1a "medida de un angulo",
Por’ conslgulente, conviene tener un sfmbolo para esta expresion,
Para indicar el nimero de unidades de medida que hay en un angulo,
usaremos el simtolo "m" seguldo del nombre del dngulo puesto entre
paréntesis, Por elemplo, m(/ ABC) se reflere al nuimero de unida-
des del dngulo ARC, o ‘

Has aprendido que se puede utlillzar cualquier dngulo como uni-
dad de medlda, pero en este capftulo usaremos el grado como unidad.
Asi, cuando escribamos m(/ ABC) = 40, debemos entender que el &n-
gulo ABC es un dngulo de 40 grados (40°). Observa que, siendo
m(/ ABC) un nu":ero, escrivimos solamente m(/ ABC) = 40, y no
m(/ ABC) = L0°,

EJerclicios 10-1
sa la flgura 16-1~-f para resolver los tres primeros problemas.,

g

Flgura 10-1-f

1. (a) Indica los dngulos adyacentes a Z JKM,
(r) 1Indica los angulos adyacentes g / LKN,
(c) Indica los dngulos adyacentes a Z/ JKL.
2. (a) Indica el dngulo opursto por el vértice a / JKM.
(b) En la figura, indica otro par de dngulos opuestos por el
_ vértice, .
{c) ¢Cudntos pares de dngulos opuestos por el vértice se forman
cuando dos rectas se intersecan en un punto?

0N
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3. (a) Utlliza un limbo gréduado para hallar la® medldas de
“ los gngulos opuestos por el vértice, / JKM y / LKN.
. (b) ;Cudles sor las medidas de los dngulos NKM y JKD?®

(¢) :Qué parecc ser cierto referente a las medidas de un
par de dngulos opuestos por el vértlce?

(a) Dithja conjuntos de pares de rectas que s¢ lntersecan
como en la figura 10-1-f. Varfa el tamafio de lcs én-
gulos comprendidos entre .las rectas. Con un llmbo gra-
duado, halla las medldas de ~cada par de angulos opuestos
por el vértice, ;Te parece que son lguales?

4, Estudia tus respuestas al problema 3. Luego enuncla tus re-
sultados orn la forma de una propledad general, coplando y com-
pletando la sigulente proposicidn: .

Propledad 1. Cuando dos rectas se intersecan, los dos 3ngu-

. . los de cada par de dngulos ? formados por
ellas tienen ? medida, es declr, son ‘
congruentes. )

*5,,  Has enc.ntradc experimentalmente que clerta relacidn es verda-
dera en algunos casos. Veamos por qué esa relacidn debe ser
verdadera en todos los casos. ‘
(a) En la’figura 10-1-f, ;jcudl es  1a suma dé las medidas de

/ JKL y [/ Jxu? ‘
(v) :Cudl es la suma de las medidas de / NKM y [/ JKM?
(c) S1 la medida de / JKM es 60, jcudl es la medida de
C/ JKL? .Y la de [/ NKM?
(d) Si la medida do / JKM es 70, ;oudl es la medida de
- [ JKL2 Y la Qe / NKM?
, (e) ¢Qué puedes decir de las medidas de los angulos JKL ¥y
NKM, cuando la medida del dngulo JKM cambla? Explica
por qué los dngulos JKL y NKN en la figura 10-1-f
deben tener la misma medlda. ‘ ‘
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La slgulente flgura =8 semejante a la figura 10-1-f, Represen-

. temos log dngulos LKS, JKM y NKM por las letras x, ¥y Yy 2,

respuctlvanente., En la 'lgura se indican los dngulos de esta
maneras )

Le

Copla y completa las siguientes proposiciones

(a) wm(/x) +m{fy) = .

(v) ml/ 2) + m(Z V)= 2 .

(¢) Si s¢ concee a(/ y), sedmo puedes encontrar m{/ x)?
4Como puedes encontrar m(/ z)?

(d) Escrlbe tu respuesta a la pregunta (¢) en la forma de una

proposlicion numérica como se ha hecho en las preguntas (a)
v (%), coplando y completando 30 sigulente:
R x) = 2 -2 )
(Z Z) = ? - ?
(2) Escrite una proposicidén numérica para mostrar la relacidn
entre m(/ x) y m{/ z).
Imaglna dos rectas en el espacio.
(a) :Hay alguna relacidn posible entre dos rectas en el es-
\ paclo jue nc pueda ocurrir entre dos rectas en un plano?
(b) Para explicar tu respuesta, presenta una ilustracidn
tomada de tu saldn de clase,

AN
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10-2, Tres rectas gé.gg_glano .
Los griegos fueron los primeros en estudiar la geometria
como un ramo del conocimiento. Thales (640 - 546 a. de J.C.)
estudld en Egipto, e introdujo el estudio de la geometria en
Grecia. A €1 se atribuye el descubrimiento de la propledad de
los pares de angulos couestos por el vértice que hemos estudlado
en la seccidn anterlor. A medida gue estudlias la geometria vas
a aprender propledades descublertas por €1 y otros matemitlcos
\grisgos. R

‘ En la seccidn anterior hemos estuaiadc las figuras formadas
pof dos rectas en un plano. En esta secciép estudlaremos fliguras
formadas por tres rectas en un plano.

Dibtuja una figura semejamte u la 10-1-a. ;Puedes dibujar
otra reccta, 33, que pase por el punto A? ;Pueden tener un punto
comin de interseccidn las rectas £,, £, ¥ £3? Tu dibujo debe
parccerse al sigulente:

Figura 10-2-a .
A Y

Tres rectas dibujadas en un plano. itendrdn slempre un punto
de interseccidn? Observa la figura 10-2-b en la cual la recta
t interseca a las rectas 2, ¥ I, En ‘el lenguaje de los con-
Juritos diriamos ‘que £, f] t no es el conjunto vacfo (y que
4 It no es el conjunto vacfo). Una recta que interseca a dos
o mas rectas en puntos diferentes se llama una secante de esas
prectas. Como la recta t Iinterseca a &y Yy & za, e8 una 8e-
cante de las rectas £, ¥ 450

‘*’)
oy |
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Flgura 10-2-b

Ejerciclos 10-2
Dibuja una figura parecids a la
de la derecha. Las rectas t.1
¥y t, no se intersecan. <€
(t] N t, es el conjunto vacfo.)
La recta t3 interseca a la rec-
ta t,; llama A a su punto de
interseccidn, La recta t3 in-
terseca & la recta 553 llama B <
a Su punto de interseccidn,
(a) :Cudntos pares de &ngulos opuestos por el vértice hay en
la figura que has dibujado?
(v) :Cudntos pares de éngulos adyacentes hay en la figura que
has dibujado?
(¢) :Es la recta t3 una secante de las rectas t, ¥ t,?
(d) iEs t, una secante de las rectas t, ¥ t;? Explicalo.

-
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(a) :Cudl es el nombre del
conjunto de puntog for-
mado por los-segmentos
S <® y EI en la
filsura yue has dibujado®
(31 nz 1c reconoces, con-
sulta =1 Capftulo 4,)

[ émy

{t)  7dnt oo pares de dnpulos opuestos por el vértice hay

m\Q

R

Dibuja doa rectas, m, ¥ My, jue se interseguen en un
punto Q. Tituja una teresra recta, mb; gue interseque a
Wy ¥ oWy, fuora 22l punto Q. Llama S a la interseccidn
de m, ¥y My ¥ RN a la intersoccidn de my, Y

m5.

\s &

el la Uisura yue has dliujado?
(¢) iouantos pares de angulos adyacentes hay en la figura

que has dltuyado?

Usa la figura 10-2-c  para res-

pordur a las siyulentes pre-

funtas: . ’

(a) Nomira la se. ¢ dibujada
en la ficura ‘lca a
qus 1ineas 1nt sseca.

(v) En la figura, ;cuadntos
dngulos forman las tres

: rectas?

e

\

Flgura 10-2-¢

i 3
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{e) ;iCuantos pares de angulos opuestos por el veértlce hay en
agta Slgura? .

(d) ,wué sates aeerea de las medidas de cada dangulo de un par
g éngula° spuestos por o1 vértlce?
=

{¢) B3 w(/ M m(/ )2 1Por qué razon?

() Es /¢ congruwnte con Z d4? ;Por qué razgn?
% (a) .Cudntes pares de d4agulds avyacentes hay en la figura
. - 10=-2-20% ‘ 3,
()  qued pu~;-d-es' guair acerca de la suma de las medidas de un
v par do ansulos adyacames de la figura 10-2-¢?

5. (a) :5¢n wuplemertarios los dngulos ¢ ¥ .-d"‘en la I‘igura
10-2-¢7  ° ‘

(%)  Sor suplomentariass loo dngulas a y d en la figura

-

10-U-0?
(¢) Son suplomentardos los angulos de cada par de angulos
adyac-nies d= la flgura 10-2-¢? :

(d) 51 la medddu de / h es 80, joudl es la medida de [/ g?
;Cual 23 la modlda de / e? ;Y la de [/ f?

() 51 la madita @2 /h es 90, ;son suplementarios los an-
sulos

3 9
(r) S1 =/ %) = n{/#), ioon suplementarios los gngulos e

g &7 '
6,  Obscrva los angulos b y r en ' T‘
ia figura 1C-U-d de la derecha.
X D2l vértice del angulo € alb

parte [ —
un rayo d- la recta t, haela ‘
arriba, n" conticne un rayo dcl

angulo Y. Ademds, los interlores

de los angulos b y f estéan de < ¢ >
un mismo lado de la secante . 9 ‘
Los dngulos colocados de esta ¢
@ manera se¢ llaman angulos corres-
. _ pondientes. - Figura 10-2-4 :
o 4

~
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indlca otrc par de angulos cor}espondientes que estén
a.lzcadss del sismoglads de la secante en que estan 105
argulos vy L.
.Jon sarrespondlentes los dngulos a y  e? (Ovserva que
el rayo de la recta t jue forma el dngulo a es Bola-
rmente una parte del rayo de la recta t que forma el &n-
gulo e; 3sirn embargo, nlnguno de los rayos que foiman el
wulo e es parte de los rayos que forman el dngulo a.)
;Sak ccrrespondientes los dngulos ¢ y g7
;Sudntos pares de dngulos correspondlentes hay en 1la
31 la medida de /% es 80, apuedes decir cudl es la
ida de [/ % '
51 tanto la medida de /a como la de Je es 90,
; jué pu=des decir de las medldas de todos los angulos
dn la figura 10-2-c¢? \
51 la medida tanto de /a como lade /e es 90,
snan suplomentarios los 4ngulos h y b?
;P qué se parecen las figuras de los problemas 1, 2 ¥
5 &
“En jué dltleren esas figuras?
;Puctes imaginar otra manera de dibujar un cénjunto de

I':i

s

tres rectas en un plano? (No hagas pasar las tres rectas

ror un mismo punto.)

Copla y completa la sighiente proposicidn: "La inter-
sveeldn de tres rectas diferentes en un plano puede con-
sistiren 2 , 2 , ? é ? puntos"

x

\

Qe

AN
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*8. Sl tuscas alredewdor tuye, puedes encontrar ejemplos de con-
lhuntas 3¢ tres rectas como djunltlos de-las f{iguras.que has
dliujad2 vn wstos cjércicios.~‘3hora, trata de.lmaginar tres
plancs on =l aspacio. Oescrlte la manera en aue tres planos
enoel wgraris pusdan tener las sigulentes intersccclones:
(a) Un punto. : ) .

(b) Dos rectas paralelas.
(¢) Tres rectas paralelas. ‘
(d) El conjunto vacio. ‘

FIN

10-2, Hectas raralelas y dngulos correspondientes
Sean dos rectas. ry ¥ 7Ty, cortadas por la secante t. Supon-

gamos jue las roetas r, ¥ r, no se intersecan. En el lenguaje
* [y

de los cunjuntos diriamos:

1 ' E
< //o A > .. : N
k] \
) .
<5 >
Figura 10-3-a—"
. r, 1 t no es el conjunto vacio.

r, {1t no es el gonjunto vacio,

g
r, N r, es el conjunto vacto.

Es decir, ry ¥ ry, son paralelas. Ni r, ni r, es.paralela

a t. ¢
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REjercicios 10-3 para analizar en clase

1. Vas a ditular una fisura segun se indica a continuacidn; re-
sultara parcelda a la figura 10-3-a. Traza una recta ¢, ¥y
marca on ©lla los puntos A y B separades por una distan-
ela de épz*axima-iamente 1%— pulgadas. BEn el punto A dilbuja
un dngulo con medida 70 y lldmalo / a.  En el punto 3B
ditula /¢ ¢on una medida de %0. ;Se intersecardn esas
rectas 31 se ﬁfolongan?‘ S1 as! fuera, ;de qué lado de la

rocta t oe intersecardn, a la izquierda o a la derecha?
2. Tituwla otra flgura de manera que / a tenga por medida 30
¥y [/} tenga por medlda %0. ;Se intersecaran estas rectas

si s prolongan? 351 asi fuera, ;de qué lado de U se inter-
gucara., a la lzjulerda o a la derscha? '
3, Haz por 1o menos sels experimentos de esta clase con varlas
« meaiaas para los éﬁgulés a.y b. En dos de ellos por lo
menos utiliza para / a la misma medida que has usado para
/ u. Escrite tus resultados asi:

. Madida de [/ a Medida de /AL . Interseccidn de
Snoanpraldns en rados r, vy 1,
" >
70 \ 4C -A la izqulerda de t
. . )
. 30 - 40 ‘ A la derecha de ¢
o '*5723 0 ?

-

4, ©npla la sivulente pabla. Responde a simple vista si r, v
. oo intersecan, ¥y sl tu respuesta fuera afirmgtiva, indlca
dz qué lado do la recta t se intersecan. Haz un dibujo
para verificar tus respuestas. (S1 deseas puedes extender la

tabla cormedidas inventadas por ti mismo. ) : s
Medlda de / a Medlda de /b Interseccidn de
N en grados en grados ‘r1 y Ty
H0 80 _ k
. " 50 50 S

s
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Después de analizar on clase los problemas 1 a 4, copla y

completa la sirulente pf*oposic:ldn:

Propledad 2,° Si, »n un mismo plano, una secante interseca a
dos sectas y un par de gngulos cer_#respohdien‘tes
tienen diferente 2, entonces las rectas © . -

bs Consldera el caso en -jue los angulos correspondlentes son con- |

sruentes (tienpn Yruales medidas): Escribe la propesiclon para

. ¢©8te caso. Copla y completa:

Propledad Za. Si », 20 un mismo\plano"’, una secante interseta a
) dos rectas ¥ un par de dngulos correspondientes
Jon congruentes, entonces las rectas son ? . *

H]

.

. tEJ_er‘cicios 10-3 )

1. DIkufa wna Meurs como la sigulente, {Qué angulo formd con .
é X unL opar a9 angulos corrcspondientes? Llamalo Z P. Si‘ .
los anprulos X " p tienen las medidas Indicadas en la tabla .
similonty, doterming sl ‘,81 y 4 se inte‘rseean encima de ¢,
detato 4 L 3 31 son paralelas.

» Y

e, o
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2,

*3’

-

10-4, mecieggcaqzinveraidn de una progoaic )

.-~ tamblén es cierto.

.

Copla y compicta:

»

Medlda de x | Medida de p - N )
. ' R A
en grados en grados. . i}
Son pa- | Se interse- | Se interse-
,' ”ﬁalelas can encima | can debajo
. . : o lde t~ 1ae ¢
(a) 120 N O ] o
(v) 120 120° A .o
| (¢) 120 96 . .
{a) 90 120~ .
. _ .
(e} 90 | 90 | . - :
(£) 90 < A "0 ) :
(g) wo% . TN ‘
(r)" %0 . 40 ' <L |
- . 1 . ‘: N
(1) %o 20 .| - -

N -

®

L ]

Haz una lista de varios, eJemplos de rectas paralelas que en-

cuentres en tu saldn de clase.
Pon una vara o una regla a través, de algin par‘dg rectas para- .

\~
»

A |

v

lelas de las consideradas en el problema 2 v fqpma, de "esta

manera, una secante,

Hazlo de manera que las-intersecpionea

"con las rectas .paralelas estép separadas ;9 menos pqgible.

Mide las distanclas entre las intersecclones en gada posieldn. .

;Cudl es la medida del éngulo formado nor la secante y cada
recta paralela cuando llegaa a la posicion en que ila distancia

es minima?

+

-»

A
-
-

»

i)

\

-

Hemos-/visto que 8l 8l algo es cierto, togces algo distinbo

Por eJemplo "

» .

N
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N (a) "S1 dos dngulos son oﬁhestos por el vértlce, entonces los
angulos tienen la misma medida".

. ) Suponte gue construimos una nueva proposicidn camblando la ‘f
parte del "s1" por la parte del "entonces". La nueva proposicidn -

- e

€3
-

“ e
-2 ‘

(v) "si dqs dngulos tlenen la misma medida, entonces los an-
\\. gulos son cpuestos- por el vértlce". Una proposicidn ob-

" tenlda médiange ese camblo se llama una proposicidén reci-
proca (en 1:2§és, canverse).’ . el ejemplo anterlor, la
proposicidn (b) .se llama la reciproc§ de la proposicidn
{(a). Puesto que con un camblo igual al anterlor en la

-..proposicién (b), volvemos de nuevo a la proposlcidn (a),
decimes también que (a) es la reciproca de (b), |

S1 "inviertes una proposicidn verdadera", ;serd su reciproca

o siémpre verdadera? Veamos primero un par de proposlclones y sus
recipr-cas antes de responder, - : .
» * T, "S1 Marfa y Lulsa son hermanas,'entoﬁces Maria y Luisa son
ninas". -

~~ La reciprocg de 1 es: "Si Marla y Lulsa son nifias, entonces
Marfa y Lulsa son hemganas". ;Es la proposicidn original verdadera?:.
:Es la proposicidn reciproca tarbién verdadera? )

Conslderemos ahora la proposicidn sigulente:

* . 2 "8l Pedro es hljo de César, enton¢es César es padre de
.',_ \P‘edI‘O" a ot ' £o . =

&

-

La reciproca de é. es: "S1 César es padre de Pedro, entonces
Pedro es hijo de César". jEs verdadera la proposicidn original?
:Es verdadera la reciproca?

Con estos dos ejemplos podemos ver que, 81 una proposicidn es
verdadera, una reciproca obtenida cambiando la parte "si" por la
pa-te “entonces“, puede ser verdadera o falsa.

3:; .Es verdadera la propoaicién (a) relativa a los dngulos .

—_ opuestos por el vértice? aEa verdadera la proposicidn;reciproca
o {(b)? No podemos aceptar que la\reuiprooa de una proposicidn ver-
dadera sea siempre verdadera. Algunas veces, cuando se "invierte"
una propoaicidn.verdadgra, su reciproca es verdadera. Otras veces,




A
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cuando se "invierte" una proposicidn verdadera, la reciproca es
falsa.

. EJercicios 10-4
1. Ha= un dibujo en el gue se muestre que la reciproca de la pro-
posicidn (a) de la Seccidn 10-4 no es verdadera, ¢Deben’
ser opuestos por el vértice dos dngulos cualesqu%era que tienen
la mlsma medida? . . :
24 Bara cada una de las slgulentes proposiciones, escribe 'verda- °
dera" si la proposicidn es siempre verdadera, y "falsa" si la \
' proposicidn es falsa en algunos ¢asos, o,
{a) 31 Duque es un perro, entonces Dugue es de raza cocker. c
(b) S es el gla % de jullo, =ntonces es ferliado en los Es- -
tados Unldos. ‘ .. *
(a) S1 Roberto es el niifio de mayor estatura en su escuela,
Roberto es el niito de mayor estatura de su claSe.
(d) Si un animal es un caballo, ese anlmal tiene cuatro patas.
{e) S1 un animal es un oso, ese animal tlene plel gruesa.
(f) .S1 Susana es la hermana de Marcos, entonces Marcos es €l
. hermgno de Susana,
. 3. Escribe una reciproca para cada proposicidn del problema 2 e
vindica sl esa reciproca es verdadera o falsa. _
4, Lee las sigulentes proposiciones. Escribe "verdadera" si la
+ proposicidn es siempre verdadera, y "falsa" si la proposicidén
es algunas vecus falsa.
(a2) S1 una figura es una circunferencla, entonces la figura
es una curva simple cerrada. \ *
(v) 51 una figura es una curva simple cerrada compuesta de
' tres segmentos de recta, entonces la figura es un tri-
a'ngulo. - T
" {e). S1 dos dngulos son congruentes, son gngulos rectos,
(d) S1 dos rectas son paralelas, entonces esas rectas no
. - tienen ningdn punto en comin.
{e) S1 dos dngulos son suplementarios, son adyacentes.
(f) 51 dos-.dngulos adyacentes son ambos rectos, son auple-

y . ' mentarios. . . f

ERNE -
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dad.
Propledad 2a.

10-4

“(a) Eséribe una proposicidn reciproca de la sigulente propile-

Sl una secante intergeca a dos rectas con-

tenidas en un mismo plano, y un par de dn-

gulos correspondlentes son congruentes,
entonces las rectas son paralelas.

(b)
verdad de la reciproca,
. dibuja m, ¥y my, ¥y 1la
secante t, como en la
+ figura. ;Son congruentes
los angulos correspori- .
dientes? Luego dlbuja
otra secante de m, ¥ Mg
Lldmala t,. Mide los an-
gulos de cada par de dngu-
los correspondientes deter-
minados por t1. sSon con-
. gruentes?

»

(c)” Basandote en estas metlldas, i;plensas que la reciproca d

Para averiguar la posible .

Compara tus resultados con los de tus condlscipulos.

‘_l'lh

’
-
*

la propledad 2a enunclada en . (a) es vergadera o fllsa?

'Escribe una proposlicidn reciproca para la propledad 2:

S1 una

secante Interseca a dos rectas contenidas en un mismo plano, y
un par de éngulos correspondientes tlenen diferentes medidas,

entonces las rectas se intersecan.

{Te parece verdadero o

falso este enunciado? Puedes comprobar th respuestg dibujando

figuras como eh el problema 5. .

;Puede. ser verdadera la reciproca de una proposicidn falsa? Si

es as{, ;puedes dar un ejemplo?

by

L]

. ‘ \\\7‘

y

*

!ti é.j"f/«i
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105, Triéngulosi
Has descublerto las relaclones jque exlsten entre los dngulos
de una rigura compuesta por tres rectas, dos rectas paralelas y
una secante. Suponts shora que las rectas estan dispuestas de tal
manera que cada recta s una secante de las otras dos. jResultard
**  una flpura paveclda a la sigulente?

» \

- 5’véa
\\‘ .

* a - -

En esta flgura, 4, €8s una secante de 32 y de 33; 22“ es

uﬂa secante de 2,

1.3 A, B y C son tres puntos y AB, BU y TK son segmentos

. que los unen dos a dos. “En el Capftulo 4 (Geometrfa de posicidn),
la }eunidn de tres puntos que no estin en una misma recta y de los
segﬁentos 7Jue los unen dos a dos fue llamada un trigggg o. De
acuerdo con esta definicldn, nuestra r'igura contiene el triéngulo
ABC, Los puntos A, B y C se llaman los vértices del tridngule

¥y los segmentog KB, BU y TR se llaman los lados del tridngulo.

y de 33; y 33 €8 una secante de 31 .ﬁ\de




‘ ~417- 10-5
;Cudles de las siguientes figuras son tridngulos? Para cada

una de eostas figuras que no sea un triéngulo, indica qué condic%ﬁn
de la definiclidn no se cumple. .

» Y

:;;\\‘\\\\\\\\j//i:) ,f’zf”’fff},h\\\\\(cih“\~N“--*N~\\

a)

Los-triangulos del sigulente grupo son elementos de un con-
Junto particular de trisngulos porque tlenen una propledad comin.
Qué observas acerca de las longitudes de los lados de los tri-

dngulos® (¥l simbolo 3" significa tres éulgadas. El sfmbolo
3'  glgnifica tres ples.) '
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Observa jue cada tridngulo tiene por lo menos dos lados de
longltud isual. Los trignpulos de este conjunto, y todos agquellos
gque tengan la misma propledad, se llaman tridngulos lsdsceles,

Log tr;éﬁgulos del sigulente grupo son elementos de otro con-
Junto particular de tridngulos., ;Cudl es la propledad comin a
todos ioa elementos Jdel conjunto?

'. " 1 YD,
. Q 2
Q /

2 .

Observa jue cada triangulo tlene sus tres lados de longltud iguél.
Otra manera de declr lo mismo es: tohos los lados de un mismo |
tridngulo “tlenen iguales medidas. Los tridngulos de este conjynto,
y todos aquellos gue tengan la misma propledad, se llaman tril-.
dngulos ejuildteros. La palabra "equilatero" procede de la palabra
latina aequilaterus, compuesta de gequos: igual y latus: Jlado.

Los tridngulos del sigulente grupo son tamblén elementosfde'
otro conjunto de tridngulos. ;Te parece que estos tridngulos
tienen una propledad en comin?

1

v

T4

* 3
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En cualquiera de estos trldngulos, ;tienen dos de los lados la
misma medlda? ;Tiene alguno de estos tridngulos tres.lados de
medldas 1lguales? Ninguno de los trlangulos en cuestldn tlene dos
ladus de igual medida., Los tridngulos de este conjunto particular,
¥y todos aquellos tridngulos quée tengan la mlsma propledad, se lla-
man tridngulos escalenos.
. En la figura se muestra en primer
lugar una cariita para tomar soda y R
luego la mlsma quebiada en dos puntos a -
'y 1lista para ser plegada de manera ~ y — .
que sus extremos se jJunten, de esta
hanera: -
‘ ;:::::. e .. e
N N »l | ) '
W ¢ ' ws
‘ - ’ =
: N = ! -
o - R |
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i

;Qué clases de tridngulos pué‘den ser representados de esta
magnera, plegando las sigulentes carfltas?

Lo m y’ " =
" ] L]
1 1A e
[ o N < . b A —_— w
" " n
! 1§ !
.1 1}
¥ )
.. B .o
g - N - )
2.. 2“ %“
k]
-
\ -
Jd N —— - ) ?
» g" g ell
\\
\x
Lo — —— — . D
27‘ N an . 2..

\ Alora vas a dibujar unos tridngulos. Dibuja un dngulo y
) llama A a 3u vértice, Toma un punto B en uno de los rayos
- del anpulo, y un punto € en el otro. Dibuja el segmento BC.
Tu figura debe parecerse a la sigulente: ‘

-

-~
<&

s )
.

-

. 4
La reunién de AB, BC y AT se 1llama "tridngulo ABC". Observa

B | en tu figura que los puntos C y B son los unicos compartidos
por el angulp A -y el lado BC, El dngulo A y el lado, BC se
,1laman opuestos uno de*otro porque su intersegeldn consiste sola-
mente en los extremos de BCU,  Es /B opuesto a AC? jPor

o qué? :Es / C. qpuesto a AT? jPor qué? ;Qué otros dngulos

‘ .81

N
N
> > N
] ' '
N Y . . [ TN
N e e m W rmvawwys W vew A . N

ﬂ!: B
¥ LT
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¥y lados son opuestos uno de otro, en tu dibujo? ;Por qué?
Dibuja otro tridngulo como el anterlor, pero esta vez localiza
culdadosamente los puntos B y C de manera que AB y XC sean
congruentes, como se muestra a continuacidn:

c_—»

iQué clase de trldngula es AABC? ;Por qué? "Copia el gngulo B

y trata de hacerlo colncldir con el angulo C. ;Qué suglere esto

scbre las medldas de los dngulos B y C? Haz varlas coplas més

de los tridngulos isdésceles de la segunda pigina de esta seccidn.

¢Qué observas? Copla y completa la sigulente proposicidn:
Propiaded 3. Si dos lados de un tridngulo son _ ?  en longl-.

tud, entonces los los ?__de e808 lados
tlenen _ ? medidss. ..

Ahora, haz un dibujJo como el que sigue. Dibuja AB aproxima-
damente de cuatro pulgadas de longitud. Dibuja dngulos de 40
grados en A y B, como se indica, Marca puntos C y D en
lugares convenlentes de los rayos de esos dngulos.

o / \ . .. .
v; l/ ] .

- Observa que hemos dibujado dos dngulos de igual medida. Pgolonga
A y BV y llama E a su punto de interseccidn. Resulta asd
formado el tridngulo ARE, - '

e
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cqud oLservas acerca de los lados opuestos a 1los dngulos A
. y B de este tridngulo? Haz varilas otras‘figuras segin estas

directivas., Dibuja los dngulos A y B éiempre agudos y de
ipual medida, perc cambla :esa medlda de un tridngulo & otro.
;Qus observas acerca de los lados be cada figura? (A Qué con-
Junto particular de tridngulos parecen perienecer tus figuras?

Copla y completa el slgulente enunclado: ;

Si des dngulos de un trigngulo tlenen medidas 2 , entonces 'Hj\
105 lados % - a e50S dngulos tienen .longltudes ? .

;Te has dado cuenta de que este enunclado se parece al que
anteriormonte completaste como propledad 3? ,Qué nueva palahra,
de las que aprendiste al estudiar la Seceidn 16-4, podria usarse
para doscritlr la relacidn que hay entre estas dos proposlclones?
Llamarcmos reciproco de la propledad 3 a este enunclado.

N

Protlemas 10-, para analizar en clase
1. 33 podrfan detorminar los tres conjuntos de tridngulos que
nemos estudiado (1sdsceles, equildteros y 2scalenos) por al-

sura propledad comin que se preflera a las medidas de los an -
gulos on vez de las medldas de los ladvs? ;Qué ventajas o
dnsventajas tendrla este método de clasificacidn?

2. .Cdmo se podria utilizar la reclproca de la propledad 3 para
demostrar qus un tridngulo que tlene sus tres 4ngulos de igual
medida debe ser, ]xecesariamergte, equilatero?

d EJercicios 10-5 - : .

1. Dibuja un triangulo -isdSceles. .

2, Dibuja un tridngulo equildtero, ‘ ' “

3, Dibuja un triangulo escaleno. _, . ) \

4, Si un tridngulo es isdsceles, ;&5 bién equildters? Explica
tu respuesta. ; T,

» ( h} -
. {
: ‘ ©3 oo
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A3

5 381 un tridrnsulo es e*uiléter@,.;eé tambtilén isgscéles?' Explica-
tu respuesta, T )

Us DitulJa un tridnguloe equildtero y'llama P, Q y K a sus
vértices., ¥z una lista en que se correspondan 1los “dngulos < ¥

con sus ~ados opuestos, S0, v ‘ :
7. (a) i8e podria representar un triingulo doblando la caiilta T
para tomar soda que se muestra en la.figura? Explica tu -
7 respuesta. ‘ Vo ) . L
- 'F —= ) 3" - ~ . '-Lf - ‘ )‘ ‘ -
e .2

»

(b) :Se podria representar un tridngulo doblando la cafilts
que s mucstra aqui? Explica tu respuesta.

be — A ‘ : = — —
'u 3 _Lu : 'F
2 2
«(c) FEruncia una propiedad sobre las longitudes de los lados o
de un tridnguls, sugerlda por tus observaciones de las
preguntas (a) y (b). ~ S :
. .
Y . 3 .
\ .
b - Q(‘*
.. >
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8. OPCIONAL. Copla ios sigulentes modelos, ddblalos por las
lincas de trazos desﬁués de haberlos recortado siguiénde oo
los: bordes y pe=ga las aletas. Obserﬁé los trigngulos equl- .
ldveros. Para obtener mejores resultados, amplia estos mo- .

(191030 ) »
\
- ')
». R
\ —
»
Aos . “'
r FY ~ » . ’
: N . hAY
tetraedro - ) ' : ‘ wetaedro - .
N N . » )
. . R *e . * N
Lo (chatro caras) (ocho caras)
- N . . . R N ‘ N . . ‘ . ‘\ .
X 10»0. ' Angulos de de un trian gglo : ) .

.

. -En las secclones an*eriores hemos estudiado propiedades ég -
- - peclales de clertos triangulos. En esta seccldn nos ocuparemos
de una propledad qué es verdadera para todo’ triéngulo. T -

* 9
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) Flaornlodas 10— para anall zar en clase ‘

. DituJa urn trldngulo, de modo qQue cada lado tenga uras dos o
tres pulpadas de longitud, Recorta la regidn triangular a lo
larye de los lzdos del trigngulo. "Arranca dos de 1a3\eSQU1n&8
de vsa reglon y pega la figura completa sobre cartdén o sobre

LY

. una hmJa de papei, como se indica en la .figura siguiente,
Nota: Las esqui*as By C han sido colocadas alrededor del °
vértice A, pegandolas en este lugar. . o e o .
. . ) Lo ) N
‘g . . .

\\ ESQUINA a]

ESQUINA (3\:§3 \[’M

(a) Halla las medldas de los tres dngulos cuyos vértices estdn
en A, Halla la suma de esas tres medidas ¥y compara tu
resultado son 1os‘de tus‘condiscipulos. En la figura
anterior, ;te parece que 33’ v KE estdn 'sobre la misma

. - recta? Te parece qe esto es clerto en la figura que has
. hecho? S ~ | v ‘
. (b) ;Qué observas acerca de los dngulos i,‘z Yy BAC en esta
‘ nueve disposicidn? ‘
- 2, {(a) Dibuja un tridngulo haclendo
: el lado mds largo de unas 4 - . '
\ pulgadas, uno de loa‘doa
"lados restantes de unas. 3
" pulgadas, y el tercer lado de
- unas 2 pulgadas de largo.
Recorta el interior del tri-

gngulo.

N - -

“

¥ o)
)
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(b) Marca los vértices A, B
y C en el interlor del
triangulo, como se indica
en la figura de la derecha.
Toma el punto medio de TAB
e indicalo con la letra D.
(E1 ‘punto medlo .es el que
estd a mitad de camindb de
un extremo del segmento al .

iotro.) Toma el punto medlo
le - 3C e indfcalo con la
jétra E. KD .y DB deben, _
ser de la misma longltud. '
BE y EU deben ser de la
misma longiltud.

(¢) Dibuja un segmento de recta
que una D y E.+ Dobla
luego hacia abajo, & lo
largo del segmento DE, la

' porcidn del tridngulo que
contiene el vértice B, de
manera que el vértice B
calga sobre AC., Marca con
13 letra G el punto en que
cae B sobre AC.

(d) Dobla la porcidn del ‘tridngulo-
que contlene -el vértice A
‘hacia la derecha de manera,
gque A ocalga sobre el punto
G. Dobla la porcidén del tri-
éngulo que contiene el vértice
€ hacie la 1zquieida de mane-

. raque C tambjén calga sobre’

el punto G. La rigura resul -
tante serd un rectﬁnsulo.

-

SN
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(e) ;Wué parece ogurrir con ia suma de las medidas de los
angulos A, B y C°
. (f) 3Se puede repetir este experimento con otros tridngulos?
Compara tus resultados con los de tus condiec:!puloa.
(g) iConcuerda con tus observaciones 1a propiedad que has en-
contrado en el problema 1? )
3. Consldera el triangulo ABC y los rayos i N ');K como 8
" muestra en segulda. ‘Por el punto C se trazé la recta RS
d¢ manera que la medida de /y sea iguhl a la medida de
[ ¥y'. ' Ahora estamo$ usando una nueva notacidér y', que.#é lee
o y prima .+ (En este problema ue.aremos la notacion para de—
signar angulos. )

»

Cada vez que te sea poéible, emplea una propie}lad para explicar
"por que » €N cada una de las sigulentes preguntas: .
(a) ‘iEs s paralela a ARB° iPor qué?
{b) iDe qué clase son los dos dngulos mar-

_cados con las letras x Y Xx'? 4 Es

m(/ x) = m(/ x')* - {Por qué?
{¢)" iDe qué clase son los dos dngulos mar-
. cados con las letras z y z'? ;Es .
. n{/ 2) s m(/ 27 )% . iPor qué?
(@) mlZy) =m(Ly) o {Por quée °

-
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(&) m(/x) +m(/y) +m(f2) =ml/x) +m(ly) +mll )

,Por qué?
& () m{/x) +m(/v)+m(/z) es la suma de ‘
*las medidas de los &ngulos del tridngulo. ¢ Por qué?
(8) m{/x) +m(/y") + m(/ z') =180 ;Por qué?
{h) m{/ x) +n(/y) +n(/z) = 180 ) ;Por qué?
(1) Concluiméa, en consecuencia, que la suma
. de las medidas de los gngulos de un tril-
angulo es 180, i Por qué?

Esta es una demositgacién de la prbpiedad y,
Progiedad 4, La suma de las medidas, en grados, de los
angulos de un triﬂlo es 180.
. No estudiaremos este akfo muchas demos'traciones, pero en al-
gunos eJercicios se_te pedira que trates de descubrir una demos-
tracidn. UCuando estudies mds geometria, en los 3afios pr3ximos,

‘se te desarrollara mucho la habilidad para descubrir demostra-

Observa que en esta demostracidn hemoa dibujado un triéngulo
cualquiera. ;Se podra aplicar esta demostracidn a EP.Q?.. tridngulo?
Si lo dudas, dibuja otros tridngulos de forma muy diferente al
que hemos utilizado acul, marca puntos, &ngulos, segmentos, rayos
y rectas de la misma manera. Luego trata de rehacer esta demos-
tracion para la figura que has dibujado.

A}

Ejercicios 10-6 .~
1. :Cudl es la medida de cada éngulo de un tridngulo equilétero? ‘
2. :Cudl es 1z medida del tercer dngulo de un tridngulo sl los

otros dos tienen las siguicentes medidas?

{a) 40 y .80

(b) 100 y & T . | \
(e} 70 ¥y 105 : \
(d) 80 }f 80 N ) . . 2 .
N . < . - ‘
> 953 - ) i
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Suponte ju® un angulo de un tridngulo isdsceles tiene por
medida 0. Halla las medidas de los otros dos gngulos. LHay
dos conjuntos diferentes de respuestas posibles?

S1 se dibujan dos tridngulos, ABC y DEF, de manera que
m{/ BAC) = m{/ EDF) = m(/ BCA) = m{/ EFD), i;qué se puede
afirmar acerca de los dngulos ABC y DEF? En qué‘propie-
dad se basa tu respuesta?

En cada una de las sigulentes preguntas se dan las meqdidas
de clertas partes del trigngulo ABC, las de los lados se
dan en pulgadas y las de los 4ngulos en grados. Se te pide
determinar la medida de alguna otra parte del tridngulo. En
cada caso, Justifica tu respuesta.

IS

‘ Dados | Determina | Fropiedad )
. gg)' m(;_“@m = 50, m(/ BOA) = %0 m(z caB) ?
(b) m(/ cCAB) =52, m(/BCA) = 37 | m(/ ABC) ’
(c) \m(é ABC) = 40, m(AB) = 2, -
n(XT) = 2 L m(/ ACB) ?
(a) m(ZB) = 3, n(AT) = 3,
n(ET) = 3 o~ | m(/ Bca) ? .
1te) m(/ BAC) = 100,
n(/ BCA) = 43, m(TB) = 4 n(AT) ?

e _-.._\—“

’, {
- LLZ"»&' PET L .

3
'
|
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*$, En la figura de la derecha

b, Y £, son paz*alelas. < —
(a) &Bs m(/y) = m([ n)? £

JPor quet
(b) :Es m(/¥) =m(/u)?

;Por qué?

J[{e) Trata de demostrar que AN
m(/ n) = m(/ ).
(@) Comenta cor tus condiscipulos las condlclones que re-
. qulere una buena demostracidn. .
(e) Después del andlisis hecho en clase, redacta tu demos-.
tracidn de acuérdo con los puntos de vista expresadoa
por ti y tus condiécipulos.
*?. En el problema & se ha visto que las medldas de los dngulos
- a y b de la figura que sigue, son iguales sl la recta r
es paralela a EF. Usa esta propledad para demostrar que la
, \ suma de las medidas de los &vgulos del tridmgulo DEF es e
: 180,
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10-7. Paralelogramos

DiBtancia entre réctas,paralelas

Observa la sigulente figqra, en la que se presentan algunas
ectas que pasan por el punto A y la recta o que las 1nterseca.

. ' A |
|
%
l
|

Q"/" — '\$
‘ : v | ™

Utiliza un limbo graduado péra verificar las medidas de los &ngulos
que se dan a continuacidn.

m(/ SDA) = %0 m{/ SCA) = 90 m(/ SBA) = 150
Da las slgulentes medidas: e
m(/ TDA) = m(y TCA) = 2 m(/ TBA) = ¢

Mlde los segmentos AD, &C y AB.
{Cual es el mds corto?
" Copia la flgura y dlbuja otras rectas que pasen por A e

£

intersequen a r. - AN

-

Mide los segmentos de esas rectas deésde el punto A hasta
las intersecclones de ellas con la recta r.

{Encuentras que alguno de estos segmentos es mids corto que
ATe

Obsérva que #C es perpendicular a r. “

A base de tus experiencilas en este caso, copla y complets
la sigulente proposicidn:

g El segmento mds corto desde el _punto A hasta
la recta r -es el segmento a r

La longitud de este segmento se llama frecuentemente la distancia
de A a r.

-
«?

i
L Ll
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En 1la sigulente flgura, X, ¥ ka representan rectas para-
delas. Las rectas a, b Yy ¢ soh perpendliculares a 'ka Yy
pasan por tres puntos, D, E y F de k, Es decir, las longl-
tudes de TE, T8 y IX son las. distancias de F, E y D ala
recta k —~respectivamente. JSe acostumbra dibujar un cuadradito,
como 8e ve en la figura en los puntoa A, B y C, parg.dnddcar
que un angulo eg\recto. ~

A}

: c
Figura 10-7-a

El trazado de una recta tal como ¢, que pasa por D Y sea
perpendlcular a kz, puede hacerse :
facilmente utilizando una tarjeta
o una hoja de papel que tenga una
esquina formando dngulo recto. El
procedimiento se ilustra en la fi-
gura de la derecha.

En la figura 10-T-a hay 21
gngulos rectos ademds de los mar-
cados. jPuedes sefialarlos? ;Cdmo
sabes que son angulos rectos?
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Mide las longitudes de FA, BB y DU en la figura 10-7-a.

'uTe parece que estas longltudes son iguales? Esta longitud comin

se llama la distancla entre las rectas k1 Yy kz. Entonces, se
puede definir la distancla entre dos rectas paralelas como la

VR

longitud de cualquler segmento contenido en una recta perpendicular
a 2333 dos rectas, y que tenga un extremo en cada una de las rectas.

Paralelogramos

En el Capitulo 4 hemos introducido la idea de curva simple

cerrada. Se puede llamar poligono a toda curva simple cerrada que
es una reunion de segmentos. En tus estudios posteriores, es pro-
bable que veas a veces aplicada la palabra "poligono" a curvas que

no son simples, pero todos los poligonos que estudiaremos en este

capItulo serdn curvas simples cerradas. A menos ghe se indique lo ™
contrario, entenderemos que un poligono estd contenido en un plano.

Se dan nombres especlales a los polfgonos que tienen clertos
numeros de lados (es decir, de segmentos). Ya sabes que un poli-
gono de tres lados se llama tridngulo. pe modo andlogo, un polf-
gono de cuatro lados se llama cuadrildtero y un polfigono de cinco
lados .se 113ma pentagono,

Cuadrildtero Pentdgono
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Dos lados (Begmentos) de un cuadrilatero que no se interse-
can se lluman lados opuestos, (adémo describlirias dos lados
opuestbs refiriénéote a su interseccidn?) indica los pares de
lados opuestos del cuadrilatero anterlor.
Una especle particularmente importante de cuadrilatero es :
el paralelogramo. Es un cuadrildtero cuyos lados opuestos estan
g: sobre rectas paralelas. La figura ABCD que slgue, representa
un paralelogramo. Indica sus pares de lados opuestos,

A y

»
De ghora en adelante, sl dos segmentos estdn sobfe rectas para-
lelas diremos gue son segmentos paralelos. En consecuencia,
podemos declr que los lados opuehtoa de un paralelograme- son (i*
paralelos, O ‘ A "

Propledad £. Los ladoS opuestos gg_gé_paralelogramo son

- ~ paralelos y congruentes, )

Ya sabemos jue los lados opuestos son paralelos. Para saber
8l son lguales, mide los lados del paralelogramo de la figura
anteridr. :;BEncuentras que los lados opuestos tienen lgual longi-
tudf Mbuja varlos paralelogramos y mide las longltudes de los
parves de lados opuestos. jEstds de acuerdo con la propiedéd
anterior (subrayada)? ’ '

[ 3

!

> ‘\
4
2
®
L 3
¥
»
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La figura de la derecha representa
una hoja rectangular de papel. (Obsexrva
que un rectdingulo es un caso particular OR c .
de paralelogramo.) Toma la hoja de \
papel, ddblala por la linea de trazos y \
¢é5rta3a & 1o largo de esa linea, en dos \
partesd ‘Superponiendo una pleza sobré \
nmuestra jue los trisngulos ABD \\ »

en el mlsmo tamano., iEs el \ N oE
drea de yno de esus triangulos igual a /A A\ PS
1o mitud ‘del drea del rectdngulo? ;Por f*
qué? ‘ . N N\

*

En el problema < de los ejerﬂiciﬁs sighientes se te pilde que
repltas la misma operacidn, uiilizando paralelogramos de diferentes
formas.

Ejerciciog 10-7
1. Jeiffala varlos pares de rectas paralelas en tu saldn de c)ase y
mlde las distanclas que hay entre ellas.
Sedala varlos ejemplos de paralelogramos en tu saldn de clase.
iludles de las sigulentes figuras son paralelogramos, suponiendo
que los segmentos que parecen ser paralelos, realmente lo sean?

(a)’ / <U (c) *
(d)x | (e)< |

Q>

v n

.-

*

A VYR
»
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4, Dibuja perpendlculares a las rectas cuyas posi¢lones aproxi- o

—- -, madas se indican, de manera que pasen por 16s puntos . A " )i
‘; 'seﬁala 0s en la filgura. No dibujes en tu 1ibro. Utiliza =
= - * A} '
. una hoja de papel aparte, : - §

\ + k|

= . /- ‘A * - _i
) { . ‘ ‘A Y 55?

S - (e) ~ 3

. i . RN ¥ NN A e

. . ,v - . . \\;

. ()
.+ - 5. Dibuja un paralelogramo y recdrtalo cuidadosaménte sigulendo .

) sus lados. Obtienes asi un trozo de papel que representa el j
~+ 7 .interlor del paralelogramo. Dibuja una dlagonal {una recta N
que une vértices opuestos) y cerbta el papel a lo largo de . ° .

" esa dlagonal., Compara las dos_plezas triangulares. ;Qué N

. copcluyes acerca de esasapiezas triangulares? Replte el j

mismo procedimiento con otras dos paralelogramos de formas -

distintas. Escribe un enunclado gue'parezca verdadero a 3

base de tus experlenclas con este problema. ' O3

6. En la figura sigulente se muestraq varlos pares de rectas ;

- paralelas. Toma cada uno de ellos y dibuja una recta per- N

' pendicular a una de 1las dos rectas de ¢se par. (Nb escribas ~§

en tu 1ikro. Copla las rectas en papél aparte, conservando
aproximadamente sus posiciones.) Las rectas perpendigulares ,
a una paralels, ison también perpendiculares a la otra para-
lela del mismo par?

. A A

et il S G

- - > .
. . ;ﬁg_
;; ) (a) -
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T Las siguien‘tes preguntas se reﬁ.eren ' ] , “_

. ‘a un cuadrilatero, como se suglere —

en el dibujo. Cada pregunta, sin
embargo, se refiere a un cuadrild-
'tero distinto. '

~ {a) XL es parale‘io a oM, I¥ es
o . paralelo a KO, KT tilene una. '

&

. N . ’
R D ST S T ]
ok R A B ik,

*

v’

; " .. longitud ge 3 pulgadas y- 6?' ;
B : tliene una longltud de 6 pul- L w;
. : gadas. ;,Cué.lee. son las longl- o | i
- . tudes Ge m 'y _ge M2 \ s ek “‘“':3‘
(b) i{_l,' T&? es el conjunto vacfo, IM ﬂ F) es también el
. .conjunto vasfo. IM tiene Una longitud de X pulgadas y - o
.. TN es tres veces mds largo que IN. Halla las longltudes
‘ \ Vi
~ - Ge XU Y de OR. . :‘
. R
\ (e) IM ﬂ 0K 8 el conjunto vacio, pero ‘O_’ﬂ 'ﬁ.’ no es el %
conjunto vacfo, jPueden tener dos lados opuestos la migwy
. ma longltud? ;Pueden tener ambos pares de lados opuestos ﬁ
. . esta propledad? (Dibuja figuras para-ilustrar tus res- A
~ puestas.) R ‘ . - I
*+8,  {a) ‘Copila y completa el siguiente enunciado de una propiedad:.
. Si, en un plano, ‘una recta es perpemdieular a una de varias
Trectas paralelas, entonces es .. . )
(b) . Demuestra la propiedad. (Debes suponer que una .recta .
. ﬂerpendicular a una de dos paralelas :lnteraeca a laotra.)
.\ ‘
aa , ?
7
v ¢ » » cmly
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TmoUeg, Qo referencia al ii*izinguld
e -+ RBC  que se muestra.a la dere- ‘
\ cha, s pcmte que los segmentos
.+ B, TC, I y. YC. son Iznralgsa
S ' los; que AT &s‘p".i‘alelo a
s OYG oy que- BC. es paralelo & ., 4
- ¥E, J '
: {a)' taz una lista de los para-
lologramos gue hay en la B
: ticura. {(Son 10.)
= ‘(b)x':‘}iaz.una 1:13%&6%‘\\5.‘53 s~'= en‘l:c:s* ::i“ewi‘a figura anterior
C . que sor congruentes con AJ, sin medir.xogs. - '
. (¢) iaz una lista de los segmentos de la figura artcrior
' que son corbmentes con PBK, sin medirlos. ‘.
(1) .a'»’kma‘ lista de los segmengos de la i‘igura anterior
S e son congruentes con  GI, sin ‘.‘edlr-loé . T
q0-8. Areas de los paralelogramos Yy de los tridngulos
- Un cuadrilitero es una rignra ’ o
B .de auard®lados. Todo_cuadrilgtero N ;
. cuyvs lados opuestos estin sobre rec- D
tas paralelas se llama paralelogramo.
;Qué ras deseurlerto va sobre las . ) '
S0 .-longitudes de los lados opuestos de
i un paralelogramo? La figura ABCD,
do la corceha e ur paralelogramo. \ N
:Qué pares de lados‘*de’ esta figura | Lo
son congruentes? ) . ‘ e
U Yoooa '
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. Cada vértice de‘un paialélogramo es el vértice de un angulo

* ecuyo 1nterior contiene al interior del, paralelogramo, E&ila*figura°
‘}aegla padina anterior, el vércice. A del pafgielogramo lo es. tam-

- bilén del-angulo BAD cuyo Interlor contlene al 1nterior del para-

. lelogramo. ‘bbuéles son 1los otros ingulos .cuyo interion, contiene al
Ei”' del para’elmgramm” > ;Cudntos Zhgulos cdn esta propiedad hay en

. total? Tales dngulos se llaman jos dggulos del paralelogramo. 3

" 81 los lados de ‘un paralelogramo se prolongan con lineas de soa

trazos, Gomo se ve en ls figura 10 B—a, ‘ . . ==

. e s - - ;é

- . ‘ ,.i'o . / ) * - * .

L= » ¥ . ) . fl - f, - . « :

S S

i LY - “ y, --“- ’ * . ‘;\\i

. ‘ " ~ vE

S ) L T ) \\ ‘

a N . . -&—‘w— o N »«\-\“.«:.&a Sarmm e 7?

' J/ ‘\ ,’ . L - ":

» ’, ll * . - 3

o - . » . :‘

*;“; “ Figura 10-8-a ~ ‘ -

N r : i . ...:a

i}/%; hay varios pares de rectas paralelas cortadas por una secante. ’ f

‘ w'&cuantas secantes encuentras? & . S .

\ ;opia la tigura 10—8~a. Marca el dngulo del paralelogramo o
@ cuyo vértice esta en A, como se myestra. A este dngulo del para-

lelogramo. a0’ 1lamaremos "gngulo A". Andlogamente, marca el gngu-
o B del. paralelogramo como se ve en la figura. Marca, como lo
has hecho con el ‘dngulo A, todos los angulos de 'la figura que son

gue son conhruenteé con el angulo B. En cada caso indica la razdén
gque Justifica la marca. ‘ ) - C .
SI has procedido correctamente, deben quedar marcados todos
los angulos determinados por 1as rectas de la figura. Baséndote
en los resultados que acabas de obtener, compleia las Biguientes

‘proposicionaa' N

n(/ &) + u(/ B) =

Aogn - co R

congruentes con ¢l dnzulc A. Repite la operacildm con 1oscéngulcs - é,
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Pi*ogiédad a. Los ﬁ*@ulos de un péraleioéramo correspondien -

N *®
‘ - tes 2 dos vertices consecutlivos son ? . T
» Propiedad 7b. Los angulos de uh paralelogramo correspondien -
. © tes a dos vértices opuestos son . ?. .-

. De acyerdp con los: .resultados anteriores, z,qué puedes dec:lr
de un‘paralélagramo' cuyo A A es rectc{{ z,Estés seguro de que Ba’
) trata de un rectingulo? (bRe»uerdhs como halldbamos el &rea ‘de
un rectinguls en el Capltulo 8") Si la figura nozes un rectinguld, :
. entorcess /A y / B no son rectos, v uno de ellos. es..lln_.angulc.——-a-u-,
- agudo. , {,Por- qu:i\" Suponte que el dngulo agudo es / A, Por el"
v-punto D t:c'aza el segmento DQ perpendicular & la base AB del
- paralelogramo, como g ve en la figura - >
2 la derecha. Como sabemos que AD
v B0 son congruentes, imagina que : D . ¢
el tridngulo AQD se mueve rigida» LN
ment:;e., es dec*’r, sin cambiar de -
tamallo nl de forma, hasta tomlr\ —
la posicidn del tr-ia’.r.:gula{ Je N

a

1
&
]
1
)
i
1
é]

o :-—.-—uﬂ-a&

" Entonces el punto Q' caerd sobre A B o
una prolongacidn de AH, ;Cdmo lo > )
sabes? ‘ b

. La filgura GQCD . es ahora an ‘rectangulo. (506m5 sabes que
Sus dngulos en C 'y D ‘son rectos?) Ademds; el rectangulo .

- RQQPCD y e} p&ralelogramo "ABCD €stan Tormados .por piezas dex

| mismoy tamaXo y, en consec_uencga,\tienen la*mlsma area, de acuerdo
coh la .propledad de la coincidencila, Sgeeldn 1 del Capitulo 7. <
Por consigilente, para hallar el érea de un paralelogramo, -sdlo \ ,
sSe neceslta hallar el area de.yn rectangulo, lo que ya sabemos -
‘hacer. S1 no recuerdas, revisalo en el Cap:'[tulo 8, ..

Obser‘a que la base A del paralelogramo es congruente ) .
con el lado . QT  del rectingulo.. ;Cémo sabes que esto €3 ..
clerto® Kl lado @D del rectanguld es un segmento perpendicular-
a las rectas paralelas B y *C_ﬁ Tal segmento se 1lama una
altura del paralelogramo respecto a la base B, Ia 1ong1tuq de
la altura es la distancia que bay ertre las dos rectas para}lelas

}

»

q N * »

3;4:6? B B s S D I - P ,,/u

[
P %ﬁfévﬂ . ,
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¥, como vya 1o hemos visto, €3 la mlisma cualquiera gue sea el s;tio )
en que se mida. Como consecuencel'a es lo miamo conslderar la al-
tura gue pagsarpor* D, la qQue'pasa por ¢ a la que pasn <por cual - :
quier otro punte del segmento IC. Ademds, cualquier lado de un < 3
paralelogramo puede ser-considerado como base. . T
Baséndote en la expos.{cion anterior, copla y complets la |
- slgulente proposicion: "Rl fimero de unidades cuadradas de drea -
\ del paralelograno es' el ? ? Qel nﬁmero de un:ldades de longlitud

- de 1a por el rumero de unidades dg__lgngitud,de la —% ree-—-——-————.
‘ »pecto de esa ‘case. ‘

e M W e

»

.Observe que sl un paralelogramé es un rectangulo, las longl-

tudes de 1la base ¥y de la mltura son, simplemente, el “largo" y el

"ancho" dgel rectingulo, resultando asy igual el método anterior al

*  gwe hemos empleado en el Capitulo 8. - . Ty
! Considera un tridngulo cual - \

— w—efuiera ABC,- como-5e muestra a 1a .- . - S
dexrecha. Por C y B traza-rectas
paralelas a los segmentos AB y AC;
lag.cuales se intersecan en algin’

— ' punto S. La figura 'ABSC es, en-
\tonces, un paralelogramo. El seg-* .

. mento %G que pasa por’ C yes | : ~ . ~

perpendicular a la recta ﬁ s8¢ -

}w—w-—llama la altura‘-delkw:langulo ABC ‘respecto de la 'base B, lLa

X 1ong$.tud ‘de la altura UQT es la distancia de C a }a recta AB, °°

\ Obgerva Que 'AB' ‘v ‘CZI son tamb:lén una bsge ¥ una altura del’ para- *.

ol lelogramo. C S

o En la Secc:l.on 10-7 has descubierto que las dreas Qe 103 tri-
éng\xios ABC y SCE son lguales, Como las dos reglones triangu- .
" lares wbrem la tofalidad del paralelogramo y de su interior;. se .
~educe: que el ax*eaﬂﬁel tridngulo ABC es la mitad del drea del

. paralelogramo . A:BSC Usando el método ‘que ya hemos visto para

- deteminara el area del paralelogramo, copis. y completa la s:lgu;lente

proposicion. “ "El mimero. dg unidades cuadradas del areaﬁ de un tri-

éngulo es .r ael del mimero de unidadél;’ de lopgitud de la

-
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T vor el numero de unidades de longitud de la®___ respecto
. de esa base". - - . - . :
Como cualquler lado de un trldngulo puede ser conﬁidefaﬁo $

o como base, ests regla da tres méﬁgras de encontrar el area déi. fg
~* xridngulo; esto se 1lustra en las figuras‘sigugenpes,.dbnde se \ﬁ
o muestra un mismo trigngulo sucesivamente con sus 3 lados como .
?\ ‘pase: . - s ) \‘é
SR . . . - B+
T . : ) S
) }
! |

. ] ] :

| \ \ ,

o - _h X : | B

— A B RC A B y - est
3 BASE AB - BASE AC ~  BASE CB T TV

‘ ALTURA QC . ALTURA RB . ALTURA SA ~ -~
? ) - . :

- ) Figura 10-8-b _
7 . v ‘ -

‘ . "En la 11h§trac16h anterior, se muestra el mismo tri&ngulo\ . ﬁé
Ca en tres posiciones de manera fue en ca’a caso la base este colo- Tt
\ s oada horizontalmentu. Esto no es mecesarlo, y debes habltuarte . }f
i\ a Imagirar las bases y las alturas correspondientes en aistintas e
\ pogiégpneg‘ddferen;és de, la horizQﬁtal. \ L : ;
. ) - %%




i \ - e it S ‘ \ ..I,KB- \ - . ) ‘.,\ 2 1“0‘8

e N . — . o L N Can e ma v e ey sy e
N O e -

O Por eJemplo, rullera sido mejor no mover el tr*é;guih 3*“
] mostrar' los tres casos de la manera siguientee E

LN . L * . . e
' N x o
& : Ts %”‘ g
“ N N
\ )
.. N R N . ‘f ‘
N AR
) - ¥
; N o
: N jn—- B _”
BASE AC S
. ; — ..
T i ALTURA. RB Lo »
o a . N ’; =
. Q* . ) »
Y é N
! ’ >
. ‘ :
* \ » ‘
R “ . ‘
'&‘ | . . ;~
) . .
B ¥

U :_..\\: S— e _?i\éé C . J("‘

~ALTURA SA- . . P '

. s i .‘ ' Figura 19-)8-(:\ \ . 3
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- . Ljercicia* 10-8 o v | ;
- 1. alla las axfeas de los para;l.elog:eamgs que 8e muestran a con- 3

tinuaeclddn, ugando las dimensiones que se_ ind:lcan. \ . \ -
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2. Usando las dirensiones que’ sé indlecan, halla las greas de los
trigngulos que se muestran a continuacidn: \" st

. v
*owo9 . . b .
* . LY

| - (a) (v)
.
= Do
otea
® .
»

.......il;‘. -

»

»

v e Z.Un *rié.nguio récténgulo tiene dos ‘

de sus lados de 5 yarda(g} v
‘yardas, reapectiwaniente, com
muestra en la i‘igura. Hdlla el

% ) | nihero dey yardas cuadradas de su
. drea. .

N “\\ g -~ -
. Ry, ﬁn ho'nbre posee un terreno re;c-‘u .
——-—~—-~—~—~~—-tangula.n de 150 -ples por 100
8 pies. El terreno tiene W cerca
o . que va desde la esquing A al
AN ° .punto medic M del lado opueste
2. més largo,’como 3e, indlea.’ ;' ‘ ~
Ty (a) Halla el dres de AEDG., -8 / .
s (b) Halla el.drea de. AMB, ’/" ; N ‘ .
* ) (c) ‘-Iaila el drea de AMDC. /s .
X' 5, 'S1 b es el nimero de unidades d /. 1a longlitud de la 'ba.se de un .
\ * . .  paralelogramo y. n es el nﬁmgro de unidades de la longitué de “
."la altura respecto de esa baseAscribe una ‘proposicidn numé-

r:l.ca que muestre cdmo encontrﬁr el nimeroy A de. ynidades cua-
dradaa del drea del: paralelﬁgramo. \

. - * - N
N * ~

Y
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6. S1 b esel nimerc de unidades de la longltud de la base @e un
"~ tridngulo y 'h es el nﬁmgfb de unidades de la longitud de la
altura respecto de esa base, es¢ribe una proposicién numérica
Qque indigue la nanera de encontrar el ndmero 'A  de.unidades
_ tuadradas de su " drea. ' .
7. (a) En el -dibujo que sigue, mide AB y DS, Utilizando estQB\
-Mlm_mpﬁ‘wﬁxx- medidas, hallﬁ el drea del paralelogramo,
" (b) Mide AD Y KB, Usando estas medidas, halla el drea del
- paralelogramo.. - . _
(c) _» iConcuergan -tus resultados de (a) y .(b)? Como 1la medi -
cion es aproximada, ‘puede ser que no resulten exactamente
Lmﬁ v 1gua1es, pero deben ser mimeros muy pndximos.

- - - - - Gt - - - - oy

L]

>

-
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-

€

¥
>
(/4]

",

8, (a) S1 una figura es un cuadrildtero, ;debe ser un paralelo~ C
gramo° Explica tu respuesta.
' (b) aSe$pueda llamar rectingulos a todos los paralelogramos°\
Explica.tu respueatd. : . : '
e (c) 15e puede 1lamar pa“alelogramo ‘2 un cuadrado? Exp;ica tu
respuesta. ) e
~{d) sDeben ser cuadrildteros todos los paralelogramns, rec-

téngglos ¥y cuadrados®, Explica tu ~eBpuesta.
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, 9. Turnowoto prorlena, utflliza el ditujo sigulehte, haclendo . S .
NN \ * i'
. todag 137 medielones con la sproximecldn Be un cuarto de -,
N A}
T

L]

. ; (2) ialla ©1 drea del tridngulo ABC, upilizando las ‘medidas :
- . de EE 'y ,TO, : : o
- (b) iialla ol grea: del tridngulo ABC, utilizando las medidas
. . : . » . * . §
. ’ : de a§ Y M‘.\ . « .
ot . (¢) Halla el érea\dg&;triéngulo ABC, utilizando las .medidas' v
Lo ge A y BE o X
. {da) ;Sen.tus resultados de” (a), (b} ¥ (¢)""1os mismos? ) .
-, * : ;é_
- Como en ¢l problema 7, mueden no ser ldénticos, pero , e
o ;F deben ser nimeros muy proéximos. .o, $° i
: - T .
\ 4 . - :
“ : « .\r N » » * ‘
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PRED ‘":'*u\ LIFXICT
El paralelogramo
y el rectdnguld ..
gqué se muestran a.
la deracha tienen
sus bages de lgual
longlitud y sus al-
turas respecto e,
psas bases pienen
“también .lgual lon-v
DibuJa las
 figuras en otra hoja"

de papel. ¥eﬂarta el parélélograma y.iﬁego edrtale en pillezas

de manera que 21 reunirias formen e} récténgulo.
PROELEMA DIFICIL. Sea QRST un paqglelog%a@o ‘cualquiera que

t 4 N
no sea un rectangulo. A continnac;dn se muestra\un.pc§ible

\éibujo de tal'paralelggiaho;’ Prqlbnga los segmeﬁtos TS y

QR como se indlca ‘en. la gs&runda flgura., Por los vértices Q -

¥y S, en los que los dngilos del paralelogramo 801 agudos,

traza perpehdiculares QV -y ¥U, Qqusv &
Sea b 1ls medida de K, h la medida de
de TU.

<

-

rectdngulo.
> ¥ x la'medida

T

[
[ X % AR g N

-

L

s
S St G St i Wi
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Lo
(a) Sl 1la mecdida de [V es .b + x, scudl es la medida de. * o
. 32 . . ) \ |
fv)  4Cudl es la medfda de QV°
(¢) iCudl ‘es 2& medida de TT? :
(@) iCudles la medlga de VI ., = o ¢ ,
(e) ;0udl es el drea ge QUSV? = . ‘
. (£} iCudl es el dpea’ddl tridnghle RUS? ; o
" {3) iCudl-es el drea del trigngulo Qvy? -
(h) Medlante tus resp.estas a (), (£) x (8); muestra, " |
_— que el drea de QRST‘ esta dada por la proposisién o
. E bh B ® - :
o % T ) *
5 0 -~ N L3 b * t e
10-9, Priamas rectos - - e ° IR

En el Capitulc 8 nas estudiado los priﬂmas rectangulares,
Ahora estudlirsds otras clases ‘de prismas.~ Imaginemns dos trl-.
dngulos exactamente del mismo tamafio y forma, situados en planos
paralelos, como se muestra en la sigulente figura (tridngulos
ABC y-A'B'C'), Diremos que los. triangulos que tienen exacta-

mente la misma forma ¥y tamaﬁo son congruentes.
s . . -

x -
» N -

Iy \: . - 1 ;'\, rs ‘\ :’
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S1 se trazan segmentos qué urian los vértices correspondientes, se
obtlenen tres cuadriliteros (poligonos de cuatro lados). En el
caso de nuestra flgura estos cuadrildteros son ABB'A', BCC'BY v,

CAA'C', S1 ics trisngulos estén Eolacados, uno respecto del otro, :
de tal manera que estos cuadrilateros sean rectangt 28, la figura {

resultante se llama un prisma recto triangular.

Los sels puntos® A, B, C, A', B' y C' se llaman los vértices.
del prisma; los segmentos que aparecen en 1la filgura se llaman sus
aristas, y los interiores de los dos tridngulos de 'los extremos y
de los tres lados rectangulares se llaman sus caras. Para distin-
guir los 1nter;dpes de los dos extremos triangulares de los inte- °
riores de los lados rectangulares, se les llama frecuentemente

. Lo, 1 :
-bases del prisma. ;Cuidntas aristas,: vértices y caras hay en un Lo
prisma triangular? - - ‘

Es muy pesible que‘ﬁayas visto algun trozo de vidrio cuya
superfleie es un prisma triangular. Cuando se le pone a la luz
del so0l, tal prisma produce el plecto de curvar los rayos de luz, :
formandé asf un arco -iris. N \ n

Si en vez de usar reglones triangulares como bases, usamos
reglones limltadas por ot oliganos, las figuras resultantes
son otras clases de prismas. (Revisa la definlcidn de poligono
dada en la Seceldn 10-7.) Por ejemplo, mira la figura que se
muestra en la sigulente pigina, en la que 108 extremos son penta-
gonos (poligoros de cinco lados) de la misma forma y tamafio, colo-
cados en planos paralelos de manera que los cuadrildteros ABB'AY,
BCC'B', ete,, sean rectangulos. Esta flgura se llama un prisma ;
recto pentagonal. ‘ .

L}
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En general, un prisma recto es una figura obtenida & partir S

de dos poligonos congruentes colocados en planos paralelos, de
tal manera que los segmentos que unen los vértlces, correspondientes
de los poligonos determinen cuadrildteros que sean todos rectdn-

gulos. FEl prisma es la reunidn de las reglones rectangulares ‘ N
cerradas y de las dos reglones polligonales cerradas. Las reglones ' .
rectangulares se llaman caras del prisma, los segmentos se llaman 3;

arlstas y los puntos ‘en que se intersecan dos o mds- aristas se

llaman vértices. Las bases del prisma Sbh las regiones encerradas '

por los poligonos originales. : -
Las flguras que hemos descrito se llaman prismas rectos,

como ya se ha indicado. Después encontrards prismas mds génerales,

para los cuales los cuadrildteros menclonados ﬁueden ser parale-

logramos cualesquiera, En este capitulo, sin emnﬁrgo, conaidgra-

'remos‘solamente prismas rectos, y todas’ las veces que usemos la

palabra prisma serd para referirnos a prismas rectos. Los prismas

rectangulares tratados en el Capftulo 8 son, simplemente, prismas

rectos cuyas bases son reglones rectangulares. Esos priémas

tienen una propiedad muy interesante. Es posible imaginar un

prisma rectangular como prisma de tres maneras diferentes, pues
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cada par de 2arald spueectas pueden £0r usadas como bases. Ninguna
obtra rjgm?; Pucthe sor Imgednadn como priosma recko de mds de ung

>

maneri, ~ X
. En.los ditutos de 1S prismas-de ias piginas anterioreh se ha
creido eonverdiunte ditulor las bases horizontalmente. Sin embargo,

no es diflsil idertiflcar tales riguras cuando ocupan posiciones
dilerentes,  lor olemple, la siguiente figura’ representa un prisma:
triangular con hases B¢ y A'B'C', aun cuando s> le presenta
apoyado solrs una do sus caras rectangulares.

A} . I

) ¥
' o] ¢
. -
»' N *
K 4
P
o A e wm e wh e W w e o, e e —(A ‘
N
N .
N
. N » \
N
\\ a )
1Y
B B

Abordrimes ahors ol problema d:udetefminaf el v&lumen de un
tarftulo 8 y relee 1o que alli se tratd acerca
ded volumen de un prlisma rectangular, Se vio entonces que’ si el -
drca de la base fucra 12 unldades cuadradas, entonces, utilizando
un total de 12 unidades egbipag d2 volumen (algunas de las Quales
podfarn ;:%;» :«hdiriaidas), podemos formar una capa de espesor uni-

a . 1y, PR e 1
pricma, Vualvoe 2l

dad sotre el rondo del prisma. 51 ¢l prisma tuviera 3%— unldades .
de tales capas para llenarlo, es decir

de alto, necesitariamos 3.}

un total di {13)(3%} unidades cubilcas; redulta as! gque el volumen
12 unidades ovbicas. \ . '
Yn ~ga discusidn no cra necesarie tener on cuenta 1a for
regl de 12 base. ™n cefecto, 21 mismo “aZunamiehLO se aplica al
cdleulo del volumen de cualquiér prlsma recto, independientemente
de la rorma de la baoe, ya que se puede considerar el volumen[de
cualquinr priqma resto ser como rormado por una serle de capas
.spperpueqtas. . 'f }
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Dedubimos, pues, la sigulente conclusion:

El nimero de unicades ciybicas: de volumen de un prisma
recto es el produato del nimero dg upidades cuadradas del
dres de la base por el nimero de unldades delongitud de
la altura. . ) ‘

En este enunclado, el término altura se refiere g un segmento
berpendi;ylar & los planos de las bases y ouyos extremos estdn
en esos plaros;. es decir, es uno cualquiera ‘de los segmentos que
unen un vértlce de una base con su correspondiente vértice de la
otra base, Observa ‘culdadosamente que la altura no se consldera
vertical, salvo que los planos de las bases estén colocados horﬁ?
zontalmente, En la ultima figura, por ejJemplo, la altura es
cualquiera de los segmertos ,RAT, BB o TCT, ‘

A modo de ejJemplo, calculemos el volumen del prisma trlan-
gular Jue se muesatra a continuacién* '

-

&

- ou]g
Como "1as bases son reglones triangulares, el nimero A de pul— -
gadas .cuadradas de una de ellas es A 546)(8) z%. (v, 1la v, =

Seccidn 10-8), reSultando el drea de 24 pulgadas cuadradas;, el .
nunero de pulgadas de la altura del prisma es 25; Entonces, .
en virtud de la conclusion anter;or, el mimero de pulgadas )

"cblcas del volumen es 24 « 25 = 600, de manera gue el volumen
es 600 pulgadas ciblcas. °
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Halla el ndmerc de unidades cublcas de volumen de cada uno de
los priamas que siguen:

(6) T—8—

N

-

N

Halla el numero de unldpdes cﬁbicaa de volumen de cada uno de
los sigulentes prismas: .

Nei

* -

Cle) - (e)

El drea del pentd-
\ . . gono es 21 pulgadas
. . cuadradas.’

" Las columpaa de Ia,facha@g de un ediflclo tienen la forma de

prismas de 1% pies- ‘de alto. Sus bases son hgxagonoa de 15 .
pulgadas‘dealado. (Un hexdgono es un poligono de gels lados.) !

. S1 tuvleras que pintar estaa columnas, gcuéntoa ples cuaﬁrados

de superficile tendrfas que pintar en cada columna? {Cbserva

que las baies—es decir, los extremos—no se pintan, )

%4

&,
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L, na tlonda de campana para un V k
prerlio, slens 1a formn de '
priswa trianpular de 7 pieg ‘ .
\ ‘de.largo. o oel altujo se 40" 3 ,
. indlean las Mzdida de une %2
de sus extramos, \ | .
\ (a) 23 1a tﬁenda tiene techo, «—A48" b
. < extremos ¥ plso de lona, -
¥ ' jeuantos pies cuadrados ' \
de lona se han utillzado en su construcelon? (No tomes
»nocuenta las costuras. ) ‘ "
. (1) 31 1a tienda tleng techo ¥, ambos extremos de lona, peto
no tlerce plso, icon qué cantidad de lona estd hecha? N\ -
{c) sCuantos: ples cubicos de alre hay en el interior de la
. tlonda® 2 \ ) . .
\g.l 2 'Y ropresenta ex.numero de unidadeu cuadradas de area de ~?
o . 1la Lase de un prisma, X. h el ‘nimero de unidades de 1cngitud |
» der su ulturs, Cormuly una propoaieidn en la gue se indique 1la g
manera Je vhoontrsr ol mimero Vo de unidades cutd:as del |
volumer. d2 es¢ prisma. . - .

t. Urn reclplente Qe un galdn de capacidad tiene la forma de un
prioma de Y1 pulp adau de alto. .j;Cudntas pulgadas cuadradas

tiene la base?  iCunoces la forma de esa base? {Un galdn ° T
, ticne 231 pulpadas cubicas.) R ' .
T Tnoprisma trlangular tlene por base un tridngulo rectangulo . -
; cuyos lados pubpendiculares‘midcn, uno de ellos 3 pulgadas '
y el otro ¢ pulsadas. S1 el prisma tiene 20 pulgadas de
) ‘alto, ieull es su volumgen en pulgwdas cublcas? ) -
\ ' :
R} \
. . i , :
\ 3
- N ‘ , j
L} . .
? " ~ ;
R 55 L 3
. A _ N - X
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8. Se ha gonstruldo una canaleta , - - — ' |
- eon la rorma de un prisma tri-, * '

angular fljando entre sif, en
gngulo recto, .dos" tablas y »

. poniéndole\extrehos. Si sus ;
 medidas interiores son € . . .
. pulgadas y si la canaleta L0
tlene 12 ples @& largo, como y
3e muestra en la figura, g cudn - v *
tos ples ciblcos de agua puede e .
contener? . a : K
, 9, . Construye' modelos en cartulina de prismas triangulares y penta- .
L gonales. Dibula td mismo los croquiis en la cartulina y si no IR
»  puedes, utiliza los de las paginas aigﬁientes. .
'+ 10, ;Cusntas aristas, caras ¥y vértices hay en un prisma trisngular?
(Y en up prisma pentagonal? ;Y en un prisma hexagonal (6 R .
. lados)? Y ¢n un-prisma octogonal (8 lados)? .
~ ‘\ s " :’ e ‘ E
“ > » .
- . » - \
A i - N * * - 3
N ' - N
\\ D N » \
A ¢ :
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Croguils de un prisma triangular
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\ Jgesumen
’ El Capitulo 10 ' trata extensamenta de algunas relaclones
- Que existen entre las’ rectas‘de un plano. la Seccidn 10-1 se
*' . reflere & las propledades de dos rectas en un plano. En ella

se conslderan pares de #dngulos 11l&émados opuestos por el vérti&a
. y se establece la slgulente propledad: t
Propiedad i, Si1 dos rectas se interaecan, los dngulos -

v ' opuestos por el vértice forman pares de
,ou ' dngulos congruentes. ‘
‘ En esta mlsma fecclidn se han estudiado también los dngulos
adyacentes y 1os dngulos suplementarids. -

T * . La Seccidn 10-2 trata de’ las propledades de tres rectas
" en un plan¢o, introduciendo las ideas de secante y de peres de -
. Angulds correspondlentes. jRecuerdas las diferentes clases de
figuras que se pueden formar trazando tres rectas® en un plano?
En la Seccidn 10-3, se utilizé lo aprendldo en las Secciones
1y 2 para averiguar dos probiedades importantes: .
| . Prdpiedad 2. Si, enun plano, ung secante lnterseca a dos oo
rectas y un par de gggplos correspondientea
- \ no son congruentes, entonces esas rectas Be
) \ intersecan, N
Propledad 22, S1, en un plano, una secgnte interseca a dos
rectas y un par de gngulos.correspondientes
, - e son congruentes, entences esas rectas son
paralelas. . .
En el lenguaje de los conjuntos, la propledad 2 s8e refilere
. a dos rectas cuya interseccidn no es el conjunto vaclo, mientras
— . la propledad 2a se reriere a dos rectas cuya interseccign es el

.

,
* -
, ) .
Lo e o i

conjunto vaclo.
. . En la Secaldn 10-4 Be analizarnn log enunciados reciprocoa. 9
> Se Qleron ejemplos para moatrar que el reciproco de un enuncilado
o verdadero puede ser verdadero, y que el reciproco. de otro enuncilado,.

verdadero puede ser falso. Se te piﬂid que escribieras reciprocas
* de las propiedadee 2y 2&, cOﬂ?,aigue.
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PeciE ca de la Erogiedad 2. 51, en un plano, una secante - .

interseca 8 'des rectas no paralelas, entonces ;
‘ ) los angulos ccrrespondientes no scn congruentes.
‘Reuigroca de 1a propledsd 2a. S, en un plano, una ‘secante
. 1nterseca a dos rectas payralelas, entornas i;?
anguilos de. cualguler par de dngulos corresoon-
\ dien»ea son congruentes.,
Reuardaras que, has ewgbntrado que ambas reciprocas eran ver- .
daderas,
En 2a Seceidn 10v5 se han 1&&:0&&&1&0 nombres‘para.las dife- -
"ren.es8 clases de tridngulos: ‘1sdace1es, equildterss y €scalenos.
& Se llaman tridngulos escalenos a los que no tienen nipgﬁn par de
lados congruentes, Los triéngulés isdsceles son aguellos que 2
.tlienen por 1o menos dos lados congrugntes, y se denominah trién—
gulos equllateros a los tridngulos iscsceles especiales para Tos
\cualas los tres lados son congruentes. En esa seccior descubrl-
+ mos la prop¢edﬁd Q2 los tridngulos, isdsceles gue enunciamos mas
ibajo y encontramos 1ue su reciproca tamaien 23 verdadera.

a

‘. Propiedad 3. Zl dos 1ados de un triangulo son :congruentes,
) entonues los angulos opuestos a estos lados ° v

. . [on congruentes, .
Peciproc de la propledad 3. Si dos éngulos~é§ un triénsulo".
, * .8o0n congruentes, entonces los lados opuestos'a
R 4 estos ingulos son cangruentes. .
" En la Scceldn 10-4 hemos observado que: - ’ '
}» Propledad 5. .la suma de las m&didas, en grados, de los angu-
| los de cualquier trignguld es 180. .
Chtuviste »s*a propledad utilizando el ﬁktoio Inductivo de '
. razonamiento cuando arrancaste 133 esqulnas de una region’triangu-
lar y las wcolocaste como éngulos5adyacentea. Aprendiste tamblén .
;;J»\a demoatrar esta propledad por, €1 método deductivo cuando utilil )
zaste propiedades antes demoatradas para hacer ver que : :

m(/ x) +m(/y) +m(/ z) = 180 "
donde /x, /y y /% representan los dngulos de un trigngulo.

- >




a un conjunto especlal de poligcnos 1lamados cuadrilateros.. .
JRecuerdas lo gue significa cu§dr11atero? Un paralel%;:amo~
pertenece al conjunto especial‘de cuadrilétegos cuyos aegmentqe

opuestos estan sobre rectas paralelss. v S . .
onpiedad 5. Los‘lgdos opuestos de un panaleibgramo §on \
) ' .paraleld& Y congruentes, +« . :

Tamblén has aprendido en esta Beccidn qu‘e el aegmento gnas
corto de un punto a una recta es. el que es perpendicular a la -

4 - Y 3
i ST T e
. w.. “!
* ; . o
S 40-10 - »° X -460- o
snﬁ > - ) ¥
* ' El paralelogramo estudiado er la Seceidn 10-7 pertenece .

.recta, ¥y que la dlstancla entre-dos rectas paralelas es ‘constante.

En la Seccidn 10-8 se introdujeron dos propiedades refe»
‘rentes a loa vangulosude un paralelogramo 'S . « 7
Progiedad 6a. Los éngulos de un panalelogramo correspon-
dientes a vértices “consecutivos son suple-
~ mentariss, ’ v N *.
Propledad 6b. Los' dngulos de un paralelogramo 3orre§p0a»
" dientes a vértices opuestos son coggrugntee.
En esta seccidn has usado tambidn clertas ‘propledades de.
los paralelogramos ‘para encontrar las rormulas de 1aa areaa de
un paralelbgramQ y de. un trianguio: . . .
{a) El numero de unidades cuadradas del grea de un para-
1elogramo es el producto del nimero de unidades de .
- 10ngitud de la base por el nimero de unidades de 1cn-
v gitud de, 1a~altura regpecto de esa base.
(b) El ridmero de unldades cuadradas deél drea de un thi-

dngulo es la mitad del producto.del nimero de unidades

de longltud de la base por el mimero de unidades de
longitud de la altura respecto de esa base. .

La Seccidn 10-9 - ‘trata de los volumenes de los_prismas rec~
Los, ampllando lo aprendido sobre los prismas rectangulares. en

el Capftulo 8. Has aprendido a hallar el volumen 4del interior
§é cualguler prisma recto: ¢ . ,

vy .
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Fl1 nimero de unidad. cdblcas Gel volumen: ‘de un prisma'
neutO'ea el prodqcto del mimero de unidades cuadradaa del
. érea de la base por el numero de unidades de longitud de la
altura.' . . . / - '
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10-11, Nota historica

)

Algunas de las *deas geométricas Gei»Capftulo 10 fueron des-
“*~enbier+as por los.egipclos y los babilonios hace unos 4,008 gios,

zaban esyé conocimiento pqhg medir los terrenas.

Por eJem;iS’,éabian como encontrar el dArea d\,un triéngulJ ¥ utili-

Se atribuye a Thales, mencionado en 1a Seceidn 10~2 el descu-

brimicnto de que los #ngwlos de la base de un trigngulo isdsceles
son ilguales. Parece clerto tambidn que Thales conocia que la suma
de‘las medldas, en gradow, de los gngulos. de un triangulo es '180,
' Hubo muchos otroes matematdcoa griegos famoaos. Sus -trabajos
lograron para Grgeis al_nombrg dg "cuna de.-los c¢onocimientos",

que congribuyeron posteriormente al progreso del egtudio de
geometria. El préximo afio estudlards algunos de los descubri-
mientos que se le™ afribuyen, - Euclides (365 ? q.300 a. de J.C.) .

.se hizo famoso.esbribiendo uno de los primeros 2xtos de geometria

11amado 103\E1ementos‘ Este libro de texto se tradujo a muchos
ldiomas y se lo’usd, sin havérsele camblos'notables, para. enseflar
la geometria durante unos 2,000 afios, . Aunque: su férma ha sido

_modernlzada.un poco para satiéfacer las necesidadqs ﬁreaentea,
. todas las prOpiedadea que hemos estudiado en este capitulo puaden
‘ enccntrarae en los ‘Elementos, '

Desde.el sigla VII hasta el slglo XIII se progresd muy poco
en las matemdticas, Desde el siglo XII1L, sin embargo, los estudios
de la geometria y gde otras ramas de las matematicas se difnndﬁig
por toda Europa. toa matematicos cogenzaron & examinar nuevo
caminos para estudiar las matemdticas elementalea. A medids que

\continues tus estudios de»matématicaa, aprendéras .algo acerca de

b >
1 . - /
. [
. . .

Y ; ) ' .
: D) - -
. \ . .

Nos referiremos’brevementé a algunos de el}os.' Pitégor&s (569 2 -
500 a, de J.l.) organizé escuelas en Crotonsd, al sur de Italia;
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. uepa el maximo ndmero do btolitas en el volumen dado. WNadle lo

& ~
10-11 NS ' : .
las olrus &. homires como Rend Iescartes (159i‘- 17r0, Francla);
Blalse kaseal {1.2% - 1(v2, Francia); Plerre Fermat (1601 -
1%, Francia); ¥arl Priedecrich Gauss - (1776 - u,i, Alemania); ‘
y de otros mas. . . . »f

. Zr. 1a actualidad se estan h ed endo michos nuevos descubrl-
mientos matemiaticos en varlas partes del mundo. -Hay aun muchos

- protlemas ingorta :tes por resolver en la geométria. Como ejemplo, §

supuhite e tlenes un montdn de bolltas, todas exactamente del
mismo tumallo. « ;06mo puedes ponerlas dentro de in reciplente '
grande de la melor Manera positle?, es declr, de tal forma que

sabe aun. Jonocemos muy buenas maneras de pongr las bolitas
dentro del depdsito, pero nunca Se ha demostrado que una de
ellas es 13 meiar manera poslble,

Crigiralmente la palabra geometria signifi caba al estudio

iidas de los terrenos. “Goomotrfa' viener de las dos _

palabras griegas: Eeo, qué significa tierra, y metria; que {
Ignirdica medicion., In el transcurso de los afies, la-geometria k
se ha convertldo en el estudio de elerentos tales como puntos,. .
rectas, ;lanos, <t espaclo, superfiuies ¥ sdlidos, Estos dle-
mertos £ usan para describlir la ru‘ma, el tamaio, la posicidn L
¥ las relaclones entre los objetos er; el espacio,

t
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Capitulo 11°
CIRCUNFERENCIAS Y CIRGULOS

» .~ 2

! *

A} . . » * N
‘

‘ Una;de\las curvas sinmples cerradas mas comunes es la clrcun-
- ferencla. No Importa-donde estés, es poslble gue encuentres siem-
pre algun ob}eto que bte suglera una circunferencia. ;Puedes hallar
alguno en tu saldn -de clase, ahcra“ Serfala tantos como puedas en
tu casa., . Hay una "circunferencla" Dbara Indlicar el trinsito cerca
de tu escuela. ;Plensas que una circunferencia es una flgura con~
venlente para usarla de este ‘modo? . v

En el Capitula ¥ has estudiado algo de las cubwas simples
cerradaa. En capitulos posteriores has visto algunas de las carac-
teriaticas de varlas clases de curvas simples cerradas, tales como
paralelogramos, rectangulos y tridngulos. En este capitulo estu-
dlaras algunas de las propiedades de la circun;erencia como flgura .
matematics. : v

Ya sabes que se puede imaginar una recta o una curva simple
cerrada como un conjunto de puntos. Veamos ahora cdmo se puede
descridir una circunlerencia como cdmrjunto de puntos.

>

+

11-1. La circunferencia y el cémpés

‘ Toma un punto cerca del- centro de una hoja de papel. Marcalo
con la.letra P. Luego, valiéndote de una regla y.un laplz, marca
por lo menos dlez puntos, cada vwno d¢ ellog g una distancla de 3
pulgadas de P. ;Qué filgura te sugléren estos puntos? Si has
‘celocado los diez puntos en varilas direcciones que parten de P,
te sugleren una ¢ircunferencia. .

Para dlbujar una circunferencla completa, usas un compgs. :
Probablemente ya e2stas famillarizado con.%i cpmpés como un lnstru- %
‘mento para dibujar circunferencilas. \Para dlibujar una clrcunferen-
cla abn un compds, ajusta los brazos del cOmﬁés de manera que la .

'0
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dlstanclia entre’ la punta metalica y 1a
‘punta del 1dpiz sea "1a fistancla deaeada,
que en este caso es de 3 pulgadas.‘
Coloca la punta metdlica del compés en
- el punto P, gue has dibujado previa—
meqte en tu hoja de papel. ;No muevas
la punta del comp&ds mientras dibujas!
Gira el compds.alrededor del punto, P

de manera gque la punta del lé&plz dlbu-
Je una curva, Sostéh el ‘compds entre :
el pulgar y el Indlce como se muestra

en Jla figura, y mientras haces esto, gire 1atera1mente el compas
en la misma dirercldn en que haces avanzar la punta del lapiz‘\
Cuando’ la punta del 1lapiz llegue nuevamente al punto de partidé,
has completado el dibujo de wna clrcunferencla. iEs la circun-
ferencla una curva~sihp1e cerrada? ;Concuerda tu dibujo con la
descripeldn de curva 5imp1e cerrada dada en el Capitulo 42 Si )
has situgdo los diez puntoe culdadosamente, tu dibujo de la ,
clrcunferencia pasara por cada uno de ellos. - g

En tu circunferenuia, el .punto P es el centro de 1a clreun-

ferencla. Toma cualquiera de los puntos. que has colocado'a 1a>
distancia de 3 pulgadas de P ¥y 1llémalo T. Dibuja un segmento
que una T y P, como Se muestra ) ‘
en la figura de la derecha. PT
tleng la longlitud de 3 pulgadas.
Esta circunferencia puede lIamarse

"ecircunferencia P", con lo que se . c
indlca que la cipcunferencla tlene
por centro el punto P. A veces i
designamos una curva simple cerrada t
con una sola letra, por ejemplo, '
"eilrcunferencia C", Cuando deci- .
mos "circunferencia C", C no '
representa sélo un punto de la 1 9
circunferencla, sino la clrcun-
ferevwcla completa,

-
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) b \ . R
£ éegmento Pl se llama un radilo de la circunferencia. Un
radio es cualquier Segmento de rec¢ta que una el centro P con un

punto de la clircunferencia, Eﬂbuja.un segundo radio y 11ama1o “FY, \

PT y PY son.radics de la circunferencia. :Cudntos radios,puede \j

tener una clrecunterencla? ‘. : : - - :
' 7 Tamblén usamos la palabra 'radio" con otro ‘significado: . como

dist&neia del centro a ctalquler .punto de 1la circunferencia. Bl '

. .radio de la clreunferencia que has dibhujado mide > pulgadas. Hay
exactamente una dlstancla que es "31 radio de una circunferencia",
pero "un" radlo puede ser cualquler segmento de recta qQue tenga
uno de sus extremos en el centro y el otro en cualquier puato de
1a clrer nfere“c*a. . ¥

Vuelvh a tu fighra toma cual-
quler punto en el interior de la
elrcunferencia y 1limalo X. Dibu-

-+ 'Jd 8l rayo i?‘?, y sobre 61 mide unal

. dlstancla de 3 pulgadas a partir
de P, El punto que obtilenes
deberd espar sobre la circunferencila.

“Llamalo S. :Es PS un radic de la
‘ circunrerencia? ’ '

Podemos ahora describir una clreunferencia como un. conjunto‘
de puntos8. La <ircunfereneia con centro P ¥y radio r unidades,
es el conjunto de’ todos los puntos de un plano que estdn a la
distancla r de P, ’
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El compds puede gervir-también para Q%ansportar*d&stancias.
Trgza une recta £ Yy marca sobre ella dos puntos, P y "R,
Dibuja un segmento AE cualquiera en tu hoja de papel. Sin
utllizar una regla para. medir la lorngitud de AB, gueremos enu‘
contrar un punto  Q sobre PR tal que ia longitud de PQ sea
la misma que la longitud de TAB, AJjusta los brazos deitu comp&s

‘¢olio se muestra en la figura éigpiente, de ‘'manera que la punta
.metdlica esté sobre A y la punta del 1dplz esté sobre B,

Luego, 8in’ camblar la abertura de los drazos del compas, trans-.
portalo hasta colocar la pﬁnta metdlica en P, Dibuja luego.
una parteclita de’'circunferencla que corte al rayo Fﬁ' slempre
sin’ ‘camblar la abertura de los brazos ﬁel compas.

.

1
L )

Deslgna con la let tra Q el punto de xntersebcion. Entonces la
longitud de TFQ es la misma ave la longitud de I'E. .

T

EJercicios 11-1 ' \
t "En los problemas que slguen, practicarés el uso del comnas“
para dibujar clrcunferenclias y transportar dlstanqglas, Lee
cuidadosamgnth las instrucclones., Marca cada punto,’ ei'reun-

ferencla o segmento de rects de tu dibujo antes de segulr con
la directiva inmedlata.,

*
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JalCd WL punto N own s héga de papel. Dibula una
circunterercisa con ‘ecentro P Ny redio 7 em., Llamala
clreunferencla O, '

Toma un punth o sobtre la circunferencia C. Dibuja una
ciré%pferenéia.cén centro ‘en G y radio 3,5 ¢m,

Ditula une circunfersncla con centro en P y radio

30 o ) N e .

;Cudl parece ser la interseccidn de las dos Ultimas cir-

N .Y - hl
Lcuntfereneiags N

€, La sipyulente fisira te propercilonard alguhos datos para este
proclema, Sigue las Instrucclones gue se dan después de la
Tihinura, : ‘

b

L »- @ R : s
{a) Dltula una recta verticAl de unas © pulgadas -de largo,
. cerea del centro de una hola deﬁpapel, y‘llémala m,
v tloma ur punto A en la parte Inferlor de la recta.
T i) “galiza ol compds y situa sobre la recta m un punto B
) erelma de A, de manera que - AB = PQ, (Observa que "AB",
sin ningin.sizbolo encima, significa "la medida del seg-
Y monto  AB'L) \ ' '
() orpe ld recta 'm, toma un punto E de manera.duc esté
enclma @0 Ay sea AE = PR. - ’
"{d) OSobre la r=cta m, marca un punto F enclma de A, de
. marera e AF = P3. ) o,
(e) Tibuga una circunferencla de centro B y radio BF..

(£)

™

ferenciados de 1los puntas anteriormente marcados. jChdles
son esgos puntos? \ - ‘ \
]
, . N A\ ] -
. :
3
P B RN
125

51 tu dibulo es bastante preciso, estardn sobre la circun-

A
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Dibu ja dos rectas, 11 ' 32,‘que se intersequen y no
sean perpendiculares, (Observa que hemos designado a
ambas rectas con la misma letra, pero después de las

‘ letras y un poco mas abajo, hemos escrlito numerales

{v)
(e)

(a)

diferentes, Recordards que tales numerales se llaman
"subindices“. 3; se lee "2 mub upo", o tambidn

"g uno™, £, se lee "4 sub dos".) A
Llama B al punto de interseccidn de 2y ¥ £oe Diby-
Ja una circunrerencia de radlo 1 pulgada\que tenga a

B como cegtro. | ‘ )
Marca con las letras R ¥y S las intersecclones de la
oircunxerencia con la Pecta Jq ¥ con las letras T

e Y 1as 1nteraecc§ones de la cilrcunferencla con la
recta i5e . )
Dibuja BT, RY, 3T y 3Y, ;De qué clase ‘parece ser la
figura RTSY? . '

'Dibuja una recta & y marca ‘sobre ella dos puntos, X' e Y

que dlsten entre si 1 pulgada.

(a)

(v)

(c)
(a)

(e)

- (f)

Dibuja 'la circunfergncia C1 ~de centro X y que pasa
por Y. ' S . , ‘
Dibuja la circunferencila C, de centro Y y que pasa

+
[

por X. . . ' e
Marca con Z 1la otra interseccldn de la %}rcunrerencia
Cg con la recta 2. ' -

Dibuja la circunferencia 03 de centro 2 ¥ que pasa '
por X. &

1Cdmo es c, f} Céﬁ\
iC¢mo es C, N C3° ) o :

a

N
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.dista de P mas de r unidades.
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*5, ."(a) Dibuja dos rectas, £y ¥ 1y, que se lnterseguen, y llama

-

’ B -a su Interseccldns . .
(v) ipma un punto A de £, .y uh punto C ‘de. 25, Qe maners
due la longitud de - BX .sea diferentg,de la longitud de
BC. ..
“(e) uUtiliza el compss para marcar un punto A, "sobre Kg de
manera ‘que no esté sobre BA y sea A,B = AB. "u.' )
(a) Tbmg un punto C, sobre Eg; gue no esté sobre 58, y -
* %al que BC, = BC S - _ \ ‘
(¢) Dibula T, m;, IT y_ KT, iQué clase ge figura
'parege ser ACA,C,? “ R .

'

.
»

11-2, Interiores e intersecciones

x Como la circunfefencia es una curva simple cerrada, tlene un™
interior y un extefisr. Supongamos que tenemos una clreunferencila . ;
de centro P :y de radlo »r uni- ~ R
,dades. Un punto tal como A4, L ‘ o %

. dentro de la circunferencla, esta o v,

8 una distancia AP menor que .r
unidades, mlentras que todo punto

B fuera de la clrcunferencia, ‘8

A

En el caso de la clircunierencla :
resulta facll describlr con precisidn su interlor y su exterior,
El interlor es el conjunto de todos los puntos que distan de P

.menos de r unldades. El exterior es el ﬂonjunto de todos los

puntos que distan de, P mds de r unidades. \ .
Hemos utilizado con frecuencia la nocién de- 1nterseccidn de N

dos conJjuntos. La circunferencig es un ejemplo de un non,junto ‘de

pﬂntos. . conaecuencia, podemor proponer prdblemas de Inter-

aegﬁiones ‘que se rerieran a circunferencias, ’
. \

~ ) N
[ s
LY - \,) ) . T
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. Tomemos un punto P y . un ‘ -
gegments d¢ recga de longitud *

]

... cualquiera. Dibujemos la.circun-

- ferencla Jde centro Py cuyo radlo : e
sea lgual a ege segmento. ﬁtiii-
. zando “el compés haz el dibujo. en '
una hojJa de pgypel. Tu.dibujo debe ) ) |
parecérse a la figura de la derecha. = " : RN
" Luego tomemos un punto cual-

quiera Q sobre la circunferencia.
(Deqpues de. haverlo escogildo, la
flgura se parecera a la de la
d&recba.}

Y

’ + . yCudntos purtos de la circun-
rergncia estin tamblén’ sobre el :

" rayo PQ? Para ayudarte a respon-

. der a esta pregunta puede’s trazar .

- " el rayo en tu papel. En tal caso °*

tu r'igura deberia ser semejante a

la jue aparece adJunta. BN
-, (En general ‘debes habituarte .a escribir o dibujar en el
papel todo 1o que necesltes para éntender las ldeas que esbds "

. estudlando. Jeserva Qﬁmo lo hemos, hecho, paso-a paso, en *
nuestra exposicidn. igue gsta sugerencia enn todo 1g que resta
del capitulo.) .. ‘ - R
. -Para la'misma situmeidn del. pdrrafo anterior, jeudntos .

. puntos de 1a circunferencla estdn también sobre el rayo ~QP? -

"o (yHas dibuJado &l rayo 35' antes de intentar la reapuesta°)

L«  iSientes In neceﬁidad de marcar uno o més puntbs de los que .

hemos senalado hastgrahora? 4 Puedes describir culdadosamente .
(en palabras) la situacién de los puntos nuevos qué crees se S
. deben marcar?

'n‘

A

+ -

»
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. dnterior de §a curva o sobre ella, es la reunidn. de la circun-

-
Y

>

‘mado "regidn cerrada" a la reunidn

‘el punto P es el centro de la
. elreunferencia, Tos puntos A,

il AR et A Lo L L R T L R I T T .
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Ahora sombtrea el.interlor de -
la circunferéncia c¢cmo se muestra
en 1a Tigura. ‘&Cuél es la reunidn
de 1a circunferencia ¥y d& nu inte-,
rior? En el Capitulo§8 hemos lla-

de una curva simple y de su inte- ‘
rior, La reunidn de la circun— - N
ferencia ¥y de su Interior es una ) \ :

regidn circular cerrada, o un ¢fr- . - S
culo. ~El conjunto de todos 103 puntos que estdn o bien en el

ferencla y su interior. Otra manera de -imaginad la reunidn de
la cipron nfe“encia y de su interior es la slgulente: . C e

Y

tancla al centro P es igual o menor que el radio de la

»

i A »

circunfcrencia, ' o

K f N ? R RN S

LCudl es la interseccidn ae' Ja circunferencip y 42 su inte-' -
rior”_ Ningun punto de la circunferencia estd tamblén en el inte-

rior de la misma. Decimos que la 1nter8e&cién de la clrzunferen-

cla y de su interior es. el conJunto vacio.
Representemos por Y al circulo, eg decir a‘la reunldn de 1a

circunierenci« con su interilor.: gCuél es la interseccidn del con-

Junto Y con la recta ?&z’ sPor qué es Y M) P ‘-5 muy diferente

de la Mterseccidn de ?5 con la circxmfenenci‘a? ' N o

En la figyra de la derecha, N

F, B y G. estin sobre la circun-

ferencia., L& interseccidn de *

v ¢ consiste en &1 punto P, ¥
_‘ es perpendjycular a FG. Sigue

estal instrucciones para coplar la

Esta reunion es el conjunto de todos los puntos cuya dis- ‘ -:




. . . 3
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figura en una tha de papel: - i *%
1. Divuja la circhnferencia con un cbmpas, marca su centro’ y . f
) llémalo P. . " f
. 2. DilbujJa urna rects que pase por P, Marcacon A y B sus f
| ;. puntos de intersegeidn con la_ circunferencia. .
v 3, Utlliza un limbo graduado para dibujar un dngulo recto, y N
traza una recta perpendicular a AB, Marca con F y. & | .
) los puntos de. interseccidn de lé recta cén 1a cireunreréncia. .
. 4, 'Sombrea el semiplano que contiene a- . F y cuya frontera ‘a8 -
Iii ‘{Serfa bueno que utilices un lépiz de color para el som-
breado. S1 no tienes un 1apiz de color, sombggasligeramente
con tu 1apiz negro. ) \ . "
Iaamemos H a este semiplano particular. Ahora respande’a las
slgulentes preguntas* - . %
. {(a) iCudl es la ipteraeccidn del semiplano H con la circun-
| \ Tferencla? . )
' (b}_ GPertenece el puato A a esta Interseccidn? gPertenece ‘.
' ' ' a2 ella el punto "G? ¥ el punto F? Y el.punto P°
.+ () tPuedes contar todos los’ puntos que pertenecen‘s estt T
interseccidn? Explica por qué si o por qué no. ' - .
. ‘ mbma dos puntos de la circunferencla que tamblén pertenezcaq ’\f
" al 1rterior del ingulo BPF, y lldmalos M y N, 'De .1gual manera, yf
toma'un punto, al cual llamaremos K, 'que pertenezca s la eircun- ‘ ij
. ferencla y esté en #l.Interlor del.gngulo APPR, : . T
{d) +Cudl es la-interseccién de 14 circunferencia v el éngulo .
‘ - MKN? ’ .
ff‘ © " (e) iCudl edla 1npersecc16n del 4nterior ae la eirqunfe- .
’ rencia gon 81 interior del dngulo MKN% ' R N \2
- . v : e ' ‘ E
‘) ’ . . * ')a‘ '
SRR 123 ,
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Y . e v
’ _lgrcicios 112
‘1, Sea  C unshcircunferencla de centro P y radlo T, unidades.
Y .Sea S otro punto cualagfhlera en el plano de la clrcunferencla.
{4 Vas dibujando la Tigura, pasd & paso, a medida que la Qes-
cribe el problema?) ~ '
L (2) ¢Cudntos puntos pertenecen a la Interseccién de la circun- |
‘ ferencia C y el rayo PS?
(6) ;Cudntos puntos pertenecen al conjunto ¢ f}15§§
(¢) iDependen tus respuestas a2 (a) y (b) de la manera
como hayas escogldo el punto 5% : B .

M -~

esta respuesta de la eleccidn de S? 31 es asi gcdmov
*_‘ 2, En un plano, ipuede haber dos circunferencias cuyarintersegcidn
consista exactamente en un punto? ) . .
3. Toma dos puntés‘y mircalos P y Q. Dibuja dos circunferen-
> " cims con centro en P e manera que Q esté en el exterior
' de una de ellas y en'el interlor de la otra. Marca la pri-
| mera coi C y la segunda con D. ' -
, 4, En la fiéura de la derecha, sea y -
~ T el semiplano de IB en que . . ///”—
LA

estd F. Sea ' el semiplano

. < ~ —\g“’ .
de ?‘73’ _en, que estd . B, S A U
(g) :Oual es el canunto H. N J? '““A

. ) (v) Cudl es la interseccidn de los ‘ ' G
L A
. ) tres conjuntos, J, H y la circunferencia° . t
i (c) ¢Te suglere.el dlagrama que la eircunferencia ha aida

&>

separada en ‘10 qu& podrfamps llamar cuadrantes? - 31 £8
asi, zpuedes describir varlas de esas porciones? ]
{(4) iPuedes encontrar una. porcién qQue ge pueda llsmar semi - )
. " eclrcunferencia? éPuedea describlrla en el lenguaje de
g las Intersecclones o reunioner de conjuntps? jPuedes
! 1dentificar varias de tales porclones? . jHay mds de dos?,
‘ﬁ.‘ Toma dos puntos distingos P y Q. Dibuja 1a circunferencia

cuyo centro es P y cudo radio es TQ. Luego dibuja la

4

-
| o I
‘Q M
| ‘
»

]

&

Llees
R

i

. {(a) jCuédntos puntos pertenecen al conjunto € {) P32 iDepende

*

.

-»
Se—

A
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civeunferencia de centro Q _de manera que P esté sobre
ella, , . . . .
(a) ;Cudl es la 1ntersecc“6n de 1aa dos circunferenciaa°
(b) iPuedes dibujar una reecta que'pase por toﬂos 1os'puntos
c ge 1nt€gsecc10n‘de 1as dos circunferencias? jPuedes
" gibujar ‘més e una de tales rectas? jPor qué?
{c) Sombrea en tu dibuje 1a interseccidn de los dos circu-
lToL.. (Si tienes un ldpiz de color a manp, Usalo para .
sombrear; si.no lo tivhes, usa tu ldplz ordinario’y
sorbrea 11geramente.) , . N
(a) (Para esta .parte, usa-un bipo diferente de sombreo o
urt 1apiz de otro color.) Sombrea la int@rsecéidn del
interior de 1a circunfevencia tuyo centro’ eg* P y del
exterior de 1a*c1rcunferencia cuyc centro es Q. :(Anteé\\
" d¢ sombrear la interseccidn, puede resultarte conve-
niente marcar por separado los dos conjuntos cuysa inter~
seccisn se desea. ) ‘ .
(e) Haz otra copia de la figura Qué muéstra‘las dos circun- .
ferenclas, y marca’en ella la reunidn de ias Interlores . .
. de las dos ecircunferencias. ‘ ‘ o
Las dos oXrcunferenclas que se
muestran a la derecha estgn colo-
cadas en un mismo plano y tienen
un mismo centro, P. L;s ¢lroun-
ferenclas que tienen el mismo
centro se llaman concéntribas.
(Enﬁlas ruedas de los automdviles, R ,
el borde de la rueda: 'y el borde circular.del neuméticJ son
e*emglcs‘dé "*rﬂ“n’crcncias ccgvén“r*»ao. S1 lanzas una

.

a

'h

)

»piedra 8 un estanque de agua, las ondas circulares gue se

farman gon también ejemplos de %1rcunferencias concéntricaa.)

(a) Describé la intersccéidh de la circunrarencia A, con
la circunferencia B, TN ‘

(pv) Describe verﬁalmente’la region sombreada, empleando

. palabras thles.éomp'"intersebcidn",'“exterior", eto,

»
] N ~

-

S
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A

M8, B la 1igura de 1la derecha, «el

>

T, Rerir*eﬁdonos a la flgura del problema u, chal seria la,

*9. Toma des punc&é diatiftos P y Q. Ddbuja la recta PQ

~ puede dibujar en el interior de la .o

Y
')

. - . - ‘
» N
. s ST AR ) - 1{-3 ‘
. » LA N
¥ N » -
LY

L manera ‘mis simple dn describlr la interseccion de los ex-

teriores de las dos cir»unf%bencias’ . < >

centro de cada una de las cir-

cunferencias estd 'sobre la otra.

. Copla 13 [lgura en un® holla de .

. paﬁel y‘somb}ea la_reunidn‘de‘
los exteriorés de las dos elrcun-.

Y -

rerencias.~' Ty . . \ é

Dibuda la circunrerencia cuyo*centro es P ¥y que pasa por Q.
Dibuja la circ inf'erencla cuyo centro es Qv cuyo radio es

Qp. bu*a una recta gue pase por todos los puntos de 1nter-
_secclon de las dos eircunfernncias, v 11dmala 2. Observanco
la r'igura, averigua la relacidn que hay entre la recta £ ¥y L
la recta QEE Utl 1;3& el limbo graduado pfra comprobar ty

¥,

obServacion. ' . . \
. .
. A L0 * .
11-3. Didmetros X tangentes. ‘ B

. Hemos visto que la palabra "radlo" pubde usarse de dos mane-
rés. A manera de repagd, un radio de una clrcunferencia es uno
de los sngmentos que une un punto de la clrcunferencia con s R
centro. La lorngitud de uno de'esoa segmentos es el radio de la ‘ ‘f

circunrcrqncia.
. S

La palabra didmetro esta 1nt1mamente relacionaaa colh . la pala- )
bra radid. iUn dlidmetro de una circunrerencia €8s un segmento de .
recta que géntiene el, centro de la circunferencis y _cuyos extremos v
estdn en la misma,,»En la clreun-
ferencla repreaentadacpor la figura .
de ‘la derecHa, se mygstren tres -
dldmetros: KF, MW y W.. (uUn .
didmetro de una circunferencia es e
el mayor segmento de recta gue se )
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clreunferencis de'manera que sus éxtremos estén sobre ella.)
isCuantos rad;os~aparecg§fdﬁ'la figura?

Se puede descerlblr de otra manera el conjunto de puntos que
es un didmetro. Un didmetro de una circunferencla es¢la reunidn
ﬁé dos radlos distintss gue son segmentos de una misma recta.
(Qué comparacidn se puede establecer entre la longitud de un
dlametro ¥ la longitud de un radio?

La longitud de caalquier diémecro de una circunferencia se
llama también dldmetro de la misma. El disdmetro -y el radlo son
dlstanclas., ‘ o

JCuantas veces menor es la medlda del radlo que ia medlda
del didmetre {Si.eacogemos una unidad de longltud cualqulera,
ysi r y d son, respectivamente, las medidas del radio y del
diéﬁétro, er.tonces tenemos esta.lmportante relacidn:

d = 2r )
JPor qué nimero hay gue sustituir el signo de interrogaclon de la
sigulente proposiclon nuniérica para hacerla verdadera?
. r= 2?4

La recta j‘Ea.circunferencia
de -la figura de la derecha nos re-
cuerdan ls rueda de un tren apoyada
sobre €l carril, con la salvedad ge
gque no ag muestra el borde ae la
rueda que la gula sobre el carril. <«
(Cudntos puntos estan a la vez en-
1a alreunferencia-y en la recta?
hHay'un solo punto, el gue se ha marcado con T, Decimos en este
-caso que la recta es tangente a la clrcunferencia, El idnico
punto de su interseccldn es el punto de tangencla. ' En esta
figura, T es el punto de tangencia, Obtra manera de describir
un punto de tangencla es declr que es’ el unico punto de la cir-
_cunferencla que tamblén estd sobre la recta. Responde ahora a
las sigulentes pregu ‘tag: ) . .

1. En la figura, la recta” IE? aepara al plano DPX en dos
aemiplanos. ;Como puedes describir la interseccidn del
semiplano que contiene el punto X con la cilrcunferencia?

19

A
v
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;Cudl es la interseccldn del semlplano que contlene el punto

P con el interlior de la cilrcunferencia?®

(Puedes dibujar una circunferencia y una recta en un mismo
~lano de manera que su 1nterseccidn sea el conjunto vacio®
Explicalo, - '
iPuedes dibujar una circunferencia y una rects de manera .que
su interseccildn contenga exactamente cuatro puntos? Expliqalo.

(a) ;Cudntas rectas se ven . A
 en la figura de la dere- . R

cha? € —

(b) ;Cudntas de esas rectas
no son tangentes s la A S,
circunferencla? *

(¢} Designa con una letra F T,
cada punto de tangencila. A

Suponte que damos. una clrcunferencla y un punto sobré ella.

(a) iCudntos radlos de la circunferencla contienen el punto
dado? \

(b) ;Cuédntas rectas, tangentes a la circunferencla, contlenen
el punto dado?

. Ejerciclios 11-3
;Ouantas tangentes encuentras en cada una de las slgulentes
figuras?

(a) (b) ~ (e)
7

N

L
Busca ejemplos que representen la idea de una circunferencia
y de una recta tangente a esa circunferencla, es decir, de
una recta ¥ una clrcunferencia cuya 1nteraecc16n conslsta en

un solo punto. Describe esos ejemplosa.
X
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A continuucidr se da una lista de los Aldmetros de algunas
clrveunToereroius, =En coda caso, halla la distancla del
centro de la clreunt'erencla 2 un punto cualqulera de ella.
{a) 42 em. (d) 4 ya.

(b)) Tt pulp. (e) 30 pies
{e) 10 piles

Se Gan 3 continuaclion las distanclas del centro de una cir-

cunt'erencla 2 un punto de la misma. Halla 21 didmetro de
cada clrounferenciz:

(a)  pulr. - {a) 5 ples

(x) 3. {¢) 3% ples

(e} 17 ooem.

Tivulw owng drsunferencla O con centro en el punto P,
fiy tres didmetros de €, Dibuja una clircunferencia con

cenltry I oouyo radlo es lgual 3l diametro de O,
{Aterciin: Hsswe problema requlere un manejo muy cuildadoso
- v

Marca un punto Q cerca dgel centro de una hoJja de

pap -1,
} Tibuda una cire unierenuia C con centro en Q y con
radlo du aproximadamente 2 pulgadas. Mantén la aber-
tura del compds f1)a con el radio que has elegido hasta
we se complete 21 dibujo. '
¥arva un punto U sobre la circunferencla C.
Ugando ¢l compds, marca un punto V sobre la circun-
i(\rwm'la C dae maners que OV tenga la %1 sma longitud
e el radio qu.
(e) Todavia con el compds, dibuja un tercer punto W sobre

¢ de manera que VW tenga la misma longitud que QU.

() Continda girando el compas, y marca puntos X, ¥ y 'Z
sobre ¢ (ug&'el compas tres veces) de manera que la
16ngitud de cada uno de los segmentos WX, X¥ y ¥Z
sea la misma gue el radio de la circunferencia,

r

—~
o oo,
e S

N
-
.
R

A
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o () Ahora compara la lopgitud del segmento. ZU\ con el radio
' de 1a c*rcunferencig s
S1 tlenes un cpmpas de huena cal*dad ¥y puedes dibu-
Jar cuidadosamente la curva simple cerrada’ UVWXYZ te
\ representara un he 3agono. (51 esa Pigura tlene lados , :
congruentes y angulos congruentés, se llama hexagono -
regulax. :“'dibygi debe Parecerse a un hexagono regular.
Observa que 103 segmentos’ que son lados de tu hexdgono
son un poquitp mds pequeﬁos Que un sexto de la circun- -
ferencia, hsio es, que el arco que tiene los mismos ex-
tremos quc,el segmento. ) R
(h)  ;Qué nonbre darias a cada uno de los segmentos ﬁ?"VY
vy WZ° :
7. BEn la flgura, el punto § es centro de la circﬁnrerencia y
"centro del cuadrado EFGH. N
(a) 'gCuél es la interseccidn. ~ T
de la circunferencia y A A
del cuadrado? - d >
() ¢Cudl es 1a {sgﬁrseccidn ‘
de la recta GH con la
clrcunferencia?

(¢) sQué nomtre nuevo hemos -
. . dado al punto T9 qs*! ™ 5
(@) ¢Cudntas rectas son tan- ¢ 4
gentes a la clrcocunferencia? - ‘ . ;
(e) Enumera todos los puntos de . ' '
tangenclia.
8. En una hoja de papel, haz un croquis del diagrama del pro-
blema 7. {No se necesita en este casc ufa figura cuidadosa-
mente dibujada.)“ En tu\papel, dibuja el cuadrildtero RSTU;‘ .
(a) iCudntos lados de ese cuadrildtero son segmentos de .
recta tangentes a la“circunrerehcig?
{(b) :Cudl es la 1ntefseccidn del interior de la circunferencia
¥ el. exterior del cﬁadrado EFGH?

1

N 3 N . A
= . L
te N N
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(E) Describeacuidadosamente 1la interseccildn ‘del exterior ?
- ; de "la clrcunferencla .y elhintericr;del cuadrado EFGH, \;
. (5) ¢Cudl es la Interseccidn del interior de la clrcun- N :;
ferencla coneel exterior del cuadrilétero RSTU? Ex-
' plica tu respuests sombreando 1a region correcta en
la figura. - . : )
*9. Refilérete adn, a la rigura.del problema Ts que fue cutdadosa-
mente dlbujada. ~ ° . Y
" (a) sCrees que los punitos R, Q vy T estin sobre una
" recta? ‘ : .
(b) :Te parece que los tres puntos U, Q ¥y S, estdn colo-
*  cados sobre una recta? . .
) (c) Estima el tamerio del dngulo QT‘d’¥05333° comprueba tu
.estimacién usando el limbo graduado. 2 0 1
. (&) Haz\un comentario sobre la relacidn que hay entre la ‘ ~

recta Eg Y la recta "F'E
con el limbc graduado.

'”cmprueba tu comentario

L

*10, Dibuja una circunferencia cuélquiera ¥y una recta tangente a
N esa clrcunferencia. Dibuja tamblén la recta que une el cen- .
o tre la circunferencia con el punto de tangencila. .

(a)
(v)

*11.

- los. radlos son congruentes,
_ hecho para mostrar que por nuestra definlcidn de dldmetro

Sabemos por la descripcidn de una circunferencia que ﬁo@oe

iCrees que hay una relacidn;importante entre estas dos
rectas? S1 es asf, jcudl es esa relacidn° e

¢Cuantos radlos de una ¢lrcunferencia-se pueden trazar
de manera que uno dg‘aps extremos'eea un punto de tan-

genci&” .

(Cémo podemos utilizar este

todos los dlametros de una cierta circunferenc%a son con-

?
»

i 11-4,

gruentes? .ot : L

Arcos
En el Capitulo 4 hemos aprenaido que un solo punto sobre

- bl . > * . Al

una recta la separa en dos semirrectas., Utilizando esta 1dea o
| ‘ ‘ .
1 ‘!ﬂx . . ) * R

. B3
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de separacidn, decimos que sobre una recta, un unico punto deter-

mina dos semirrectas. Recuerda
Que 81 A, B y Q son puntos
sobre una recta, .como se mestra
en la figura de la derecha, Q se

considera "entre" A y B, Sobre la recta, la idea de "estar .
entre" y 1a' 1dea de "separacidn" estdn estrechamente relaclonadas.

ﬂBaata un ¥nico punto sobre una
clrcunferencid para separarls er dos
partes? sSepara el punto Q & la
" clreunferencla de la derecha en dos
partes? Si partimos de Q y nos
movemos en la direccidn de las
agutas del reloJ podemns, a su debido
tiempo, 11egar nuevamente a Q. Lo
mismo™ocurre si nos movemos en direc-
cldn contraria a las agujas del
reloj. Un ¥nico punto no separa a
una clrcunferencia.en dos partes.

En 1la riguré de la Qerecha, los
buntos X e Y separan a 1a circun-
ferencla en dos partes. Una de 1aq .
partes contlene el punto A, la otra
‘contiene el punto B, Ningin ‘camino. .
que lleve de X a Y a lo largo de
la circunrerencia puede evitar por’

' 1o menos a uno de los puntos A o B,
Vemos, pues, - que necesitamos dos pun-

Yos diferentes para separar a 1a oir-

" cunferencik en ‘dos partes distintas.

Sobre la circunferencia de la
derecha estdn los puntos A, B y Q.
¢Estd el punto A entre B 'y Q2
(Estd el punto- Q entre Ay _B?
tEstd el punto B entre A y Q2
Como podemos movernoa tanto en 1“

«<

A

3

B

iy
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éireccisn de las ggujas @el reloy como en la direccidn con- .
traria, las -respuestas a estas preguntas son afirmativas. A
diferencia de la recta en que la separacldn y la propledad de -
"estar entre" se vinculan estrechamente, sobre la c¥rcunferen-

cla o cualquier otra curva simple cerrgda podemos observar v

estas dos posibilidades* o - o \ .

1. Un unico punto no separa ia qurva on dos partes. i f

2. La separaclidn y la propiedad de “estar entre”, no son no-

clones intimamente relauiona%ai para las curvas simples

: cerradas.

En nuestros estudios previos de geometria nos hemos refe-,

rido a las par*es de rectas como segmentoa de recta., Serd '

n&sesario considerar en el;ruturo partes de circunferencias'

. "Una parte de eire unferencia se llama arco. En el. dibujo de la .
derecha, los puntos Ay B L .
separan a la ciPfcunferencla en A
dos partes. Cada una de esas ~ :
partes, luntamente con los pun-
tos Ay B, es un arco, Ay
B son los extremos del arco.

: Dos puntos cualesquiera distintos )
de 'una clrcunferencla determinqn dos arcos diferentes. que tienen ‘Q

) »  eso3 puntos como extremos. En el dibujo anterior, el arco qQue

T parte de ATy sE prolonga” en"Ta diveccIon de las agujas del

‘ relog hasta ‘el punto B, es mas corto que el arco que parte del .

> punto A Yy se prolonga en sentido contrarlo al de las agujas

~del reloj haa%a el punto B. - . '

P bty

.

I
o
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Con s6lo dos puntos sobre una circunterencia, tales como A
¥ B, no podemos distinguir facilmente uno de los “arcos, deter~
minados por, A y B, PEn la flgura :
de la derccha, hemos marcado y dado
nombre a un punto entrc los dos ex-
tremos para cada arca. Estos pun-
tos estin convenientemente locall: -
zados cerca del centro @& cada uno " N
ds es0s arcos. Usamos el sfimbolo

——
"7, " para.representar la palabra oo
- ——,
"arcq". tntonces, AMB representa . . v
. el arco due contiene el punto M. ANB' representa el arco que ?

. eontlene a N. En lugar Ge WIB podemos usar ‘GME, 4Qué otros
simbolos representarsn el mismo arco que ANB?‘ gQué punto estd
. T . «
contehddo en el arco MAN?

L4

L]
K

“ ' Ejerciclos 11-4'
.+ 1 Utllizango la figura de.ls dere-
cha, seriala el arco.mis corto

que contiene los sigulentes pun- . °
R tos, que no soh extremos del -~
arco., o i : ;
- {(a) & e e ..._.....(.d)___g — —— ¢-»—»--
oy L e) x . .
S (e} € (£) ¥ | v
. 2. Utilizando la figura del problema 1, nombra el punto o log ‘ f
. puntos q»e no son extremos fle cada uno d&¢ los s#EE::ntes .f
o (a)bg’a}“ (@) B . Lo
(v) ABQ : - (e} XBY T ) - ‘
(c) WAX *(f) AC '
- .: s 1 ';:1 , e ’ . )
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5.

6.

{a) AYB (a) TwC -

484 | 3

Haciend5\uso de la figura del ‘problema 1, jcudles son los

extremos de -estos arcos? | : B

{v) AXR ‘ (e) “WRA .

- (c) ACB . {£) BaC .

(Ha sldo necesario dibujar una figurg para rébpander a la
pregunta anterior? Explica tu respueata.\
Usa la figura d{\la derecha para reepoﬁaér a 1&3 preguntas
siguientes‘ \ .
(a) iSe ha especificado sobre c '
la circunferencia algun
punto entré C y D? Ex- K H
plica tu respuesta. :
(v) :Se ha especificado un punto
) entre C y D, sobre-’ﬁﬁﬁ?
S1 es asi, jcudl es ese punto° o
{¢) El punto L separa & TIE en dos arcos. (Cudles son?’®
(d) :Separa el punto -L a la oircunferencia en dos arcos?
. Explica por qué sf o por qué no, “ ' ;J)f>
Kaz uso de tus respuestas al problemsa 5 para conteatar las
sigulentes preguntas:
{a) Un punto de un arco, isepara & ese arco “en ﬂos arcos?
{b) Un punto de un arco que no es uno de sus extremos, jdebe

estar~entre dos puntos del arco? -

L D *'

* )

3x(c) ;Tiene un arco un punto inicial y un punto terminal?

“51 es asf, jcémo se les llama?

. {4) Las noclones de “eqtar entre" y de separacidn pera un
arco, json MA4s parecidaa a las mismas nociones referen-
tes al segmento "dé recta, 0 2 las’ qua e relacionan con

wa circunrerencia?

-

MR ey BBl e st AL it i
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7. En la figura de la derecha el N
par de puntos A"y B separs

los puntos X e Y. ,;Qué
puntos, sl los hay, estan sepa-
rados por los pares de puntos
que se dan a continuwacidn? \ -
. (a) B, ¥ . (e) X, ¥ \ N
e () 4, ¥y . (). A, X ‘
. T »g, En la- figura de la derecha Be
‘ ' asocia AMB con el intedior

‘ de  / AFB. _’FE " gonecta un * .
o punto de PA con un punto. vl
t i ‘ " ‘ d& \ ﬁo i
. (a) 4Estdn sobre —.K los dos
- pyntos Ay F?
L I
{b) ,,Corresponde el punto F
de ™ al punto. A de . ‘ . -~ S
- “(e) Para cada rayo que parte de P ¥y pasa por AMB shay un ,
R punto de I que tamb‘ién estd sobre ese rayo? ‘
(a) z,i-lay una correspondencia 'blun:[voca entre los puntos de
| . ™B .y los puntos de FG? Si es asi, describe esa corres-
° + . pondencia. g ) TS
: . ‘ ' . . 5
L) 2 X . : . N - ? LN ' ) i;i
» » N . “ - ':‘
. R . ng
X . - a ‘\‘tﬁ
) .
- ' . > !‘ - > :ﬁ
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11-5. Angw_..los centrales T ' Q
‘ Los arcos tiener glgunas pmpiedades semejantes’'a 'las de loa | "

segmentos de recta., En la figura = -~ . ‘ .

de 'la dereche S& muestra una
o correspondencia biunfvoca natural
B entre el copjunto de puritos de
s ™ME y el conjunto de puntos de e
% T, Un punto puede separat al r
segmento en dos pa(rtes. En 1& ‘
T mlsma i‘sm&, un arco puede ser - , -
“separado en dos 'arcos por un punt.o que este "aobre ‘el ,arco, pero
Que no sea uno de suseextremos. Como los segmentos, los arcos
tlenen un punto iniclal y un'puntv terminal: sus extremos. Aun-
‘que los s.rcos son partes de circunferenclas, unm arco tiene algunas -
propiedades que no son’ las mismas gue para la circu*ﬁf‘e*encia.
En la figurs de la derecha, ) - -
B es un digmetro de la circun- . .
* «ferencla P. Sus,extremos A ¥, - \y : :
B determlnan dos arcos muy es- . .
peclales Que se 1laman semicircun- ‘ \ )

ferenciaa., Una semicircunferencla 8l . ‘ “‘
es un arco determinado por 168 ex- e
-~ rEmoE 06 TMALANEtvd de la clrcunferensia. En la figura, AVE R

es una semlcircunferencla. g,Puedes 1ndicak otra semicircunrerem
cla’ en esa figura? ;Es “BUR una aemicircunrereneia?
Los extremos de una semlclireynferencils y el centro de 1la .
~ mlsma e€stdn sobre. una’ recta. Esto, sln embargo, no es cierto
para todos los arcos. En la - ) - \

& "

%

* figura de la derecha, - log extre- b3

| mos, de” TXE no estdn sobrie una y
7 pecta que pasa por el cezlro de . ey
. la circunferencia. D Yy E estdn ;
* . sobre loa‘rayos PO y PE .El S ' -
el . éngulo EPD tlene su'ydrtice en wom et o
* el centro de la Gircul'_lf_,e}ﬂl&:lj&.:;- e - . ,_“_:m R E
Lilamamos dngu ulos centrezes a los dngulos como éete. - Un ',é.ngulo* - %

: ‘ | s R
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= x . .
. central ¢s un ingulo Que tiene su vértice en el centro de 1i cdr-
- 7 cunferencla. Tales 4ngulos se miden de la misma Mmanera como los
'? . otros. La unidad de medlda de dngulos es un angulo de-un grado.
;}“ “En la rigur“, la medlda del dngulo EPD es aproximadamente 85,
. . Cuando 3e trabaja con arcos, es necesario comparar uno con
. otro. . Bn consecuencia, §era conveniente desarra}lar un método
' para medir arcos. Imaginemos Uns circunferencla dlvidida en 360 ‘
. arcos congruentes, es declr, cada uno de dichos 360 arcos de una 3
clrcunferencia dada viene ia misma medida. ' Cade uno de egos arcos |
determina upg unidad de medida de arcob, Llamemos & esta unidad .;f
un grado de arce. ' ! T
- Los rayos qugywarten del centro de la circunferencia v' pasan
por los extremos de una uhidad de medlda de arco, determinan un N
angulo certral. Nos representamos un grado de arco, como Bl ruera
determinado por un angulo central
que &8 unh angulo unitario de un )
grado., En la fipgura de la derecha,
81 la medida de ME  en érados de
. arco es 80, entonce: la medida de
. [/ APB en grados de #ngulo es- 80. |
El sfmbolo pars un_grado de avrco, ek s
" :“:’ ea €l mismo que para grados ' )
de éngulo. Para medir grados de arco, podemos _usar un 1natrumento
de forma' ¢ircular gue contenga 360 arcos congruentes, La mayoxr
parte Qe eauos instrumentos, llamados limbos graduadoa, mestran »
exactamente la mitad de esta escala., :
LR En el,conjunto de rayos numersdos de la escala angular, los °
mimexos O y 180 corresponden @ rayos opuestos, este es, rayos )
que esydn Bobre 1u misma recta ¥ tienen el mismo extremo. La e
reunldn de estos Qos rayos forma una recta.cuya interaecciﬁn con
la circunrerencia es el par de extremos de un dlgmetro, Estos dos
puntos determinan un arco especlal, una semicircunrer cia, Que ,
hemos menclonado antes en este capitulo. Conaideran eata escéﬁa, k;
"mpcdemaa imeginar que-ia semicircunferencia tiene unajmedIida en &

' gradoa de arco»de 180*, pues consiste en 180 arcop de un grado,
. \

) - N )
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Correspordigndo a la clase especlal .de arco q;ue‘ hemos 1lamado
una éemicircunrerencia ‘hay una clase especlial de dngulo central
. ‘afm una medida de 180°, Algunas personas encuentran convenlente
hablar del dngulo central de 180° como de un "dngulo llano®.
Lo ‘(;,Por qué “é.ngulo llano" no concuerda con nuestra definicidn de
' angulo?) S - T
En la figura de la demecha hay dos ~ . .
\ nircunfarencias toh centro comﬁn P,
: " Las circunferenclas estin en un mismo
. . plano. Tales circunférencias se llaman '
ciz‘dunferenciaa' coricéntricas, Los dos |
~ ancos, ARD" y ESD tienen el mismo*
3 ‘dngulo -central, / GPH, Por consigulente,
ARD y ‘ ESD' deben tener la misma medida '

‘@ arco. S1 la medida angular de £ B ‘ " IR
‘ - e8 70, entonces la medidg del arco ARE " ‘ e
es "70. La medida del arco ESD aebe ser también 70. «Sin .

,embargo,. A ARB parece més corto que ESD. Recuerda que la medlda
de arco no es une medlxa de 1ong1tnd. Dos arcos pueden tener la
misma medids de arco, pero i‘.ener diferentes longitudes. La razdén -
.:u--»-naera més clara -cuando hayas eatudiadc el resto de este capitulo,

-
-

. . Ejerclcios 11-5
*s Uaa.ndo tu limbo graduado, deter-.
mina la medida de los arcos mar-

7z cades en la figura de la derecha,’ |
Indica tus resultados haciendo <.
' . uso correcto de los sfmbolos, o -
S por ejemplo - m(AB) = 15, . - - "
N CY (a) BCB s |
| : (b) ABCD- ' "o - (e) TDE ‘
N . -.(e) DE ’ et
. I1q .
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Construye una o;r§un1er€ncia de radio aproximadamente igual ,
1E-pulgadas. En este ejercicio, marca 108 puntos que ‘se
necesitan en sentldo contrario a las agujas del *eloj, a lo ‘
largo de la circunferencla, partiendo de un punto” A cual~ Ct N
quiera de la miswa. Marca y "rotula arcos ae 1ns giguientes . !
medidas: o . cw N '
(3) m(BEB) = 10 S (a) m(ﬁf‘)a“!?@
(¥) m(AC) = 45 _~(e) .iCudngo es m(BE)e |
(¢) n(BD) = 50 . e . o
(a) iCudritos grados de argo hay.en un auédrante de una cir-
cunferencls? ' IS . ' .
{b) ° ;Cudntos .gradod de arco hay en un octavo de circunreren-
ela? o . : . o, T .
{(e) “jCudntos gradoa de arco hay en un sexto: dé circunferen~ .
cla?, e D
{a) {Cudntos grados de arco hay en tres ~uartos de circunfe~ S
rencia? : - 3 |
Dibuja una circunferencia?con un radio de 2 pulgadas.> P&r» )
tiendo de un punto cualquiera de ella, gaa un compaa con la
misma abertura.(2 pulgadas) para marcar una aerie de puntos . ,‘
lgualmente espa-~lai63 a 10 Jdargo de la circunferencia. ,
ATENCION: Tép cuidado defque tu compds no camble de aber- -
tura, 5 " S - ) -
(a) nggggQ_exactaﬁente 2l mismo punto de partida? o
(p) ;Cudntos arcos’ has marcado? - e
(¢) iCudl ep la-medida del . éngulo central de cualquiera de
" esos arcos? . . .
(@) iCudl es 1a medida en gradoa de uno cualquiera de gsoa .
arcos? . .
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5. Considers el arco ABCDEF, o m&s brevemente AF, presentado
en la flgura sigulente. Determina:

S ! D E * o
e c " . :
B \ 3

- N h i x :

» fn
’ (a) AC N BD (a) €D N DE
{(v) AF N DF (e) DF N AE
(c) AD N CF . \

6. En Xa figura de la derechs,
las sireounferenclas C y P
son .concéntricas y estdn en

| un mismo plano. .. SN Ed
: (a) Setiala ur. didmetro de la
‘ clreunferencia D,
(b) Seiflala un didmetro de la
) - clrcunferencia C. N 3
(¢) &Cudl de las circunferenciizs tilene mayor didmetro? T

(d) :Cudl de las elrcunferencias parece ser mis larga?®

(¢) ¢Por qué serifa diffcil medir con precisidn las ‘longltudes

’ de las circunferenciae, recorriendo a lo largo de ellas?

7,\ Experimento para hallar la relaclén entre el diametro y la -

longitud de una circunferencia,. .

(a) Toma tres objJetos clrculares en tu casa,; tales como un
vaso, un molde para pasteles, un plato o la rueda de un
Juguete (o bien, puedes recortar una pleca circular de. :
cartullna o cartdn). Utillza una cinta de medir (de .
tela o de acero flexible) para ha.lar la longltud de |
tada ura de las circunferenclas. S1 ho tlenes una
cinta de medir, utiliza un trozo de cuerda, ¥ luego mlde
la longitud del trozo de ~uerda utilizado, *

(b) Mide ei dldmetro de los mismos tres objetos circulares.

Como puede ser dificil localizar el centro exacto de la o

¢ircunferencia, mide transversalmente la clrcunferencia .

J : - .
. I5; ;

vl L, .
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varls! veges rarce ohteuer uny medlda el widmeiro tan
DU LaTT =k pOSILIO. (fa mE% 14Tt u eltas medidas
ve ¢, A -'.r-irc. “ ‘
(c) Dispin Sun reaultacas en une ‘atla igucl & la que se
LESLTG aude ELato.  torpara lox madtaas de cada uno de
log dhjJerusa  Purg woripara® J-¢ gantizades, podemos
ballew sa 4ir®reacdls 9 Su vLwon.,  #n la tebla, la columna
"o - @" represcits le diteracia enere las medldas de lsa
circunferenzias ! los d fmetres. La zclumna "gﬁ repre-
senta la razdy &» Jas medldas €2 ius 2lrcunferencias a
los dlumetr.s. tiUAlla i1a3 razoues 2on la aproximacidn

de un décimo, ) ‘ :
Nombre del wedlide de la  [Mecida ded c -gl g
ot jeto sircunforercial alsmetro > d
vaso . )

molde paru jrus 1

—— LR et el e

r;lato

(@) iParecen iy alaec “pdas laa difsrencizs "o - a"e
(e) iParecen iga.:s sedas 198 rarones "%ﬂ? .
La circunferencisz 1 vieu3 un radic o: o puigadas. La. ecir-
cunferencia B tlene un radio de 25 pulzadad. Sxplica por
qué la medida angular de uvn sLacran'e wel efieulo A es la
misma jue la medida ang" “ar o v cuaddanbe Aer circulo B,
Pon en evidencla una corresionlencla rluaivo:s entre los con-
Juntos de puntos de las dos s<miel=w.lrrenziue a0 ure ~lreoun-
fernncia.dada que séan deteraiv.qar por un dlanstyw,
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11-6. Longltud de la clrcunferencla

Es Qiffcil, medir con precision la 1dngitud de una circun-
ferencila. En el problema 7, EJercicios 11-5, has viato que
parece haber una relacidn entre el digmetro de una circunferen-
cla y la longitud de esa clrcunferencia.. ‘

La diferencla "¢ - 4" paras una determinada circunferencia
no nos da una relécion que parezca clerta pare las otras clr-
cunferencias. - Para todas eiiaa, sin embargo, la razén “%” de
las medidas de la longitud al digmetro, parece ser la misma,

gQué resultados has obtenido para la razén de ¢ a a2
aEra ese numero aproximadamente el mismo en cada caso? (Era ese

'numero un poco mayor que 3? S1 hiclste cuidadosamente el ex-

perimento, tus resultados para la razdn H’ deben haber sido
aproximadamente 3.1 & 3.2. Parece, pues, que la longltud de
cualquier circunferencia es un poco mds de tres veces el dldmetro
de esa circunferencila, -

Ins‘mateméticés han demostrado que, para cualquler cirzun-
ferencia, la razén de la medlda de la longitud de la clrcunferen-
cla a la medlda del didmetro es slempre el mismo nimero. Se usa
un simbolo especial para este nimero. Este sImbolo se escribe
"7 ", gue e8 una letra del alfsbeto griego. Se lee "pi". T es
la primera letra de la palabra griega para "perimetro".

En lenguaje matemdtico, declmos que la relacidn ‘de la medida-
¢ de la longlitud de la circunferencia a lamedida 4 de sBu
dlametro es: *

% . 8 ¢c = T4

El valor de T es aproximadamente 3,14 ¢ '3%» Usamos
eate mimero para determinar la longitud de cualquier clrcunferen-
cia. . — - *

Es mucho mas fdcil medir el dldmetro de una clrcunferencla
que la longitud de la misma. Se puede calcular la longii;ud de
la circunferencla usando la medida del didmetro y la relacidn
que antes hemos encontrado. Suponte que el didmetro de una

¢ircunferencia es 5 pulgadas. Entonces, se puede hallar la

1"‘:\
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, longitud de esa gircunferenc;é de la‘siguiente manera: ‘ S é
(Usando 7 = 3.14) | (Usando 1 = 1) j

¢ = mg . e

e = 3,14 « 5 R c=-.?2-'5
, € = 15,7 e = 15%‘ ‘

Eiercicioa 11-6a
1. Completa los datos que faltan acerca de las circunferencias
conslderadas (usando w ~ 3.14), en el sigulente cuadro. .

_ ; — _ . — } )
Circunferencia Radlo . | Disdmetro Longitud de la .
: . ; clrcunferencia
(a) | A 10 plg. |{. 2 ?
(v) B e 15 ples ? X
(¢) c 3.6 yd. ? BN
(a) D 4,2 cna | 2 . ?
; (e) E ? 5.6 plg. ? ,
2. (a) iQué _nimero se bbtiene\dividiendb la medida .de la longi-
‘ tud de una circunferencia por la medlda del dlgmetro de
la misma? ;
_{b) " ;C6mo puedes determinar la: longitud de una eircunrerencia
_ sl sélo conoces el Qiametro? ~
{(c) sPuedes determinar ol didmetro de una circunrerencia cono -

clendo solamente la longltud de esa circunrerencia? Ex-
plica tu respuesta, . : .
3+« Copla y completa las sigulentes proposiciones numeéricas que

N muestran la relacidén entre la longltud de una circunferencia
Yy el dlametro de la misma. g
(a) 7 ="—3— () 2= 2 (e \

G

b

I
b
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4, Completa.los datos gue faltan referentes -a las circunferen-

clas conslderadas (usandq o 37), en el siguiente cuadro:

" Clrcunferencia .| Radlo | Didmetro Longitud de la
. . ‘ _circunferencisg
| (&) v : ? 22 piles.
(b) W e ? 25 plg.
1)y ”  x 2 ? 16 em.
(a) Y 2 ? 43 yd.
()] z ? » 88 mn.
‘o e

)

5. f(a) tCémeo puedes determinar la medida del radio de una e¢ir-
nferencig 8l conoces solamente la medida del dlametro?

(b) ;Como mgedes.determinar la medlda del didmetro de une
eircunferencia si sélo conoces la medida del radio de

la misma®

2

(c) :CSmo puedes determinar le medlidz de la longittd de una
circunferencla valiéndote ‘de la medida del radlo de la

circunferenc1a°

muestran la relaclon entre la longltud de

y-el radio de la misma:

- (a) ¢e= w2+ r)

(a) 5‘%*5

(e)

HS[o

(£) 7

-
=

b, Copla y conpleta las siguientes proposicilones numérilcas que

1a circunferencila




v
B——— ?'

£ompieta los datos que faltan referentes a las circunferencias
" que se consideran {usando T ~ 3,1), en el sigulente cuadro:

o

11-6 .

circunrgrenéia Radlo Longltud de la -
‘ ) - clrcunferencia
| (a) K 5 plg. ) ?
zb) L ? " .51 vles
(e) M 17 ‘em. ?
(q) . N 2 100 yd.

L J

Para los probléwas 8 a 11, emplea w = 3,14,

8.

. 10,

11,

*12.

»
?

Una pantalla circular para clerta ldampara tiene 12 pulgadaa
de dlametro y necesita una nueva, ceneia en el borde inferior.
(Qué longitud'de cinta se necesitarg?

.(No tomes en cuenta la
parte que se superpone en los extremos, )

Se va a construlr un aro eirecular con una varllla de metal de

62 pulgadas de largo.

&Cual sera su didmetro? ;Serg sufl-

clentemente grande para usarlo como aro de canasta para el

Juego de bdsketbol?
18.pulgadas.)’
-En un cémpo de. juegos, un tiovivo tlene
" te slentas al borde, ¢qué distancla recorres en una vuelta?
12 ples a lo largo de la pista cuando
¢Cudl es el dlémetra‘de la rueda?
20 pulgadas qe diametro estd subdivi-

de

Una rueda se desplaza
da’ una vuelta completa,
Una clrcunferencla de

(F1 diamgtro oficlal de la canasta es

15 pies de radio. Sd,

dida por puntos en 8 arcos de lgual longitud.
:Cudl es la longltud de la circunferencia completa?

(a)
(v)
(¢)
(a)

{Cual es la longitud de cada arco?
iCudl es la.medlda angular de cada arco? X
;qué longitud tiene un arco de

En esta.circunferencia,

‘un grado?

-

{

<y
.

q

e s g

=& \:3ig
s F .“&

-

R
1

-~

g



et :mwgf?—«—v-;- 7;,-::;;-«m.--‘-,....\\:\v~w;.;.' - " @ . ;0 Rt N.‘_, R 2k st A e R S ‘;‘.,‘.\;*‘\.‘.\\" T A TyeesEe O M e \‘\ v
- ) ‘
- RN ‘ 2 . - . *
. 1148 ‘ .
a’ . ‘ - N . * N ~ ~
" OPCIONAL: El1 nimero w a \

El nimero representado por el simbolo " 7T " es una nueva
clase de mimero. No es un mimero cardinal. Tampoco €8 un mi-
mero racional. Recuerda que toda desarrollo decimal de un mi-
mero racicnal es periddico. Los matemdatlcos han dempostrado que
el desarrollo declmal de T no puede ser periddico. En un
articulo escrito por  F. Genuys en Chiffres I (1958), aparece
un desarrollo con 10,000 cifras decimales para .

. He aquf el valor de w con cincuenta y cinco cifras deci-

. males: 3.14159 26534 89793 23846 26433 83279 50288 u1971 69399
| 36510 58209... . . . ‘

(Los tres puntos al final indlcan que el desarrollo decimal
continda indefinidamente. ) ' . . '

S1 examlnad este’desarrollo declmal para el mimero 7 ves -
que' es’ diffcil localizar el punto sobre la recta mmérica al *

, . cual corresponde. Sin embargo, examlnando los digitos 6rdenaa
damente, podemos encdntrarwéégmentdswaé“Ia”ﬁéﬁfE“ﬁﬁmériEé“ééda‘“'““7
vez mas pequellos, que contengan el punto corfespondiente a Tmw.

Estudla los sigulentes enunclados: .
t. 7= 3"+ 0.141592 », . Por consigulente, m> 3 ¥y 7T <y,

: aPoi qué? (3 <pr=<4)y - _ ‘

S 2. .T = 301 0.0%415892,.. . Por consigulente, v > 3.1 'y T *13{2.
. 4Por qué? (3.1 < w<3.2) :

3. 7w 3,14 + 0,001592,., . Por conaiguiente, r > 3 14y ~
« T < 35,15, iPor qué? (3.14 <7 < 3.15) ‘ .7 *

;
o

6Cua1 dete ser el siguiente enunciado? .
En lu figura siguiente se muestra una recta numérica.‘\gm

el punto O se 1lndlca la primera posicidn de una -circunferencla X

‘céyo dismetro tiene una unidad de longitud, y se sefla & también

su posicldn después de haber rodado a lo largo ‘de la recta m- -

‘ mérica. La posicidn asproximada del punto que corresponde al

umero T es el punto de tangencla, C.

~
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" wr /00 002 003 0,04 005 006-007 :ooé‘oos& ‘
' 3.t . . f < 3.2 :

e IV, N
\ . 4 \
T La recta I en la figura 1lustra el enunciado ‘. El punto . ' ’§
correspondlente a T gsta sobre el segmento cuyos extremos son .
3 ¥y 4 - \', e
-0 En la recta IT se _muestra, ampliado dlez veces, el segmento \ :
© _de 1a recta I de extremos 3 y 4. ° Se ha #ubdividido el seg- T
‘ nento para marcar las déclmas, de manera que los puntos de division i
7. corresponden a los mimerys 3.1, 3.2, 3.3, ete. .El enunciad& 2 " ;
nos dice*que el punto para T estd sobre el segmento de e;tremos
D1, ¥y 3.2, s . 3 ‘
. ~ Sdbre la recta T1Y pe muestra, ampliado-diez veces, el seg-
mento de extremos 3.1.¥% 3.2, Los puntoe marcados aobre la

| Tecta III 1a subdividen en décimas, ¥ corresponden a los nﬁmeroa o 'E
3.11, 3.12, etc. Por el enunciado 3 .sabemos que el punto que “.
corresponde g 7 estd sobre el segmentd de oxiremos "3.1h ¥y ’ g 33
3. 15, \ » ‘ ' 0 !

. “3Qué numeros se deben escribir en los extremea aél1 s¢gmehto 3

. marcado IV? ;A qué numeros .corresponden los puntos de subdlvi-

8idn? ;Sobre qué segmento de la recta IV estd el punto corres- '
pondiente g ‘w7 . ~ ‘ .

»
A

D PR Y
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Cbaprva nuavanente la recta III

»

-

.ﬁ98»

Verds que el segmento
100 veces mds

completo de la recta IIT es una ampliacién

grarac que &l correspondlente segmenta sobre la recta numérica

I,\sobre Ta que ha rodada la circunferencia.
mente tres dlgltos en el decimal ‘para . 7, hemos visto que el
punto '™  esta en un segmento partlicular que es muy pequeﬁo-»

a

axactamente T%G
puntos '3 y &,

-

N

»

~ \l

Empleando exacta-

»

del segmento de la recta numérica entre los

R4

Si utilizaras un dlgite mas, podrias mcstrar que 1oa ex-

tremos del segmente que contieﬁe a T son

M. (a) Haligz

o (b)),

()

- w» (d) La longitud de una éircunfeyencia cuyo radlo es

‘Ejercicios 11-6b

?

o md—

y

9

*

F'Y

.o . LY
cor ‘tres cifras decimales, la diferencla entre

T . cada unp de los sigulentes mimeros raclonales:

19 22 N 25 .
‘.'"t‘# o 7— X -8—
;Cudl de, los mimeros raclonales de la pregunta (a)

estﬁ mas prdximo de

w2

¥ Ut*livando ™ s ﬂry calcula 10 siguiente*

-

La 10ngit~d de una circunierencia cuyo d;ametro es

*14 pulgadas.

ples.

-

~

21

Al

‘(é) <R digmetro de una circunferencla cuyu iqngitud es
132 pulgadas‘_

(f) El radlo deewuna circunferencia,cuya longitud es

‘(z)
{a)

. ()

»

‘ples,

La 1ong1tud de una circunferencla cuyo radlo es

pulgadas.

Halla, con cuatro cifras dacimales, la expresiéu deci»

mal para 2.

%
L4

-

\\.

L

»

»

»

»

A8

3y

10

‘Halla, con cincn c&fraa decimales, la expresidn deci-

mal para 3T,

Ay

X 4

-

-
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_ 3. Es una buena ldea usar = algunas veces,. como numeral en
+ lugar de utllizar su expresidn 'ddcimal. Responde a las
- -
slgulentes preguntas usando 7 como numeral. . Declmos: que las

*_ . f\reapues?as\istén expresadas "en términos de 1",
: .~ , (a) 511a dongitua de una’ circunferencia es 541 P pulgadaa, .
; scudl es su dldmetro? ;Cudl: es su radio? B

(b} Si el dismetrode una clrcunferencia.es 13 pulgadas,
scudl es la longitud de }a clrcunferencis?
(e) 81wl radio dé una circunferencla es 3.6 centimetros,
‘ - ¢tudl es’la longitud de 1a circunrerenciav
* Q, Suponte gue el d*ametro de la clrcunferencila C es tres veces
. més largo que el dlémetro de la circunferencia D. jCudl es
i la raznn.pe las medidas dc las longltudes de kstas cirgun-
ferenclas? (Sugerencia. Elige longltudes para los.didmetros
N 1uegm halla lys longitudes de 2as circunrerencias. Usa
como numedal. ) _ o
; 5. En la ﬂigura, las clrcunferen-
‘ cias G-y D tiénen el mismo

=T

_ certtro P, EI radlo de la

‘. circunferencia C' es 7 pul- ¢
- gadaa y el de la circunferencia
, .D es . pulgadaa. .

. (a) Halla la longitud de cada circunferencis. .
b)) s1 e1~éngulo QPR contiene 70 gradoa,'acuél es la

. - medida angular del arco:.579? ;Cudl es la medida angulér
. ' ge QR® h ) .
.{ L (cf $Qué parte rracclonaria de la circunferencia C es el
. .arco QR? L Qué parte !}accionaria de la circunrerencia

- D'és el arco ST° . \ . .

(a) iCu&dl es la 1da lineal del arco QR? sCudl es* 1a
- medida lineal del arco 577 N

)

, o 161
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_ das. Probablemente puedes encontrar también unsa sartén cuadrada ‘ {

_dos’ sartenes tiene mayor superficie para freir,

'En otras palabras, se quieré comparar el drea de la regidn cerrada

‘frecuentemente cuando se habla de una regidn circular.

* , . ¢ , 4
6 PROBLEMA DIFICIL. Suponte que se coloca una cinta bien -
" tensa alrededor de la tiérra,‘scﬁre el ecdﬁdor; Yy luego se
le sumenta 1! ple de longitud, de manera que se afloje.un
.°poto, ‘pero dejéndola igualmente separada de la tierra en
toda su longitud. :
(a) (Podria pasar un ratén entre ‘la cinta ¥y la tierra? -
(b) 3 Podrias pasar tui entre la cinta y la tierra? Si no es
.asi, sen cuanto debe alargarse L cinta de manera que N
. te sea posibvle pasar debajo de ella? . \
(e) ¢Qué propiedad matemdtica puedes usar para responder a
. estas preguntas? ) .

' »

\
11-7. _Area del cfrculo B o
. En la cocina de tu caaa puedes encontrar una Bsar: én clreu-

lar de nueve pulgadas. El borde de la superficle en que se frie

) representa una circnnferencia, v las "nueve pulgddas" repreaentan

el dismetro de esa circunferencila.: Algunas sartenes son cuadra-

de ocho.pulgadas. Una persona que tratara de decidir la compra
de una sartén’ clrcular de nueve pulgadas o de una Bartén euadra-
da de ocho pulgadas podrla preguntarse: ":Cudl es mﬁs grande?"
Por "mis grande" debemos entender mayor superficie pars: freir.

de un cuadrado de ocho pulgadas de lado con el drea de la regidn
cerrada correspondiente a una circunferencia de nuéve pulgadaa e
de’ aldmetro. SR . ‘ ‘ ;
Daspués de una “cuidadosa inspeccidn de las doa sartenes, o
concluirfas que_.las dreas son tan aproxlmadas que no puedes’ .
declair cuBl es ﬁéa grande, Tratemos de -encontrar cuidl de ias :
"Area de un circulo" significa "drea de la regidn clrcular
cerrada”. -Cuando sepamos cémo calcular el drea de un circulo,
podremos expressr esta adrea en términos del radio. Esto se hiijf}

[}
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. ptede utrillzarse pars caleular el radio o la 1ongitud de la pir»
\cunferencia. Perd es Giffcil medir e‘ ?rea de un clrculo.
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Como_cada lado del cuadr tlene ocho pulgadas de 1onﬁitud,
sabemos que Su Area 8 sesenta y cuatro pulgadas’ cuadrad&s.:
camblo, aun no hemos estudiado un método que nos permita calhular
el-drea de un circulo. Podemos medir el didmetro. Eita med;da

Ep la figur:, e} puntd P es
a la vez el centro de la cilrcunfe-
r@ncia\y el _centro del cuadra@o
ABEF, Sea r 1la medida del radio
de’ 1a circunferencla.. Entonces, .
cada uno de los segmentos VP Y%
PZ es5 un radio con medida »r.. El
dngulo VPZ .. recto. }Es el \
d¥ea del cuadrads ABEF cuatro

. Ay i o > T

~ NN
N .
- { :

* veces el drea del cuadrado VAZP? i ‘Q

\ Observa que en la rigura la circunrerencia tiéne un dipmetxio
que es 1gua‘ en longltud al 1ado'del cuadrado, 1ueg0 coﬁteqta a
las siguientes_preguntas' :

I. (a) WEs 1 drea del circulo mayor o. menox que el éreaggiel

-

cuadrado - ABEF? - . ; :
) (b) ;Bs el drea del cfrculo &ayor qhe el drea déi cuadrado
- . vazp . -
(c) 3Es’el drea’del circulo mayor o menor. que el cuéﬁruple
‘del drea del cuadrado VAZP? . [ : .
(d) iNos da esto el érea del clrculo? .o i

Tratemos de calcular aproximadamente el drea del cinculo
haclendo una medicldén mas culdadosa. PEn la parte superi T de la
pagina sigulente 36 presenta un cuadrado pequefio. Cada hno de sus
lados tiene una unidad ée longitud, El cuadrado pcqueﬂ? repregenta
una unldad de area. : .

La figura grande representa una circunferencia cuyb radio K
tiene dlez unldades de longltud, El cuadrado grande, cuyos lados
son tang;ntes a la clrcunferencla, tiene su lado de veinte uni- N
dades de longitud. La 1rgién interior a esa circunferéncia ha

* 14
\ N
»
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sldo sublerta con unidades de drea. Usa eate dibujo para hallar :
el grea aproximada del. cireulo. i N

a

» »

1Qué método serfa buero para contar el nimero de ynidades
cuddradas de la regign circular? Podriamos contar el numero de °
* tales unl daaes en cl oyadrante limitado por el cuadrado ABCD,
Luego podr iaroa uultiplicar ese ndmero por ¥, Observa, sin Ct
embargo, gque alguras de las unldades de 4rea estén parcilalmente
en el Interlor del cfrculo y parcialmente en su exterior. Tene~ '
mos que determ;nar el total de unldades cuadradas, lo cual 1
puede hacer contando las unidades que tienhen mai de su mltad en
‘el Interlor, como unidades Enteras. ‘Ersonces, despreciamos las
unidades para las cuales 1a menor parte estd en el interior.

. Hay unas 79 unldades de.drea &n el cuadrante. El ndmero =~ %
\ total de unidades de drea ers el circulo aera, entonces, L veces
©, 79, &s d=cir 310, o \

"eCudl es el 4rea del cuadrado ABCD? El drez de ABCD es
100 -unidades cuadradas. Entances el 4rea de BEFG es 400
unldades cuaﬁradas.‘ Ahora responde g las sigulentes preguntas*

: IX. {a). Qhe relacidn hay entre cl drea del cireulc y el drea '?
de BERG2 o .
. - (b) ¢Es el 4rea del cfrculo un poco mayor que fres vecea , |
\' N el drea de ABCD? . _ T
oo a " (c) ;COmo puedos determinar rdpldamente el drea del cua-
- drado ABCD? ' .- .
. * Como hemos visto por las respuestas a . 3 preguntas ante-
.. riorea, el drea de BEFG es mayor que el - Jdel circulo,
‘Puesto que el srea de BEFG .23 cuatro veces el drea de ABCD, ;
. | entonces, cuatro veces dlez veces dlez (h . 10 ) TO) da un 5
'.peructo mayor que el 4rea del cfrculo. Pero el ‘drea del”circulo )
€3 un pocy mayor que tres veces diez veces dleg (3¢ 10 « 10),
‘e ' : . . Q
. . . ~
N
155 - |
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qu matematicos han demostrado gque para cuslguler circulo,

Su area ©8 un poCO mMayor yue tres veces la medida de su radic

multiplicado por 8f.mismo, (L& medida del radio del cIrculo en

1la fibur 2r3 10, Ssta er:z ls misma que la medida del lado del
cuadrado ARCD, ) El drea de un circulo es lgual al producto de

T  por el ﬂupdrado del radio. En'lenguaje'maiemético, decimos

que ‘ -

y \ : A= m®

donde A es el nimerc dc unidades de frea y r es la medida
del raalo. - '

- ‘ Vol 'amos a 1z comparaclén de lag dos sartpnes.. Una sartén
clrcular de nueve pulgadas de dlsdmetro tiene un radio de ~%
pulgadas (o hﬁ‘phlbﬂd&ﬁ) F1 dres de la sartén puede ser

' calculada asi: ‘ |

+

~

.
* )

‘A = wr° (Usando T = 3%)
22 ) ;
AET.?\Q%
1(82 P

. ‘ ‘ a .~ A N 0 %
. -  Anhora podemos: responder a la pregunta: ":Qué sartén tlene mayor
superticie para trelr, una circular de nueve pulgauas de dlametro
~ .0 uana cuzdrada de ocho pulgadas de lado?" ;Cudl es tu respuesta?

-

Ejerciclos 11-7
" . ”sando T o~ }7’ halla las dreas de los circulos cuyos radlos
- se indlcan a continuacidn: \

T, {a) 7 puls. ' (a) 21 yd.
(v) * ples (e) 3.5 mm.
{e) 1% cm. \ o (f) k.2-ya.

2. isando w = 3,14, halla las dreas de los circulos cuyos
redics san log sigulentes:

. B Wi

. (a)” & ples (a) 20 ples
(v) 10 yd. (e} 18 pulg.

{¢) 1= em. (f) 2.5 yd.

s ) A .
. H
! l(ﬁr )
LY
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3« En la sigulente tablaaze dan datos sobre cinece circunferenclas. -
Halla los dates que faltan, toma Jo 3.1 como aproximacion
para 7.
3
Circurferencia | Radic Didmetro | Longitud de la | Area
R ' circunferencia :
[ (a) A 4 ples .- ]
1 (v) B 16 cm. ,
) (e)’ C 20 ples
| . {(a) D 100 mi.
(e) E 111 plg. 3 |

k. 4Qué sartén tiene mayor superficie para frelr, una circular de
_“ocho pulgadas de diimetro o una cuadrada de siete pulgadas de
lado? (7 = 3,14) \
5. La parte superior de un tambor cilrcular tiene doce pulgadas
de digmetro. ;Cudil es su' drea® .
6. {(a) ;Qué método es mds fdcil para hallar el drea de un ofr- |

-

- culc—medir su radlo y calcular el drea, con la ayuda de |
wra, 0 medir el 4rea directamente con una unidad de medi- f
da apropiada? . . .
y (b) ¢Deben dar los doe métodos el mismo resultao?

7. Un terreno rectangular nide
40 ples por 30'ples y tiene
Su mayor parte sembrada con
grama, salvo un maclizo cir-
cular de flores que tiene
7 ples de radlo. 4Cusdl es el
4rea sembrada con grama?
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8. La figura representa una curva X
simple cerrada formada por.un /’)ﬂ~\\\\
arco de clrcunterencia y un / "

diametro de la misma. El area T

del Interior de c¢sta curva simple cerrada, medida en pulgadas
cuadradas, es Ev._ No emplees ninguna aproximacion para T
. eén este problema.
(a) gCuglfes el drea del circulo entero®
{b) sCudl es el cuadrado del radio?
(¢) 4Cudl es la longitud del radio?
(a) ¢De ﬁué longltud es el tramo recto de la curva simple
- cerra§a repreasentada ﬁor la figura?
“(e) ;Cudl es la longitud de la circunferencila completa?
« {f) ;Cudl es la longltud del arco clrcular representado por
la figura? ) T
{(g) :Cudl es la longltud total de la curva simple cerrada?
*g, La tlerra estd a unos 150 millones de kildmetros del sol.
La értita (o trayectoria) de la tlerra alrededor del sol no
_es realments circular, pero s3I lo es sproximadamente., Supente
que la ovtlita es elircular; entonces.la trayectoria estaria en
un plano y tendrid una regidn interior (en el mismo plano).
SLEn cudnto se pucde estimar el.area de ese linterlor?
*10, [l centro de la circunferencla
" mds grande estd sobre la cilrcun-
ferencla mds pequeria. La inter-
secclidn de las dos clrcunferen-
cias es un punto dnico. Este
- punto y los centros de las dos
clrcunferenclas estép sobre una
recta. Si se toma como unidéd
de medlda el interior de la )
circunferencia mgs peguefia, zcudl sera la medida de la regidn
interior de la circunferencla grande, pero exterior a la cir-
. cunterericla pequefia?




. - -s07- . 11-7
Sigue las instruccicnes qué se sugleren a3 continuacidn y
aprenderas otra manera de descubrlr una relacidn entre el
radio y el area de un mlsmo circule. Utllizando tu compas,
divuja una circunferencls grande sobre una hoja de cartulina,
Liama P al centro de la circunferercia. (V. la figura a la
1zg.derda.) iisa el limbo graduado para trazar och6 rectas que
paseri por P y dividan el interior @=) circulo en dieciséis
reglones, todas de igual 4drea. (V, la figura a la derecha. )

* -

Y

[
Recorta el elrculo sepsréndolc del resto de la cartulina,
Corta el interior del cfrculo a lo largo del dldmetro en linea
“1léra.  Towma luego cada una de las dos mitades, y corta culda-
"dosamente 2 18 largo 4c las lIneas punteadas de los rayos,
partierdo de P y hasta tasl llegar a la circunferencia misma.
Colganao las.ocho porciones angulares, debéﬁ parecer dientes,"'

10\_} R A
“

g
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Junta luego los dos semicirculos de manera que 1as sallentes
del unc se .cologuen en las
entrantes del otro. (En la ‘ o
flgura se muestran unos pocos ‘
de los dieciséis dientes. )

Los bordes superiaﬁ e Inferior

de la figura as{ formada tienen aspecto ondulado. S1 fueran
rectos, la flgura entera serfa el interlor de un
(1lena el espacio er blanco con un nombre adecuado para esta °

A ]
-

*

,curva simple cerrada). Como aplicacldn de los resultados del

12,

Capftulo 10 puedes estimar el-drea del interior de esta

curva usando las medidas de su base aparente y de su altura.

JQué relaclidn hay entre tu resultado y el producto de T

por la segunda pﬁtencia del radla? “

PROBELEMA DIFICIL, Un establo tlene 40 piles de 'largo y 20

ples ‘dé ancho. En el punto medio de uno de los lades mds .

largbs se ha fijado una cadena de 35 ples de largo., Otra

cadena de 35 ples de lgréo se ha fljado en una de las es-

quinas del establo. ~Cu§19uiéra dé estas. cadenas puede

utili;arse para atar una vaca mientras come la grama..

(a) ¢Qué cadena da a la vaca atada la mayor irea en la que
puede pastar? ‘ .

(b) ;Qué diferencia hay entre las dreas de les dos. reglones?
(Usa 3.1%.6 como apr.ximacldn para T, )

[N
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Sdliaos‘cilindricos-Vbluveﬁ ~
En el Capitulo 8, has estudiado los sélidos rectangulares,

« Bu volumen y.el irea" de su superficie. En el Capitulo 10, has
visto el prisma, su volumen ¥ el drea de su‘superficie. Aqul es-
tudlaremos otros sélidos que se encuentran frecuentemente en la
vida diaria. Suporte que un sdélido tiene una base circular, como
en el caso de una lata de conservas, én vez de una base rectangu-
lar coro' una caja cualqulera. Ese sdlido se llama sdlido cilin-
drico (o simplemente cllindro),’ Te son familiaree otros ejemploa
de sdlidos cilinﬂricoa, comc tubos de papel, tanques, silos y

', - algunos vasos para beber.

dros.

Las figuras que se muestran a continuacién representan cilin-
Las de Ta ilzgulerds se llaman e¢illindros rectos. CompAralas

con las de los cilindros oblicuos de la derecha.

.-@I.\

. e

CILINDROS RECTOS o CILINDROS oaucu

ke
N N

¥

Raramente venos c¢llindros oblicuos en la vida diaria. Por

consigulente, supondremos en este capitulo que nuestros adlidoa
son cilindros rectos. '

He aqul una lista de: algunaa propiedades ilmportantes de un .

‘ cilindro recto:

(1) Tlene dos bases conrgruentes (una tapa ¥ un fondo) y'
cada una de ellas es una regidn circular.

{2) cada una de’3as bases esta en un plano y los dos planos
‘son paralel B, .

(3) S4 los planos\de las bases se colocan horizontalmente,
la base supepior estd directamente encima de la base
inferior,

(4) 1Ia auﬁijr“cig\igteral del cilindro se compone de los

>

/") .

-
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puritos de los segmentos gue unen un punto de la olp-
cunferencla Inferior con el punto que ‘estd directa-

mente enclma de €1 en la circunferenela superlor. '

N

L

L4 ’ ~ \\\:

- Hay dos nﬁmero§ gue representan iongitudea que “permiten
caracterizar un sflido cllindrico:' el radio de la base del .
cilindro y el alto (o altura) del mismo. Ls altlira es la dis- ..
_+ ° tancia (perpendicular) entre los planoé paralelog que contienen
1%s bases, La 2ltura de un cllindro recto se puéde\taﬁiién-ima~
n&r como la longltud del segmento mas pequerio posible conte- :
nldo en la su periicie lateral y que une las dos bases., "
3 Cémo podemes hallar el volumen de un sélido cilindrico? |
g En clorto sentido hay un método bastange rdeil. Si el sdlido
es como una lata de conservas y Puede contener agua (o arens) -
podemcé llenarlo y iuego vasiar su contenldo en un depdsito de
tamaﬂo normalizado. Sin eybargc, gqueremos Conocer una manera
de llegar a la respuesta sln hacer esta gperacidn cada vez,
‘Para élgunos ¢ilindros, este método seria limpractlcable, muchas
veces lmposibtle,
Recuerda c¢émo hemos encontrado el volumen de una caja o de
un prisma freeto\ Primero hemos considerado una caja o prisma
, de 'una un¢dad de alto. El ndmero de uniéades cdbicas de esta
caja o prisma s ria €l mismo ~ue el rpmero de unidades cuadra-
das de su base., Luege la medida del volumen era, claramente,
la medida del dres de la base por uno. Si la caja o prisma
venfa una altura de dos unidades, entonces la medlda del volumen
era claramente el doble de la medida del drea de la base, Es <
..declr, serla 2 veces la medlda del drea de la base.

a
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En general, si el drea de 1a base fuera B unidades cuadrs-
das y el alto de 1la caJa O prisma fuersa. h unidades, entontes el.
.+ volumen serfa 2.+ h vunidades cUblcas. :
. Exactamente lo mlsmo ocurre con un sdélido cilindrico. Iha T
. medida del volumen @el cilindro es simplemente la medida del &rea
\ - de la base por la'medida de la altura. El grea de la base del’
cilindro es wr® unldades cuadradas. Entonces el volumen €8 _f
7el . h unidades cisclcas, ' \ . ;
Tenemos ahora un prircipio bésico que se avlica a las caJas,
& 1los otros. prlsmas Yy a 103 cilindros. ' La medida del volumen es
ia medlda del drea de la base por la medida de la alturu. En
térmiﬂos mateqat;uos, se escribe esto frecuentemente asi:
. . ~ V=5h . . ) x .
. dande B representa la medida del drea: de 1o base y h representa ‘
1la medida de la alturs. - :
Debes aprende: y recordar la manera de calcular Kxd volumen o
. de los sélicos cilfrndricos, Para caleular el volumen de cualquier |
- 3611do de este tipo simplemente ‘multiplicas la medida del gdrea de
la base por la medida de la’ altura. "La altufa es la distancia °
(perpendicular) entre los _planos paralelos que contienen las bases,
31 te imaginas la rigura geométrica y lo que quieres determinar, y
entonces muthos problemas de este tipo son muy féciles. .
Por ejemplo, suponte que quieres calcular el volumen de un_
¢ilindro cuyo radio tlene una medida de 7 y cuyo alto (o altura)

»

‘tlene una medlda de 1C. ) : o e
. V = Bh; para un cilindro, B = wrai \ '
Por coﬁsiguiénte; V = vrzh i : R
‘ ‘ VaZ.7.7.000 -
V= 1,54 T ‘

: %

E1l volumen del cllinéro tiene unas 1,540 unldades -cibleas.
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. Nota sobre los cglculos.
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Algunas veces, cuando se hacen

*calculos en los. que interviene w, resulta mas fdcil ugar su
- aProximacidn decimal solamente' en las ﬁltimas partes del cdl-
culo aritmético.
103 decimales con muchas ciiras.
g. Observamos que 5

I

5

-

De esta maners utilizamos lo menos posible

- Por consiguiente, T e 5

Consldera; por ejemplo,

=25 'y ue 25 . 8=
e B=om s 200~ (3.%0)

200,

{200) = 628,

Este procedimiente es mucho mAS simple que multiplicar- 3,14 -

por 25 ¥y luego mulqiplicar el resultado por .8.

EN

Ejerciclos 11-8

]

En el sigulente cuadro se dan datos de cinco cilindros

rectos,

Las letras © y h son las medldas del radio

de la base circular y de la altura del'cilqndro,,respec-

tlvamente,

Usando 3.1

los voiﬁmenes'he los ¢llindros.

x

como'aproximépién para T, halla

\

C1lindro Radio (r) 1 mto (n) Volumen
() ! = A 4 plg. - 8 plg. ?
(b)] B S 8 pies 4 ples 7
(¢) C 10 cm. 30 cm. ‘ ?
(a) D 7 ya. 25 ya. | B
(e) E 12 plg. 12 plg. Ce

-




»

2.

»

N )

L2

*

e

k]
4,

.5‘

Ny

6. .

\altura de cada c;lirdro. Lgp flguras no estdn dibujsdas a

’ y | ‘ . !
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T
Halla los volﬁmenes de los cilindrcs rectos que se muestran .
a centinuacién‘ Se dan las dimensiones para el radio y la e

‘ﬂ N -

escala. Usa w = 3,1,

(a) o (v) o t (e) o .

12— >

() i
. ’
LR Eydmy
0 yd.
ST

: - . { »
(&) ~ 25 ples . » -

Tn 8ilo {con techo p ano) tiene 30 pies de alto y su radio ,
Interior mide 6 piesy iCudntos pies ciblcos de granos .puede
contener? (;Cual es su volumen?) ‘*Usa' 7 =~ 3. 14,

Un tanque cilindrico para agua tiene 8 plea-de alto. E1 dig-
metro (no el radio) de 8u base mide 1 ple. Halla el volumen :
(en pies cibleos) de agua que puede contener. Deja expresada v
tu respueata en términos de w. S1 usas una aproximacidn para
T, ;cudl es tu respuesta con la aproximacidn de un ple ciubico?
En un ple cubico de agua hay unos ?E galones, jCudntos .
galones contendrs, aproximadamente, el tanque del problema h9 -
Halla 1a cantidad de agua (volumen en pulgadas cdblcas) que ¥ "

|

puede' conteéner up tubo de 100 ples de: largo B8l el radio 1nte~ Lo

» Tlor de “au .secéidn transversalies 1 pulgada‘ Toma a w 3, 14,

(Una’ seccidn transversal tiene’ la forma de la base. Una sec- fi
cidén transversal es 1§ 1nter§ecsion del sdlido con un plano .
paralele a los planos de las bases y colocado entre elloa.) .

»
»

A}
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\ *7.° Halla.el ¥slumen de un sélide ciifndrico duya altura es 10
centimetros y cuyo radio de la base es 3 centimetros. Deja
. tu r&spuesua en términos de w. * . *
"8, En nl problema 7, geual seria el volumen si el alto se dupli-
cara’y la base permaneciera sin cambiar° :
*Q, En el prohlema 7, scpdl seria el volumen ‘8i el radlo de 1a
.base se duplicara y la altura permaneciera sin camblar?
*10, En el problema 7, jcudl seris el volumen sl se duplicaran a
la vez la altura y el radio de 1a base? (Imagina que pri-
mero se dupldca la altura ¥y 1uego se duplica el .radilo de
' la base de este nuevo cilindro. ) h »
*11. En general, ;cudl es el efecto sobre €l volumen de un. sﬁlido
.. oillindricdo cuando se duplica la altura? Y chands se dupliéa
el radio de la base? ;Y cuarndo se duplican ambos, el radio
. de la base v la altura° . & {
12. PHOBLEMA DIFITHN.. j;Cudl es la cantldad: (volumen) de metal
en un trozo de tubérfa de agua de 30" de largo si el did-
metro ‘Inberior de una seceidn transversal de la tuberia es
2" “y el didmetro exterior es 2,5". Usa T = 3.1.

*

~

1

»
»

L]

11-9. S611dos cilindricos—Area total
En 1z s¢eclén anterior hemos considerado problemas sobre
el volumen de un ¢ilindro. Consideraremos ‘shora el drea de su
| superricle., Hay dos preguntas que se\pueden proponer: (1) sCudl
+ .+ es el irea de una superficle curva? (2)'¢Cu§1 es el drea total?
Es rdcll ver la relacidn entre estas dos preguntas sl nos lma-
ginamos el sélido. El 4rea total es el area de la superricie
. curva mas el‘érea de: 183 bases auperior e inferior. Pero el
érea d¢ ias do8 bases es, la misma. La medidz de una de ellas -
es vrz, dorde r es la medida del radio de la vase, Asi, pues,
sl encontramos uaa manera de.hallar el drea de la superficle  *
curva,. podsmos encontrar ed area total. ‘

j S
<
{
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" eircular del cilindro.

-315-

-

N

11-9

La 2tlqueta de una lata (e conservas cubre L8l tuda la super-

flicle uurva de la laza.

pletamente la superficle curva de 13 lata.

la erliqueta es el drea lateral del e¢ilindro.

Supondremos que esta etiqneta cubre com-

Ixtondes, el drea de
;0dmo se fabrican

las. etlquetas? Se cortan Yy se lmprimen en forma de reglones reo-
tangularps. El al®oc de tal rectangulo es el alto del s611do cilin-
drico. 'La longlfud-de la base'es la circunferencia de la base

(Cuando se-rabrican, las etiquetas tienen

esta longliud y un poguito més, para pefmitir la superposicidn de

los bordeg uxtremos.)

“1 drea lateral de un ellindro, entonces,

no-es otra cosa que el area de un rectangulo como se muestra-a

continu“clon.

N v, e

3

Hemos nbservada que e
area de clerto rectangulo.
del ellindro son iguales,

4

<i— ALTO DEL CILINDRO

v

LONGITUD DE LA
CIRCUNFERENCIA
DEL CILINDRO

[ 4
o aw diar it o -
»

1 irea lateral de un cllindro es el
La altura del rectangulo y la altura
La longltud de la base del rectangulo

¥y la longithd de la cirelnferencia. de 1a base del cilindro son
13ua1us. Por consigulente, la medida del 4rea lateral del. ¢iliri-
dro es’ el producto de la medida de la longitud de la e¢ircunferen-
cla de la base y la medida de la altura.. Entonces, la medida: es

-

91T-n, h

Y la medida del Area total es

EWT b h + '2'71‘2

A

1

* Hay elertas supert ficles curvas, como la' superficie de una
tola, por v'ewplo, que no pueden ser tratadas de una manera tan

flcles planas no pueden ser extendidas bien sobre ellas. Las
* dreas de tales superficles pueden sér tratadas de otras maneras,

Fblizmgnte los cilindroa tienen superficles curvas "raciles"

.
a

Q

_annciﬁla. Las superiicies rectangulares: y algnnas otras super-
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- Con rererencla a las medidas sobre los c¢irculos, son muy
_importantes dos de las rérmulas presentadas en este capitulo.

Esas rérmulas son: <

? &

. 1. ¢= gwr (6 ¢ = wma) |

T 2. A=~ m° R . ~

Las férmulas para el volumen y el drea de la superficle de un
86l1ldo cilindrico utllizan esas dos formulas. Por conslgulente,
no es esenclal que memorices las férmulas para el’ volumen y el
drea de la superf;cie, si puedes recordar lo que ellaa repre-
sentan. ’

. Debes entender y conocer el principio general bésico para
1a obtencidn de los volumenes de varios sélidos. Para sélidos
que son prismas rectos y cllindros rectos, este principilo nd§ N
} &_gice que la medldg del ‘volumen es e, producto de la medida del

. drea ‘de la base por la medida de la altura, o en simbalos ‘mate-
PR maticos, V = Bnh, Q . .
‘ Finalmente, en varlos problemas tales como el célculo ae
..~ f#reas de las superficles, debes imaglnarte 1osﬂpbjetos geométri-
cos y 1o que ya conoces, Por gjemplo, para hallar el Area late-
ral de un sdlido cilindrico, imagina cémo seria esta superfilcle
lateral si f* ~ra aplanada, Entonces el drea lateral es el area-
de un r¢ .:gulo. Para ogtener el Area total, suma al%?r a
lateral el doble del irea de la base. En simbolos matematlcos,

. . ‘ Sp = Tah + 2r° . .
» L Y

donde | ST representa la medida del &rea total de un cilindro,

. . a “epresenta la medida del éiémetro de 1a baee,

LY

. b ol Jepresenta la medida del radio de. la base Y.

h representa la medlda de la alturé del cilindr??

Y
Pk ool L e e

g



Hallar el grea toghl del
¢ilindro que se gyaatra ala
derecha: (Usa' 71 =~ 37 )

ST = Tdh + Evr?\\v

Sp = (3 te20) + (20 BL7a )

* Sp = 880 + 308

El drea total es aproximsdamente
B AN £ Y *

-
»
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)

H

" En la tabla 8¢ dan los*datos de cinco cilindros.
Ty 3. , halla los datrs que faltan.

»

-»
-

{
1,188 pulgadas cuadradas.

’—-Q\

-

S

~

Tomando

N

) . - —
Cilindro , Raﬂio de\ Ddémetro de.| Altura Area tota
] . 1& base - | la base o
(a) A ?. 10 plg. . | 10 plg., t,? l
R 12 1 pile 2 3 ples ,® f
v | {e) c 9 15 ples 17 ples ‘9 \
(@] b .15 om, ? 50 cm. ?
(e)f | & ) - 8 . 12 ya, ?
) ) a
N Ty
K (l . . .\
. . .
- ~° N
\ -
L 4 TN - -
. N “
B : o

]
)
¥ ]
i
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3. PROYECTO PARA EJECUTAR EN CASA. fompleta el siguiernte pro-

yecto fuera del aula.
. {(a)

-y
v

(a

)

Torma J4na lata ds conservas cualgulera. Micdela ¥y ponle
luegu una etlqueta de manera que cubra su superficile
~uprva Sin superposicliones. Tu\etiquéza tendrd la forma.
d= un . Su alto skra el . de la lata. La
lengitud de su base serd la de la lata. Trata
de aplicar tu etigueta a ver si coincide.

Toma otra lata de conservas de diferente tamafio de-la
anterior. Haz una etigueta sin efectuar ninguna medl-
clon, Detefmin§ el tanano deseato de la etiqueta por
domparacidn con la lata.

Con una cinta de medir o une cuerda (que medirds después)
e leula ¢l drea lateral. de la lata de la parte (b),
midiendo directamente la, c¢ircunferencia de la base ¥y

la altura. ’ \ ~
Mide el didmetro (y ivsgo calcula el radlo) de la base
de la lata de 1= parte (b). ' Utilizando estos datos ¥

1z altura, halla el ared lateral de la lata. ;Coinclde
tu raspuesta con.la aue obtuviste en da parte (¢)?

N
NN M ¢
“
“ N

PRI

1

Ceeg
A
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Y. Hallu el €ivu lateral {en centimetros cuadrados) de un sdélido

¢ilindrics ¢.yo alto es 2 centimetros y sl radio de cuys
base es 1“-»entimetrc:. Toma w7 = 3, i4,

3

o Hulla ol irca total del eilindro del problema 4&.

. iluantos metros cuadrados de idmina metslica necesltas rara

construlr un tanque cllindrico cerrado cuya alcura es 1.2

metros j el radlo de cuyn base es 0.8 metros? ;Cudntos

metros cuadrados necesitarfas sl el tanque estuV¢era ablerto
n la parte superlor®

Y. ina aldea tlene un «ran tangqv cilindrico para agua, que nece-

slte pilntarse. Un galdn de pintura cubre unos* 400 piles cua-
drados. (Gué cantidad de pintura se necesita para cubrir todo
2l tanjue sl 2] radlo de la basc es B ples y el alto del tan-
ue s 0 pi=s? Da tu respuesta cen la aproximacidn ce un

déciro de galdn,
@ .

»

P1-10. .POISNAL:  Gepaso de los Capitulos 10 y 11
1. Freocwentement el uso de dlagramnas ayuda mucho a ponexr de
ry

rardtfleato of as relaclones. Por ejemplo,
al , .. f

3 .

puede representar 2 - 3 = 6

Medlante Jdlagramas se¢ pueden representar las relaciones refe-
entes a sumas y productos.

puede representar

2(3+5) =2+ 3 2+ 5 v
6+ 10 ‘

I

Has estudlade maneras de calcular perimetros, dreas ¥ volumenes
para cierto nimerc de figuras geométricas Yy sus interlores, y
. ‘

-

.
. . " :
, :}ad//wi .
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has expresado estoé métodos brevemente en proposiciones numé-
ricas o formulas.
A contlnuaclon se dan doce Glagramas de vaﬁias de estas .

formulas y una lista de las filguras geométricas a las cuales

se aplican una {o mds) de esas I'drmulas. Copia cada dlagrama

en una hoja de papel y escribe al lado lo sigulenteé: = .

(a) El nombre de la figura {o figuras) a las cualec se aplica

el diagrama. (Toma figuras de la lista indicada.)

(b) Lo que la rérmula dice acerca de la figura: ‘drea, peri-
metro, volumen, clircunferencla y area lateral.

(c) La férmula que representa el diagrama.‘
Lista de figuras: paralelogramo

‘prisma rectangular

circunferencia .

iriéﬁgulo

rectangulo

prisma triangular

cilindre

»

»

N
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2. [lay
. (b)
{c)
(a)

- ‘s
- (e)
(r)
*(g)
QQ!‘ . . ’(ln}

:522_

*

En tus coplas de los diagramaa,‘dibuja una circunferencla

alrededor de cada numeral. '

Dibuja un cuadrado alrededor de cada simbolo para ura

medlda que tieres que conocer para aplicar la fdrmula a

una figura particular. ‘ . -y

Aplica una regla horlzontalmente a través de los dia-

gramas {1) a (10) en tu texto, para separar los nume-

rales de-los simbolos ‘para las medldas. ;Por qué hay

en alguros dlagramas m3s rlechas debsjo de la regla que

en vtros? ) -

Cada una Qe las. férmulas indica la manera de encontrar

l1a medida de wuna cantidad que .tlene una dimensidn, dos

dimensiones o tres dimensiones, Coloca "1", %2" ¢ "3"

2l lado de cada dlagrama para mostrar la dimensidn de

l1a especle de cantldad con que se relaciona. :
*Ves alguna cornexidn entre ovus respuestas a las preguntas
2(e) vy 2(a)? | - N :

Mira los .dlagramas de las férmulas para hallar volumenes.
(Hay tres.). Pon una B en el extremo de unay”lecha,‘

para separar lu parte de la férmula que da €l Area de

1a base del resto de la formula. ‘

Constégye férmulas referentes a cuadrados y cubos. . Haz

aiagramﬁs para esas formulas, e indica lo que significa

cada diagrama. .

Dibuja los dlagramas (11 y (12) ae diferente manera.

Escribe las férmulas para tus nuevos diagramas.

’

¥ *

o
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En la figura anterlor, determina con tu’ limbc graduado, la

medida de los sigulentes arcos.
correctamente los simbolos.

(a) BME ‘ L (4)
(v) . ABC (e)
(¢) Cub .

La longitud de cada lado del

' tridnguls EFG es 54,6 metros.

La distancia entre E y el cen-
tro P - de la circunferencia es

20,0 metros. La medida ae la -

altyra del triangule EFG de

" E 8l lado TG es 30.0 metros,

(a) ¢Cudl es el drea del tri-
angulo EFG?

Indiczs tus resultador usando

[ g

CDE . .
——
RAM

*

() $Cudl es el éfﬁa del circulo? '(Utilizad;3.1§2 como

‘aproximacidn para T, y redondea tus res
aproximacidn de un metro cuadrado, )

| Y

vestas on la
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(¢) Diduja en tu papel un croquis de la figura y sombrea
la interseccisn del interior de la. clreunferencia y el
exterior del tridngulo EFG. '

(d) ;Cudl es el drea de esta lnterseccidn?

(e) El1 semiplano de EF en que estda el punto Q se inter-

seca con el interior de la eircunferencla. ;Cudl es el ~

drea de esta interseccidn?
A continuacidon se muestran cuatro flguras que rep?esentan\\
curvas simples cerradas. Cada curva es la reunién de varios

N LY
segmentos y e uno o dos arcos de circunferencia. Cada arco

es, o blen una semicircunfeggncia o mlde 90 grados. Los
segmentos puh;eadus\no‘fqrm&n parte de las curvéé simpleg
‘cerradas, pero son utlles par& indicar longitudes. Paré
cada curva, halla gu longitud total y el drea de su regidn
cerrada. h

(a)

~

4

6 METROS

R

(Usa w = 3,)

24 METROS

. v we W W e WR b wme Gk WM S B GEe G S W PR WA TR A R W

[P NPV P r, L
%

. .
S e g e e oy
L4

" {v) Cada segmento tiene 31.4 centimetros de longltud.
La distancla entre los aegmentos paralelos es 17. 9
centimetros. (Toma wT = 3.1k, 'y redondea las res-
puestas Tinales con.la aproximacion de un centimetro.

L4

’ o de un centfmetro cuedrado.) ]
2 - . . <
: 1
v ’ !
) !
1 - te
' - ] 1
! . ]
r \*\\
oy
. &
A
N -
- \r. 0'
1€5 :
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L4

N
y

-

-

- ‘*?.

N

-5a5~ |
L .
(¢) La unidad de medida es sl
- ple. (Dejs tus respuestas
en términos de m.) !

-y

»

. )

*(a) " La unidad de medida es el
milimetro. (Deja tus res-

puestas en términos de ' 7,

Y ,

Halla el volumen de un monumento
ccnstruido de la siguiente manera.
1a base gv un blaque ‘rectangular
de marmol de dimensiones 4 por
6‘; por 2' de alto. Sobre el
centro del blogque hay un 863 tdo
cilfndrico de 8' de alto, -
slendo el radio de su eircunferen-
‘ela de base ¢, Tbma LA - P PO

3

-~

“

s
N

Halla 1 area totag ge 1a superficie libre gel monumento del’

problema anterior.
dera como superficie libre.-

La parte 1nrerior de la base nu se conaiﬂ




. Capitulo 12
‘\ SISTEMAS MATEMATICOS

- X »

12-1, Una nueva clase de adigidn

. La figura antverior representa el disco de un reloj de cuatro
, minutos, El 2ero es el punto de partida y también el punto de*"
llegada 8s una rotacicn de la aguja.
Con este modelo podriamos partir de ©» ¥ movernos hasta una
clarta poaicion (numeral) ¥ luego gavernos basta otra posiciow de
1a‘miama ranera como se mueve la aguja del reloj. Por eJempla,

‘_podriamos partir de 0 vy movernos % de la dist: tancla en torno
. del disco. Nos decendriamas en 2, Si a continuaciun afectuamos

una: rotacidn’ de K‘ de vuelta (moviéndonos como. Ia aguja. del
reloJ), nos ‘dctendriamos en 3. ' Despuds de una rqtacion de"n- a
partir de 0 nodriamos segulr con una rotaciﬁn de 33 lo que nos
llevarfa a 1, 1. prﬁmer eJemplo podria rormularse asi: 2 + R
da 3, donde el 2 .indlca JI 'dc la rotacign & partir a8 o, 51'
signo; " + " Significa ive hay que seguir esa rotacidn con otra
rotacidn (comc la aguja del reled), y el 1 significa una
rotacion q§ IH antonces llegamcs a 1g poslcidn marcada 3 - ~{d
3 de_ potacson a partif de O) El.aeguth elemplo aeria 2 + 3
da 1 dend“ el 2 yel signo + significan lo mismo que en el
primero, Yy .1 3° significa una rotadlén Qp‘~§3 Una° manera f€dcil)

.+ de egcribir’ e8t6 es;

L3

)

: 2+ j ; 1 (moa 4)

19

L ,ziziga Ll

L
iw,
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que se lee:
Dos mas tres es equlvalente a uno (mod 4) o tembién
dos mis tres es congruente con uno (mod ¥). .

2]

- E1 (mod &) significa que hay cuatro numerales: 0, 1, 2 ¥ 3

en el disco del relo]. El signo + significa 1o que describl-
mos antes como nuestro nuevo * tipo de adlcidn. E1 " =" entre

2 + 3 y el -1 indlcan que 2+ 3"y 1 son lo mismo (esto es,
"equivalentes") en este reloj. Abreviande, la llamamos "adlcidn
(mod 4)". Por supuesto se podrian haber utilizado otras nota-
ciones, pero ésta ‘es 1p mds comin. IUa expresidn "(mod 4)" deriva
de que algunas vecez L s8¢ 1lama "el médulo” que indica cudntas

etapas hay que pasar~antes\dev§épetir el modelo. )
Ejemplo 1. Halla 3 + 3 (mod 4). - “ ‘3
2 a A N

4
-




-

X

en el sistema (mod %),

-529- | 121 3

»

. Y
La sigulente tabla ilustra algo de lo Que pasa con la adicidn,

: {Moa 1) I
. + }-0 % 2 3 . :
T o |0 L - - B
’ 1 3 9 ' k
"""’F .2 - . 1 . n
'3, 0 : .. . N

\ " d > (N1 ‘\ . - * - ’ ' ¥
Leemos una de estas tablas siguiendo la norizantal que comien- E

za en una entrada de la columna de la izquilerda, por ejemplo 2,
hasta.clerto lugar debajo de alguna entrada de la fila superior,
‘tal como 3 observa las flechas). El’ mimero correspondiente a

esta posicicn en la tabla se “toma, como resultado de combinar gl '
elémento de la columna de la izquierda con el elemento de la fila _ -

superior (en‘ egte qrden). En el caso anterfor escribimég- T .
€+3% 1 (mod ¥). Emplea la tabla para comprobar que oo .

‘3+1

para convertirlas en enunciados verdaderos.

LN

-

(3]

0 (mod. 4), .. . . ' K ?
Ejemplo 'é. Completa las sigulentes proposiclones numéricas - -

Y N Y
- A vy N

(a)3+h§?(;méc‘15)‘ - - - .
* 51 se representaya el sistema (mod 5) por el disco de un
relo), éste tendrfa marcadas cinco posiclones; ~“e}3-decir,
U, 15 2,3 y 4 S1 dibujas éste reloj ‘verds que .

3% % =2 (mod 5) " puesto que 3 slgnifica una: rotacidn <
de £ a partir de. 0, A €ata slgue una rotacidn de g- . '
que termlna er 2, ' B ; . -

(®) 24322 (mas) - - : C e

2+ 3= 0\‘ (mod 5). Esta es una rotacidn Qe '52; a partir

de O segulda de una rotacidn de % que conduce a O,

(e) "8 4+ 3=9 (mod*6) - . - s

. En el 8lstema (mod ;6‘\) las posiciones en el .disco del
‘TeloJ estdn marcadas 0, 1,2, 3, 4 y 5. 51 Gibujas .

este reloJ verdd que 4 + 3 = (mod 6).

A}
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' completas efedtuarfa la agula para indicar que ‘han’ pasado >

Te

~

-530~ .
*
Ejerciclos 12-1 | )
Copia y completa la tabla de sumar (mod 4). Empléala para . N:
completar las sigulentes proposiclones numéricas: L
{a) 1+ 3= 2 (mod %) (e) 2+ 22 2 (mod %) . .
(6) 3+ 3= 2 (moad k) (@) 2+ 3= % (mod ¥) —~ . .
Construye una tabla de sumer (mod ) ¥ una tabla de sumar
(mod 3).
Usa las tablas del problema ?  para calcular lo siguiente‘
() 1+ 2= 72{mod 3) « " {e) 2+ 2= ? (mod 3)
(d) 3+ 3= 2 (mod 5) (d) %+ 3= 2 (mod 5)
Construye tantas tablas como necesives para completar las

sigulerites proposiciones numéricas:

(a) 5 +3=2 {mod &) (e) 3+ 6= 7 (mod T)

(b) 5 + 5.2 2 {mod &) +{d) % +5= 2 (mod 7)

Nota: Conserva todas las tablaa que has sonstruldo, pues
1as usaremos mas adelante en este capitulo.

Sustltuye x de manera que’las slgulentes proposlclones
numéricas se conviertan en enunclados verdaderos;

it ]

'r‘

lfl

(a) b+ x Q(mod:’i\): (e) 3 +x=2 (mas) '
(6) x + 1% 2 (mod 3) {f) "x + 4 = 3 (;mod 5) R
(¢) 1 +xs= 2 (moad 3) (g) x + 2= 0 (mod 3) o
(d} 2 +x = 4 {(mod 5) ) (h) 4 +x = 4 (mod 5) . '

Tienes un reloj de cinco minutos. ;Cudntas revoluciones

23 minuros? Cudl seria 3a posicidén de la aguja al final
de los 23 minutos? (Suponte que la aguja parte de la .
posicidn . 0,) | ' ‘

1Qué hora es slete horas después de las ocho° 1Qué hueva
clase de adlcidén usarfas aqui?

rhué fecha es nueve dfas después del 27 de marzo? ;Qué . |
nueva clase de.adlcidn usarias aqui? ) i
x , . . . i - }

, 15N
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12~2, Una aueva tlase de multiplicacidn .

Antes de gonsldurar ung nueva multiplicacidn, veamos una
parte de la tubla de myltiplicar para los nimeros cardinales.

Hela ajyul: ) l
oox o 2 3k 5 6
o'} o o 0 0 0 0 0.

. 1 o RN 2 3 P 5 * 6

: 2 "o 2 , "4 B ‘ 8 10 12

3 0 3 i 9 12 15. 18 |

i o) N 8 12 16 20 24

— . ) 10 15 20 25 30
W T A e 18 2y 3q 'sg

S1, tenlendo esta tablg, hubléramos olwidado cusnto es B

por &,"

podriamac tomar la rila mhrcada con & y la columnu marcada con
o para hallar la- respuesta, 30, .en la fila 5 y ‘en ga columna 6
(indicadas con flechas)., Rs facil memorizar la tabla, puesto que
la usamos con Irecuencila; pero si no la hublévramos memorizado,

serta muy convenlerte llevar una en el bolsillo.

6Com podrfas ponstruir esta tabla si no la coraciera;fxg?
nea

,Esto serfa muy rdeil puesto que sabes sumar. La primer

Sumamente ‘Tdeil: escribes una fila de cerosn Para hacer la se-

nda 1inea '86lo nevesitas Saber contar; parﬁkla tercera,
cada vez; para la cuarta, Sumas 3 cada vez, y asi sucesl

sumas
lente,

Alora, sl usamos el miamo método, podemos'obtener wura tabla
de multiplicacidén, (mod &), Primero llenemos las filas primera A

segunda y las columnas primera Y *segunda:

*

»

2 *

»




Y

R

N f

TenemQS(ahora,exactamente cuatro espaclos en vlanco por llerar.. ,

A )

S

1

>

X

‘Para obtener la segunda flla {1ndicada coni}a flecha), sumamos

el mimerc dop en cada caso
2 + 2=

"2 x 2)

€3

lugares serdn asi:

hd
by

‘Para nbtener la cifra del cuat:n lugar, sumamos 2 a la del nerce»
2 (mod_ 4), ia segunda I'ila completa es entonces:

.é‘

0.

Para la Ultima t'ila tenemne que sumar ‘tres en cada ¢aso.

caso 3+ 5

N ]

completa e8:
F ]

Como O + 2 &

0 (mod 4).

2

»

e | o

| o

Por tanto, la tercera cifra (qye es

Entonces nuestros tres primeros

‘2

i}

.

2

0

0

d

z 2 (mod-&), y 34+ 2= 1 (mod h)
X 0 1 | 2 )
0 ) 0 0 0"’ 0
1= o T .3
2 | ¢ .2 0 2
s | o 3 oz o

En este

:

- A ]

A\ . Lt
Vesmos ahora una manera de usar esta tabla. Suponte que
wna 1ampara tiene un interruptor- con cuatro posiciones marcadas:

iabierto, baJo, medio y alto.

estas posiclones, de la gigulente manera:

Podrismos adjudicar nimeros a

N

Entonces, la tabla

"y

e,

“\
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§hier§b bajo ' medio alto . f
e o 1 2 3 . 3
Si la luz viera en la posicidn medid y* girdramos el inte'r- §
ruptor tres pogizlones, la luz 11egaria\§ la posicidn vajo, pues §
2+ 3 =1 {modl%). Suponte que la luz estuviera en la posiciéh f
“ablerto" y trep personas giraran el interruptor tres posiciones \%
cada una; jeudl \gerls ls posicidn final del Interruptor? L& res— ) ?E
\ puesta serfa "bajd", pues 3 - 3= 1 (mod 4) y el nimero 1 3
__corresponde & "pago". - ‘ N i
Consideremos ahora una splicaclidn de otra tabla de multiplicar’ o
.La familla Pérez gasta un tarro de Jugo en tres dlas. Un sdbado, ;
‘la sefiora Pérez compra sels.tarros, y la ramilla comlenza a con- ‘ ‘;E
symirlos él_siguiente dia. ¢Qué dia de la semans deberd ella com- wi
prar mas Jugo® Naturalmente, seria posible contar con los dedos f
y deelr: 3 dlas después del sabado es martes, 3 dias despuéds del é
martes es viernes, etc., Pero es mucho mds fécil observar que, .
pues to que hay slete dlas en la semana, esto estd relacionado con . ~§
la multiplicﬁpién (mod 7).‘ Podrigmos'asignar el nimero 0 al v ;
sabado, pues es el dia en que c?menzamos: ) f
sibado  domingo lunes martes mlércoles Jueves Vviernes' ‘5
o * 1 2 3 5\ 5 6.
Arora necesitamos hallar cuidnto es 6 3 (mod 7). No nece- ’.:é
sltamos tener la tabla de multiplicacidn completa, pueé tratamos ‘;
de encontrar un miltiplo de 6. Nos basta, pues, calcular la i
f1la € de la manera habitual, sumando el mimero sels repetidas - \;
veces, para lo cual usamos la- tabla de 'sumar (mod 7) que hemos R
R |

‘construldo en el problemd 4 del anter#or conjunto de ejercicids.

-
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(Mog 7) . ;
X 0 1 ° 2 3 4 5 6 .
0 0 0 0" 0 0 0
» L] » » ’ L ] . » * i L ] a t ] * * t ] ‘. ‘ L .
& 0 ”, 5 4y 3 2 1

Esto significa que o - 3
tenece el &, sé sigue que la seflora Pgrez necésita hacer la

»

1]

b (mod 7) ¥y como al miércoles per-

¥

sigulente compra un miércoles. En realidad no necesitamgg cons -
truir la sexta lla completa.

1.

2.

D

Ejercicios 12-2

(&) Construye und tablg de multiplicar {(mod 5).
(b) ‘Construye una tabla de multiplicar (mod T).
{¢c) Construye una tabla de multiplicar {(mod 6).

' Nota: Conserva estas tablas para usarlas después. -
Completa las sigulentes proposiciones numéricas para conver-
tirlas en enunciados verdaderos. Puedes utllizar las tablas
yue‘has construldo en el problema 1. '
() 3 x 2= (mod 5) (@ 1+ (3xW)°
(b} 3 x &= 2 (mod 6) (e) 5 + (6 x5)
(c) & x 4= 2 (mod 7)

*Sustituye x de manera que cada una de las proposiclones
numéricas se convierta en un enunclado verdadero. (Divnja
los? relojes que necesites.) * o
(a). 5+ 10 =x (mod 1) — (e) (3 + 4) + 2= x (mod 8)
() 7+ 13 = x (mod 15) (a) (4 - 7))+ 11 = x (mod 13)

- (a) Halla la fecha que corresponde a 10 .semanas déspués

del cuatro de dlclembre. . ’ ‘

(b) En 1957, el sels de agosto fue martes. j;Qué dla de

la semana fue el sels de agosto en 1959?

»

2 {mod 6)
2 (moa 7))~

1}

i
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> ‘ v \;

Construyn una a la de restos de la divisidn por 5§, en la que
q

ntersaceldn de una columna y de una flla sea .
el resto dc la uivision por

del producto. ‘Por e jemplo, \f
puesto que €l Mesto &S ‘

cuando 2 - 3 se divide por 5,

Fendremos un 1 en la interseccidn de ‘la segunda fila y la

tercera coiumna\ CV 1as flechas. ) Hemos 11enado algunos

lugares de la‘mahia para mostrar c¢dmo se construye. Por.ejem- :
plo, para obtener "13 interseccidn 'de la Segunda fila y.la * —

cuarta columna, multiplicamos ‘
“w‘sth que el reste de dividir 8 por: 5 es 3, ponemos 3 E
én la interséceidn Qe la segunda flla y 14 .cuarta columna.

CQmp‘eta la tatla:

2 por

4 -y obtenemos 8;

0 1 2 3 4
> w oy -
0 0 0 0 0 0
a1 oo 1 2 3 4
—— 2 o 2 1 2
) 0 4
3 ‘ 3 .
0 Y 3

']

;Observas alguna relacidn entre la tabla del problema'S‘ Yy

otra tabtla jue ya has construldo?

., Puedes dar alguna razdn

para esto? ;Como se puede utilizar esto para hacer mas : *f
sencilla la soluclom de algunos problemas? 1
Enplea la tatla de.multiplicar (mod 5) para sustitulr x .de

manera que se convierta en un enunciado verdadero cada una de
las sigulentes proposiciones numéricas:

(a) 3x = 1 (mod 5{
(o) 3x =2 (mod 5)
(¢] 3x = 3 (mod 5)

~

*

(@) 3x

(e} 3x =

i

-
—

»

S1 se hubtlera empleado (mod o) en vez

problema anterior, j;podrias encontrar X en cada caso? S1,
no es asi, ;qué equivalenclas darian algin valor de x? -°

ve Y 4

-

4 (mod 5) . \
0 (mod‘s) .

4.
DRSS SR

de (mod 5)  en el

A
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12-3. ,,Que €3 una operacléon?

. .‘““tamos ramilisrizados can 1las Operaticnea de l1la. aritmetica
ordlnaria: .adlecidn, wmultiplicacidn, sustraceden y divisidrm de.

\ . nimeros. En la Sectidn 12-1 se hap estudiade.operaciones dife- L
’ rentes,  Hemos construldo una tabla para un nuevo:tipo de adicidn = -

de los nﬁweros ©, 1, 2 y 3. Fsta operacidn estd comple&amente .
® descrlta por la tabla que has construido en el problema 1 . de
los Ejercicios 12-1, Es decir, la operacidn se.puede aplicar.
solamente a los rumeros dados, y‘los resultados de operar sobre ‘
todgs los parss de eso* nnmeros estan in®icados en la tabla. » La ‘ f
tabla indica entre jué nimeros se puede efectuar la operacion. o
Por ejemplo, nos dice que no se puede combinar el nimero 5 con
ningin otro 'er. este nuevo tipo de adicioay\pugs "5“ no aparece

* * nl en la columna de la lzqulerda ni en la flla superior. Ia >
~ tatla nos dige tamblén que 2 + 3 = 1 (mod 4), = Estudia las
‘o, sigulentes fablas: ' T . e
(a) v o2 T3 4 s () +13 5 7' 9
i2 3 5 1 3 8 10 12
213 & 35 1 2 5 8 10 12 a4 .
. i 5 1 2 3° 7 110 12 1% 16 .o
oo Y s 1 2 3y 9 {12 1% 16 18 . N
Y g
* : 511 2 .3 & .5 ~. - - ¢ ;
oo | S . NP
(c) ;E] o 1 2 3 (a) O 1 2 3. .
o1 1 2 3° 1] 3 1 2
: 1'fe 3 4 s 2 1 2 3 ?
3 * ’ %
214 5 & 7 3 2 3' 1
316 7 8. 9 ° E
’ 3
. v "\\‘ vy :‘
. . -3
. 120 ;
- ) >
! 7 % " ) - T T T LTI . =
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. C e, : .
e T b e — —— :
S - Eci

O LI T I T -
. LI 2 3" 4 5 6

. . T2 ? 4 ‘ 6 * .3 5 . ':
X o3 |3 6 2 5 3 ) -
. \ w x5 26 3 - ,
___ . 5 5. 3 . 1 6 4 // 2 o ] ,
o 6 | 6 5. & 3.0 20 1 PR
o , ’ Las iunlcas Operaciones a las que nos hemos refeﬂido anterior~

" mente se 1lamatfn multipl)cacidn o adicién. Ahora, en (c) , (4)
y (e) tenemos ‘operaciyzes diferentes y debemos utlligar dii‘eren- ’
tes simbolos: s Oy A o E

En cada una de estas tablas podetrﬁs encontrar aierto conjunto

) (el conjuntc de elementos de la columna.de la 1zqu:lerda ¥ la filas
* superior) y podemos operar con. sus elementos para obtener una
uUnlca respuesta. Por ejemplo, en la %abla (a) el conJunte es )

{1, 2, 3, 4, 5}, puesto que son los nimeros que aparecen en la
cclumna de la izquierda y la fila superlor. Estos son dod Unicos
nimeros .con los cuales se puede operar &n la tabla ‘(a). En la
‘tabla (b), el conjunto es (3, 5, 7, 9]. $Qué conjunto se da en :

+ 1a tabla (c)? ;¥ en la tabla (d)?, &Y &n la tabla (e)? o

He aquf algunos ejemplos tomados de las tablas: &
*‘ ' 3%5=3 enla tabla (a), . S |
3+5=8 en la tabla- (‘o), - ) .

2 O1=5y 202=6 en da tabla (c) Lee "2 cuadrado - *;

®’1 es lgual a 5", -

101 = 3 en la tabla (d). Lee "1, efrculo-punto - 1 es 3
= \ " igual a 3", : . 4
. 542=3 enla table (e).~ I.ee “5 tridngulo* 2 es igual R
o | a.3". N
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- . En cada uno de:los casos tenemos un conjunto de elementos:.

en (a) el conjunto es (1,2, 3 L, 5}; en (@) es (1, 2, 3}.
Tenemos ‘también una operacién: en (a) +; en (Q) QP.
Finalmente tenemos el resultado de combinar dos elementos cuales- 3
qpiera por madlio de la operauion, ern (a) “los resultados son 1,
2, 3, 8 5; en (e¢) son O, 1, 2, 3, 4 5;.6, 7, 8 & 9.
Todas~estas operaciones se llaman operaciones blnarias, pues se
apllcan a dos elementds para obtener un tercero. Hasta ahora
los elementos han slido nameroa, pero se vera mas. tarde que esto
no es necesario. '

.Los dos elementos que combinamos pueden ser el mlsmo Y el ~
esultado de la operacion puede ser o no un elemento del conjunto,
ero debe estar univocamente definido—es declr, la operacidn no
puede dar varlos resultados. ..

& . ‘ Ya estds famillarizado con algunas operaciones definidas
N sobre el eonjunto de los mimeros carainales. ‘ :
Dos nudmeros cardinales cualesquiena pueden sumarse. ILa
“. sum d2 & y 2 dz 10. .
e .~ Dos rimeros cardinales cualesquiera pg§den‘mnltiplicarse:

-

=

1 producto de 8 por 2 es -16. - K N
Lo La adlcidén y la multiplicacidn son -dos operaclones diferentes N
~— " definldas sobre el cohjunto de los mimeros cardinalés, 2o
= Para estudlar la sustraccion,.por ejemplo entre mimeros '
cardinales, es. conveniente adelantarse y consultar el trabaje- -
del oqtavo grado. La expreaién 6 - 9" no es el nombre de nada
que hayas estudlado en.este curso. Es decir, no te ea posilble
- combinar 5 y 9 .(en este: -orden) por sustraccion Y obtener
. "una cosa definida"; por btanto, puedes llegay a dudar de que la -,
R .sustraucidn’sea una operacldn, El préximo afic aprenderas gue = °
*hay una cosa definida" (en efecto, un nnmero) que se llama '
" - 9“. meniendo eato presente, consideraremos la sustraccidn
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nimeypos cardinales (o nimeros vacionales, ete. ), aun suando.no
estamos familiarizados ton todos lns resultados que se obtienen

-

por sustnaccion.~ . o N
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: .gleméi as d»l conJunto Sc escriben ‘en’ el mismo orderr en la fila
\ supnrior (de izquierds a derecha) ¥y en Ia columna de da izquierda
(d@ arriba abaJQ) La uonservaciﬁn del mismo.orden ngs facilil-

fi tara el trabajo pggteriar. e )

; Debenmos tambien ser muy -culdadosos con el orden en que se com- {i
. binan dos clementos. Por &jemplo,. - i
o . 2 v =5, pero* 1[]2 = &, » ‘ a
. Por esta razén, debemos recordar gque cuando se explicd =1 procedi- ) =

: miento para leer una taglﬁ, se convinc en escribir primero el ele- . ‘1
- mentd de la columna de la‘izqulerda y después el elemento.de la ° .
fila‘guperior con el simbolo de la operacidn entre ambes. Debe- .

mos examinar toda nueva operacildn paﬁa vér sl es cdnmufativa y
‘asoclativa. Haremos ahora una breve revision de egtas propiedades,
que se han estudlado en los capitulos anteriores..

Una. operaeion + definida sohre un conjunto se llama con-
mutativa si, para dos elgmentos cualesquiera 2, b del conjunto,
a+b=D>b + a. . . .
- ~ Uha opeggﬁiéh + definida sobre un conJunto se 1lama asocia-

. tlva sl cualesqulera elementos a, b, "¢ del conjunto, se pueden ;
combinar en la forma (& + b) +,¢, y también en la forma ‘~j

@.+ (b +¢), y los dos resultados 'son lguales: - i
‘ (a+b) +c=a+ (b+ec) ) y
f; - | .‘ Bjerciclos 12-3 ' ) “j
- 1. Usa'las tablas de 1as paginas 536 ¥y 537 para responder a i
. ‘las sigulentes preguntas: | T
. ..{a) 3+ 3= 9 sl usamos.]la tabla (a). . . . ) .s
() 34+ 3= 12 sl usamos 1la tabla - (b). k
(e), 302=¢ . R e o
L (d) 2[]3:? -t - i o N
(e), 202.= ‘ o *
R (£) 101="2 . ‘ N e
in ‘ - :




20303 =

(g) ? S . - g

(R) 20 (303) =2 e - =

(1), (dnQe=-z T e S

{3 113(1{32)=?‘ . 4

0 {w) (3 A l;} -7 ‘ } - T :5,,
W) Gamanse o Coo A

2.  (3) (Cudles de las operaciones binarias descri‘bas en las 4 ;

: . tablas de esth secclidén son conmutativas? . : . jt

> (b) ¢Hay alguna manera ficil de saber s:!. una operacién es
conmutativa cuando se examlna la 'cabla de esa cperacidn?

\ o ;Cudl es esa manera? . toe :

3. ;Cémo puédea saber sl una oPeracion es asoclativa examinando R ""

' la tabla de esa operacién? ;Te parece que las operaciones "3
descritas’en las tsblas de ésta secclén son asoclativas? . " 3

_l&h ;,Scn conmutativas lﬁ‘i siguientes cpera’cionea binarias*’ Cons - 5‘.‘
K truye por lo menos.una tabla parcial para cada qgeracién. . e
1  : . iCudles te parece que ‘son aaociativas" o, ;
- {a) Conjunto: Todos los numeros naturales entre 25 y 75.
. *- Operacidén: Eleceidn del menor nﬁmero. R o
oL Ejemplo. 28 combinado con 36 da 28, T ;
: (p) Conjunto: Todos los mimeros na entre 506 ¥ 536 ‘
Operacidh; Eleccidn del mimero mayoyp’ . . Yﬂ

| - Ejemplo. 520 combinado con 509 da 520,

> (c) Conjunto:' Los mimeros rimos. - . ' I ,
~0perac16n' Eleccidn d "nﬁmeré-mé‘.yor. . .9 ﬂ

(4) . Con‘jun‘f:p: Todos los nd¥meros pares entre 39 y 61, ?-:;‘

. ‘ Q;ﬁeraciém El-*.ccid::: del pr:!.'mQr nimero. - LTy §

. Ejemplo. 52 ,. :.mbinado con 46 da 52. .° ‘ ey

- o . llt: mmbinado con 52 da 46. s ‘\ Lt "?é
?(e) Conjunto» Todos 108 nimeros naturales menores que 50. . :3
Operacidn. Multiplicar el primero por ' y luego sumarle =

B o el segundo, - | R , g

_jgx_ng}_p_i 3 birado con 5 da 11, ". ™ A

»

pue

o que a-3+5;-11,“
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: (f) Cdnjunto: Todos los nﬁmé’:!:s nﬁx;rales. e _J,;
8  Operacidn: Hallar el méximo comVn divisor. .
*J Ejemplo. 12 combinado con 18 da 6. *" . “ | g
*  Yg) Conjunto: Todos los niperos naturalea. N N (\ . -
- , K Operacidén: Hallar el miniho comin miltiglo. : A
| BN S ‘Ejemplo. 12 combinado con 18 da 36. . ) f
. (n) Conjunto: .Todos los nimeros nagpreles. . 3‘
*Operaclidén: Elevar el primer mimero a una potencila cuyo : ‘_‘
B . “_ _. exponente es el aegunde‘f ndmero. - o . §
) ) .Ejemplo. 5 combinado con 3 Qa 53 ) ~ co
R nft?m}'e una ta&la para una -operacién que Senga ta propiedad u,;
TR £ cénmutativa, - : ! V .
~© 6. Construye una tabla para ‘una operac.én que no tenga la propie- _—
2 © dad conmutativa. . o - RS
. ) Hemos estudtado operac:.!.orxes binar:lasi, "La palabra "hi- -
o naria.‘ indica que cada vez Be combinan dos elemertos para P
-"J . ohtene* £l resultado., Hay. otras clases de operaclones., Se
¢ puede obtener un resultado g partir de un unico elementoo 2
LT \ /combinaydo tres o més elementos. S1 tenemos un conjuntc y de 2
1 - uno.cualgulera de sus elementos podemas detemﬂ.nar una cosa §
T, definlda, decimos que hay una "opetacldn unitaria" definida- . %
“L * sobre el conjunto. " S1 combinamos tres elementos Lara toptener - 5
N un cuarto elemento podemos ‘llamarta "operacién tednaria®. _*;s
. .Y > caso de pperaclon ternaria aeria el cdiculo del méximo‘comﬁn X %
) divisor de tres nymeros naturales; .%.r eJemplo; rhéx:ln’m R
. comin diviao‘?de 6, 8 y710 es. 2 . C -4
*7. Usando alguna clase de tabla, tra‘ﬁa de' hallar una majere de . t.
o - describir las aiguient}a operac:lones unitarias; 3 3 v ‘F—-
Y ConJunto: @&dos los nimeros cardinales de O a @ 10~ A
by Operacidn uniyaria: Elevar un nimero” al cubo, . o o ;;
‘ . Ejemplo. Aplicando la Operacién a 5 se obtiere 53 = 135. .
. e ) ) N — 0 . ) - . ~§
’ .- ) T o - Wra
‘ : e ' ; = ‘ 5‘%
. 2N . .=
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,’j ‘Estudia 1a:s "tablas (*a) ¥ " (b). En la ta‘bla (a) los
. resultados de. 'efsctuar las qperaciones s'on los mismos nimeros

i
i

» ¢ que fueron combinado§ por 1a, Operacion (1, 2, 3, li 5 nueva-
mente) Pero en la tabla ('b) 1os.raau1t,g.dos de efevtuar las > !
operaciones son numeros dlstintos de’ Los gne se combinmn _ v

: ‘\6 8, 10, «gte, en*luga.r de7 3, 5, 75 9) Ya hemos v:lsta esa *;_..
¢lage de “aiferencia, y tenemcs ¥n nombre’ pa,ra . €118, ' Hemos T g

_ dlcho que el conjunto mimeros card:nalea es ", cerrado . @‘ ?;
respecto de laladicion“ porgue sl-dos mimerod ‘cardinales euales- ”:’ E
quiera se combtlnan por a&icidn, el resultado es un nimero ‘cardi- i

- ngl. De la misma manera [1, 2, 3, &4, 5} en la !abla {a) es ‘g
un cqn.junto cerra& respecto ‘de ése _nuevo tipo de. adicién,t M : ;
pueate que los result.ados de la operacidn 8on elementos del : ‘L
mismo cenjunto. B g

-®ie Sin embargc, el can.junto de los n\imeroa impares ‘no es =%
cerrado “especto de la adicién i‘erque el resultado de sumar dos g

™, nuimeros. “impares no .68 un mimero impar. De“la misma manera, ~en R

g la tabla {v) el con.junto {3, 5% 7T» 9). no es gerrado respecto
de 1a operacidn de adloidn allf indicada, puerto ade o ﬂeauh—
tgﬂo no es un element;o el conjunto {3, s, ‘7,\9} e T

L -

2:)9
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»

6 -5 E primer numeral, g - 6“ es el'rombfe del nimerp cardd -

jpaturales que gontlene a 3 y es cerrado respecto de la adicidn? ',

543~ R 2.8 )

Ejemplo 1. '+El conjunto de ndmeros cardthales (1, @, 3, ¥} °
no 8 cerrado respecto de la multiplicacidn porque "2 * 3 = & no
e8 un elemento del 3pnjunto. Natﬁralmsntéﬁ 1+« 2m 2 esté en elQ\ ~i
oonjunto; pero, pari’ que un conjunto sea cereado, el resultado
debe estar en el conjunto cualesquiera que ‘sean los nnmenqs del

-,

eonjunto que_se ccmzzyen. v e \ f
Egemglo ~ El ronjunto de todos los nﬁmerﬁs ¢ardiha1e3 €s

cerrado raspecto de la mvltiplicacién porqde el producto de dos .
nimeros cardinales cualesquiera es nuevamente un nﬁmero cardinal. .

* 3

Ejemplo 3. El conjunto de los nﬁmeroa cardlnalea no es A
Lcerrado respecto de la sustraceidn. “Por ejemplo, considera 103 "

+ dos numeros cardinal&s 6 y 9 Hay dos maneras d“rerentes de .

disponer estos dos ndmeros paré restar uno de otro* 9 -6 7y
nal 3, pero el numeral e - g" no es riombre ?e ningin nimern (. o
cardlhdl. Entonces, la aqatraccion de dos nimeros cardinales no.

N\

siempre da un numero cardinal, . : v .

Ejemplo 4. El conjunto de lo3 nimeros naturales nd;:L T e
cerrado respecto de la divisidn. Es clerto que g-a 8 +.2 es S
un ndmero natural), pero’ no hay ningin .numero natiiial ga s Puedes

dar algunoa otros ejemplos de clausura, es decir, de conjuntos -

cerrados r&specto de una operacidn, 'y de conjuntos no cerrados . l*
respecto de una operacidn? . . \ N
Ejemplo & aQué podemos declr de un conJunto S Qe numeros: ;

naturales cerr&do respecip de la*adicion ¥y que contiene el numero
3% -Qué otros nimeros debe contener? Puesto que 3 estd en” S,'

3+ ., 6 6, debe estar tembién en S. Puesto que (3 +3) y 3 L
son miembros de S, (3 + 3) + 3 =6+ 5= 9 debe estar en S. e
Como (3+3+3) y 3 esténen S, (3+3+3)+3=9+3=12" 35"
debe estar tamblén en S, Podemos continuar agregando 3 & los B §
rimeros que resultan para mostrar que Sk debe estar en S para T

todo nimero natural k. Entonces S debe contener a todos 198
miltiplos de 3. ' ;Cudl es el minimo conjunto S de mimeros

Como hemoa vistoy” S debe contener & todos 1los mﬁltiploa de 3, °

-
-

.20 3 .
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+ . ¢Qué pasa si* £ contlene solamente estos numeros: ; ‘ ~ .
X ’ » 3
. \ » i S-f3, b) 9: 1‘2 "']?\ .\ . . :
(Es™3 ocerrsdo respecto de 1a aﬂirion“ :Es la suma de dos mil- .

tiplos cualesgulicra de 3 un Aiitipld de 37 S1 X "y m son
nimeros naturales, ses 3k +.3m un miltiplo’ de 3? La respuesta \
@8 . 8{, najuralmente, pues, por 1a propiedad distributiva de la - ) o
multiplicacidn respecto de da adioidn, se tiene que |

: 3k + 3m = 3{(k + m)

- Entonces, S a'{3, 0, 9, 12, ...} e8 cerrado respecto de la o 5
| adlicidn, y es el minimo conjuﬂto cerrado respecto de la adicidn-’ ‘ .frg

$
que contiene a 3. ‘Decimos que S es el- conjuntq)engendrado )
” por 3 mediznte la adicidn.
3 Ejemglc O. Acerca de\la multiplicacidn podemos formular la "
. misna pregunta que hicimos er €1 ejemplo 5 .con ‘respectgpa la '
adleida. 4Cudl’es eliminimo &njunto cerrado respecto de la N
. multiplicacidn que cnniiﬁpe a >? Tal-conjunso clertamente debe L
] N - a N
contener , . v o ‘ ‘ . o
. * . 3’ - \ .\\ | .“
B 2 N ) . :
32 3=37, . . .
! 2 ' e - »
32 3=(3.3) 2 .82, - .
‘ 37 3= [(3+3) - 3] - 3= 3",
- ¥ as{ suceslvamente.. - )
Es decir, todo nunero k, donde k .es un numero natural, debe
eatan &n el conjunto, ;Es el conjunto T.= (3, \ ;
~cerrado respecto .de la multiplicac16n° $1 n y m son nimeros -
naturales, qea 39’ 3 un miembro de T2 ‘ \ t
. . Escrike = . . . . :
" . n factores . T .8 ‘
- : ST AN : A
s P33 a3, 00 N ‘
m - factores =, 7 ; - L=
. ) (4] - i '; ' . w ’
N R 3 =3 "‘3 .1':." 3: ! .
. : ) . Dy = : ) ! S
‘- . . . R [N R L R :':* . / . N ‘ . "
? * ) A * - . N ..
hd - Q . }i
’ L .- - . a
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Entonccs

manera que sl 3 y

A

w545

. o
.

A

m

L R

-

5, 3m -

En consecuencla,

B33, 305

P 34335 0.3

3n + M
- M

= {3; 32: 333 31‘, ..“}

Y S A

es también una potencla de 3, de
5" estdn en T, Lambién estd su producto.

<

es el minimo cbnjuntc cerrado respecto de la multipllcacldn que

contiene a 3.

‘mediante &a multiplicacidn,

Siguiendo los ejemplos & y 6, decimos que el conjunto en-

gendrado por un elemento a medlante la operacion * es EL con—
(a, a *a, {(a *a) *a, [{a*a):* a] * g, ...].‘ ’

E,jercicios 12-4

Junto

1.

2,

ObSEPVd una vez mas las tablaa
pagina 542,
respecto de la operacidn?
que no es cerrado respecto de la operacidn?

+
A

~(a)

(ay
LQué téblas determinan un conjunto que es cerrado
LQué tablas determinan un conjunto

Llamamos a T el conjunto engendrado por 3

-

)

en esta seccidn,

;Cémo lo sabes?

6Cua1~s de los siguientes conjuntos son cerrados respecto de
las correspondientes operaciones° '
El conjunto de los ndmeros pares respecto ie la adicidn.”
El conjunto d¢ los nimeros pares respecto de la multl-

(a)
(®)

(05

(a)

{e)

Y

plicacion.
El conjunto
plicacidn.
El conjunto
B conjunto
El conjunto
tracclén.
El conjunto
{mod 5).

de los Qﬁmeros‘imparea respecto de la multi-‘

»

de los nimeros impares respecto de la adlcidn,
de los multiplas de 5 respecto de la adicidn, °

*

de los multiplos ae 5 respecto de la sus-

{1, 2, 3, 43} _reapgptc de la multiplicacién

El conjunto de los nimeros naturales menores que 50
respecto de la operacldn, de escoger el mimero menor. o

*

,‘)Nu

*

-

»

T
14

e

..
SR VNP PR

-
t o




12-4 ~-546- :
(1) El conlunto de los mimeros primos respecto de la adleign.
, (J) El conjunto de los mimeros cuyos numerales en base cinco
terminan en "3" respeato de la adicidn.
3. Halla 1 menor conjunto de nimeros naturales:
(2) Cerrado respecto de la adicidn y que contiene o 2.
(b) Cerrado respecto de la multiplicacldén y que contlene
a 2.
b,a (F) Halla el conjunto engendrado por 7 mediante la adicidn,
(v) Halla el conjunto engendrado por 7 medlante la multl-
plicacidn. .
‘... Sea & el gonlunto determinado por la tabla (@), de esta
secclon. ;Palla el subconjunto de S que estd engendrado por
1 ﬁediaﬁte (®» . Halla el su»conjﬂnto de S gque estd en-
gendrado por 2 mediante @O .
*, Qué€ subfonjunto del conjunto de los numeros racionales esta
! engendrado por X4 6Es este conjunto cerrado respecto de la
‘ dlvision? .Estd 3 en el conjunto? ;Estd %- en el con-
Junto?® 5Fsta 3+ : en el conjunto?) LEs cierto que
(3 +3) +3=3= (3 + 3)2 ¢Es la divisidn asoclativa?
*7. S1 una operacidn definida s@bre un conjunto.es conmutativa,
itiene -que ser el conjunto cerrado respetto de la operacidn?
*8., Sl una operacidn definida sobre un conjunto es asoclatlva,
jtiene que ser ﬂl conjunto cerrado respecto de esa operac16n9\
G Cqmstruye una tabla para una operaclicn definida sobre el con-
T nto {0, 43, 100} de manera que este conjunto sea cerradp -
respecto do esa operacion.
*10. Cohstruye una tabla para una operacldn definida sobre el-
conJunto {0, 43, 100} de manera que este conjunto no sea
cerrado respecto de 1la operacldn.

218
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12-5. Identidad o elemento 1déntico, inverso de un elemento
Cuando estudiamos el Yuimero uno en la ardtmética ordinaria, -
observamos que el producuo de cualquier nimero nor 1 (en cual-
quier orden) es el mismp numero.
* ' Por ejemplo, \

2x1=2, 1x2=2, 158%x 1= 155, X 156 = 150,

Para todo mimero n en la aritmética de los niumeros racionales,

nel1=ny 1-n=n' C ST
~ Cuando estudiamos el mimero cero en la aritmética de los
nimeros raclonales observamos que la suma de cero y cualquiler .

nimero (en cualquier orden) daba el mismo numero, es decir, la
suma de cualquier nimero y O es ese ndmero. Por eJemplo,

" 2+0=2, 0+2=2 U456 +0 = k6B, O+ 68 = 468 -
‘Para todd numero n en la aritmética ordinaria, n + 0 = n ¥

O+n=n. ‘ ~ *f
" Uno es la ldentidad para la multiplicacidn en la aritmética
ordinaria. . \ , i )
. Cero es la identidad para-la adicidn en la aritmética qrdi-
naria.

Representemos con * una operacidén binaria. Algunas de las
posibilidades para * son las siguientes:
1. -S1 * significa adicidn de numeros raclonales, O es un
elemento 1dentico porque . O*a=a=a*0 para todo
nimero raclonal a. A |
2, S1 > significa“multiplicacidn de numeros. raclonales, 1 Rl
‘€8 un eleﬁento‘idéntico porque 1 * a=a=23a * 1 para |
todo numero raclonal a. . ‘
5 S1 * significa el mayor de dos numeros naturales, en- .
tonces 1 * 2 =2 porque 2 es mayor gné 1; 1 * 3{= 3
porque 3 es mayor que 1; 1 * 4 = U4 pues 4 es mayor ‘
. ~ que 1, etve. En efecto, ~ p
‘ 1 *a=a=a2a?*1 ‘
para todo nmimero natural a. Entonces 1 es la identidad
para este significado de la operacion * . \

*




$12-5 -548-

"

' que dos mimeros racionales a y b son inversos uno de ot:

]

-

Podriamos =stabtlecer esto formalmente como slgue: Si *
Pepresenta una operaclidn binaria sobre un conjunto.de elementos
y si hay alguin elemento, gque liamaremos e, que tlene la pro-
pledad expresada por' . S

. \ e *ag=a*e=a

*

para todo elemento a del conjunto, entonces e se llama un

elemento 1dentivo para la operacldén * .
Otro eJemplo: Consldera la sigulente tabla para una opera-
¢cidn que podrismos llamar ¢ . '

¢ A .B c D
A B C. D A
« Y B3] ¢ D A B '
‘ ¢ p A B c
D A B .C D

iHay un elemento idéntico parsc #? jPuede serlo A? ;Es
A#B=B? (Lee "A sostenido1 B es igual.a B"). Como de la.
tabla,se saca A # B = C, la respuesta a la pregunta es "no" y
vemos que A no puede ser la identidad., Tampoco B pueda;ser
la identidad puesto que A # B no es A. Sin embargo, D es
una identidad para #, puesto que )

f

A#D=D#A=A, "
.B#D=D#B-=B, : '
C#D=D#C=_C,

‘«D"D--,D.

Compara la columna D con la columna debajo de #. Compara la
fila & la derecha de¢ D con la fila a la derecha de #. ;Qué .
observas? ;Te suglere esto uﬁ\métodb para locallzar un elemenﬁo
ldéntico cuando se te da la tabla-de una operacién? ) ;
S1 tenemog un elemento 1ldéntlco, entonces podemos tener ]
también un elemento inverso. S1 la operacidn es la mnltipliqa-
cidn de los numeros raclonales, la ldentidad es 1 y‘decimoé

-,

1EJ. simbolo # se usa en mislca para indicar "sostenido" .

Q16

. ot \ \

Y
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sl su producto es 1, es decir, si cada uno de ellos es el reci-
proco del otro. . - \

"+ Suponte ahora gue la operacidn es 1la adicidn (mod 4). Ahora
0. es el elemento ldéntico y decimos que dos nmimeros son inversos

. ¥
si-8u suma &s O, esto s, sl combinando l6s dos nimeros mediante

-

1a operacidn se obiiené 0. Hallamos los inversos {mod %) para

la adicidn, de esta tadla: - .
' . (Mod %)
0 es la identidad +. g 1 2 .
2 +2=0 (mod ¥) 0 1 2
3+ 120 (mod 4) 1 1 2 3 3
‘ 1+ 3= 0\(mod %) ‘ 2 | 2 3 Q 1 |
| ' 3 3 0 1 2

Kqui 0 es su propio inverso, 2 es su propio 1nverso, Yy 3y 1

‘son inversos uno del otro. . b
Definicién. Dos e;ementos a y b son inversos (o uno es
inverso del otro) ﬁara la operacidn binaria * con elemento
ldéntico e 81 a *b=e Yy b*a=e. ' ) )
Escribe nuevamente la tabla para #. que tenfamos al comlenzo

de esta secgldn. : ' :

) . * A B C D
’ . A B C D A
B Cc D A B
‘ c ‘ D A B c ‘
) " | a B C - D. ‘
Recuerda que hemos mostrado que D es el elemento 1dént£eo para ‘ ¥

esta tabla.. \
¢{Puedes encontrar un elemento del conjunto {p, B, C, D] que

haga verdadero el enunclado A# _ =D? Si,.és C: A # C'= D.

A y C son ‘inversos uno de otro respecto de # . Puedes encon-

trar otrog elementos cualesquiera con inversos respecto 98 & 9 v

. 2*@}.\ .

o
B v :
‘é,,'l. , ,
B ¥ .0 e . . , -
‘ ﬁﬁd ;L‘l‘a(ﬂ E T P A R P IO 2 SO A
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“mimeros naturales con la multiplicacion como operacldn, aQné
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Elerciclos 12-5a
1. Estudiz l2s tadlas (a) - (d) de la Seccidn 12-3.
' (a) {Qué tablas describen operaclones que tlenen una lden-
tlidad, y cudl es €sa ldentidad®
(v) Toma pares de elementos gue sean lnversos uno de otro
pars esta operécién. ;Tlene un inverso cada elemento
a2l conjunto? - ‘

~

2. Para cada una de las operaciones del problema 4, Ejercicios
12-3, . .
(a) 5T1éne‘la cperaciéh una ldentidad? Si es asi, jcudl es
\\ esa ldentldad? '
(b) ‘Toma pares de elementos que sean lnversos uno ~de ‘otro
- para estas operaciones. ' : .
\ ~(e) sPara qué operaciﬁhes~tiene cada-~elemento un inverso?
*3_\ ;Pyede haber mas de un elemento idéntico parsa una operacidn
inaria dada? ‘ .

A
”~

Si la operacion es la’ multiplicacion, llamamos inversos
multiplicativos a los 1nversos. Considera el conjunto de los

element&s tlcnen 1nversos multiplicativos” gTiene 5 ,un ln- '
verso multiplicativo en. el conjunto de los numeros naturales9
LEQ_*%- un rimeroc natural? El elemento 5 no tlene Inverso \
multiplicativo en este conJunto. “;Tlene 1 un inverso multl-
plicativo'en este conjunto?. .SI, lo tiene, pueé 1 ¢ 1 =1,

Este es el ﬁniéo elemento de%.conjunto que tlene un inverso

- multiplicativo, y es inverso multiplicativo de si mismo.

Naturalmente, si extendemos el:conjunto que hermos considerado

para inciuir todos Ios mimeros raclohales excepto cero, entonces
cada elemento tiene un ‘inverdo multiplicativo, Los mimeros de

los pares. 5 ¥ E? 15 1,75 %- v %- son inversos multiplica-
pivos uno de otro. ;Tiene O wun lnverso multiplicatiyo? jHay

. algin mimero b tal que O+ b= 1?

L dar

»
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. Volvamos a la multiplicacién (mod ).

: X 0 1 2 3 4 ’
o | o o o o o _
1 0 1 2 3 4 .
21 o 2 4 1 3 £ y
. 3 0 N TP | . 2 : L
8o u 3 2 1 )

;bqu podemog determinar qué elementos del conjunto fo, 1, 2, 3, u)
ticnen inversos (multiplicativos) en este sistema watematico° La’
ldentidad para la multiplicacion (mod 5) es 1. Déebemos busagr
los pares de¢ factores cuyos prodnctos son la ldentldad; es decir,
‘ tenemos que buscar cuantas veces el-numera:uno aparece en la tab
Se replte 4 veces en esta ‘tabla, lo cual nos dice que . LN )
1+ 121 (mod5), 2. 3=1 (moa5), 3 . > =1 {mod 5)
y 4%+ _ =1 {(mod 5). _(Escribe los mimeros que faltan. )
Ehtonces‘eW inverso multiplicativo {mod 5) de 2 es 3. gCuél‘
es el inverso multiplicativo (mod 5) de 3? ;Y de 49

sVes alguna conexldn entre los 1nversos multiplicatlvos y la
propiedad de clausura respecto de la division° Suponte que te Han
dado un conJuntb 'S. de nimeros cerrado reSpecto de la multiplica-

eldn y que a eq un elemento.de 8. GComo podrias saber si es%

poslble "alvidir por a en S"? Es decir, jcudndo es posible .
dividir cualquier elemento de S ‘(a ingluido) po> a Yy obtener
otro elemento de S? -

Ante todo, S debe contener el numero 1, puesto que :
a+a=1 Por ejemplo, 81 S fuese un conjunto de nimeros :

»

‘ racionales cerrado regpecto de la multiplicacion, y sl %- estu-‘

.viera en el conjunto, entonces i%-+ %- \1 tamblén tendria que ~ .
\ N

estar en el conjunto. \ T -

&n segundo lugar, como 1 estd en \S, S debe contener
1 +a-= ;, sea cual fuere el elemento de 'S que represente a.
" Ebto slgnifica que 8l 2 estd en S, entevges §r debe estary tam-
' ‘'bién en S. sz § estd en - S, entonces 2 tlene que estar tam-
blén en S S no pueﬁe cpntener a caro puesto que 1 + O~ n?_

-
N
a
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. tlene signitficado.- . N .
' En tercer lugar, s1 b es un elemento cualquiera de S y
esta e S, entonces -
. . . 1
b 3= b a =

-

ofes
pio

* ~

. es un elpmenta de S. Eor ejemplo, 81 2- estaen S y \%- estsa

en 3, ‘entonces 2 . 1 3- también gsta en S,
51 S debe ser cerrado respecto de la divisidn, tiene que,
ser poslble dlvidir cualquier elemento de S por:cualquier otro
" elemento de S. Entoncés S debe contener a 1, todo elemento
‘ de S debe teger un inverso multiplicativo en S y se podra
, dividir todo elemento por cualqQuler otro elerento. .
O S1 el sistema rgera no conmutativo, b --% podrie no ser '
igual-a % ~‘h 1o que quiere deelr que %- podria significar | o
dos cosas. ~Por esto, en este capitulo consideraremes la divisidn v
solamente’ cuando la muitiplicacidn es conmutativa. | .
Podemos resumir lo que hemos aprepdido: Sea S un conjunto .
de numeros cerrado respecto de la multiplicacion, siendo ia multi- .
‘plicacidn conmutativa. Entorices: \
Sl S es cérrado respecto de la divisidn, S contlene el
. - * numero 1, y todo elemento de . S tiene un inverso mu1t1~ :
plicativo en S, (S1 a estd en S, entonces % también
.esta en S.) )
También, siguiendo el caminod inverso: . " B
. S1 S contlene 1 y sl touo elemento de S tiene su
' inverso mnltiplicativo en S, entonces S es cerrado res- : :
- _ pecto de la divisién, . . ' . . \\“
o - Probablemente puedes ver ahora.otra razon por la cual lla-’
\ mamos divisidn a la operacidn inversa de la multiplicacidn-:'§ s
Dav;dir por un numero &, es io m¥smo que. multiplicar por
‘el Inverso multiplicativo de a..
»\ ) * Por ejemplo, 81 S es el conjunto de los nﬁmeroa racionalea
\ {ecdn exclusion del cero), ¥ €8 el inverso multiplicatlvo de 2
¥, por conslgulente, la multipl%cacidn por »% da siempre el .
mismo’resultado que la divisién por 2. 81 S fuera el conjunto
- | de 108 nmeros O, 1, 2, 3, & y la multiplicacion fuqra (mod 5) ;

s ‘como en la tabla anterior, entoncea, como 3 es el 1nverao de 2,
\ Te ~ »

Yo . 210 - o

B R I

\o‘,»
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; multiplicar por 3 da el mismo resultado que d{vidir por 2;.Q§ta
" €8, los valores de x en las dos equlvalenclas siguienies son

igugles: ‘ \ ‘ ’
a ’ 1 =2x {mod %); 13 3= x (mod 5).
. En el primer caso X § 1+ 2ﬁ(modf5) ¥y en el s§gundo caso .
X1+ 3 (mod 5). ~ : :
Todo }o gue hemos dicho acerca de la divisidn y los inversos v
multiplicatlivos se aplica tamblén a la suatraccidn y a los inver- h ‘
808, aditivos, -\ Nuevamente, consideramos la’sustraccidn solamente, .
cuando la adicion es conmutativa en el sistéma. Considera primero
la sustraccidn {mod %), ;Cudnte es. 3 - 1 {mod 4)? Como 1la sus-
tracclon es la cperacidn inversa de la adicién, para encontrar ;
S0 3 - 1-(mad’d), prlmero hallamos el mimero que falta en la proposi- -
s _ cién 2.4 1 = 3 (mod h) ‘ .

»

1 .z 3 *
tb ;1 ) 2 3 r .
T I T -0 \
. I > > 3 o 3 ’ :
- . ‘ 3 h 3 0 1 2 E \ ‘ =
 Podemos hallar la respuesta utilizando la tabla. Observa que, Ny _};

" como lg tabla da sumae, el 3 debe estar dentro de la tabla, ¥y
3 gomo 1 es el nimere que sSe suma, debe aparecer en la fila )
\ superior de la tabla. S1 sefuimos de arriba sbajo la cglumna 1 |
hasta encontrar un 3, vemos que estd en 1la flla correspondiente >
al nimero 2 de la columna de-la izquierda. EntBnces 2 esel .
némero que, sumado con 1, da 3. Como el sistema es conmntativo’ .
: léqrcspuesta para i + 2= 3 {mod ! ) es también 2; es declip, 81 g
L recorremos de 1zqu1erda & derecha la flla que corresponde a 1 2
- en la columna de 1a izquierda, hasta que lleguemos a un >» éste ‘
se encontrars en la columny Qué correspende a 2 en la fila
. - guperior.’ Si el sistema no fuera conmutativo 3 - 1 podria
tener dos significadoa, To que- serfia inconveniente. zCuénto\gs
2 - 3 (mod 4)? ;Qué mimero debe sumarsera 3 en (md 4) para- .

2 v ]

. *

- . p

~ - o
L * . ;
* >
. . .
R .
R .

o 212 -
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J btenerae *29 Vemos en la tab1;\§§3 34+ 3= 2 (mod 4)? entonces ‘f

& >3 (mod %), ;Cudnto es R (mcd ’;)‘? . \ T
* &hora abordemos otro problema. aHay wigin mimero tal gue
sumado a 2 @é 2 - 3 {mod ¥4)° Sabemoa que 2 -3 = 3 (mod 4)
puecto que 2 = 3 + 35 {(mod %)." S2 observamos la tabla, vemos

-

que 2+ 183 (mcd ) vy por consiguiente,

2

o ] . 2 .3= 241 (mod 4) .
. L Y
. Esto sipnificd que si restamos 3 de 2 tenemos el mismo re-
sultado que sl sumamos 1 a 2. ‘En otras palabras,. sumaxr 1 -

a 2 ‘da el mismo resultado Que restar su inverso, .3, .de 2, .\
De la misma manera podriamos mostrar que .

Y ‘ 1-32 1+ 1.(mod\A)
. 3 -1 3+ 3 (mod 4)

»

De 105 dos primeros ejemplas resulta que en la adicidn (moﬁ.u),'
sustraer 3 produce el mismo® resultado gue sumar 1. aEs.‘ . .
siempre eato clerto en este sistema° B8 0 -3 =0+ 1 (mod 4)?_ :5
¢Bs 3 -3= 3+ (mod 4)° | ' ‘ ‘
: \aQué relacidn hay entre 1 y 3 en (mod 4)4  Oomo .
1 +#3%0 (mod 4), y O esla identidad para la adicidn'(mod b),
. 1qué declmos de 1 y 3? Son inversos aditivos uno de otio: )
Probablemente puedes inferir un principiq general de este
ejemplo. Observa que: .
. Sustraer un nimero produce el mismo resultado que sumar el
inverso, aditivo del mimero. e ~ ‘ \m!

. Este principlo serd verdadero en todo aistema conmutativo -

" en gque llamemos "adicidn" a la operacidn, ¥y en que los elementos
tengan inversos.” De igual manera, para la propledad que hemos :
observado respecto de la mul;iplipacién, tenemos ia analogia -
aiguiente' . . ) EAN

. Un conjunto que es cerrado respecto de la adicidn (en el 5

3 - que la adicidn es ccnmutativa) serd cerradc respecto de

o ¥ ' la austraccidn 81 contiene a 0 y contiene el inverso \

“ \ ‘ aditivo de: cada uno de~eua elementoa‘ o

N s

1

* 3 " N ) . -

&
[
-
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¥
»
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" Obgerva que en la adlcidn (mod m)  tenemos nuestros primeros

eJemplos, de CORJUﬁ»OB cerrados respecto. de la Buatraccién.

o nihgin momento del estudio gqueshemos hecho este afio de los nﬂmeros»

| naturales, cardinales y racicnalea, hemoa tenldo lnversos aditivos,
.epn. la LKCQDCiéD de cero, gque es 1nverso aditivo de si mlsmn en

todos estos sistemas. _ .

e Tendrds la ocasidn de comprobar estos principios generales en

- los slgulentes ejg;cicios‘ ' .

. ' EBEjerciclos 12-5b

S cuando sea posible, por qué hay gue-sustituir x para
e o que cada ung de 1a3 proposiciones numéricas sigulentes
c o se convierta en un enunciado verdadero:
S 1+« x =1 (mod 6) Ax = 1 (mod 6)
. 2x = 1 (mod 6) 5x £ 1 (mod 6)
0 T3x s 1 (moa 6) -
e . . ‘ .
R (b) .;Qué elementos del conjunto (0, 1, 2, 3, 4, 5)

‘ inversos multiplicativos (mod 6)?

2., Recuerda que la divisién se define como la operacidn inverss
de 1a multiplicacidn., Entonces, en la aritmética de los mi-
meros racionales, la pregunta gCuanto es sels dividido por

* doa?" sign.lica, realmente, “gPor cudnto hay que multiplicar
» dos para obtener sels?" Podemos definir la divisidn (mod 5)

. ge' esta manera: :
. ~— 6% Yz 9 (mod 5) signifiba
C(8)(2) =6 (mod 5)

Usando 1a multiplicacidn vy la divisién (mod 5), copia ¥ com»

pleta la s&guiente tabla'

»
'
. . .
A »
B
N S
- *
- . .
. M ’
N .
B

1. (a) VUsa la t&blg de multiplicacidn (m?d 8) para deteminay,

-

“e

i
o At

3
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(Mod 5)-

W’

inverso multipli-
~cativo de a’

P + 8

verso multipli
1cat1vo de a

1.2 - 3% 1+ 2= 3 ‘.3 =
: fzlz| - 30 Jlavesy, 2. 3=
132 .3 "l se2=s | 3.3=
. 2 3 - » ’ N [
‘ A .
4|3 L | ~
1] % v :
| 2 {4 1 . ‘ o
e 3.0 % ‘
AR e
. 3. He aqul una tabla para la adlcidn {mod 5): °*
St + |.0 1 2 3 4 |
<+ —
{ 0 |. 0 1 2 3 4
" 1 T 2 3 4% o0
T ‘ 2 2 3 y 0 1
Y . . -
30 3 4 o* 172
- y 0 1 2 3
2
‘ w
\ ) ’ (] o
g - 215 ‘
~a \I,_ ‘.;::'x - ‘ - ? N i‘“ t \‘ i -‘;:2:. N\r‘\m -

K1Y

.
£

i
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. . i
. Ccpla y completa la sigulente tabla:
. {Mod 5)
T T inverso aditive - T inverso aditivo \
~ Dlafge e b-a | b+ 20 A
| ‘; ; ; _ - .
; {01 L 0 -1k O+ 4=A
e 2 |1 2-1= 2% b=’
. N . : ) - “
* . 1‘; * 1 * * . \.s
- ‘ \‘2 ] N . 2 3 :
' : . a. Lo~
2 2 -» » - lx-
3‘ 02 > 3 7/ & l
2 | 4 ‘ '
. - ' - et
I o o \ J, -1~
1 4 ' o y l .
. > : . \ "
4, -jCuales de los aigﬁigntea conjuntoa son cerrados respecto de
,° " la divisién en la aritmétlica de los nimeros racionales?
- - 1, . -
. » “(a) [1) g’ v“} . . ‘:‘& *
L (e L, 2, 2%, 23\,- enn} S ) .
R (c)* Los nuimeros naturales no nulos, ) -
(a)\Los hﬁﬁeron racionalga. “ ' )
5, (a) a?ué}eé*qe los siguientes conjuntos son cerra&op respeeto
de la multiplicacidén (mod 6)?
\ . R ) . ) . ) s »
. {0, 1, 2,73, 51{ {2, 4}, (0, 1, 5}, (1, 5}, (5]
4 . hd S ~ i
{b) - 1Qué conqqntoa‘menc;onadba en (a) contienen un 13verso v e
- multiplicativo (mod 6) para cadg una de sus elementos? - {
(c) ¢Qué’conjuntos mencionados en ' (a) son cerrados res= ‘ )
e pecto de la divisidn (mod 6)? - .- ¢ K
o N . ’ . X
- . Y -
» . 4 4
, 21 >
3 1 oy & 1
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8. ta) ;Cudles de los conjuntos (A, B}, {¢, D}, {B, C, D},

Y

Por ejemplo, (A, D}

.. ’ (A, D} “son 2errados “gpecto Ge l& operaciov W . ‘
‘ _ definida por la tabla siguiente¢ . :
. : ]l a B ¢ ' !/
oL Al A A a A
° - B A A B B B ) ‘
»k C A B D R
- nla B ¢ D

es cerradc respecto de 1la _operacién
porque s8i separamos-la parte correspondiente Qe ls table
tehdremos la tabla parcial -que sigue,

» A b
A A A
D A- D

Que contiene aolamente Acs y Des.

el conJunto

(4, ¢}
mos su tabla parclal tendriamos

3

Por otra parte,

no es cerrado ponue sl  separa- '

v * A c
- - A A A *
: IR ' ‘o " B | |
. ’ y.esta tabla contiene una D, que no es un elemento |
Lt ' del conjunto (A, CJ. . :
(v) :Hay una ildentidad para * ? S1 es as4, soudl es? o

. {c) LCLaies de los corjuntos de: (a) ‘tienen un inverso ) S

T " para - para cada uno de sus elementos?
: _*{a). gCuélea de los conjuntos de (a) -son. cerrados respegto
Q . de la operacidén inversa-de * ? (Puedes usar los T
* ’ s :

. . » _ gimbolos - para esta operacidén, de manera que : .t
- a—-b=-? significa b * ? = a.) ‘ . | A
: * % * T . ;
A ¢ . ) N A8 . .
N -, ) : . * \ » -

' » - 1Y - ) LY Y

. 219




12-6.  ;Qué es un sistema matemdtico? \
) La ldea de conJunto ha sldo muy util en este 11bro-se ha
usado algo en oasl todos los capitulos. Pero, realmente, no es
~ _mucho lo gque se pﬁede hacer con 8dlo un conjunto de elementos.
Un conJunto es mds interééanté sl se puede hacer algo con sus
elementos (por ejemplo, si los elementos son numeros, pueden ser
sumados o multiplicados).~ S1 tenemos un conjunto y una operacidn’
defipida sobre el mismo, es ilhteresante hallar la manera como se
comporta la-éperacién. iEs conmutativa? (Es asoclativa? ;Hay :
:~un elemento ldéntico? ;Tiene cada elemento un inverso? El
"comportamiento” de las operaclones aritméticas (adicidn, sus-
«traceldn, multiplicacidn y divisidén) sobre los nimeros se ha
estudiado en los Capitulos 3 y 6. Hemos visto que operaciones
diferentes pueden "comportarse de la misma maners” (ambas conmu-
tatlvas, por e*nmplc) Esto nos suglere que edtudlemcs los con-
Juntos con operacliones definldas sobre ellos para ver las diferen-
tes posibllidades que hay.  Es deﬁasiado dificil hacer una lista
v de .todas las posibtilidades, pero en esta seccidn vy en la. proxima

daremos algunos ejemplos. Son precisamente eJemplos de sistemas
matematicos.

5

N
A}

~ Definicidn. Urn sistema matemdtico es un conjunto de
elementos con una o mias opelaciones binarias definldas
©  8pbre el conjunto.

Los elementos no tlenen por qué ser numeros, pudiendo ser
obietos ‘cualesqulera. Algunos de los &Jemplos sigulentes se
refleren a letras o a figuras geométricas en vez de nimeros.

Ejemplo 1. Observemos la aritmética del relo] de trea minu-
‘tos—aritmética (mod 3) .
(a) Hay un conjunto de elementos: el conjunto de los
. mumeros. {0, 1, 2}, : “

(b) Hay una operacidén + (mod 3), definida sobre el conjunto

‘ © {0, 1, 2} )

N S

N . < >Ny
E XS N : LR ) I ~ ~ 3



un sistema matemdtico.
Interesantes?
La operacidn + (mod 3), %ilene 1a propledad conmutativa.
iPuedes averiguarlo con s86lo mirar la tabla?
Podemos también comprobar algunos casos
1+250 (mod 3) yv°2 + 1
1 +.22 2+ 1 (mod 3), ;
 Hay una ldentidad para la operacidn + (mbd 3) (ell
mimero 0). ) _ :
Cada elemento del conjunto tiene un Inverso péra la
+ (mod 3).

as{, ;cémo?
especilales.
entonces

operacidén

Estudia las sigulentes tablas:
a~‘! A

A
B

NQO O v

N~ O Ej A
> N O alo
O >~ 0|0
O 0O s N[N

-560;

(Mod 3)
2 o
0 1
1 2
2

0

 Por &onsiguiente, la aritmética del ieloJ de tres mlnutos es
;Tlene este sistema algunas propiedades

h - & W

-
iﬁﬁl

2 ., i ,

-

0 (mod 3),

O W W |
'1:{,‘0:116040‘
n o &{ e Bl =
s o v o |w
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3

5.

un elemento 1déntico? ;Cudl es ese elemento en cada ¢aso?
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‘ “ Ejercicios 12-0 ~ . :
:Cudl o cudles'de las tablas (a), (b), (¢) describen un oo
" sistema matemdtico? Prueba gue tu respuesta es correcta. o
Utilliza las tablas anterlores para ccmpletar correctamente ,-\¥g
los sigulentes esnunciados: o . . -
(a) Be A="? () @*R=2? (1) /~0=2
(b) a~0= 2 (£) R*S=2 (3) BoB= 2"
() /~ /=2 (g) P>R=12 + (k) AeAh=2?
(d) \A® B = ? (n) .O~@%< ° (1) S*5 =2
- .

Cugdl o cudles de lad operaciones_binarias o , * , ™ son

. conmutativas? Prueba gque tu respuesta es correcta.

;Cudl o cuales de las operaclones binarias ° , * , ~ tlenen :
Usa las tablas anteriores para completér correctamente los
sigulentes enunciados:

-

(a) P (Q*R) =2 (£) R* (P *8) =2

(b) (P*Q) *R=2? (g) a~a~/=2 . .
() Pe(@*S)=2 - (n) (a~a)~ /=2 s
(@ (pr@) +s=2 - (1) ©sDh~a=ez

(e) (R=P) *5=¢ ) O~@~8) =2 -

uTe parece que alguna de las operaclones descritas por las

tablas. (b) o (c) es asoclativa? iPor qué° ¢Cémo’ puedes

demostrar tu afirméc16n° '3Cémo podria otra perﬁona probar

que tu respuesta no es ‘correcta? \

(a) - En la tabla {c), icudl es el conjunto engendrado por el -
elemento [J° . ‘ R

(b) En la tabla (b), ;cudl es el conjunto engendrado por el -
elemento p? | ) *

=
~ i
3
hl

T oA
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8. PROBLEMA DIFICIL.
matlcos las sigulentes tablas:

Indica por qué

() = 1 2
1 1 1

R oy 1
(e) * 1 2
3 1 4
i 2 3

-

_552»

(%)

*

- ‘
no descriten sistemas mate-

1

A

‘l

el producto
de 3 ¥y

Y

un n‘mero

entre 3
N

»

12-7. Sistenas matematicos sin nimeros

En la seccldn anterior hemos dado algunos ejemplos de sis-

temas matemdaticos sin numeros. Suponiendo que queremos invenptar - |

Suno, - gque neceslitamos?

Debenmos, por.lo pronto, disponer de ‘un conJunto de objetos,
luego, necesitamos alguna operacidn binaria--algo que pueda
hacerse con dos cualesqulera de los elementos de nuestro conjunto,
Hemcs aprendldo que "las propledades de clauaura, conmutatividad,
asoclatividad, etc., son muy utiles para simplificar expresiones,
Seria admodo tener en nuestro s*stema matematico algunas de esas

propiedades.

Empecemos con una tarjeté.
tangular nos es Jtil.
¢ reglon re@tangular cerrada.

tarjeta sobre tu escritorio y marca
las esguinas como en la figura.,
vuelve del reves la tarjeta yrescribe

2

Ahora

-

» \

15 suma de
2y

~

A

C b

-

Cualquler clase de tarjeta rec-
La utilizaremos para representar una
Coloca la .

una "A" detrds de la "A" que ya habias

escrito.

Ces ¥y las Des.

222

\

Asegurate de que las dos letras "A" estén una detrés
de la otra de manera que designen una ‘sola esquina de la tarJeta.
'De la misma manera, escribe las letras B, ¢ y D detras de
las que ya has escrito, de manera que coincidan las Bes, las
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4Qué conjunto tvomsmos? En lugar de numeros, tomemos elemeﬁtos\x/ . ;
.que tilenen algo que ver con la tarjeta, Comlenza con la tarjeta en |
el centro de tu escriterilo deNQanera‘que los lados mas lérgOS estén - -
colocados péialelamenté al borde mis cercano de tu escritorilo. ™ '
Ahora mueve la tarjeta-—levantala, ponla al revés o midvela en
alguna forma--y coldcala nuevamente en el centro de tu escritorio '
con sus lados mds largos paralelos al borde mis cercano del tablero. .
La - tarjeta aparece exactamente en la misma posicion que antes, pero
las eSQuinas pueden estar marcadas con diferentes letras (una
) eSQUina que sriteg estaba arriba puede aparecer ahora abajo, pon
‘ ejemplo). La poslcidn de la tarjeta. ha cambiado, pero la regidn
\rectangular cerrada‘ﬁbarece“eomo al principio. (La "figura" es la
misma. Los puntos di"idﬁales pueden haberse movido.) ‘Los ele-
mentos do nuestro comjuﬁto seran justamente esos camblos de posl-
cidn‘ Conslderemos todos 105 camblos de- posicidn necesarios para
’ Que la regidn rectangular cerrada vuelva a Su posicion primitiva -
(1ados maS\largos paralelcs al borde mas cercano del escritorio)
;Cudntos camblos hay?
Podemos empezar con la tar;eta en alguna posicidn qué llamare-
- 'mo8 poslcldn normal, como se muestra en la figura.

Y

Sin levantar la tarjleta del escritorlo, hazla girar media .
vuelta alrededor de su centro. Una figura transformada de este ‘ ‘;
© modg, es: » ‘ . v

. Posicidn normal ~ B

la media
vuklta
da:

~ »

H

Como las letras "A", "B", etc., son solamente marcas para
distinguir las esquinas de la tarjeta, unas de otras, no altera-
remos *el movimiento sl giramos las letras de modo gue resulten &n
su poslcilén habitual de 1ectu}a. Este, camble de posicidn—
designando la rotacién de la tarjeta con "R"—se representa‘en el
diagrama siguiengé:

f‘ N * L . ..\.\.2?3“~ . R k
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n
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12-7 . =564~ ; T
N . : :
- fR SN &% ‘ ‘t
(:;ra'la tarjeta -
“Io - * ‘medla vuelta, ;
! , | ‘ . o D
_ 4Qué habria ocurrido sl la tarjeta hublera glrado un cuarto E
de vuelta?. . ‘ &T___1D‘ . :
RLE B (un cuarto : ‘ B
’ de vuelta ° ‘ . s
N D AN N .
? . . c

JResultard en la misma posicidn la tarjeta, degbués de este
cambio? . No, este camblo de posicidn no puede estar en.nu;stro
¢onJunto, pues las dos figuras son bastante diferentes. )
‘;Hay algunos otros camblos de posicidn de la tarjeta que
. dejen la reglon rectangular cerrada.en su posicidn primitiva? -
S1, podemos dar vuélta a. la tarjeﬁa de dos mgneras diferentgg;

como se indlca en estos dlagramag: > . ;
. " H: - .
A 2z EM.vue%ta a g
N R N la tarjeta, . ‘
D utllizando un A

eje horizontal, '
. . g
Y v: . N <
! . R *r
Ly + Da vuelta a . :

i .

’ ) la tarjleta, - .

*: -utllizando un o '
; eje vertical: r
i
2 i ;
* . ‘\3
' 22*) : , }%
¥ £ - N v%
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Ahora comprendes por qué convenia marcar tan cuidadosamente
D ambos adcs de la tarjeta. Recwerda que para nosoiros la tarjeta
repreffnta solamente una figura geométrica. Dada vuelta, la .
, tarjefa aparece de modo diferente: se le ve la otra cabm; pero
la regiﬁh rectangular cerrada, aﬁnque esté volteads, no cambia.
(Algunos buntos particulares.pueden estar en poslciones diatintas? R
por supuesto, pero la figura geométrica en si es la misma.)
Hay otro-camblo de posicidn que debemos donsiderar. Es el
. cawbio que deja la tqung sin mover (coloca cada punto en su
.*  propio sitio). Llamemos "I" a este cambio de posilcidn.

Y

. : -
. LI Deja la T A |
. tarjeta en .
D ¢ \ . -
su s8itio, -

-

Ahora tenemos nuestro conjunto de elementos, es I, B, H, R.
Resumamos lo que significan para ccnsultarlos facilmente:

K3

Elemento I:
DeJja la
‘tarJeta en
su sitio.

-

(Elemento V:

j] Da vuelta a ‘ ~ .

.la tarjeta, | -
utllizando un
o eJe vertical.

i aoiy dosr s it

. ) Elemghto‘H: o \ a

Da vuelta a *
—m—————l " 1 tarjeta, B
. utlllizando un ‘
. C eje horizontal.

o P Y T A

- N - ‘200 + »
T -

R S
Ser M, W e s s
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‘Elemento R:

Glra la tarjeta
_medla vuelta en

la direccidn -
indicada por la
flecha.

-

Reduerda la definicién de sistema ma

regulslitos:

(a) Un conjunto de elementos.

+(b) Una o mds operacicnes binarias def

Juntc de elementos conglderado.

Nuestro conjunto (I, V, H, R}
Tenemos ahora que cumplir la segunda condicién-

una operacidn. ;Qué operacidn utilizaremos?

“combinar dos elementos cualesquiera de nuestro
obtener un "objeto definido"?

Al

1eo.

O

necasitamos

QComo paﬂemos

Habfa dos

satisface la primera condlcidn,

‘onjunto para
Si el conjunto Aebe ser cerrado

»

)) a
1rnidas sobre el cgn~¢

11

e

.

respecto de la operacidn, el "objeto definido'\ que es pesultado

de la operacldn debe ser nuevamente uno ‘de los &lementos del

conjunto,

L3

He aqul una manera de combinar dos elementos cualesquiera

.de nuestro conjJunto: ™ Efectuaremos uno de nuestros camblos
Y‘LUEGO el otro., Utllizaremos el simbolo "YLU" para esta
peracidn. (Probablemente puedes imaginar un simbolo mds con-_ -
veniente.) Entoncgé "H YLU V" significa "voliear 1la tarjeta
\usandp un eje horlzontal'y luego dar vuelta a la targéta ugando
un eJe\vertical“. Comignza con la tarjeta en la posicidn normal
bCual es la posicion final de la
tarjeta? :Es el resultado de estos dos cambios’el mismo que
el cambio R? GQue signirica - \

y efectua estos cambios.

"V YIU. H"? Hazlo con la

tarjeta. Ahora podemos com-

pletar 1la tablan de nuestra
operacion. Algunos de 8us
31ementos se indican en la
tabla de la dersecha.

L

-

YLU I " R
- — i
: i R H
H R
'R ’ by

»

. .
N

N

..

A

» =
‘.

%

w

-
W
S

R
\§
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EJex cicios 12-7 . o

Verifica los elementos qu° se dan en la tabla anteriar y

encuentra los otros.

o transformaclones,
tarjeta tiiangular don dos lados
15»*1&3.
como se indica en la rigura. v
" (Marcael revés de cada-esquina
con la misma letra original. )

» El1 conjunto-de rraestro sistsma

consistird en dos cambles o

Utiliza la tarjeta.‘

Llena los espacios vaclos para’ hacer las siguientes igualdades
- gorrectas. Usa tu tabla para la operacién YLu, o la tarjeta.
. - » ‘ .
{a) R YLU H =9 ) -
2 . Sa
(b) R YLU ?=H ‘ .
(e) ? YLU R=H
(d) ? YLU H=R .
(e) (R YLU H) YU V=7
!
(f) R YU (# YU V) = ?
'(g) (R-YLU H) YIU 2=V |
(h) (R YLU °) YIU Ve H . «
(1) (2 YW ¥) YAV V=R B \
Examina la tabla pard la operacldén YLU.
. (a) ";Es cerrado el conjunto respecto de la Operacion°
(b) ;Es la operacidn conmutativa® : .
(¢) " ;Te parece que 1a _operacion es ascciativa? Btiliza 1a
tabla de la operaclidn para comprobar varios ejemplos.
(@) 4Hay un elemento idéntico para la- operacisn: YLU?
(¢)- ;Tlene cada elemento 'del ‘conjunto un inverso reapecto de
la operacidn L YLU? N ’ : ’ T
He aqui otro slstema de éambios

Corta una. -

Marca las esquinas

. Ra r©

transformaciones. El primer . . ‘ -
» N 2 ' .
* * - ’ Y |
£y »
LR ~
* s q MRS
- * . »
‘«» 4 - !; » ’ ) - K

h3 I T

- " e

;'l 2 A . u ' v . P
el Carthte b W




~compondrd de los siguientes

s

“ U: Dar vuelta a la. tarjeta, ‘

B -5 A -568-
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cambio, llamado I, sers; Deja la tarjéta en su sitio. El
segundo cambio, llamado F, serd: Vuelve la tarjeta del -
revés, utillzando el eje vertical. F'YLU I significard:

" da vuelta a la tarjeta, usando su eje vertiﬁal ¥, luego déjala’

en su sitio. ¢Cnmo se verd la tarjeta—como 81 se la hublera

~dé.}ado en su sitlo, I, o como 81 se hublera efectuado el

cambio F? ;Qué significa I YLU P?  Es' F YIU I = F
oes F YLU I = I%.

A

(a) Completa la tabla sigulente:

»

YLU I F
! I )
. ‘ !
" s" F v

{b) ggg cerrado el conjunto respecto de esta'operacidn?
(¢) iEs la operacidn conmutativa?

- (@) ¢Es la operacidn asoclativa? jEstds seguro? N

(e) iHay una identidad para la operacién?

(f) * ;Tiene cada elemento del conJuntc un inverso respecto
de la operacion? . . -

Recorta una tarjeta triangular de tres lados igualea Y

marea, ‘sus esquings como en la figura (por a?bos 1ados,‘

colncidiendo las letraa) El’

conjunto para este siatema Se A

sels cambios o transformaciones:

I: Dejar la tarjeta en su sitio. -

R: Girar la tarjeta en el

sentldo de las agujas del relo] o

de vuelta. . : oo -

: Girar la tarjeta en el Sy

sentido de las agujas del reloj

de vuelta. . .

: Dax vuelta a 1la tarjata, ' N

usando un eje vertical," L

y‘a- «-:- -

/

Hﬁnup

Ma-uqunu-v’
/

- * .\-) b

o
N

L

.

‘, '
AL ot i 2, MM

»
.
+

r; *
e L e e

*

4
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usando un eje que pase por el vértlue inferior derechﬁ o
¥: Dar vuelta ala tarjeta, usando un eJje que pase pcr el i
. vértice inferilor lzquierdo. ’ S : ' - f
Tres de estos camvias seran rotaciones alrededcr del centro: &
I, R y 5. LoB otros tres seran abatimientos alreaedor de *
_ los " eJes. (Ten cuidado“ los ejes’ son fiJoa, no giran con 1y
. tarleta. Por ejemplo, el eJe vertical permanece vertical — N
pero pasard por otro vértice diferente de g tarjeta después
. que ésta haya girado un tercio de vuelta alrededor de su
W centro.) Construye una tabla de estos cambios. Examina la
‘tabia. JEa conmutativa la operacion° JHay un’ cambio 1dentico° -
. 3Tieneg cada camblo un 1nverso° s i Y -
T *(.  Trata de hacer una tablg de nambios para una tarjet% cuadrada. ‘
Hay ocho cambilos (es decir, ocho elementos en el conjunto). s "
iCudles son? tHay un elemento idéntlco? (Ea la operacidn 5
A YLU conmutativa? \ ’ ; -

N
-

-
A

12-8, Los rimeros naturales y los nimeros sardinales
' Los sistemas matemiticos que hemos estudlado hasta ahora en
este capitulo se componen de un conjunto y una operacidn. Son -
‘ ejemplos la adicidnio la multiplicacidﬂ modular Y los movimientos
N de una tarjeta rectangular o triangular. Un aistema matemAtico
dado por un sonjunto y. dos operaciones péreceria mucho mas com- ot
* plicado, que estos eJempios. Sin embargo, c6m9‘puedes ya haberx
adivinado, la arlitmética ordinaria es. también un sistema mate- . .
matico y sabemos gque podemos efectugr més de una opgracién utili- .
« zando los mismos nimeros-—por ejemplo, pueden ser sumados y multi-
‘plicados. " . .
s Para concretar, tomemos el®*conjunto de los numeras racionales.
w Egte conjunto, con las dos operaciones—adicidh y mult&plioacién- " =
forma un sistema matemdtico que se ha_r~studiado en los Capituloa " i
& y' 8. gHay proplgdades de ‘egte aiatema qué son cam@letamente . f
diferentes-de las jue hemos considerado en los sistemas con una 3
sola operacidn? Si, te es famillar el hecho de que

P

-
r
v
.
.
’:ﬂ%ﬁmn.m WG e




-q—’ e e o WL AL RS e Bt v VAR Y LTI B T e Ly SR RS L i R TR e e R e e, S WS
TR T e R * ™ R Wil RN N IR IR S SIS 4

w . 128 - -570= _ .;
2+ (3+%5)={(2+3)+ (2. 5). FEste es un ejemplo de lag - :
°  propledad distributiva. Mds preclsamente, esto pone de mani- o
fiééto‘Que la multiplicacldn es distributiva »éspecto de la’ \ L
‘ Sﬁma‘ Ls propiedad distributiva es también de interds en otros’ _
-sistemas matemdvicos. . ' .
“ 9&11nicion. Suponte que fenemos un conjunto y dos opera- > -
- .clones blnarlas, » y ° , detinidas sobre el conjunto. .". LI f
"La operacidn * es distributiva respecto de la Operacion °
el . * 8 a (s e) = (g b) * {a * %) para clementos
~a,‘b, e cualesgulera del conjunto. (Y podemos efectuar'
EE . todas estas operaciones. ) v
En un sistema matemstico con .dos operaciones, estan las
‘propiedadns que prevlamente hemos estudlado para cada una. de
) esaas operaclones separadamente. La unlca propledad due se

reficre’a ambas” operaciones a la ves es la propledad d stribu-
" ti\va' . - N *

.

_ E?erc*cios 12-8
Y. Consldera ol conlunto de los numeros naturales. .
(a) ¢Es cerrado el conjunto respecto de-la adicidn® Y
. reapecuo de la multiplicacidn?. Explicalo.
(v) Valnn las propledades conputativa y asociativa para ’j
1a adieidn? ;Y para la multiplicacidn? Da un ejemplo . '
,f~ de cada ura. A g . \
(¢) Cual es el elemento &dentico para la adicion” &Y
.« ~ para‘la myltiplicacidn? T -
' (¢) :Es cerrado el conjunto de los mimeroa naturalea res-

pecto de la , sustraccion? ;Y respecto de la divieion°
Explicalo.

‘Las respuestas a las prbgunraa (a),'fb) vy (= ) se b
relieren. a algunas de las propiedades del sistema matematico ., *

. . compuesto del conjunto de los numeros naturales y de las N f
operaclones de la adieldn y la multiplicacidn.. ' ’ B

2. Contesta a las preguntas del problema 1(a), (b) ¥y (e) ‘ ;

} para el conjunto de los mimeros cardinales., iSon tus res- .
et puestas las mismas que pare 1os nimeros naturales°




»
L 2N

Pa“a el sistera de‘los-numeros cardinales, escrilbe treas’

‘tributiva de la mul

A) ‘\\ * .
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proposiciones numérycas gue itlustren la prnpiedad dls-
cacidn §especto de la adic'ién.

1Es alstributiva la adicidn respecto de’ 1a multiplicacién°
Trata con algunna eJemplos.

C oY, Las ‘dos tablas slgulentes deacriben un sistema matemdtico

compuesno del conjunto

{A B, C, D] y de las dos operaclones

. N I . ‘ . , ‘
» A B -8 D o A B C p 1
. A LA AL, A, A A B C D
o B | A B A  « B | B ,'B D D .
¢ %’ A .C d \ c D c D
, D A B ¢ D p { D D D D
A () ;Te paiede que * . es distributiva respecto de = °
. Trata con varlos ejemplos.
{v) 6Te parece que ° es distributiva respecto de * ? .

Trata con varilos ejemplns.

G Contesta a 2stas preguntas para cada uno de.los siguienteq

L N

\ _ slstemas.
+Es la operacidn conmutativa?
mento ldéntico?

(a)

¢(Eg cerrddo el conJunto regpecto .de la operacion°
QEa asoclatliva?
:Qué elementos tienen inversos?
'El.aiatema cuyo conjunto es el conJuntd'he los nimeros
Impares ¥y cuya operacldn es la 'multiplicacldn.

El slistema cuyo uonﬁﬁntﬁ se compone de ¢&ero y de los
miltiplos de 3, y cuya operacidn es 1a.mn1tiplicacién.
El sistema cuyo conjunto se compone de cero y de los
miltiplos de 3, y cuya operacién ea la adleddng - .
El sistema cuyo conjunto se compone de los nﬁmeros ‘
raciohales entre 0 y 1 (no ineluyendoa 0 nl a
¥ suya operacidn es la multiplicacién.

1,

B! sistema'cuyo conjunto se compone de los ‘mimeros pares,

y cuye operacidn es la adicidn., {Cero es un nimero par.’)

- '. 4 231

TR E

aHay *n ele~ " °



=
——

&

“e
*
[ 4
\ ;
4
’

12-9 . -572- o ;

(r) E1 sistema cuyo conjunto se compone de 103 ﬂﬁmeres
- racionales entre O y 1, ¥ cuya operacidn es la i

' adieidn, - - o
6. (a) _¢En qué sentldo es el s¢stema 5(b) el mismo que el
. Ble)e™ ) v e
A (b) +En qué sentido es’ e}esisféma ,5(&) éiferenpe deg *
) sistema 5(b)*’ . : )

”

»7, . Inventa un sistema‘mateMatico que - se componga de un cohJunto

y .de dos operaclones definlidas sobre el conjunto. Construye
por lo menoa tablaseparclales para las operaciones de tu
siatema. Haz una.lista de las propledades de tu slstema.
8, He agué un sistema matemdtico compuesto de un conjunto y de
dos opgraciones definidas sobre ese conjunto.\
Conjunto: Todos los mimeros: naturales.
Opetracidn ~ : Hallar el maximo comun diviﬁor.
Operagidén ° { Hallar el minimo comﬁn multiplo.
(a) :Te parece gue la operacidn * es distributiva respecto
de la‘aperacion ° ? Engaya varlos ejemplos. N
. {b) ,:Te parece que la operacion » es distributiva respecto
de la operaclion * ? Ensaya varlos ejemplos.

S » * a
- \

12l9. Aritmética wohular \ ..
En la Seccipn 12-1 hemos estudiado una nuevagadicidn que

ge practica girando la agulja de un reloj. Si usamoa~un relo}

“de cuatro minutos, dgiiszs que 2 + 3 = 1 (mod %). Las tables

que conﬂtrﬁimos, des an el sistema matemdtico (mod 3.

En la Sgccldén 12-2 hemoﬁ“ﬁhtudiado una nueva multiplicacién

usantio el mi smo relod. ’

' Los siStémas modulares son el resultado de clasificar .
ndmeros cardinales de determinada manera. Por ejemplo, podriaﬁoa
clasiricar 168 numeros cardinalgs como pares e 1mpare&. En este.
caso 108 nimeros pares: 0, 2, 4%, 6, ... 8e ponen en la misma

~ famllla, y esa familia se designa por e; menor-de los mimeros: . O;

Entonces la'clase de todos los nymeros pares es -0 (mod 2).

L4
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Partiendo de. 1, los rdmeros impares:
en una misma Tamilia que se designa por

mimeros pares e impares tenemos
1 {mod 2).
pertenece a la clase O (mod 2).

S1 ponemos en una nisma clase un numero cardinal tomado del
conjunto 0, 1, 2, 3, y sodos los nimeros cardinales que se ob-
L, tenemos el sistema (mod 4).
un esquema de algunos de los pumeros que pertenecen a la clase
0 (mod 4).

tienen de €1 sumandole

)

) NN ¢ ) IR ¢ ) BN

¥l numero : pertencce a la clase

1) 3’ E') 7, » W
1 (mod 2), Para los
dos clases, O (mod 2) y

D. .. 0. . . .O©. . .|

se ponen

1 (mod 2), el 8

He aqul

0 ‘a B 12 16 20

La construcclon de este ejemplo se podria describir méds

brevemente asi:
"tomados ciclicamente ce cuatro

Todo mimero cardinal tomado cicllicamente de cuatro en cuatro,-
partiendo de cero, pertenece a una misma clsase.
.NUMeros ‘jus sor miltiplos de

En este otro ditujo

ponemos eh una misma clase los mimeros cardinales

en cuatro".

€ muestran algunos de los mimeros que

s
pertenscen a la clase 1 (mod &),

N .~ R NI o TV < W VT S o\ WAT S VT T U Y
N\ ) N/ \—y N N
0 | o) 9 13 17

™

. Todo numero cardinal tomado ciclicamente de cuatro en cuatro,
', pertenece a la misma tlase, esto es, 1 (mod 1),
Eitonces lo8 numeros que son 1 .mds un miltiplo de 4 pertenecen

a partlir de

B esta c¢lase.

Los ditujos gque siguen muestran algunos de los nimeros que

pertanecan a2 las clases 0O (mod

5) ¥y 3 (mod 5).

Entonces, los
4 pertenecen a la clase O (mod &),

0 5 10
Los numeros que pertenecen
miltiplos de 5,

s
R
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Lo3 numeros que pertenecen a la clase 3 (mod 5) son 3

* mas los miltiplos de 3,

Nuesatros primeros problemas de slstemas modulares han -
utilizado como operaclidn la adicidn., Cuando camblamos esta .
operaclon por la multdplicacidn, obtenemos un sistems mate-“;
matico diferente. Con ambas operaclones, la arltmétilca modular
se parece mis a 1a aritmética ordinaria que cuvando se usa una
gola operaclon. ¢

kn cada uno de los sistemas modulares podemos conocer el
mimero de elementos de su conjunto. Por ejemplo, hay cuatro
elementos 81 es un sistema (mod %), slete elementos si es
(mod 7), y as! sucesivamente. Un conjunto de esta c¢lase se
llama conjunto finlto y el sistema se llama sistema finito.
Los sistemas modulares y los sistemas de la Seccldn 12-7 son
sistemas inltos. Por otra parte, el conjunto de los nimeros
racionales juc So conslderd en la Seccldn 12-8 es tan grande
que contlene més ¢lementos de los que puedes normbrar. Ese
conjunto se llama conjunto Infinito y el sistema se llama
sistema infinlto.

Ejercicios 12-9
1. Escribe la tabla de multiplicar (mod 8) y recuerda o re- ;
construye la tabla de multiplicar (mod 5) que has encontrado ~
. en los EJerciclos 12-2, k
2. Responde a cada una de las slgulentes preguntas sobre los
sistemas matemiticos de multiplicacidn (mod 5) y (mod 8).
(a) :Es cerrado el sistema respecto de la operacidn?
(t) ;Es la operacidn conmutativa?
(c) aTe'parece que la operacidn es asoclativa?
(@) 4Cudl es el clemento idéntico? '
(e) ;Qué elementos tilenen inversos, y cudles son 1os pares s
de elementos lnversos? * ‘

" (f) 4Hs clerto que sl un producto es cero, por 1o menos uno :
de los factores es cero? <
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5« A fin de convertirlas en enunciados verdaderos, completa cada

~‘» una de las slgulentes proposiclones numéricas:
(a) "2 <%= % (mod &) (e) 5% =1 (moa 2)
(b) % x3 2 2 (mod 5) (@) 2° =0 (mod ?)
n,  Halla los sigulentes productos: ‘ - T
{a) é x 3= % {mod &) {e) 4 = ? {mod 5) \ \
() 2 x5 2% {mod ) = (£) &%= 9 (mod 5)
(c)‘ . R (mod 7) “{g) &256 g 2 {(moqd 5)
}_ (d) 3 x4 x - = ° imod 9)

©. lar ostas sumas:

(a) v+ 3= ¢ (mod ) (¢) 2+ 4 =92 (mod &)
{b) “+ 2= (mod ) (a)" & + 4 = * (mod.5)

. {(a) iialla los valores de 3{2 + 1) (mod 58) vy
A3 e 2) + (5 1) (mod ).
T} halla los valores de L{3 + 1) {mod %) vy
faoe 2) + (v m 1) (moa 5).
re)  Halla los valores de (3 . 2) + (3« 4) (mod 5) vy

?\x

3(2 + 4) (mod 3). e 5
" (d) En los clemplos de este problema, ;es la multlpllicacidn
. distrutltuva respecto de la adicidn? ' ~N
7. {a) Halla los valores de 3 + (2 + 1) (mod 5) y o
(3 +2)» (3+1) (mods). - ! "
{}) Halla los valores de & + (3 + 1) . (mod 5) y |
(5w 3) - (5w 1), (mod 5).
. (¢) Halla los walores de (3 + 2) « (3 + &) (moda 5) y- . |
T s wiE e w) (moa ). _ “~;
(d)‘ En los ejemplos de este problema, ;es la adicidn distri- f
. oo butiva respecto dé la multiplicacién® - ?
* Recuerda que 1a division se define después de conocer la kj

nthiplicacion. Entonces, en la aritmeti“a ordinaria,

lg, pregunta ";Cuanto es sels dividido por 29“ significa,
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realmente, ";Por cu&rto hay que multiplicar 2 para
obtuner sels?" Unaloperacidn gue comienza oon uno 'de
los rumeros y la ' réspuesta" de otra opergcion binaria
¥ pregunta cual es ?1 otro numero, se 11ama una opera-
cidn inversa. La djvisidn es la operaaion inversa de
1a multiplicacidn. \
Halla los.coclentes margados con una interrogacion.

(a) 2+ 3= 2 (nod e)/ (e) 0+2= 2 (mod 5)
() #+2=2 (moa®)  (£) O+b=2 (mods5)
(c)»O*EE"(mé'ﬂ) () 7+ 3= 2 (mod 10)
(d) 3+ 4 =2 gﬁod 5) *(h) 7.+ 6= 2 (moa 8)

Efectda las sigulentes operaclones. Recuerda que la sus-
traccidn es la operacidn inversa de la adicidn.

(a) 7 - 3 {mod 2} . {(¢) 3 - 4% (mod 8)
(b) 3 - & (mod %) ~ @) % -9 (mod 12)

n

4/

10. Construye una tabla bara la sustraccién (mod ). ;Es el con-
Junto cerrado respecto de esta cperacldn?

1. oustituy X de manera que las sigulentes proposiciones
numéricas se conviertan en enunciados verdaderos. Explicalo.

T(3) 2x =1 (mea ) (@) 3x = 0 (mod 6) T
(v) 3% = 1 (mod &) (6) x+ x=1 (mod 8)

- [2)" 2x = O ( 0d ) - (f) kx =% (moda 8)
12, En el problema 11{(d) y (r)., determina por 1o menos un modo

‘de sustitulr x, gue haga verdadera la proposicidn numérica.
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12- 10 Resumen Y repaso \

Una ogeracion binaria definlda sobre un conJunto es una regla
de qpmbinacion por medio de la ‘cual dos elementos cualesqulera del
conjunto pueden ser comblnados para determinar un objeto definiqp.

3
A
X}

Un asistema matematico es un conjunto con una o m&s opera-
clones blnarias definidas sobre ese conjunto.

Un conjunto es cerrado respecto de_yna operacidén binaria 81’
cada dos elementos del conjunbto pueden ser comblnados mediante la
operacidn, y el reéultado~es’siempre un elemento del conJjunto.

Un elémento ildéntico para una operacidn binafia definida
sobre un cenjunto €8 un élemento del conjunto que no aitera ningin
elemento con el cual se combina. )

-

‘Dos elementos son inverses. uno del otro para una operacion
binaria 3l el resultado de esta operacloy sotre esos dos elementos
es el elemento idéntico de la operacion:% ) ‘

. Una operacion binaria es gonmutativa si, para dos elementos  ~-
cualesqulera, se obtlene el mismo resultado combinandolos en un
orden y luego en el orden inverso. .

- Una operacidén binaria * es asoclativa sl, para tres ele-
mentos cus' squlera, el resultado de combinar el primero con la
; combiraci.  Jdel segundo y del tercero es el mlismo que el resultado
—e de. cambinar la comblnaclén del primero y el aegundo‘eon~e&—terﬁenv-“~‘“

g * (b ) c)~= (a » b) * g

‘La operacidn binaria * es distributiva .respecto de la
. operacidn binarda -« 8l se cumple ' ‘

.... . a*(boc)={(a*b)e (a*c)

para cualesquiera elementos a, b y .
Un conjunto S es engepdrado por un elemento - b mediante
1g operacidn * si ‘ '

Safb, (b*b), (b*B) *b, [(b*b)*b] *b, ...)

1 ;
» N -
. a
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Capitulo 13
ESTADISTICAS Y GRAFICAS

PR g

13-1. Recoleccidén de datoé ~ ' '

S1 otservas a los alumnos de tu clase, se te puedefpcurrir
que varios de ellos parecen de la misma estatura, que UNOS SON MAs
altos y gue otros son mas baJjos,. Suponte que quleres saber la
estatura del mis alto, la estatura del mds pequefio, y cudntos
tienen la misma estatura. 506mo te las arreglarias para dbtener
esta Informacidén? En primer lugar, tendrads que medir la estatura
. de cada alumno. De esta manera podrés recolectar datos para res-"
ponder a las preguntas que te has planteado. -

Supongamos gque mides la estatura de cada alumno dow_la abragi»
macidn de una pulgada, Cuaqgo hayas torminado de hacer es :
r4s, disponer los datos de las mediclones de modo que\de ellos se
pueda obtener lo mds facllmente posible, la informacidn necesaria.
Frecuentemente, esta dlsposicidn de los datos consiste en una .
tabla como la seflalada con 13-1, Si deseas, puedes hacer una
‘lista de los alumnos ‘por sus nombres, pero en nuestro ~aso hemos .
asignado un nuimero a_cada alumeo. R ‘MWWNW_;ﬁg

o

-~

Con 108 datos dispuestos de esta manera,-es faell contestar
preguntas como 1as sigulerites: gQué estatura tiene el alumno més
alto? ;Y ‘el mas bajo? ¢Cuantos alumnos tienen una estatura de
6Q pulgadas o mas? sCudntos alumnos tlenen menos de ©0 pulgadas
de estatura®? ;Cudl es la estatura que aparece con mgs frecuencia?

L)
L 3
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i . Eztaturas.de los 15 alumnos del séptimo grado

~ Aluano - " Estatura en pulgadas

1 . 65

2 24

. 3. 3
4 \ 21

5 . 6

N3 61

g 60

* - 59

9 57

10 55
.o T 55
12 54

13 54

14 - 53

15 . 852

N

Este ejemplo de las estaturas de los alumnos de una clase

es una muestra de I'a clase de asuntos que encontramos al estudliar
las estadfistizas. La estadistica, en parte por lo mencs, tlene
gue ver con la recolecceidn de datos y la constrmiceldn de tablas

y cuadros de nmimeros que representan los datos. ' Las -tablas y

los zuadros hatltualfmente facilitan la comprensidn de la infor-
maclon oue contienen los datos que se han recolectado. - En este

capitulo usaremos. los datos de la tabla 13-1 anterior para
1lustrar algo de lo.Que hacemos en nuestro estudio de la'esta-
distlca..
) Muchas de las tareas de diferentes oficinas del goblerno
de los Estados Unldos no se podrian ejecutar sl estas oflclnas
no pudieran coleccionar una gran cantlidad de datos para utili-
zarlos en su trabajo. El Congreso de los Estados Unidos tlene
el poder "de imponer y recaudar impuestos—para-pagar las
deudas y proveer a la defensa comun y al blenestar de los ‘
Estados Bﬁidos". El total de los lmpueatos a recaudar dependg
de varlae clrcunstanclas. Enumera algﬁnaa. Clertamente
depende del numero de habltantes de los Estados Unldos. E1

Congreso debe hacer el genso de la poblacidn "dentro del plazo

-

-~
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de cada decena de aflos".

hablia unes

censo 8e efectud en

1960,

en los Estados Unidos en esa époea.

aproximado?

precedente.

)

151,000, 000
1960.

~-581-

El censo tomsdo en

1950 mpatrﬁ que
habltantes en los Estados Unidos.

‘Otro

Pide a tu bibliotedario | que te ayudef
'a buscar cste dato de la poblacidn de los Estados Unidos en,

1790 hasta

1950,

£ N
-

La tabla 13-2 muestra la poblacidn en m¥llones he habltantes \
arrojada por :cada censc desde
strg que la poblacidn en

La tabla‘mues:

1790 era de 3.9 millones de habitaptes. .
Esto significa que hadlan 3,900,000 (3.9 x 1,000,000)  habltantes

;B8 éste un mimero exacto o

La col‘mna titulada Porcentaje gae' £recimiento muestra
el porcentaje de qrecimientodde la poblacidn durante €1 decenio.

Tabla 13-2

-,

*

Datos de la poblacidn de los Estados Unldos+

Censos

n Crecimiento en

F )

Poblacion e Porcentaje de
aflog millones millones crecimiento
1790 3.9 b ’

1800 5.3 1.4 35.1
1810 7.2 . 1.9 36.4
1820 9.6 2.4 < 331
1830 12.9 3.3 33.5

.. 1850 17. 1 4.2 32.7
« 1850 23.2 6.1 o 35.9
1800 31.4 8.2 35.6
1870 39.8 8.4 . 26.6
1880 . 50,2 . 10, & 26.0
1890 63.9 12.7 25.5
1900 76.0 13,1 20.7
1910 92.0 16,0 21.0
1936 122, RYeR 16. 1
1940 131.7 8.9 7.2
1950 150. 7 19.0 14.5

*De los Resumenes Estadisticos'des los Estados Unidds, 1956.

1.

EJerclclos 13-1 |

‘;éiif?\ i.i

-

;Ves alguna ‘tendencla general em los datos que se muestran en

L]
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L.

.\‘\\ . . L if ., - ﬁ?

Ta ¥abla® UL ‘ . et
:En qué ddcada fue mayor el porcentaje de -erecimiento? De
‘tus estudlos de historia, sconoces alguna razon para. esto? :

3§‘ ¢En qué década fue minimo el porcentaje de crecimiento? .
gPuedes explicarlo por la hisvoria gue hae estudlade? =~ ¢ :
El hambre en Jrlanda oourrid en ios afios 1845, 1846 vy ' *?‘ T
1847, inémo afectd s la poblacidn de los Estados Unldos?

5, :Cudl fue el porcentaje de crecimiénto de la poblacidn desde
1870 a 18807 - . o

#. Dispdn los siguiantes datos en un orden 1égleo.’ Las cali- E
flcaciones de los pstud“antes en~una prueba de ‘matemétlicas .

rueron: 72%, 80%, T7%, 95%, 843%, 61%, .98%, 75%, 80%, 100%,
67T%, 77%, 83%, 7T5%, 88%, 91%, 70%, 78%,-82¢ y 86,

Utiliza un almanajue u otrs fuente de referencla para oncontrar

la intormacidn que necesites en los problemas_qua slguen. =

Ts

9.

repreaentan rrecuentemente "dibujando una figura". Ta “rigura

Haz una lista de la pcblacién de la ciudad mas grande de tu ,
estado para los afios 1900, 1910, 1920, 1930, 1940 y 1950.
(Refidrete a la ciudad en gue vlives sl es bastante grande
como pars aparecer en las listas de pobiacidn, o 81 puedes

encontrar los datos, ) v . Lo .
(a) Haz una lista del mimero de 1nm1grantes a los Estados .
Unidos durante los afos comprendldos entre 1935 ¥y . .. .. w;mf
1950, - o |
(v) Dispdn 1lcs numeros‘gl la parte (a) en orden de menox
8 mayor.

Haz una 1ista del nimerc de automéviles vendidos po> los

 fabricantes de 1os Estados Unidos en cada uno de los ’ AN f

sigulentes afios: 1910, 1915, 1920, 1925, 1930, 1935, 19405
1945, 1950 y 1955.

A\

“13-2. Gréficaa de segmentos . | .

‘Los datos de gue hemos hablado en la dltima seccién se

para los datos de 1a tabla 13-2° se ve en‘la figura‘1311:”“Esta“““*““*“

. \
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"figura" se llama grafie;\de segmentos, como proh&blemente sepas,
Tales graticas se hacen habitualmente sobre papel cuadriculado
comq el gque se muestra-en 1n figura 13- 1.+ Las grificas de seg-
mentos "se usan para mgstrar los cambios en algin articulo.

Se uaan, como Tectas numéricas, una recta horizontal y otrg
vertical. En la rigura 13-1"_ 1a recta.horizontal se utiliza
para indlcar tiempo. Obaerva que cada periodo de dlez aﬁos esta
rtpresentada por 1a miama distancia a lo largo q& la recta. lLa
recta vertical indica el mimero de habitgntes. (Cuantos habi-
tantes representa cada unigdad? Estag dos reétas Se llaman
rectas de referencia de la griafica. Ellas muestran las escalas
utilizadas, para dibujar la gréfica. . T v . *

gTendr¢an algun significado ios numeros de las escalas 81
éstas no tuvieran nombre? ¢Serviria parg alga una gréfica que.
no tuviera titulo? Una buena grdTica debe tener un titule
claramente escrito, ‘que especifique la iInformacidn, y BUB €8~
calas deben tener sentido completd -y deben ser faciles de leer,

Cada punto de la graflca en\la figura 13-1 Trepresenta la
pobiacidh del aflo cuyo numero estd en la escalarhorizontal
exactamente debajo de ese punto., Para cada purto, la poblacién
se lee trazando una recta perpendicular desde el punto a la
escala vertical y leyendo el numerc en ella. Los nimeros que
ae usan en las. graflcas son habitualmente aproximados, de
maners que el numero que ge lee en un punto cualquiera es también
un ndmero aproximado. Para construlr la grifica, se marcan los
puntos que fepresenpan la poblacién par& ¢ada aflo ‘del censo;’
luego esatos puntos se uneq_medianté segmeﬁtos.ge recta, lLos
segmentos entre dos puntos consecutivos dan estimaciones de la
pablaeién‘antre eso3 dop afios del censo., Sir embargo, no bay
seguridad de que estas estimaclones sean ‘exactas, pues los :
camblos pueden haber aido mds rdplidos en una época que en otra.

Pre untas para analizar en-clase
Usa la figura 13-1 _ para reaponder a las’ prebuntas.
1. :Ha crecido la pobi%cién entre 1900. y 1910 mds que entre
18007y 181QQ " .

- U SR . .
Y . 2 4 “ R “‘
. A 'j . ' *
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2, Muestra la grifisa un decrecimlento de la poblacidn ‘en algin
perfodo de dlez afoa? ' . oo oo IRy
3. Si lp. poblacidn entre 1810 Y. 1820 ﬁubier& sido la migma,
Jeémo se notaria esto en la grifica? i ' .

4.‘“50u§3 era lé-poblacién aproximada en 1945?2 ;Y en 1895%
~ 4En cudnto ha camblado esa publacién entre los 50 afios que
indlcan estps lechas? . o : -

5. S1 1a poblacion erece al mlsmo ritmo de 1950 & 1960 que

de 1950 =a 1950 (s1 1a grarica aube en lines recta de

19&6 & 1960), jcual serd la pobla»idn en 19607 . Esta por-
cidn Qe la grafica se indica por linea de puntoa. *Puesto que

. 8e conoce el censo de 1960, compara el resultado del censo

con tu reSpuesta. . ' ’ -

Construcc16n~de graricaa lineales . .

-Cuando se dibujan grafilcas, 108 detalles se planean antes de
'ppner la primera marca en el papel. Observa la informacidén que.
quieres representar y el espacio que tienes disponible.' Deja
espacio suficlente para €l titulo'y.para las marcas de las escalas,
Las gréficas reaultan mejcr si todas las palabras se escriben con
caracteres de 1mprenta en vez de manuscritas. Las gréficaa deben

r tan grandes como £l - spaclo lo pe?mita. Traza las rectas con
gla, y dibula un marco para dar a la gréfica aspecto de acabada.

Las graficas lindales requieren el uso de escalas. El mayor .

problema para construlr unk grdfica es elegir la escala que hay
‘quecutilizar. Hay manerss 'de saber cudnto debe representar cada
uﬁ&dad- 81 se usa papel de graficas, los cuadrados del papel
marcan unitdades convenientes. Como ejemplo, usemos los datos de
la tabla 13-2. Cuenta el nimero de censos eatre 1790 y 1960,
" Como nay 18, la grifica debe tener por 1o menos 17 unildades

a lo largo de la escala horizontal. (jPor qué se necesitan sélo
"17?) La eacala horizontal comienza siempre gl extremo izquierdo
Jde 1a’grafica y en ese punto se pone un mimero., S1 hublera 34y
unidadea dlsponibles para usar en 1g escala horizontal, gqué |
podrias hacer? Cuenta los cuadrados a 1o largo de 1la ‘escala
horizontal en la figura 13-1, En esta grifica se han uaado dod
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" cuadrados para cada censo. -
Ahéra, 6bserva la escala vertical. Representa el numeéo .
de millones du habitantes de la poblacidn en los Estados Unidoa. .
,De’la tabla’ 1§ -2, toma. el mayor numero de pergonas que necedlitas
representar en la grarica. Ahtes dg trabajar con los nﬁmeros de
eata tabla se los puede redondear con la aproximacidn de un
'millén, Cuenta el nimero de unidades desde la escala horlzontal
hasta el extyemb superier de la escala usads. (En la parte
superidr deja espaclo suficiente para un tftulo.) En la figura
13-1 hay 3% unidades disponibles a lo largo del eje vertical,
Ty el maybr‘nﬁmero de habltantes es 1517000,000. Divide el
nimero de hebitantes por el mimero de unidades disponibles.
En egte ejemplo &1 coclente resulta -ser el énqrme, nimero
4,314,285 'y todavia hay un]resto. De acuerdo con esto, cada
. unidad deberia represéntar ' 5,314 , 2886 habitantes, pedo serfa S
g muy diiicil trabajar con este, numero. Cada unldad de 1a eseala . “
verti»al dete representar el nupero més. conveniente que exceda al
\‘coc*ente. En este caso, caca uqidad representa 5,000, 000 def \
nabitentes.. ;Por qué debe ser el mimgero utilizado para eata A
unidad mayor que el cocgfente? . ‘ ' v
LEra necesario efectuar toda la divisidn anterior? Como " - . -
usaremos nﬁmeroa aproximados para la gréfica, la divisidn puede
, 8er tamblén 4proximada‘ La poblacidn ha sildo redondesda con la

‘t.

;“*wg-waprnximacidn de un millén.‘ Basta efectuar la divisidn séle’ B
R hasta que el cocinnte indique el numero de millones. Ahora el
problena en éqil. oo
] + 35 3___7355566

“a
. 7 - :

;‘. " LE1 resto de 1las cifras no 1nter=san, pues ‘el rimero usado q‘po
) unidad debe ser mayor que el coclente. I .

Las gréficas quedan mejor presentadas sl se numeran sdlo

. les lineas de las escalas que basten para hacerlas facilmente )

Jdegibles.,, ' . : i . >

.
.
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ugerciuios 13-2° [ . ;
Halléﬁﬁl rumero ‘que debe representar cada unidad en cada uno o

de los casos siguiehtes . \

. Numeyé de cuadra<los

. . dlsponlbles a representar T
{a) 20 B T |
(b) . 20 . 478 . ' €
(¢) : 20 175,000 ‘
(a) Y330 ) " ogko E

& : . ) . |
(e) 27 ‘o . 2,465,100 \ i

Construye una
que se dan en

" Maximo nimero

i,

gr'fica de~segmentog para representar 1os‘datos
esta tabla:
Nimero de Qstudiantes de la Eacuela Franklin de Primer

¥

Ciclo Secundario durante-las afios 1952 - 1957 .
1952 --- 86 ~--- 196
1953 --- 150 ‘-~ 235 i
- 1954 --- ﬂ§# ——-. 254 ) v, ot

Construye uns grifica de segmentos para

t Y

representar los datos |

de 1a tabla 13-3. - 1
Tabla 13~3 ' .. i
Votacion popular en + millones de votoy para los candidatos ;
preaidenciales .2 los Estadoa Unidos 1928 a 1956, o -
Ao . . Partido Republicano Partido-Demdcrata ‘ff
. — .
1928 21,4 15.0 R
1932 15. 8 22,8 S
1936 y . 16.7 2?.3 ;
1640 : 22,3 26. »
1944 22.0 24.8
1948 ¢ 22.0 24,1
1952 33.8 27.3
Observa estas instrucclones: ‘ . . i
(a) ‘En la misma grdfica diﬂhja‘nna 1fnea quebrada para el \ff
partido Republdicano y otra para el partido Demderata.” .
' . v . :
) [ ) . < . ~ N E
e N 3 . ) . . ~ ,..._:
216

. NI
. - » < N . L RN
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e (6) Busca en tus 1ibros o en alguna otra parte el nombre del
presidente electo ¥y el nombtre del candldato derrctado en
‘cada eleccidn.
“(¢) Utiliza las tablas 13-2 ¥y 13-3 para hallar el por-
centaje total de la poblacidn gue votd por cada uno de
’ ‘los candldatos en la eleccidn de 13940,
k. Construye una grafica de segmentos para los datos del
' problema 7, Ejerciclos 13-1.
5. Construye una grifica de segmentos para los datos del
protlena 3, Ejerclclos 13-1. '
f,, Construye una graflica de segmentosg para los datos del
protlema 9, Ejercicios 13-1. |

13-3. Graricas de btarras \

. La tabla 13-4 da el alumnado del séptimo grado que hubo

en los Estados Unidos entre los aYos 1952 - 1959 y el alumnado
probable para los ados 1960 - 1962,

Tabla 13-4

Alumnado del séptimo grado en los Estados Unldos entres 1952-1962

-

A%o ‘ / Alumnado en mlles

1952 2,159 . .
195 - 2,224 '
1954 . 2,354 \

1955 2,521

1956 - 2,586 .
1957 2,539

1958 . 2,707

1959 2,075

1900 »3,260

1961 *3,30c

1962 *3,3533

-

*Alumnado probable para los anos 1960 - 1962,
A
L) : . \
Los datos de esta tabla se represeritan por la grafica de
la figura 13-2. Esta clase de graflica Se llama grafica de
barras. Las grdaflicas de barras representan comparacioﬁes entre

- 21

L4
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objetos semejantes. Los datos que se dan para las griaficas de
segmentos pucden ser tamblén adecuados para las graficas de barras.
Los datos que representan camblos pueden ser conslderados igual-
mente como comparﬁciones entre conjuntos semejantes; un numero
asoclado con cada perfodo de tiempo se consldera, entonces, tomo
un conjunty de objetos semejantes. Hay algunos datos que son
adecuad.s para las graricas de barras y no lo scn para las grificas
de segméntos. Un ejemplo serla una gréaflca que cdmpara las alturas
de las 10 montaflas mis altas de Norteamérica. En la figura 13-2
1os alos sc representan a lo largo de la recta horizontal de la
base y el alumnado en millares se representa a lo largo de la
recta vertlcal de la izqulerda. Tas barras se espaclan a lo largo
de la recta base de manera que la distancia entre dos barras
cualesqulera sea la misma. Tamblén el ancho de c¢ada barra es igual
para todas. En esta grafica particular, el ancho de los espaclos

¥y el ancho <e las barras son lguales, pero esto no tiene por qué
ser slempre asf. El nombre de cada barra es el mimero del afio
escrito enwsw base. En algunas graficas, las barras tendrian nom- t
bres que no son numerps. Cuando te propongas dibujar una grifica,
deja suflclente espaclo en qué escribir el nombre de las barras.

El gﬁmero repréaentado por cada barra se puede leer en la
escala vertlical. ES el numero representado por aquel punto de la
escala vertlcal gue 23td en la misma recta horilzontal que el ex-
tremo superior de la barra. \ )

Al construlr graflcas de barras, sigue todos los principlos
que hemos dado para construlr buenas graficas. Trata de utilizar
todo el ancho disponible. Esto te serd posible porque el ancho
de los” espaclos puede ser diferente del ancho de las barras. El
mimero ie represénta cada unidad en la escala vertlcal se en-
cuentra de la mlsma manera qQug ep las graficas de segmentosl
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ALUMNADO DEL SEPTIMO GRADO EN LOS ESTADOS UNIDOS
* .
1952 - 1962 : .
Q‘OOO i [
- |
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03 gy
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952 1963 1934 1985 1956 1957 1958 1950 1960 g6l 1962 -
Flgura 13-2
) EJerciclos 13-3 " N
. " 1, 81 cada alumno que cursd el séptimo grado en 1960 necesitaba
. un texto de matemiticas que costaba $3.25, jcuénto se gastd
en total para proveerles libros a todos? .
2. :Durante qué afio' el alumnado 1llegd a ser de 3 millones de
alumnos? .

» 3, i Entre qué par de afios consecutlives hubo el mayor camblo de
alumnado? Utlllza'la figura 12;3 para obtener la respuesta,
y luego consulta la tabla 13-4 para ver sl tu respuesta es
correcta. \ ‘
4, Dibuja unag gréfica de barras para representar el mimero de
peraonas mﬁertas en diferentes clases de accidentes durante
1956, como se muestra en esta tabla:

211

iy 4
k. .
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: ‘Accidentes en vehiculos motorizados 40,000
Caidas : . 20,200
Incendios - 8,500
Inundaciones ‘ 6, 100
Accldentes rerroviarios ‘ 2,650

5 A continuauion ‘Se dan las miximas altitudes de algunos estados.
Redondea 103 datos con la aproximacidn de 100 ples, y luego
construye una grafiea de barras. :

Alabama : 2,407 piles
~ Alasxa oo 20,320 piea
Arizona \ 12,670 pies
Arkansas . 2,830 piles
California 14,495 ples
Colorado . 14,431 ples

.+ Hasta clerta fecha durante la temporada de béisbol de 1960,
los equipos de la Liga Naclonal habian ganado los partidos que
se indican. Represéntalos en una griéfica de barras. ¢

Pittsburgh ol - San Francisco 51

< San Luls 00 - Cineinnati - 45
Milwauk. . 57 "~ Flladelfia 42 .
Los Angeles 56 Chicago' 39

. \ . . :

\~

13-4, Gréficas‘circulares

En la flgura 13-3 B3e muestra una gréfica circular. Tal
grafiica s= 1 sa para representar las relaciones que tlenen entre -
s{ las partes de un todo, y entre el todo y cualqulera de sus °

~ partes. Esta grédfica muestra 1os porcentajes de sus ingresos que

una familla gasta en alimentos,‘rdpa, alquller y gastos varlos,
¥y el porcentaje de ingresos gue ahorra. ®
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- % COMO GASTA UNA FAMILIA SU DINERO

Figura. 13-3

La I‘amil:l,a gasta 30 par clento de sus :lngresos en allmentos, 20
por ciento en ropa, 20 por clento en alquiler, 20 por clento en
gaetos varios, v ahorra 10 por clento. El ingreso total de la
famllia se rep:%senta por el area del circulo. El radio del

‘¢irculo es arbltrario Yy se escoge de tal manera que gquepa en el

espaclo disponible; pero que, al mismo tiempd, permita distinguir
con claridad las partes en gue se d:ivida dlcho circulo., *
" Para representar el 30 por ciento de los ingresos que la \
familis gasta en alimentos, necesitaremos 30 por cilento del a::ea .
del cIrculo. Para obtener esta drea, comenzamos dibujando el rayo |
5? mareando con lia letra A -la interseccidn del rayo con la )
circunferencla. Sabemos cémo dividir la circunferencia en 360 -
partes iguales, dibujando 360 &ngulos de 1 grado, todos con
vértice en’ 0. Treinta por clento de 360° es 108°, Si se )
coloca el limbo.graduado a lo largo de OA con su vértice colo-
cado en 0 y la marca de 0° sobre 63, entonces la marca de
108°* caecrd en el rayo OB. E1 drea limitada por la curva cerrada
OAQB es 30 por clento del drea del circulo. En consecuencia,
el interlor de la curva cerrada OAQ,B representa la parte"*d.& los
ingresos que se gasta en alimentos.

(Qué porcentaje del &rea del circulo representa los alquileres?

Veilnte por clento de 360° es 72°. Colocando =1 limbo graduado :

r

a8 lo largo de ﬁ con la marca del vértice en 0 y con la marca
de 0“ sobre 65 la marca de 72° determinard el rayo o6, "

1)

* R5!

&
gf Shi
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s—--¥ 280 compran-su almuerzo en el comedor de la escuela. La grd- -

»5934- ~ 13-4

Continua de la misma manera para de*erminar las dreas que repre-

séntan ropa, gastos varios y ahorros. ~ ; R

R S1 el ingreso neto de la familla es '$6,000, ;cudnto gasta
en alimentos? ;Cudnto ahorra? | K
. En cilerta escuela hay 4 alumnos. Al mediodfa 80 7‘

alumnos regresan a su ¢asa para almorzar, 120 llevan su almnerzo

fica Bircular de la figura 13-4 muestra la manera como Se "repar-
ten los alumnos a la hora del almuerzo. Antes de construir la

+ grarica clrcular hemos tenldo que Hallar qué porcentaje o qué

partp fracclonaria de 1los alumnos van a su casa para almorzar,

qué porCLn &JP O parte rracclionaria llevan su almuerzo y qué por-
gentaje o parte fraccionaria van al comedor. En la tabla se
mues%ran estos porecentajes y fracclones.

- Nimero de altmnos - Parte Iraccionarlia  Porcentale  Grados
) " del total
Vuelven a su casa 16% 60
Llevan el almuerzo 25 90
Compran el almuerzo 58% 210 .,
Total 100 "~ 360 :

ALMUERZO

~8
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AN

Pars hallar el numero de grados de la curva AB, tomamos % de

-

N

360" y obtenemes ~0; el mimero de grados de la curva BC se -
encuentra tomando ‘K de 360 y se obtlene 90; finalmente,. pafé
obtener el nimero de grados de la curva CQA se toma j%- de

360, y se obtlene 210.

— ‘ \ EJerQicios 13-4 ,

' Construye una gralilca circular para representar la infor-
macldén dada en cada uno de los siguientes problemas. Construye
una gratlca para cada problema. Redondea los angulos con la

T aproximauicn de un grada. )

"1. En 19497 sc encontré aue los accldentes relaclonados con la
escuela, que axectaron a los alumnbs del septimo grado en los
Estados Unidas,.ocurrieron como se Iindica. (Las cifras que
ge dan son muy proximas de las reales. ) ,

\ H0 par clernto de los accldentes ocurrieron en los

: : edificlos escolares.

30 por clento de los -accldentes ocurrieron en los ;
campos deportivos escolares. . L
1) por clento de los accldentes ocurrieron en el
camiro de 1da a la escuela 0 de regreso a la casa.

‘2. EBn "1984% las elfr 3 (nuevamente muy proximas a 1as reales)

de los accldentes del problema 1 fueron 1as siguientes‘
5' por clento de los accldentes ocurrieron en los
T ediriclos escolares.

= gk por clento de los accidentes ocurrieron en los
\ ampos deportivos escolares. ..

. C 10 por clerto de los accldentes ocurrieron en el s

camino de 1da a la escuela o de regreso a la casa.

3,  Fl Club Teatro ha recaudado fondos con gue comprar cortinas

-

destinadas para su escenarlo. Un 79% del costo .2 las cor-
tinas 8¢ obtuvo de la venta de boletos para una serie de repre»gsf
sentaclones ‘eacolares. Aproximadamente 10% de los fondoa f
’ provino de la venta de programas, y el 5% restante se gano
o vendiendo bombones.
4. Los alumnos de la Escuela Weshington ge Primer Clclo Secun-
. dario hacer viajes mss o menos largos para asistir a clase.

Y »

g ) 4
) . ‘er“n
v~ Sa)
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El %0% de sllos viven a una distancia no mayor de Juna millsa
de 1a escuela; aproximadamente 28% viven a mis ae una milla,
pero a menos de dos millas de distanpia; y 22% tlenen sus
casas a dos o mds millas de distancia. ‘

*+

13-5. Sintesis de los datos

Clertas informaciones pueden determinarse ficllmente mirando
los dalos tabulados. Sin embargo, algunas veces, 1a§ tablas re- .
sultan confusas cuando tlenen demasiados datos. FEn estos casos
suele ser mejor describlr los datos. utilizando unos pocos nimeros.
Suele ser muy dtil »a determinacidn de un prurrateo del eonJunto
de los nimeros que se considerah. ‘

;Sabes cdmo efectuar un prorrateo? Lo has hecho hace algﬁn
tiempo, pero ;sabes que hay varlas clases de prorrateos?

Medla aritmética .

Cuando efectias el prorrateo de un conJunto de datos numérl-
cos sumandolog N'g luego dividierido la suma por el mimero de datos,
hallas un numero que s8¢ emplea como representante de 1os mimerog
del conjunto. Este prorrateo tan utll, con el cual yd estds fami-
1iarizado, se llama media arlitmética © media. (En este ‘capitulo,
todas las veces en gue se use sola 1a palabra media serd para
re!:rirse a la media aritmética. ) \

Observemos una vez.méds las estaturas registradas en la tabla
13 1 que se reproduce g continuabiﬁn.‘ Fsta tabla da una lista
de las astaturas, ordenaﬂ”é de mayor a menor, de 15 alumnos.

b4
k.

<
v
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‘Tabla 13-1

Estaturas de 15 alumnos del séptimo grado

Alumno . . Estatura en pulgadas

P e e
wxwm-—»omm-dovmrum-w
132
-3

. Para describir este conjunto de datos, jpodemos encontrar
un numero que sirva para representar todas estas medidas? Un
‘nimero tal podria ser la media aritmética. Para esta tabla la

, ~ suma de las alturas 87 -
estatura medla es M = 58, Esta medlda,

cominmente usadﬁ, se puede calcular sin neoesidad de disponer los

L
*

datos de una manera especlal.

-

Promedlo

Otro modo de obtener un mimero Jue represente a los némeros
de un conjunto de datos es hallar un ndimero tal que la mitad de
los nxmeros del conjunto sean mayores y la otra mitad menores
que el nimero hallado. .

E]l pro edio de un conJunto de nimeros es el numero situado
en la mitad del conjunto cuando 108 nimeros de este conJjunto se,
disponen en orden creclente o decreciente. En el conjunto de las
estaturas Ge la tabla 13-1 el nimero que estd en el medlo es 59.
Este es el promedio del conjunto. . La mitad de los mimeros son
‘mayores que 59 Yy la otra mitad son menores. Slete alumnos
tienen estaturas mayores que 59 pulgadas y slete tlenen eataturas

. menores que 59 pulgadas. . o

*

¥
B
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Si el mimero de elementos del cornjunto es par, ne hay mimero
medio 0 central. Entonces, debemos definir el promedio en este i
caso. Si hay un mimevo par de elementes en el conjunto, el rromedio |
8¢ toma generalmente como la medla de los dos mimeros centrales.
Por ¢jemplo, en el conjunto de nimeros 8, 10, 11, 12, 14, 16, 17,
19 los dos nimeros centrales son 12 y 14, FEl promedio e 13,
qué es la medla de- 12 y 14, a pesar de que no estd en el conjunto. -
Rlzunas veces hay varios mimeros que son iguales al promedio, E
conjunto de calificaclones 1X,- 13, 15, 15, 15,15, 16, .18, 19, 20
tiene 10 mimeros. Loz dos ni§meros centrales son dguales a 15
¥, por 1o tanto, el prsmedip‘ 15. Perc los nimeros tercero y N
cuarto son también 15, de;man'ra que 15 no es un mimero tal que L
5 de las callficaclones sean Jmenores y 5 sean mayores que €1,
En el conjunto de salarios $2,050, $2,100, $2,300, $2,4%00,
$2,500, $2,000, 32,700, $2,700, $2,700, $3,150 el salario pro-’
nedlo es $2,550. La medla aritmética es $2,520. El promedio y . o
la he@ia aritmética son aproximadamente iguales. Sin embargo, sl
&1l mayor salario hublera sido $5,150 en lugar de $3,150 la .
media aritmética seria $2 720, aunque el promedio continﬁa siendo
$2,550 Esto e¥plica que la utilidad del promedio para describif
un conJunto de nimeros se funda frecuentemente en el hecho de que
. un mimero (o algunos numeros del conjunto) no afectan al Rromedio
én la mlsma proporeidn en gue afectan a la medla aritmética. ‘
Modo ‘ . ' -
. :Qué estatura aparece mds veces que las otras en la tabla 1
13-1? ;Cuantos alumnos tlenen esta_estatura? Esa estatura se
llama ¢l- modo. ‘ ‘
En conjuntos tales como los nimeros naturales 1, 2, 3, 4,
5, ++. ningun mimero aparece mds de una vez Pero en un conjunto
de datos, un nimero o varios numeros ‘pueden repetirse varias veces, -E
. 81 un nmero aparece en el conjunto de datos mis frecuentemente que
ninguin otro nimero, se le llama modo. Puede haber varios modos. -
En la tatla 13-1 habla exactamente un modo: 61. En el comjunto :
de sueldos $2,050, $2,100, $2,300, $2,400; $2,500, $2,600, $2,700,
$2,700,  $2,700, $3,150 el modo es $2,700. Pero en el conJjunto
de califlcaclones 19, 20, 21, 21, 21, 24, 26, 26, 26, 29, 30 hay

1
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.

dos modos: 21 ¥

por ejemplo Qe
81 en la tabla 13-1

»

t =598~

26. S1 hublera hebido una calificacidn més,

EJercicios 13-58

21, en eate’ conjunto, scudl habria sido el modo?
el duodécimo alumna hublera genido S5 pulga~
das de estatura, icomo habria afectgdo esto al modo?

1. Hgplla el modo de la slgulente lista de Calificaciones

?93 91": 85: 81’
2. Para las calificaciones del problema 1, halla:
{b) El promedlo.
3. Unos empleados han recivido los sigulentes sueldos anuales:
$4,000, $6,000, $12,500, $5,000, $7,000, $3 500, $4 500,
$5,000, $6,500, $5,000.
Hplla la media de los datos.
GCuantas sueldos son mayores que 1a media?
gCuantos sueldos- son menores que la media?
;Te parece que la media es una. buena manera de describir
el sueldo tipo de estos empleados? )

© (a) La media.

(a)
(v)
(¢)
- (a)
(e)
(f)

50.

(a) La media.

7%, 85, 91,

87, 69, 85, 83.

-

Halla el promedio del conjunto de datos.

.Te parege que el:promedlo representa plen estos datos?
4. ' A continuacidn se dan las temperaturas de clerta cludad, en
grados Fahrenhelt a las 5 p.m.
semanas y7, 68, 58, 80, %2, U3, 68, Th, 43, 46, 48, 76, 48,

nall a:

Agrupacidn de los datos

-

{v) El promedio.

L
[N

durante un periodo de dos

A

S1 estuvieras hatlendo una lista de las* estaturas de un
mimers muy grande de alumnos, podria resultarte enojoso anotar
separadamente cada estatura. Te resultaria.més Fimple agrupar

108 numercs ge.esta menerat

Estatura en pulgadas

02-64
59~ci
56-58
5355

2959

]

¢
o

P
LY

-~

12
17
42
57
33

1

Numeroc de alumnos

il
R 1 2P AL R 2
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Para hallar el yromedic, averigua primero el nimero total de
alumnos y dividelo por 2o Lo suma de 12 + 17+ 42 + 57 + 33 4+ 14
es 17, y l&» « 37 ¥, de manera que el alumno que estd en el medio.,
serd el 88 esimo (o;nagésimo octavo), contado de arriba hacia
abajo o de abajo hauia arriba. Si contamos desde arriba,

12 + 17 + 42 = T, necesitamos_ 17 mds para eomple;ar 88, 31

del grupo de &7 tohaﬁbs 17 mds, encontramos el promedio. Puesto
que la B3 dsima {octogesima octa"a) persona estaba en ese grupo, '
declmos que « prom*dlo de las cataturas del srupo completo de
alumncs estd entre 53 ¥ 55 pulgadas. Como la 88 ésima persona
apareee antes de pasar el punto medio de tal grupo contando hacia
abado, podriamos decir mejor que el promedlo de las estaturas estd
mas cerca de L que de 53, ' ‘

Para "erificar ruestro trabato, contamos de abajo hacla
arriba B3 personas. 14 + 33 o k7. XNccesitamos 41 personas
mias para llegar a !8, lo Aue nos lleva a la parte superior del
grupo de -7, como hemos encontrado cuando contdbamos desade .
arriba. .luovamente hallamos la B8 ésima persona dentro del grupo
de 7, cuya e=statura ©sta entre 53 0y 25. Entonces el promedio
de las estuaturas del S rupo esta entre 43 y 55 pulgadas,

» -

Ejerciclos 13-5b
1. Ds un elemplo de*datos que ‘el director de tu escuela prefe-
rirfa tener en grupos y no .en numeroa'separados.
2, Halla =l promedio de las sigulcntes grupos de edades. sCudl
e8 ¢l promedio de las edades? !

-

_ Hdades en anos Nimero en el grupo \\\
2729 .
w28 . ' ’-l-g
2y-2 E ' ‘
18-20 18 ,
17 -17 . 94
v 12-1b 53
- 9-11 \ 73
v.-5 . ' 26

3. Usando intervalos de 5, a sgher 50-54, sc.49 ) etc,, a
90-94, halla el promedio, agrupando los sigulentes datos de
temperaturas: %2, 74, 73, 91, 68, 84, 75, T8, 80, T7, 68, T2,
71, 56, 82, 74, &5, 72, 50, A3, Tl. Marca una columna con la

R
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palahra "¢emperatura” y otra columna con "precuencia’.

.,

Diaperaién o
La medla ar*tmé*ica, el mods ¥ el promedio son brorratecs.
Cada uno~de ellos. w»s una medida que nos Ga una ldea" del tamafio
de las medfc;ones, y puede ser conslderaco como un nimero repre-
.Bentativo o tipico. ' . .
S1 queremos, resumir yn conJunto de davos, podemcs hacerlo
exactamente con dcs nimeros. Uno de 108 numercs seri un prorrateo
{media aritmética, modo o promedio) para Garnos una nocldn del
tamafio del elemento tipo. El otro nimero debe: darnos une medida E
de como $e diferenclan los datos de nuestro prorrateo. Suponte ,;
quée .queremos resumlr estos dos conjuntos ae, nimeros : -
A= (40, 50, 60)
* * B = {J}Q, 50 Si] N -
La media y el promedio del conjunto A son los mismos que la
media y el promedia del conuunto ‘B, pero los nuneros del. con-
Junto B estin menos sepﬂ?ados‘que los numeros del conjunsto A,
Una manera de medlr esta “separacién"‘o "dispersidn” es hallar
la diferencia entre los numeros mayor y menor del conjunte. Esta
direrencia se llama el » go. El rango de los nuimeros del ‘con-
Junto A es 20; el rango de los nimeros del conjunto . B es 2.
Podemos shora deseribir el conjunto A° como el conJunto Qe ‘w;
1oa rumeros ciya media es 50 ¥y cuyo rango &3 20, Egtos dos
nimeros nos dan una breve descripcidn del conjunto. Podemos.
deseribir las eataturas dadas en’ 13, tabla 13 -1 para los alumnos

. del séptimo grado aiclendo ' que su media e- 58 pulgadas y su
rengo es 13 'pulgadas.’* Con esto podemos irs, 'nar que 1z medid®™

de las estaturas estd alrededor de 58 y. ana medida de la

\ diferencia de las estaturas es 12.

Otra medida de la separacién o) diapereion de un conjunto de
nﬁmeros es la desviacién medla. Para hallar la desviacidn media
‘debemos primero hallar la’ desviacién o direrencia que hay entre
cada numero ¥y dia arivpétloca. T ‘

ConaideTa el con 5; de ‘nimeros 4, 8, 10, 4, 5, 4, 7.
;Cudl es la media de este conjunto” bCual es la diferencia

»

]
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(deaviacién) engre el mayar numero de este conjunto y la media°
Las desviacicnes de.los. numeros de este conJunto respecto. de la
maﬂia son 2, 2, 4,2, 1, 2, 1. Estos nimeros nos indican cdmo:
-se diapersan, ¢ separan, los nuimeros del conjunto respecto de la
. media. La desylacidn medla es la medla eritmética de estas des-
viaclones. Tomendo .la media de 2, 2, 4, 2, 1, 2, 1* obtenemos

2+ 2+ 4 +2+1+2+1 2.
. . =

Utlllcemos esta medlda, la des-
viacidn medla, para describir otro.conjunto de datos.

. Los lngresos totales del goblerno federal en los afios 1946 -
1955 fueron asi: ’

- < Desviaclores -
A%o Billones § respecto de la medla
94 - - 54 1.5
1947 ) 45 10. 5
1948 . . . LT . 9.5"
1949 o 43 12.5
1950° . 51 14.5
1951° . T B3 2.5
1952 - Y .+ 12.5 .
1953 \ T3 . 17.5
1954 T3 T 7.5
1955 I _69 13.5
", Total 555 122.0

) La medis arltmética dé estos ingresos es el voty}, 555,
' dividido por 16, es deecir, 55.5. (555 ¥y ‘55.5 répresentan i
billones.) . . )
.~y La tercera tolumna muestra la deaviacion del 1ngreao de cada ;
8o respecto de la medla, 55.5. . : oL
La medla de las desviaciones es, 122 dividido por 10, es |
declr, 32,2, ‘ \ :
Ahora podemos condensar la informacidn de la tabla diclendo:
Los ingresos del gobiernmo federal en los ailos 1946 - 1955, NN
,Luvieron una medla de 55.5 biliones ‘de ddlé&ea ¥ una desviaq;6n~

medla de, 12.2 blllones de ddlares. : -

.

-

kY

(" . ) _Jercicios 13-5¢ ;
(Las ‘primeras tres preguntas de estos ejercic¢los se refieren A
a los datos de o8 ingresos del gobierno federal en 1946 - 1955 ) ‘
1. (En qué afio o' afios fue maxima la desviacion?

»
)
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In qud 2o o ano0s fue minima la dt..sviacion"
halla la media ¥ la desviacidn media para los anos 1947 -
1957, ‘ o
éalla, S :a-aﬁrsxim&clén Je una déclima, la media y la
doavideddn modia de las sigulentes calificaciones:, 8%, 82,
B8, 74 30, &%, 50, 82, 84 y 83, ° . ‘

- .

tu meila ¥ la de"wiaclﬂn medla de las callflcaclones
(del mismo =xamen, pero en otra clase): 94, B4, £8, 74, 98,
TG, » o, ms, Ty .

alzular la media aritmétlica se muestira en
vl 51y fente Sromplon
Elenmpla, Cale la modia r*tmﬂtixa de este conjunto de
caliticacloras: ¢, 11, 13, 1%, 19, 20, 21, 21, 23,
Comunzamos tamahide un némero razonable como media. "Suponte
qu optamds por 1%, En segulda hallamos la desviacidn de
cada caliricaals del conlunto respecto de 18,

u1irdcucionees . Desviaciones respecto de 18
e 8)
N T
! Qj
1. R
- 3
< 3 .
N 5
oo awawa de lan desviacliones para las callflcaclones

W

menseres oy 1T s 23, La suma correspondiente a las
1o3%-1ans & 188 caliricacliones mayores que 18 es 14,

Torames la dterensia 23 0 16 = Oy la dividimes por O,

fa wd ol nudmars ae caliricaciones: 2 + 9 = 1., Conmo las

desvlaciones respecto de 18 ~eran mayores para las califi-

aaclanes merores de b que yara las calificac&o 8 mayores

-7 N

e 12, restamos 1 de 1z para ohtener 1a medla correcta:
I':’ » * * * X *

tilica ol mdtodo dil ojemplo ante};or para. hallar la
media Jdel slgulente conJunto de calificaciones: L0, 43, 4,
i

\;: Qg: &3'
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La medla, »1 promedio y el modo, para un conjunto de datos,
s llaman medidas de tendencla centr . Se leos da este nombre
*p\ raue eada una ede ©1las 98 un numero hacla el cual los datos
“tlendon » Crontralizarss”,  Todas estas medidas de tendencia

4

central swe llustran en el sigulente conjunto de sueldos de 12 \
peraonas v = la grafice de.la figura 13-5. Sueldos: $4,000, !
$4,100, 34,200, $.,000, $:,000, $%,000, $%,250, $5,2:0, 35, 250,
$,270, 3,000, §0, 000,

SUELLCE DE UN QRUPO SELECCICNADD

i‘

NUMERO DE
SUELDQS
411
|
3 f
Vo
v
| !
N
24 \
|
b
N
' L \ .
5 |
o
v
b
. . o R 'SUELDO
4,000 4,500 S.OOO, $,500 6,000
MEDIA 5,042
PROMEDIO 5425 —
MODO 5,250

Mgura 13-

2¢en
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Cdleulo de la desviacidn media respecto de la media arltmética,
$5,042 (con la aproximacidn de un dadlar).

Sueldos Desviacidn respecto de §5,042

e o
4, 500 C B2
5,000 42
5,000 42
5,000 42
5,250 208
5,250 208
5,280 208
5, 250 208
h, 500 458
%, 000 958

Total  $4,500

§1Ft)00 . $3?5’ desvia(_‘,i{)n media respecto de la medla aritmética.

Rango: $€,000 - $4,000 = $2,000.

La posicidn de las rectas que representan la medla, el
promedio y el modo muestran que estos nimeros son aproximada-
mente iguales y la gréfica muestra que los sueldos estdn més
0 menos lgualmente distribuldos a ambos lados de esas rectas.

13.5, Muestreo

modos sabemos que las elecclones presidenclales se reallzan
cada cuatro aZos en los Estados Unidos. 3En qué afio se realizarin
las proximas? La gente se interesa mucho por los resultados de
las elecclones, Algunas veces, mucho antes de que las elecclones
se reallcen, algunas organizaclones hacen predlcciones respecto
de qulien sera elegldo. Estas organizaclones no 86lo predicen

quién serid elegldo, sino también el porcentaje de votos que alcan-

zard cada candldato. Los candidatos, y el porcentaje de votos
pronosticado para cada unn de ellos en la eleccidn de 1948,
ﬁara tres diferentes listas de votantes, se muestran en la‘tibla
que sligue:

.w‘l_ .,H,'!’ 5

-
e,
g
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Candidatos Dewey Trunan Thurmond Wallace

Lista numero 1 4G, v% Ly =g 2% 4%

Lista numero 2 49, 9% 4, 5% 1. 6% 3. 3%

Lista nimero 3 52, 2% 37, 1% 5. ?% 4, 3% .

En la elecclion, el porcentaje de 'votos para cada uno de ellos fue:
Truman L9, 4%, Dewey - 43.0%, Thurmond 2,4% y Wallace 2..4%.
sVes por qué a esta eleccldn se le llama "eleccidn de las sor-
presas”?

Aungue ninguna de lac listas predijo la eleccidn correcta-
mente, Sus prondsticos fueron aproximados. acémoilo‘hicieran?
;Recorrieron los Estados Unidos y preguntaron a c¢ada votante por
quién iba a votar? ;O escribleron una carta a cada votante?

tualquiera de estos procedimientos hubiera resultado muy costoso -

¥y hublera necesltado mucho tiempo. En vez de eso, emplearon el
método llamado muestreo, Esto significa que las organizaclones
que hlecleron las prediccliones geleccionaron una "muestra" de la
podblacidn de les Estados Unidos. ILuego, después de preguntar a
la gente'de la "muestra" por quién iba a votar, las organizaciones
predijeron que la votacidn en el pals entero estaria aproximada-
mente en la misma razdén que la votacidn de la "muestra®.
Probablemente has visto alguna vez un contador de sangre; el
médico te toma una pequefia cantidad de sangre de la punta del dedo,
o del lébulo de la oreja, y luego cuenta los glébulos rojos y.
blancos que hay en ella. A pesar de que te ha tomado una muestra
muy .pequeria de la sangre, consldera la éuenta que obtiene como una
buena representatidn del mimero de gldébulos que tienes en toda la
aangre. Probablemente puedes imaginar algunos otros eJemplos de

muestreo.
Suponte gque sares que 'todos los empleados cuyos nombres apare-

cen en el reglstro de empleados de una gran fébrica son hombres
vuya edad estd por encima de los.veintiun ahos. Preguntémonos

como podemos usar el método del muestreo para obtener una estima-
¢lén de la estatura media de esos hOmbres, Podrias elegir al
primero y al u¥ltimo de los nombre.. indicados en el registro y
hallar la medla de su estatura.. 0, podrias eleglr el primer

nombre de cada letra del alfabeto, o el \ltimo nombre de cada letra,

2¢
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o0 ambos. - luy mushas manoras doe ocooger una mu2stra.  Algunas T
yeder ser luengs v otras malas. :FErcuentras %lguna objecidn
para cual;uieri Qe 1;3 métodos sugeridos? . La manera de elegir

una muestra du mods .o vepresente blen al Frupo del gque ge

selecclona 95 una parte diffcil de la tarea. .

Tlerclelos 13-6
1. Tste protlemu ¢8 un proyecto de nuestreo para tu clase, T El D
ablotivo oo hnllar la estatura medla de tus condiscipulos.

Como es probable Jue haya una diferencla entre las estaturas

de los ninog ¥y do 1as nivas, halla separadamente las medlas °
. para los niuos ¥ prara las nikas. Los nifios hallaran la

sty de tow nios ¥ 1as ninags hallaran la medla-de las

¥
nlvao. Las Instrustlones so dan ssdlo para los nidios, pero
1aa- nias deben sustitulr la palabra nitios por "nivas" . )
(a) lige wna muestra de cada una de las sigulentes maneras:
(1) Todos los nltios que tlenen su’cumpleafios en maizo,
wosto o diciembre. '
i2) Todes 1bs nifios cuyos nombres comiercen con G, M )
o i ‘ i \
a) Todos ics niros que so slenten en una misma flia- )
\escogida er; ¢l saldn de matemdticas.
{t) Halla la estatura medla utlllizando la muesstra (1). -
(¢) Halla 1z estatura media, utilizando la muestra (2).
{d} iHalla la estadura media, misando la nuedtra (3).
() iialla 1a estatura media dec todos los nlitos de la
clase. . ‘ .
(-t} v udl de las tres mucstras representaba mejor a todos
los nliios de la clase? .
() Al eleglr la3 muestras, jes importante que la muestra
ge €scola de manera gue no‘dé demasiada representacidn iv
) a una parte? \ } "
, . . .
. s ‘
205 ' .
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2. I la elecceldn de 1948 para presldente de los Estados Unidos,‘

.

votaron &%,%34,000 electores {con la aproximacidn de un

millar). ’

‘(a) S1 la 1lsta numero 1 de la paglna 605 del texto hublera
sido co?recta, scudntos votos habrla alcanzado cada candi-
date? Da tu respuesta con una sproximacidn de 10,000.

(v) Los porcentajes de los votos realmente alcanzados por cada

.candidato se dan después de la tabla de las listas.
ti1liza esos porcentajes para hallar el mimero de votos
que recibid cada candidato. Redondea las cahtidades con
ura aproximacidén de 10,000 votos. '

3 > N
13-7. Resumen . . J

El tema de la estadfstica trata, en parte, de la recopllacidn
de datos, la %adulacidn de los mlsmos ¥y su representacion mediante .

gralficas. La vahulacié ¥ la representacidn grifica de los datos
+ deben ~Uectuarse de tal manera que Se pueda interprethir y resumir
f&cilmen;a 1o jue 2508 datos dicens Las grgficas de segmentos, de
.barras y las circulares son unos pocos ejemplos de las clases de

grat’'lcas jue se puedsn emplear. .

tas aprerndldoe jue hay varlas medldas dlferentes para la ten-

dencla central de un mismo‘conjunto de datos. La proxima vez que °.

veas graflcas o tatlas de un conjunto de cifraq en 'los perlodicos,
revistas o en tu libro de estudios sociales, obsérvalas cuidadcsa—
mente, © 81 se¢ mencionan prorrateos, tvata de averiguar gqué prorra-
teo se usa.  Sualyulera jyue sea la clase de prorrateo gue se use,
tisnes 1a poscitllidad‘de preguntar si da la mejor repregentapién
nn todos los daros. - |

Para ayudarte, recuerda los nuevos términos Jue se te han
dado al tratajar con las estadisticas, los cuales son:

-

Medla aritmética o medla -- la suma de tLodos los numeros
del conjunto dividida por el mimero de elementos del
conjunto, ot

A)

»

AN
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Promedio -- nimero medlo o central del conjunto cuando los
datos se ordenan o bilen de menor a mayor o blen de
mayor a menor. Cuando no hay un numero medio, el
promedio es la medla de los dos mimeros medlos o

.

centrales.

Modo -- numero gue apareee mas veces en la listé de datos.
Puede haber varilos modos. ’

Rango -- diferencila entre los mimeros mayor y menor del’
conjunto. ~

Desviacidn nmedila -- medla dg las desviacliones respecto de

1a media arltmética. . .




. . Capitulo 14
EL FUNCIONAMIENTO DE LAS MATEMATICAS EN LA CIENCIA

14-1, El sube X_baja clentifico '

gﬂas Jugado alguna vez al sube y.baja® ‘ L

S1 pesas 100 libras y tu compaiiero de Jﬁegos del otro lado .l
del sube y baja pesa. 85 1ibras, sen qué sitio de la palanca debes
sentarte para que se equilibren los dos lados? ;Estard €1 'mas
. cerca O mas lejos del centro que ti®? jPuedes decir cudnto més? -

El sube y baja &S una especle de méquina cimple llamada tam-
bién balanecin, gue ae usa mucho en el hogar, en el trabajo ¥y en
los laboratorios cientificos. Pertenece a la'familia de maquinas
11amaq§\f,pa1ancas . Naturalmente, jno todas 1as‘pa1ancas funcio-
nan como un sube y bajal Utllizas una palanca para abrir una
botella. Usas otra clase de palanca para levantar tu automévil b
mover una pledra. ;P .edes imaginar algunos otros eJemplos de
paiancas? “

Los %ombres de clencla utilizan palancas de' construceidn muy
fina en sus laboratorios. (] tiﬁo mds simple de ellas es la
_balanza de laboratorio ordinaria. Probablemente tlenes alguna en
tu aula de ciencla. Los hombres de ciencia han estudilado deade
hace muchos ahos estos balancines clentificos, han aprendido ‘a o
equilibrar cbjetos de diferentes pesos y a expresar sus-descubrl-
mientos en fdrmulas matematicgs. El disponer .de una fdérmula nos
permite usar y comprender mds fdcilmente el sube y baja clentifico.

. Hoy vas a representar el papel de un "hombre de ciencla. Vas
a montar un experimento sencillo de sube y baja, hards observa-
clones y tratards de descubrir una regla para 1uego eatablecerla
en forma matematica. )

El experlmente nos ensefia 1a,ﬁ§nera como un hombre de ciencla :
efectia observaclories en el laboratorio’ y cdmo después las estudla "
matematicamente.y Sa2ca conclusiones de ellas. Luego el cientirico
trata de establecer las conclusiones por medio de ecuaciones mate-
maticas. Finalmente usa la férmula para predecir un nuevo resul-
tado Y luego vuelve al 1aborat0r10 para comprobar si ean negla es

adecuada. . _ - "

» LI »

L4

2
> S

e

R L2 2 A



Un experdmer.to do laboratorlc
Tu sgquipo para estudlar el suke
parecersg al sirulente:

n

balta clentifico se

'l

Hilo ruerte

>R 8u punto medlo,

ejulllbrarios.
de equllibrarlos.

Los materiales reguerldos en tu laboratorio son:
Una vara de madera de un metro o de una yarda de 1argo.
dos bolsas para contener los pesos (el
plastico fino sirve para hacer bolsas muy satlg-
factorias),
Un conjur&o de objetos de igual peso y tamafio con-
veniente (se recomierda un surtido de monedas
de bolitas),

fquilibra la vara suspendliéndola de un hllo fuerte
;°1 la vara no se equilibra, puedes
*colocar una tachuela en varios puntos hasta que lo consigas.
El punto por el cual la barra estd suspendida s€ llama el

Cuclga dlez objetos de lgual peso de un lado del. apoyo
abJetos ldenticos a los anterlores del ‘otro lado ¥y trata
Toma des obJetos de peso dlferente y trata
¢Tienes gue camblar la distancla para lograr
el equillbris cuando los pesos son diferentes?

YRR
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Nota. Los clentificos habltualmerte reallizan algunas pruebas
prelimlnares para determinar la me Jor manera de montar Yy llevar a
cabo un experimento. ;Su primer montaje experimental no silempre
funciona pertectamentel Puede ser jue encuentres convenlente -
hacer algunas melores en tu equipo y en los procedim;entos durante
23ta etapa. ‘_ ‘ ) .

Cuarido tu equipc funclone con facllidad éstaréa listo'para‘: **o&
comenzar con la primera fass de tu experimento. Los clentificos |
planean culdadosamente el experimento por adelantado, Pero nosotros:
desarrollaremos nuestre plan dc trabajo a medida que lo eJécutemos.

3. f{a) Cuelga 10 monedas iguales 6 10 bdlltas (3 10
otros ?bjetcs cualesquiera,'?mhuablcs, de igual peso)\a una dis-
tancia de 12 centimetros del apoyo, y equillbra el beéaﬁcon 10
obJetos ldéntlcos en el otro lado. (S1 tomas una vara de unag °
yarda de longlitud puedes ver que medila pulgada es una unldad de .
distancla adecuada,) Observa a qué distancia se halla del apoyo
eéta segunda masa cuando la palanca esta en eguilibrio y escribe‘~
_ la distancla en una tabla, columna (a), andloga a la que se
nuestra o continuaciént Cbserva que w y da reﬁresentan las
medidas del resoe y distancia,’respectivamente, de un ladp del

e

apoyo. & ¥ I representan la medida del peso y la distancia .
del atro lado d=}. 3;,\\oyo. (
\ . b
TABLA I :

() () (e) (@) (e) (£) (&) () (1) (9

[y

= 10 10 10 10 " 10 10, 10 “ 10 10 10

.
a = 12 12 12 g2 12 12 12 12 12 e,
D [ g 8 v 24 12 .
D = ’

iIi i{T i]"i {lT l—li l[l l]T l'l !IT l]l r[f lll
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(b) Si° W es 20, halla D de°manera que la Halenca
_esté en equllibrlio. Escribe el raimero e.a tu tabla deQayo ae
"20", columna (b). . ‘ ‘ i
"~ {e) 51 W es 5, halla D de manera que la palanca
esté en equilibrio. Escribe el mimero en la tabla, columna (c),
. debajo de "5". . " . ‘
(d) Observa,que en-estas tres primer&s pruebas, w Y
d permanecen iguales,’ Todos los' camblos se han hecho en W
y D, Utiliza los valores indicados en las columnas (d) -
{g) para hallar el valor de D, Haz varios otros camblos para
W Yy escribe los resultados correspondlentes para D en tu '
tabla—columnas (h), (1) ¥ (). ‘ N
4, Sea ahora w = 15 y d =5, como se indlca en la
tabla II., DPetermina cuidl debe ser el tamaflo de W para que,
la palanca se equilibre cuando D es lgual a 6. Qué pedo
2quilibrard 1la palanca a una distancia de 4 centimetros del;
apoyo? ;Y a’ 16 centimetros? Ensaya varias’'otras distancias,

medlidas desde el apoyo, halla qué pesos se necesltan para equl- T
librar la palanca,®y completa tu tabla 11, .
: \ TABLA *II ’
W 1% 16 16 16 16 16 16
d 6 6 6 "6 6 6 6
w ! . N
D & . 4 16

5. Ensaya otros valores para los pesos y dlstanclas ocomo ‘
se suglere en las tablas IIT y IV y completa tablas similares
dadas por ti mismo.

i TABLA IIT
w 20 40 10 .
4 . .
W 20 20 20 20 |, 20 20 ‘ -
D 15 15 15 15 15 15 ‘.
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. ) ' TABLA IV ) |
" W 18 18 18 18 18 18 18 . .
' ©a 5 5 5 5 5 5 5 ‘
: W 15 10 30 (LY ' . '
D ) ' 10 15 18

? . *

 “14-3. jAtencidn: razonamlento inductivo en funciohes!

T _Después que un cienéifico ha completado un experimento y
recopllado los #atos, trata de analizarlos. Trata de descubrir
todos 10s hechos que los datos ‘representan. _ Prueba tamblén inter-
pretar estos hechos’de una manera conexa y adecuada, y de descu~-

. brir una regla general sugerida por los datos. Se propone esta-:
blecer esos resultaﬁos de una manera preclsa, preferentemente
medlante unta formula matemdtica simple. .

Observa que los clentificos estudlan determlinado mimero de ‘
resultados experimentales especificos y de ellos tratan Je extraer °
una conclusidn que se aplique a todos los casos. Razonando sobre
un nunero de resultados experimentales especlficos, se.desarrolls
un enunclado general que se aplicard a todas las situsclones
analogas. Este proceso se llama razonamliento inductivo, qué debe _—
ser ugsado con culdado. ?ruede suceder en algunas ocasiones que ‘
unos pocos ejemplos sugleran una conclusidn qﬁe ro es verdaders
en gdéneral. Por ejemplo, si vas a Nueva York y encuentras cinco
pelirrojos sucesivamente, no es razonable la conclulTdn he que
todos 1los habltantes de Nueva York son peligrojos. Tanblén si

¥ .

observas que % = %, ! ="7}, sg =7 ¥V = g—, estaras equi- B
vocado sl supones que slempre puedes tachar los numerales de ests -
manera. ‘ A ) N

Cuando se propone una regla generéi, loa clentificos tratan .
de verificarla medlante mds experimentacidén y, sl es posible,
por razonamiento deductivo. En todas estas etapas las matemdtilcas
Y el razonamlento matemét;co son eepecialmgnte Importantes,

) L
> A

'

L 4
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Conglderemon 108 resultados da2a.nu.siras tablag desde 2ste
» -
punto de vista. Trutamos de saber s} existe unu regla general

, due descrite todas est:s rdlaciones. S1 es posilble, deseamos

expresar la rsgla en términos matematicos. Si‘eé‘una regls
general, debterismos ‘peder usarla pars preéecir ddénde colocdr un
ob jeto pn 8o cpnocido para ﬂquil*b*ar un segundo obJeto de.
peso tambidn <onocido. N

Elerclcios 14-%

1. {a) ®n la vabla.I, gnotas alguna conexidn entrn la colocacfon \

de las masas de lpual peso en. lados opuestos del apoyo?

tual »s osa x.cne-x;o*x"

(k) Sl valor de” W se dupliﬁa, permanebiendo inalterables

Rl N

w-y d, jcomo cambla el valor correspondiente de DY

X

(¢}, 51 €1 valor de W se reduce a 1a mitad, ;cbmo cambla la
‘orrespondinnte distancia D desde el punto de apoyo?

(¢) oTe parece que los valores de w, 4 'y W, D estdn rela-

:1onados de alguna manera? JPuedes establecer’una regla
v neral que parezca valida, respecto de w, 4, W y D?
Erancia 1o “egla verbalmente y 1ue¢o]mediante una ecna~
2an vatemati a ern 1a cual aparezcan Jdos. simbolos w, W,
d oy B -

(' Verirlca -tu regla, pljcandola a algunos de los datos
ncon'trados por exparimento en las tablas II, III y IV.
Z. Em;lea 1. ~:aaidn augoridq en el ejercicio anterlor para

prods ‘f las cifras qne‘%altan en la taﬁla V.

LY

.. . TABLA V. ~ :
wWooR- B2 kL 21 1, 23 oM 1% 10 100 100 100
LR T 5 & 7 5.5 5 50 300 5,000
W T .1k 2o 2 13 10 ,
D 9 ke 10 & -5 5« 5 5

3. Vualwn a tu eXperimento y verifica lose résultados de la

i d

tatla V para ver sl realmente determjnan el equilibrio de
la palanca. .

- Y ]

A\

-

»
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14-b4, © Intmpretacidn prafica | \ .

.

En ¢l Cuplivilo 13 has agrendido algo sobre las grafilcas y su
" utilidad para representar informacidr numérica de manega clava y-

conclsa.  Los elentifloes se valen fiesuente de las. graficas de
vaclidn para resumir e inter-
pretar los datha, . ;

En la’ecuacidn, wd = %D que has obtenldo t§ mismo en el ex-
perimento anterior, aparecen cuatro cantidades. Se¥puede Inter-
pretar esta ccuaclon de varias mane;ao, segun el camino que hayas

gopguldotenr 1a *xpﬂrimen acidn., ®n la primera parte del experi-
mente, has oonslderads fifes w ,y d, ¥ luego has encontrado los
vglores para ~ Yy I, 3ue producen el\eqyilibrio de la palanca,.
e cada coxperimento obtlenes un par de valoren que satibfacen 1
relacidn WD = 12C. Una gréfica de WD =.%20 describe ‘muchos
{g%éé de valorss uc p“oducen el equilibrioc cuando wd = 120.
f  © Entonces, la graficn suministras no sclamente 1& informaciodn
de la tatly I, sino.tambiiéen otroes posibles valores para W y D

vLa slguient: wtapa Qs dibtujar una grdalica de la relacic'm que

conecta un valor de W cQn 21 corrsspondlente valor de D en la
tabla I. L \ ' |

(2

a L. v

53 necusitas ayvda para dibujar 1z gréfica, la obtendris en -

-

las sirulentes sugerugcia . . ! [

Toma W hoja de papeTl” cuzdriculado y comlenza trazando las
rectss perpendiculares que se llaman ejes. La 1nter§eccid? de"
10s ejes se lla.m. punto O ¢ puntw» origen, " “

Marca v} &je torizontal com. w y el vertlcal con D,

_ 51 usas papel cuadriculado de' %- de pulgada, te conviene la

UBCdlA de uno ; r cada espacio.

En la tabla i,‘ﬁl primef valor para W es 10 y el corres-
pondierts valpr péra D, es 12, Situa 10 en el eje W, Slgue

.1a recta vertical-Lasta 12 en el eJe 'D. Esté punto se llama

(10 12)." Las lIneas de puntes ¢n la grafica de la figura 14-4-a
tn avud4xun a losallizar ests punto. Dibauja una marquita clrcular

“~ -

para el punto. . AN . E

. N ‘ .

o



184 -616-

L A

.

-

Sigulerdo con la tabla 1, de modo analogo, cuando W = 20,
es D= r., Marca 20 en el eje W. Sigue la recta vertical
que pasa por _¢0 hasta el punto en que encuentra la recta horl-
zontal Jue pasa por rn del eje D. Este punto se llama (20, 6).

Antes de proceder a\la interprgtacién, dibuja y marca los
otros puntos de la tabla I, que son (5, 2%), (8, 15), (24, 5)

y {1z,10).

Maréa los puntos Gue carrespohden a los resultados gue has
encontrado en las columnas (h), (1) v (j) de la tabla I.

Llena los espaclos en blanco de los sigulentes pares para
(4, D)} y marca los purtos correspondientes en la grdfica:

(4, ), (, =), (v, )Y ¥y (, 18). Usa WD = 120,
) Trazz 2 mane una curva continua por los puntos que has mar-

"ecado. Esta curva te da la representacidn gereral de la relacidn

-

entre pesos y dlstanclas de la tabla I, Si algﬁn punto queda
de un lado ¢ del otro de 1la curva continuga, verifica tu cdleculo.
No todos los experimentos son perfectos y no todos los resultados
3¢ alustan exactamente 3l modelo. Los puntos obtenldos medilante
las mediclon.s jue has gTQctuado deben caer nuy cerca de la .
curva. Fresuentemente los clentificos no aspiran a mayor pre-
¢lzion en un exﬁerimento de este tipo.: ‘

~ La curva que has dibujado es una parte de una curva 1lamada
hipérbola. Aprenderas algo mas acerca‘de esta curva en tus
estudios de dlgebra. ‘
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Ejerciclos 15-4
1. ESstudla lus grdflzas y luego vontesta a las sipulentes
praguntas:

(a) 81 el valur de w crece, ;cémo cambla el correspondiente
valor de 4% ‘

(b) S1 el valor de d crece, :como cambla el correspondiente
valor do w? ’

2. Para hallar ei valor de W ocuando D es 24, marca 24 en

el eju ¥y sigus 1z recta horlzontal que pasa por 24 hasta

que Intepsepie 2 la curva., Lee el valor en la escala W

directamentye debalo de ese punto., Debes obtener 6,

Empleande la grifice. halla los valores de W para los

gsigulentes puntos:

() (, 20) (&) (, 18) (e) (, 6)
3. Empleands la graficza, halla loc valores de ™

(a) (v, ) (x) (%, ) (e) (15, )

N L, TIndica ~uiales @2 los sigulentes puntos estan sobre la

grafica y wuiles ro 1o estan,

(a) (19, 20) (e) (5, 5)

() (1, ¥) . (@) (20, 18)
S Leterming los valores gque faltan en los sigulentes pares:

- (a) (7, ) (@) (17, )
(o) (3, ) e} (, 21)
(e} (, 9) (r) (23, )

6, Dibuja unz grafica de la relacidn entre W y D con los
datos de la tabla II. Emplea la férmula WD = 96 para . )
hallar los pares de nmimeros que neceslites para locallzar
puntos., Veriflca los valores que halles con los de la

tabla 11.
7. BEmpleando la ‘grafilca, halla D cuarndo W es 20; halla
, W cuando D. es 12. ‘

- 8. ;Como ecambia el valor de 4 cuando el valor de w decrece?
¢¥ cuardo el valor de w crece?

9. ¢Tiene esta grafica algo en comin con la gréafica que dibujaste
para WD = 120?

i
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14—, ©rras szlases de palancas

¥n la untroducelidn a este czpitulo has vistc gue no todas las

palancas son zomo el sube y baja. Serla interesante gque indagaras

algo de «llas sn tu clase de Eieaciaa, en el momento oportunoc.

Ademas d=l pator para levantar automdv%;es, del abre-botellas y de
. la barra merclonados anterlormente, hay otros ejemplos del amplio
" usc de la palanca. Piensa en cudn utlles son algunas palancas,
como las tenazas para hilelo, los cascanueces, las tljeras, los
3acaclaves y las tl'eras de podar,

1M, ¥l papel de las matemdtlcas en la experimentaciéﬁgcientifica

Aurrjue los experimentos relatlivos a palancas no necesitan una
sran cantldad do matematlicas, son un ejemplo de la manera de usar
las matematlieas en las activlidades cilentificas. Has visto edmo 3e
Qtilizan las matemdticas en la medicidn, @l recuento y la compara-
cldn de cantidades. Hss tomado nota de cdmo las observaciones de
108 dates se - resumen en términos matemdticos. ‘

Has tratado do encontrar un modelo estudiando los ndmer de
i0s datoos 2 has reunldo. Razonando con un conjunte de casos
e§p&eificos, dezarrollaste un enunciado general que‘§e apllica a
todas las situzclones andlogas. En la Seceldn 14-3 hemos llamado
razonamiento inductivo 2 esta clase de razonamlento, pues de un
nimero necesariamente restringido de casos conduce a la prediceidn
de una relacion general. Esta relacldn general se ha formulado en
simbolos matemdtlicos como la ecuacidn: WD = wd., Para e;tablecer
egte principio éeneral, se han efectuado mas exper.imentos.

Ademds, has dibujado una grafica de WD = 12C y de WD = 96
para nostrar la manera en que estos enunclados desériben completa-
mente ¢l Pfendmens en cada caso. La grafica ea8 otra etapa del uso
de las matematicas para interpretar y resumir una coleccidn de
hechos. La grafica tamblén ha ayudadc a revelar la ley general
que 3e h: descublerto.
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‘Muchos hechos cilentiricos permanccieron sin descubrir
durante miles de a%os hasta que algunos hombres de clencla mas
atentos montaron experimentos, en gran parte como 1o has hecho
td, y lograron descubriﬁiemtos sobre la base de observaclones.,
He agul algunos ejemplos:
{(a) Hasta el tiempo de Galileo se crefa que si dos objetos
se dejaban caer al mismd tiempo, uno pesado'y otro
1iviano, -el objeto pesado caeria mis rapidamente qQue
el liviano. Consulta la hilstoria de Gallleo y de sus
experimentos con 108 Qﬁerpna que caen, y entérate de x
10 gue descubrid. ) .
(b) El hombre ha visto los eclipses de 8ol y de luna desde
tiempos 1nmemoriales v observado la sombra redonda de
la tierra que entonces s& proyecta, pero no descubrio
que la tierra era redonda. Eratdstenes, en el afio 230
a. de J.C., calculd la longitud de la circunferencia
terrestre, observando al sol deade dos posiclones en
Egipto; sin embargo, dlecislete siglos despuéa, cuando .
Coldn partid para descul.ir América, se segula pensando
que el mundo era plano. Consulta en un 1llbro de his-
torla de ;as matematicas .0 en una enclclopedla, la :
historiz de Eratdstenes y de su experimento. ;
(¢} Los péndulos eran conocldos desde muchos siglos antes .+
de gque Galileo hiclera algunas medicilones y cdlculon
para descubrir la ley que da la relacidén entre la
longitud del péndulo y el tiempo de su oscllacidn.
Busca este experimento en un 1llbro de historla de les v
matemdticas o de la ciencia. o \
Observa qﬁe todos estos experiuentos se basan en muchas
observaclones y mediclones cuildadosas a fin de descubrir una )
ley cientifica. Luego se enuncla la ley ‘en términos matemdticos.
Justamente por este motivo, una gran parte de la clencla depende
de las matematlcas. ‘

-

rEd

Los eJemplos que hemos dado aqul se refleren a descubrl-

. mlentos fundamentales antlguus, los que usaban matemdtlcas

relativamente simples. Los clentificos de hoy utilizan

270
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matematlicas més avanzadas y muchas de las ramas nuevas de las
matematicas., - ‘ LT . .

Ejercicios 14-6

1. Algunos balancines se construyen de manera que puedan desli-
zarse un poco sobre su apoyo. ;Por qué? . .

]

En cada uno de los problemas sigulentes, halla los valores que,

faltan: .
2. A L - e R
L LI
3, 100 1t, 5 ples 8 ples %
A
y,. - 2 2 plg. 3 plg. 15 oz.
a a \‘ -
N
5. W 9 a |ow
a
6. j;Puedes lmaginarte que una nina .que pese 96 llbras pueda 1$*”
levantar una caja que pese 1,000 1ibras? Fundamenta tu res-
puesta, ‘ . .

7. Un nifio que pesaba 54 libras invitd a su padre (que pesaba
180 iibras) a jugar al sube y baja. JEn qué posicidn -debe
sentarse el padre para equilibrar al nifio? ' b

-

N
t X

N 25\{) | .

*
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10.

S¢ va a-utillzar como palanca una btarra de hierro ge 6 ples

LTy
522

r

de large para levantar una pledra que pésa 75 likras.

apoyw estd a 2 ples de la pledra.

‘Cudntas libras de

fucrza se rnacesltardn para levantar la pledra®

Suponte que un

;Cudl serd el pesu maximo de un objeto colocado al otro
extremo de la tarra, fque. este nifo puede levantar, sin

nins que pese’ 100 likrus se sienta en el
‘extremo de una barra de sels ples, a 5% ples del.apoyo!

considerar el peso proplo de la barra?

yCugles de ostos puntos estdn sobre la grafica de WD = 607
180)

(a) (12, %)

a

(v) (3

+

{¢)

(1, 6)

-
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INDICE A,FABETICO

Los numeros inglcan las pdginas en el textu.

adicidn ' ) '
en base slete, 39 S . ) .
mod &, <©B28 ‘ )

.Ahmes, 189

altura de un paralelogramo, 440 . .

. a’ng\.llO, 158, -..87

adyacerite, 398

agudo, 293 ‘ .

central, 486

correszondiente, 407 .

exterdor de un, 287’

intericr de un, 287, 399
_medlda de un, #01

no adyacente, 398

obbtuse, 293

recto, ' 2G3, 296 299
' suplementaria, Loo
dngulos opuestos por el wertice 358

a -

apoyb, oi0 : fooe
aproximadamente-igual, ‘280, ¢98 310, 3&7
arco, k82 .
area, 245, 303 .
del circulo, . 500 T : .
- @el paralelogramo, U438 . . )
del triangulo. 438 N

lateral del cilindro, 515
total, 318 ‘
_ total del cilindro, 3% _
arist “33, '~5 - \ .
de un prisma, 449, '
arltmetica modular, 527, ST2
Arquimedes, £61 - .
asoclativlidud, 562
de la adicién,~ T5, T6, 102
de la multliplicacidn, 76, 102

-

. azar, |
balilon*os, 397
base, *7T, 30, 31 \
. ~ ‘cambio‘du, 43 e,
‘ cinco, &2 . .
de ‘un paralelogramno, #40°
de ur prismi,- hhg .

dova, 34k : ‘

sels, 52 @ s - s

alete, : 32, 39, 48, 163 - . ‘ .
" bldimensicneal, 352 . . . .

blunivoca, corrnsponﬁnncia, 67, 142, 149 ,
braza, =201 . . " v . .
bushal 334 . .

calculadoras (o compunadoras), 56




canbia de bases, U8
carsa, nT »
: caras opuestas, 317
' cardinales, numeros, *7, A8, 70, 7%, 8%, 93, 97, 102, 164, 184,
.192, 570 -
centrd de una circunferencla, &b ; .
cero, 27, »8, 95, 97, 18h Lo '
cerrada, regidn, 24, 299
circular, 471 .
. cuadrada, 303 . - :
i rectangular, 320 *
eilindro, 277, 324, =09
drea lateral del, 515
- drea total del, 514
obllcuo, 509
recto 509
circulo, bas
drea del, 300Q ,
circunterencla, Ln3 . s
centre de la, 464 . "
. concéntrica, &Th, 488
dldmetro ae la, b75
radlo de 1la, 563
tangente a la, 476 )
clausura, 84, 86, 102, 19¢, 542
coclente, 1%0, 217
colecclidn; &b
comisidn, 3ok
compas, 4&3
. comin deromlnador, 179, 209, 225
congruente, 245, 251, 289
conjunto, 8%, 85, 102, 109, 118, 196, 287 °
finlto, 574
infinlto, 57k

vacio, 122
conmutatividad, 562 o -
de la adicion, 70, 102 .
de la multipllecacion,.. 71, 99, 102 S
contar, 21, 243 ~
. continuo (a’; 243, 244, 258

co¥respondencia uno a uno (o biunivoca), &7, 68, 142, 149
cribva de Eratdstenes, 153, 160 ‘

v
-

cuadrada -
. pulgada, 303
unidad, 325 ‘ .. .
cuadrado, ple,. 343 ) " : L
cuadrildtero, 286, 433 . 5
cuartillo . . , .
1iquido, 334, 335 | :

- geco, 33k, 335

*

P
[ 4
[
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cuarto de galon, 21y
cublca
pulpada, 32u, -0 :
unidad, 3u
- cublco o :
© centimetra; 33! '
milimutrc, 33
ple, 343
cubo, 319
curva, 147
3imple cerrada, 182, 245, 308
datos, r"’9 £9a8 oo .
ﬂecimal 5rn, 377, 387 : ' . .
desarroilo, 3, 3 * ?

“¥

notacion, u3-, 3r2

numeral, ¢, 23, 372
denomlnador, 193, 279, 36

eomin, 179, 204, d25 _ .
desarrollo dn,;mal 371, 372 . ”
descuento, 354 . .
desigualdac, 7e, 102, 239, 3hg .

desvlacidn, 00
media,' »00, 08
dlagrama, 920 .
.alametro dﬂ una elrsunferencila, #75 ‘
digitos, 27y 33, "1 . -
dimensicn, 332,
discreto, 243 S .
Disneyland ] o ' | oo
digperaisn, £00 y - ' :
distancla de un punto a.una rects, 431 : : :
entre roctas paralelas, 431 ‘ ~ .o :
distributiva, propledad, 79, 102 ’ ’ :
dlvidendo, 170
- . dlvisibiliidad, 151, 18/, 150, 161, 178
’ drvisidn, 169 ' . .
en basc, sicte, . 47 )

. divisor, 170, 39 * a :
ecuador, 2563 ) .
Egipto, 39é' : ) .
elemento, 3 ’ .

* idéntico o identidad, 9y, 98, 103, 547, 548 ’
engemble, He& A
| ~ Eratostenes, 183, 180 ‘
. error posible, 315 . .
‘escala, 291, 334 . . Y
: clrcular, 336 - R . .
espaclo, 105, 106 : ‘ : - .o
= estadistica, &80, 607 ) \
Buclides, 105 ) . O
. exponente, 31, 96 ' " .
. IS . . . N ‘
. g é?f%u . r
" o4
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. lnversos, 550

exterior, 139, 148
de un &rgulo, 139, 287
extremo, 132
factor, 30, 15?, 163\ 165, 184
comun, .
rfactorizacldn, 157
completa, 15n 162, 184
unlca, 157, 184
factorizar, 151
fanega, 334
forma mas simple o forma irreducible,
fraccidn, 189, 193, 213
equiValente, 193
unitaria, %
frontera, 135, 14
Gauss,” 5
geometria, 105
*analitica, 145
de posicidén (o no métrica), 105
euclidiana (o euclidea), 105
grado, 286 .
. de arco, :487 .
gréfica, 615
circulear; .591
de barras, 588
de segmentos, 582
lineal, 585
gramo, 337 . .
griegos, 404
hand, 261 1
hexégono, 479

§ular,
hipérbola
1dentidad
para la adicldn, 197
para la multipllcacidn, 197
impar, 178

interior, 139, 148, 469

-de” un angulo, 287, 399 .
interseccidn, . T
* de conjuntos, 22
de plangs, 127
de recta y plano, - 127.
. de rectas, 125, 397
inverso L.
~ aditivo, - 554, 555 .
de un elemente, 547
multiplicativo, 550

-

199

e
LLard
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‘National Bureau of Standards, 263

3

kllogrwmao, 337
Konigsberg, puertes de, 15 _
lados va .o
+ de un &ngulo, 138 "
de una recta, 135

' Laplace, 28

1lmbo graduado o transportador, 290
lInea quebrada, 1 7
lineal, 261

longitud, .250, 251, 300 !
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