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capitulo 9

IIAZONES, PROPOWIMES, PORCEMPAJES Y DECIMALES

Rezones proporeiones

en dia soleado un nitio midi6 la longitud de la sombra proyec-

tada por cada miemtm de su familia. También midi6 la iongitud de

la sombra proye-utada por un drbol grande en el patio de su casa.

Enc*ontr6 su padre, cuya astatura es 72 pulgadas, proyeataba

una.samt,ra de pulgadas de largo. Su madre, cuya estatura es de

pulo*adas, proyectaba una sombra de .42 pulgadas de largo. Su

rmanAto, euya estavIra solamente es de 30 pulgadas, prayeetaba

una sombra de 2C pulgadas de largo. El nino no sabla qu6 altura

tenia el irbDl, pera sabia que la sombra que 6ste proyect&aa era de

pI lazy'o.

Iispongamas estos datds en una tabla:

Longitud de la sombra

pulgadas

pulgadas

20 pulgadas

pies

!Are
Madre

:!urmanito

Artol

J
Estatuba 0 altura

72 pulgadas

63 pulgadas

30 pulgadas

lue las personas mis altas tienen sombrvs mis largas.

E. linemos esto oon más detalle. Supongamos que dividimos el nti-

mero th ,padas de la longitud de la sombra del hermanito por el
20 2

ntimero dt: pulgadas de su estatura. Obtenemos 6 .5. Suponga-
30

mos lue hacemos lo mismo en relacidn eon la estatura del padre y

la somtra p. proyecta. Serfa mis fácll medirla altura y la lon-

gitud du la sombra del padre en pies. El padre,tiene 6 pies de

statura y su sombre tiene 4 'pies de longitud. Si dividimos la

su sombra en pies por la longitud de su estatura, tam-
4 2

bier. en pies, obtenemos 6 --.
3

Divide el nUmero de pulgadas de la longitud de.la sombra de la
2

madre por el Amero de'pulgades de su estatura. Obtienes aiiri -.11*

3
Supongamos que este principio se aplica a todos los objetos.

(Por supuesto, debemos medir las sombras al mismo tiempo y en el

mismo lugar, pues la longitud de las sambras cazbia a medida que
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pasa el (11.1 y la posi(J6n deI 301 cambia.) EntonAfts, el irboI

dete tener pies de alto para lue la medida de su sombra divi-

dida por la medida de su aItura resulte ;Podemos conocer

la altura del drbol sin nedirlo:

Kr. el Capitulo hemos usado el tdrmino "razdn" y estudiado,

algunas de sus aplicaciones.

Definiel6n. La razän o relaei6n de un mimero a, a un mi-

ner() b (b /0), es el eociente (A veces esta razán

se eseribe a:b.)

En el pronemn de las sombras hemos formado la razdn de la

medida de la longitud de la sombra a la medida de la estatura

altura, y Lemos descubierto que esta razOn era la misma para

todas las personas cl,yas sombras se han medido. Este descubri-

miento nos ha perr tido determinar 4ue la altura del irbol era

de rQ pies.

Zuponte que el tic) del nifto tiene una estatura de 66 pul-

gadas (t.: pies .:. pulgadas). 011ud longitud tendrfa su sombra

si se la midiera en el mismn sitio y al mismo tiempo que las de

toda la familia

3ea s el m.:mero de pulgadas de la longitud de su sombra;

entonces debt ser:

hi nunero

OP).

2

puede expresarse como rracción con denominador

2 2 22 44

s 44
76

s = 44

La sombra del tfo tendrfi 44 pulgadas de longitud.

Has vista que una razón es una comparación de dos ntimeros

por division. Los ntimeros pueden ser medidas de cantidades

fisicas. La palabra "polo, en una de sus acepoiones, significa

divisiOn, y la usamos para expresar la razdn de las Medidas de

dos cantidadls ffsicas, tales como millas y horas. Los precios.

de las tiendas nqs dan mis ejemplos. Los precios reWionan el

valor de ias ccsas con la cantidad de las mismas, corn° en el

9
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caao de 4; p r 1.1:1%a, $°. por doeena. En cada caso, la

pala "por" raztin entre dos cantidadea que son, general

mente, de (lit'erentt,. especie. Observa, ademas, que la segunda canti-

dad en Cada aso reprt.senta el t4rmino de comparaeidn. Una tienda

cobra "tr, oentavos por peine"; un peine es el término de comparaciOn,

y la eaja de la tienda debe registrar 10 centavos eobrados por cada

"peine vendido. Esta determinacidn, por supuesto, no siempre sere-

presents por una eantidad de uno. Par ejemplo, centavos por doeena,

dólares por par tpara zapatos), dolares por 1 000 (para. Iadrillos).

Vo:INiendo a nuestro ejemplo y a la definición de raz6n, vemos

que una razOn ..:ompara exaetamente dos mimeros. En nuestro ejemplo

teniamos dos eonjuntos de nlimeros, uno de longitudes de las sombras

y otro do las estauras o alturas. En cada caso hemos formado la

razan del primer ntImero (longitud de la sombra) al segundo nlimero

(estatura o altura). En nuestro ejemplo esas razones eran Aguales

en todos los casos. 11Y4 esta situacidn, decimos que las cantidades

fislcas medidas per los nIlmeros son proporcionales entre si. Una

proporeiOn es la afirmacidn de la igualdad de dos razones.

Entenees, en nuestro ejemplo de la primera pigina de este

capitulo, la longitud de la sombra es proporcional a la estatura o
2 -altura. La razOn de cada par de medidas, en ese ejemplo, es

Usaremos razon nuevamente para determinar la altura de una torre

si la loLeitud de su sombra es 21 pies. Sea w ei nUmero de pies

de altura de la torre. Entonees la afirmación.

21 2
w

es una proporcion. Consideremos ahora algunos enunciados de esta

forma; volveremos luego a esta proporoión para mostrar un método

que permita encontrar un numero de manera que, sustituido por w

en la proporeián, haga de ésta una proporeián verdadera.

En el Capftulo 6 hemos visto que:

2 6 3 24 ()
a)

755
( 3

N(b) 7 (c) TB
d

1 0
2 6

En (a) 5 . D, vemos que 2 49 . 18 y 3 6 . i8; entonces

2 9 , 3 6. En (b) vemos que 3 32 . 96 y 4 24 .

96; entonces 3 32 . 4 24. En forma andloga, en (d)

vemos que 3 1.000 8 37, pues 8 375 . 3,000. comprueba
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1propld F
Enaaya otron t..,!..mplos de pares de fracciones clue representen

el MiZMO L'IMvre z,Son iglales los productos del numera-

dor d fsracQián por el denominador de la otra? Veamos si

ecta pmvivdad %-i.:rdadera para'todos los pares de fracciones,

(11; mmerales de r. mismo ndmero racional.

a c
r; b 1 0 d 0, er.tonces

adet
3 r

Entonces ad

a
E. se multiplica por que es

ipal a 1 se multiplica

por E,

Se obtienen estos productos de

manera que los dos ndmeros racio-

nales z estén expresados

como fracciones con un denomlna-

dor cormin.

Si dos fracciones con el mismo denomi-

nador son nombres para el mismo ndmerO

racional, sus numeradores son iguales.

Hemos demostrado:

Propiedad 1. Si b.!1 0 d /0, entonces

ad = be.

Esta propiedad puede resultarte dtil en la solucion de pro-

bIemas en que hay 7proporciones. Tambi4n es cierto girl ad .

bc1 entonces siempre que b /0 d 0. Dejaremos la

demostración de esta propiedad como problema. (V. el problema 18.)

Podemos valuer ahora a nuestro problema-de la altura de la

torre.

Si

entonces

21 2
3
3 .

2w

2w21

63

La torre tiene

w

w

pies de altura.'

propiedad 1

definición de un ntimero
racional.

We-
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liere.iios 9-1 ,

1. es tr. es*.at-,..ra en puli.radas? Leuil serla la longitud de

somtira 31 Vera medida al mismo tiempo y en el mismo sitio

t1% que ce midieron las sombras de las personas aludidas en el

proll..%a introdujo este eapftulo?

2. A eon*..inuacljno se indiean los datos de otros obj.l.tos que fuerot

medidos en otro sItio y en otro momento. topia y eompleta la

tatlo.

ureaet.;

Pereha para rop

Arbol

Mistil

Cerea

Loneitud de la sombra Altura Raz6n

pies 8 pies

3( pulgadas

pies 20 pies

144 pulgadas 3

1
pulgadas 30 pulgadas

En una cic hay 30 eqtudiante: de los euales 12 son niftas.

(a) z.C1.61 es la razón del numero de niftas al nIlmero total de

estudiantes de la elase?

( ) Cuäl es la raz(in del ntimero de niftos al ntimero total de

alumnos de la elase?

'(c) ,;Cuill es la raz6n del nUmero de ninas al nUmero de niftoe

4. En otra clase, la ravin del nUmero de nidas al nUmero de nitios
2

es 5, la misma que en el problema 3. Si en este elase hay

10 nifias, 4eulintos ninos hay?

5. En el prtelema: 18 se te pide demostrar que = si -ad =

be b 0 x 4 / 0. Utilize este propiedad para averiguar

euiles de los siguientes pares de razones son igualest

10 20 68 76
(a) IT, -Tr (d) 17 13
(b) 16 (el .15. 115

3' T /

49 42
-gt
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. !.adz, ...o do loo slguientes e:ercicios,.determina 'x de
! .

manera pze.la prop:Islet& que se Tuncit Sea verdadera:

n x 81 x
(aN (

, 108 TE

(,N 14 X ill \X 36
17, = I 15.7

5kd

(c)
3 1!.;

./ooefina tiene un rttrato de 4 puIgadas desancho y 5 pul-N

eadas de largo. ,uiere ampliarlo de manera que tenga 8 pul-

Fadas de ancl.,). longitud tendrd la ampliacicin?

1;na torre proyecta una sombra de ,75 pies de'largo y aI

miomo tiempo un hombre de 6 pies de estatura proyecta una

somra de 4 ptes de largo, Lque* altUra tiene la toire?

9. Al seftor P6rez se le pagó la suma de 4135 por un trabajo

na reqt.erido 40 horas. LCuinto deberfa pagirsele p'or

un traba!o que requiere 60 horasl.si el salario poi hora

C3Ll rtA. so

-La reta pars preparar pastelitos menciona los siguientes

ingredier21-2ca

1 taza de mantequilla tazas de harina.

)- de taza de amicar

2 uevos

1 cychapitade vainilla

Con estas cantidades se pueilen preparar ,0 paselitos.

(a) hepite la receta aumenkando los ingredientes en la'razón
A f *

1*

(b) z,Cuantos pastelitos se pueden hacer COh la nueva receta?

(a) Suponte que quieres hacer 45 pastelitos... Ouinto nece-,

sitaris de cada ingrediente?

11 t1l1za una proporcidn para resolyer los siguientes problftmas.

Comprueba tus calculos resolviendo los problemas Or otrii

mitodo.

(a) teuinto cuestan 3 docenas de rosquillas a 46.55-por

docena?

(b) Leuinto cuestan 12 bombones si 4 cuestan 15 centavos?

(06mo podriaa escribir- este precio uti do la,jaalabra

1,3

0

4.

V.
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"por"

:Cuinto cuestan 8,500 ladrillos a razon de 414 por

milIar

(d) Una earretera tiene una pendiente de 8%, lo que significa

que sube C pies por cada 100 pies de carretera. 4Cuinto

subiri en una mina? HalIa la respuesta eon la aproxima-

cion de un pie.

12. Para expresar velocidades se usan habituaImente unidades tales

oomo "minas por hora" y "pies por segundo"'. Una motocieIeta

puede via,lar a 30 millas por hora. LCuintos piesspor segundo

son? (El peligro de las altas velocidades, en varias circuns-

tancias, puede expresarie mejor cuando se da la velocidad en

pies por segundo.)

13. La siguiente tabla da una lista de pares de nlimeros, A y B.

En cada par la raz6n de A a B es el ntimero Completa

la tabla.

A Razcin w Raz& en su forma mis simple

( ) 12 1:4 TV

( 21
,

) 30

(d) 100

100

*14. Algunas veces es eonveniente comparar mis de dos eantidades.

Por ejemplo,una mezcla de nUe'aes tiene 5 libras de mani, 2

libras de anacardos y 1 Iibra de pacanas. En este caso la

razdn del nti...ilero de libras de m4n1 al ndmero,delibras de ana-
_ c
cardos es t o 5 a 20'y la razón del ndmero de libras de

anacardos al ndmero de libras de pacanas ea ? a 1. Esto

puede escribirse brevemente ass: 5:2:1. Supnte que un comer-

ciante desea preparar 24 libras de esta mezcla. Ouintas

libras de manf, de anacardos y de pacanas debe emplear? Para

encontrar tu respuestas responde primer° a las siguientes pre -

guntas:

(a) Si se mezeian .5 libras de mar.11, 2 libras de anacardos y
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1 11ra de pacanas, Lcuintas libras hay en total?

(h) 0;i1 es la razón del nthero de Iibras de mani al numero

total de libras"

(e) Camo este razón debe ser la misma en lamezela cuyo peso

total es 24 libras, ;,cuintas libras de mani se necesitan?

(d) hesponde a las preguntas (b) y (e) cuando se reemplaza

la palabra "marlin por la palabra "anacardos".

(e) hesporide a las preguntas (b) y (c) cuando se reemplaza

la palabra "mani" por la palabra "paeanas".

ne vat a preparar cincuenta y seis libras de una mezcIa de nue-*

ces, con los mismos ingredientes y en la misma proporelOn que

en el pnYtIlema 14. 'LCuintas libras de cada ingrediente se

Ottlerler, 1Cs libras de una mezcla con los mismos ingredientes

que et el pr:..blema 14, pero que estin en la proporción 5:3:2.

LCuintas Iibras de cada ingrediente hay?

*17. Jn triingulo tiene sus'iados de longitudes 11 pulgadas, 8

pulgadas y r pulgadas. Si se *,ia a dibujar otro triingpo de

100 pulgadas de perimetrol las medidas de euyos lados estin en.

la proporcidn 11:8:6, LeuiI seri la longitud del Iado mis

eorto?

*18. Demuestra Ia propiedad,

si ad:- be b i 0 x d 0, entonces Tl=

Cuando hayas demostrado esta propiedad podris deeir:

si Fa). - b 0 cl* / 0, entonees ad = be,

sOlo en este caso.

be
(Sugerencia: Si ad = bc entonees a = -a-. Podemos

be
expresar como b

9-2. Poreenta)es

Muchos de tus condiscipulos estin habltuados a'la imlabra

"por ciento", y td conoces probablemente 10 que sign4tiea., *Si tu

maestro dice: "90 por ciento de las respuestas de esta prueba

son eorrectas", 4sabes lo que quiere deeir? La expreslón-"por

It;
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ciente vie;:e e la frase latina "per centum", y de ella deriva la

palatra "porcentaje". Si la prueba con 90 por ciento de las res-

puestas correctas tiene 100 respuestas, entonces 90 respuestas

de esas 100 son correctas. Se podria usar la razon A en vez

de la frase "90 por ciento" para describir la parte drt Ias respues-

tas que son correctas. La frase "por ciento" se usa cuando una

raz6n esti expresada con un denominador 100.

0 1

90 por ciento 90

EL voz de la expresión "por ciento" se usa el simbolo, % Este

simLlo es una abreviatura de 1

100'

90
165 7 9° TUU 90%

16
16 1 16%

100 100

= 37 TM = 37%io
77 1

100 77 TO
? = 13 45. . 13%

Suponte que de las 100 respuestas de una prueba, 90 son

correctas, 6 incorrectas y 4 han side omitidas. Como conocemos

el ndmero total de problemas de la prueba, podemos e'xpresar esta

informacidn coma porcentajes. .00

0
100.90

6
100 100

4

*

90%

4%

(90%

(6%

(4%

de las respuestas fueron correctas.)

de. las respuestas fueron incorrectas.)

de las respuestas fueron omitidas.)

90 , 4 100
-r* TOU loo .= 7575 (Todas las respuestas posibles.)

90% 4- '6% 4% . 100% (Todas las reapuestas posibles.)

Otro nombre para el ndmero uno es 100%.

El ndmero 2 puede esoribirse tairibidn asf:

2 200T Ta5 = 200%

Con otras palabras, 200% signifloa 200 x = 2.
i-my

4
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Zitia clase de 2. alumnos est e.. compuesta de 11 nidas y 14

nidos. La razdn del roimero de nidas al ndmero de alumnos de la

clase puede expresarse de varias formas. Por ejemplo,

11 22 33 44 55 66
2.5 75 T25 1-57

Si quisieramos indiaar el porcentaje de nidas de la clase, 4que

fracción darla la informacidn mis ficilmente? 4Por que? La razdn

del ndmero de nidos al nximero total de alumnos de Ia alase puede

escribirse como sigue:

14 c d 56 e f
100 725. 135

LQué rAlmeros representan las letras c, d, e f? Observa las
11 /

'dos razones (tidas) y .7145 knidos). LCuil es la sumaisde las

dos razones Halla la suma de las dos razones -
too 4i5.* Ex-

press las dos razones y su sum como porcentajes, utilizando el

slmbolo % . La clase entera se considera coma el 100% de la

clase porque

gr. 100%

Todo ntimero 1-1 puede, ser expresado como un porcentaje

hallando el ntImero c taI
-

a C 1

V25 c TO-6 c%

Eiterc1cio3 9-2a,

Utilizando papel cuadriCulado, dibuja un 'cuadrado grande=zuyo

interior este dividido en 100 cuadrados pequeflos. ,Escribe

' la letra A en 10 cuadrados pequedos. Escribe la letra

en 20% de los cuadrados. Escribe la letra C en 35% de

los cuadrados. Escribe la Ietra D. en 30 de los cuadrados.

Escribe Ia letra X en los cuadrados restantes.

(a) 4En clue' parte fraccionaria-del total de los euadrados

esti la letra A?

(b) 4En que porcentaje del total de los cuadrados esti la

letra A?
(c). 2En cuintos cuadrados esti la letra

(d) 4En que parte fraccionaria del total de los cuadrados

esti la letra B?
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LEn cuintos cuadrados esti la letra C?

LEn qué parte fraccionaria del total de los cuadrados esti

la Ietra C?

4En qué parte fraccionaria del total de los cuadrados esti

la Ietra D?

En qu4 porcentaje del total de los cuadrados esti la

D?

i.En qui parte fraccionaria del total de los cuadrados esti

la letra X?

LEri (1114 porcentaje del total de los cuadrados esti Ia letra

X?

2. &CIAál es la suma de los ntimeros obtenidos como respuestas pars

(a), (d), (f), (g) e .(1), del problema 1?

3 En el problema -10 4cui1 es lasuma de,los porcentajes de los

cuadrados que contienen las Ietras Al B, Co D y X?

4. Escribe cada uno de los aiguientes ntimeros oomo un porcentaje:

letra

(d) (g)

(e) (h)

(f) (1)

5. Consldera la clase siguiente:

Estudiante

Roberto
Juana
Maria
Juan
José
Beatriz
Raimundo
Donald()
Margarita
David

4QUê porcentaje

Nue porcentaje

LQu4 porcentaje

4%10 porcentaje

01314 porcehtaje

4Qué porcentaje

3

2

4

5

Color del cabello

rubio
negro
rubio
rojo
negro
negro
rubio
negro
rojo
negro

son .ninos?

son rubios?

son pelirrojos?

no son pelirrojoi?

son niftas de velo negro?

son niftos pelirrojoa?

I.
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6. Juanita recibe de sus padres 50 centavos por semana. Una

semana gasta 12 centavos en un lipiz, 10 centavos en hela-

dos, 15 centavos en una colecta escolar y guarda el resto en

su alcancla.

(a) tXpresa la raztin de cada gasto y del ahorro al 5.otal

del dinero que recibe semanalmente, y expresa cada razdn

como un porcentaje.

(b) liana la suma de las razones.

(c) Halla la suma de boo ntimeros indicados por los porcen-

tajes.

(d) lQue coincidencia encuentras entre las respuestas ante-

riores?

El ingreso ménsual de una familia es 4400. El'presupuesto

mensual de la familia es:

?ago de amortizaci6n por'la hipouzca de la casa 480

Impuestos 20

Pago del autom6vi1 36

Alimentaci6n 120

Ropa

Gastos de funcionamiento 32

Saludpipiversiones, etc. 24

Ahorros y seguros 40

(a) L(4116 porcentaje del ingreso se asigna a cada partidd del

presupuestp?

(b) &Como se harla una comprobacián de la exactitud de las

ocho respUestas?

.E1 porcentaje es ,un mitodo conveniente para dar informacidn

refrente a razones. Los reaultados de las competencias atlétio4s

se dan a veces en porcentajes. Dos alumnos del s4ptimo grado han

descubierto la raze poor la cual se usan los porceniajes en estos

caws. Los nifios estaban discutiendo las puntuaciones de sus

evApos de béisbol. Un ecoipo gand 15 partidos de los, 20 que

se jugaron. Otro equip° gand 18 de los 25 partidos jugados.

euil de los equipos tuvo maycr 4ixito en el juego? El*segundo

equip) 'ha ganado 3 partidos mis, pero el.primero ha jugado menos

parttdos. Observa lqs razones del ndmero de partidos ganados al

I , 19
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ntimero de partidos jugados por cada equip°. Las rezones
i 8

z Y

no se pueden comparar a simple vista. Usemos pare 'ello los por-

centajes.

El prlmer equip° gand R. de los partidos jugados.

2-6 = 75%. Gan6 75% de los partidos jugados.

El iegundo equipo gand 2,18,) de los partidos jugados.

18 72
10 = 72%. Gand 72% de loi partidos jugados.

El primer equipo, que gand 75% de sus partidos, tuvo mayor

exit° que el segundo equipo, que an6 72% de sus partidos. Podr1-'-

amos decir que 72% -c 75%, 6 75 72%.

Se dan a veces en forma porcentaje muchos datos referentes

a negocios, escuelas, etc. Transcurrido algtln tiempo, frecuente-

mente es ma's conveniente referirse a esos datos como porcentajes,

que de otra manera.

Hace unos aftos el director de un caiipamento tom6 algunos datos

para uso futuro. Algunas informaciones estaban en porcentajes y

otras no. Los archivos daban la informaci6n siguiente:

(1) Habfa 200 niflos en el campamento.

(2) Ciento por ciento de los niftos tenlan apetito antes dela

primera comida en el campamento.

(3) al el segundo dia 44 niftos pescaron.

(4) Un nifto queria regresar a'su case la primera noche.

(5) El director de un.campamento vecino dijo: "Cuarenta por

ciento de los niftos. demi elopement() quieren aprender a

nadar este veramo. Enseftard a nadar a 32 niflos".

Sevin las informaciones (1) y (2); youintos niflos tenian

apetito cuando vinieron a cenar el primer dia?

100ivy 200 m 200

Naturalmente, podemos saber sin necesidad de caloular que el

100% de 200 es 200.

Utilizando la informacidn (3)0 /*demos enoontrar el'porcen-

taje de niflos que pescargn el segundo dia. La razdn del ntimero de

'noiflos que pescaron al ndmero total de nitios que habia en el camps-
4mento es mu. Si llamamos x% al poreentaje de los niflos que'

4.

-

,401
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pescaron entonees
x 44

200x

t00,

. 100

.100

44

44

propiedad 1

= kto
x . 22

Veintidos por ciento de los niftos pescaron.

Partiendo de (4) podemos enctontrar el porcentaje de ninos

que tenlan nostalgia de su hogar. Si lo designamos por x%, en-

tomes

200x = 100

100
x =

propiedad 1

1x

De todos ios ninos, 4$ tenian nostalgia de su hogar. Este

porcentaje debe leerse "medio ppr ciento" o "la mitad de uno por

ciento". Probablemente prefieres deeir "la mitad de uno por

ciento", pues esto acentlia au pequeftez.

Con la informacidn (5), se puede saber el 'abler° total de

nidos del segundo campamento. Llamemos x a este niimero de ninos.

40
40% significa -ftsu del grupo, 7 tambilin se refiere a 32

40 2Z
nidos. Deseamos hallar x tal que

40 a
100=x
40x . 30200 propiedad 1

3200

X=80

pereicios 9-2b

I. Un equipo ganci 3 de los 5 primeros partidos jugados.

(a) 4Qué poreentaje de los primeros 5 paxtidos gond el

equipo?

(b) .401U4 poreentaje de los primeros 5 partidos perdid el

equlpo? I
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2. Posteriormente, en la misma temporada, el equipo gand 8 de los

16 partidos jugados.

(a) z,Ctil es el porcentaje de partidos que ha ganado esta vez?

(b) &Ha atmentado o disminuido el porcentaje de partidos gana-

dos?

3. Al final de la temporada el equipo habia ganado 26 de los

40 partidos Jugados.

(a) Al finalizar la temporada, &que porcentaje de los partidos

jugados habla ganado el equipo?

(b) Compara este porcentaje con los otros dos.

Hay 600 alumnos de sdptimo grado en una escuela secundaria de

primer ciclo. El diretor piensa dividir a los alumnos en 20

secciones de igual. ntimero de alumnos.

(a) &Cuintos alumnos habri en cada seccidn?

(b) &Qué porcentaje de los alumnos estari en cada seccidn?

(c) &Cuintos alumnos son el 1% del ntimero total de alumnos

del septito grado?

(d) &Cuintos alumnovson el .10% del nximero total de alumnos

del sdptimo grado?'

Suponte que una seccidn contiene 36 alumnos. Aud porcentaje

de los alumnos del sdptimo grado esti en esa seeeidn?

6. Ciento cincuenta alumnos del sdptimo grado vienen a la escuela

en autoblis.

(a), &Qué porcentaje de los alummos del septimo grado vienen en ,

autoblis?

(b) &Qué porcentaje de los alummos del siptimo grado viisnen a

la escuela por otros medIos de transportaeidn?

7. Et una seccidn de 30 alumnos 3 llegaron eon retraso.

(a) Au4 palitetfraecionarla del total de alumnois de esa seeeldn

llegd tarde?

(b) viqui poreentaje del total de alumnos de esa seoeldn se re-

trasti?

8. HOU 750' alumnos, del octaVo grado. *Nue' poreentaje del nil-

mero de alumnos del siptimo grado es el ndmero de alummos del

oetavo grado?

9. tin dla llegan a la eseuela 3 salaams del siptimo grado can

4,8 4

a
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muletas, ps sabian estado esquiando. Lgué porcentaie del

ndmero de alumnos del adptimo grado andaba con muletas?

10. Un alumno del séptimo grado oyó un dia al director decir: "Hoy

esti ausente el cuatro por ciento de los alumnos del noveno

grado". La lista de ausentes ese dfa habla regiatrado 22

nombres del noveno graft.. Con estas dos informaciones, el

alumno del ciptimo grado descubri6 el ndmero de alumnos del

noveno grado que tenia la escuela. 4Cuintos alumnos del no-

veno grado habia?

9-3. Notación decimal

Becordaris que declamos en el Capitulo 2, que len numeral en

base diez estaba escrito en f.orma desarrollada si, siendo por ejem-

plo 3,284, se escribla como 3(103) + 2(162) + 8(101) + Se

dice que el numeral estä en notacidn posicional si se escribe como

3,24. En base diez esta forma se llama también,notación decimal.

Cada digito representa un valor dado de acuerdo a su colocación

en 01 numeral. En cl ejemplo anterior, el 3 est4 en el lugar

de los miles, el 2 en el de 3os cientos, y asi sucesivamente.

En base diez la notacidn posicionaI dice que el valor de cada

lugar inmediatamente a la izquierda de cierto lugar'ez diez ve.ces

mayor que el valor de este atimo. El valor de la posicidn in-

mediatamente a la derecha de una posición dada es un décimo del

valor de esa ppecitin. Obiervando el ndmero. 3,284 eacrito en

notación desarrollada, notaris que leyendp de izquierda a darecha

los exponentes de diez decrecen% Sulionte que queremos escribir

5,634.728 en notacidn desarroIlada. Podrfamos escribir

5(103) 4, 6(102) 4. 3(101) 4. 4 + 7( ) + 2( ) + 8( ). El 4

ocupa el lugar de las unidades. El valor de este lugarIes

del valor del lugar,inmediatamente a su iiquierda. Si extendexas

nuestro numeral en un lugar hacia la derecha del Iugar de las

unfdades y deseamos conservar nuestra forma de desarrollo, pueil

seri el valor de ese lugar? 4Y" del lugar aiguiente a dae? Para

escribir la forma deiarrollada a la derecha de las unidades tanto

como a su izquierda tenemost

-4
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5( 0 ) 1C- 1 ) + 4 + 7(1-6) + 8( , donde el
10" 10

primer lugar a la derecna de las unidades es el lugar de las déci-
mas.

It'La siguiente tabla muestra los valores de posicidn tanto a la
izquierda como a la derecha del lugar de las unidades.

9-3

Tabla de los valores de posición
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Habitualmente decimos que los lugares de la derecha son los

lugares decimales.

Cuando el nximero 3,284.569 se escribe en notacion decimal,

el punto decimal indica el lugar de las unidades. -El ntimero se lee

"tres mil doscientos ochenta y cuatro quinientos seseAta

nueve miIésimas" o "tre*s dos ocho cuatro--punto--cinco seis nueve".
.1Euemplo 1. Escribe 5002 ) 7001

) 3tizio en notacidn

decimal:

Observa 4ue no se ha escrito el lugar de las unidades. Ouede
escribirse el lugar de las unidades como 0(100)? TU resultado

570.3, te ayudari a dar esta nueva respuesta.

9 11

..:
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Ejercielos

1. Escribt: cada una de las expresiones siguientes en notaelán

deelmal: 401

+ 5(1) (75.) +.7(-115)
10'

i- 3(10) + 6(1) + 1(-)-0- + 9(To-Y

+ 2(-1176)7 11(lir)

+ + 3(-15)
10" 10

+

(0 3() + 5(71c7)

(a) 6(10)

(b) 4(102 )

(c) 5(10)

(d) (75)

(e) 2(2-5)
10

(g) 3(102) + 4(-4)
10"

L. Eseribe cada uno de los siguientes numerales en forma

desarrollada:

(a) 52.55

(b) 1.213

(e) 0.4

(d) 3.01

(e) 0.0102

(f) 0.10001

(g) 30.03

3. Eacribe cada uno de los aiguientes numersles en palabras.

Por ejemplo, 3.001 se' escribe tree con una milésima.

(a) 7.236

(b) 0.004

(c) 360.101

(d) 1:0101

(e) 909.009

(0 3.004!4.

Escribe en forma de numerales decimales:

(a) Trescientos cincuenta y dos centésimas.

(0 Quinientos siete diezmil4simas,

(c) Catorce mdlesimas.

Or-
Ile



SIN

(d1 3e3enta con siete centeslmas.

(e) Treinta y dos cienmildsimas.

(e). Ocho con diecinueve mildsimas.
5 Escrlbe 0.1

dos en base diet!.

'6; -Escribe yr en el sistema duodecirhal.

7 Escribe en el sistema duodecimal.

8 Cambia 10.011
dos a base diez.

9-4. Operaclones cnn clecimales

amimmamet

Supongamos que lueremos sumar dos ntimeros dados en forma deci-
mai; por ejemplo, 0.73 + 0.84. Sabemos como sumar: 73 + 84 = 157.
06mo hacemos cn las cifras de imales? Podrlamos proceder como
sigue:

0.73 - 73 x y 0.84 . 84 x
Por consiguiente,

0.73 + 0.84 . (73 x 4.6) + (84 X 40)

, 157 x To=

Observe 4ue hemos usado la propiedad distributiva.

Supovgamos ahora quie queremos hailer la suma +
a Igual clue antes, primero voIvemos aAscribir tuestrOe mimeros como
fracciones:

1 10.73 . 73 x Tm= 730 x Tan y 0.125 . 125 xi=

Utilizamod .1a atima forma indicada pars. 0.73, pues'entonces
1

IOW aparece en ambos productos.

0.73 + 0.125 . (739 X 60 (125 X 76)

(730:+ 125) X 74.0.

855 x -mizz 0, 0.855

Estos ejemplos pueden ser tratados de modo mis convenient&

escriblendo un ntimero debajo dekotro, eonti sigue:
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.73 0.73
+ .84 +
1.5/

Observa que escribimos los puntos decimales cgda uno exactamente

debajo del otro. Esto se debe a que queremos sumar el'nxImero en

lugar de las decimas del rimer,pando al niimero en el lugar

de las decimas del segundo sumandof y el niimerg.en el lugar de

las cent6simas en el primer sumando al mimero en el lugar delas

centesimas .?11 4 segundo, etc. Entonces

I. 843
8 4

0,73 . + Tuu y

y Por eQnsie,uiente

0.73 + 0.84 . 7 8 3 + 4

173 in
7

7575

1.57

Se puede,. trat4 4.a,sustraccicin de la misma manera. Por

0.84 (.33
- 0.73

.ejemplo,

0.11 6.09

Suma

Ejercicios 9-4a
4

log'siguientes nAlmeros:

(a) 0.74+ 0.84

(b) 0.719-1-t.382 -

(c) .1.002 + b.010?

1.0 + 21.5

,Res.ta lps.s.Lguientes mimeros:

(a) 0.84 - 0.76-

(b) 0.625 b.550

() 0;500 -,0.12s

(d) 1.005 . 0.p005

3. Efectila las.operaqiones inOcadas:

.(a) 1 1 -,6762 + 0.066

(b)' 0.407 - 0.32 0.076
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4. Cuatro hamtrea entran en una ferreterfa en busca de alambre de

cobvn:4, el 'prdmero quiere comprar 10.1 pies, el segundo 15.1,

eltercuro ô. y el ouarto 16.6 pies. El'dependiente sabe

que la ferreteria adlo tiene 50 pies de esa clase de alambre.

&Puede dar a cada comprador lo kue desea?

Un cumurciante tiene 11.8 libras de azticar. Una senora cam-

pra 5.t) libras. Otra compra 4.8 libras. Luego un oamion de

aproviaionamiento le trae 25 libras. Pinalmente lds ratones

su (=len 0.05 litras. '4Cuinto azticar le queda?

Una libra tin 1 onzas. 40Que pesa más, 7 onzas 6 0.45

libras?

En caal toda Europa las distancfas se miden en kil6metros.

(Recueraa que un kildmetro es alrededor de tr. de milla.) La
distancia de la ciudad A a Paris es 37.5 kil6metros y la

diatancia de la Iiudad B a Paris es 113.2 kil6metros. 4A

que distancia esti la ciudad A de Ta ciudad B, pasando por
Paris?

8. Svipont lue las tres ciudades, A, B y Parls del ejemplo ante-
.

rior estan en la misma carretera y que la ciudad A esti,entré

rails y la ciudad B. Entonces, 4q1144 distancia en kildmetros

hay entre las dos ciudadesAyBalo largo de la carretera?
*9. Halla el valor de la-suma, en el sistema decimal, de los nli-

meros 10.01doci y 1.01dos. Primero pasa al sistema decimal

y luego suma.

Suponte que quemmos multiplicar dos nlimeros en forma decimal.

Por ejemplo, 0.3 x 0.25.. Sabemos cdmo multiplicar los nAmeros:

3 x 2f.,) = 7,,.... En la misma forma sue para la suma, esoribamos

0.3 x 0.25 m 3 x 25

3 x 25 x lb. x -Ti$115-

** 75 x

m 0.075
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t ,CLuEintos digitos hay en 0.3 a la derecha d1 punto
A

.-
decimal? \\,

uintos digitos hay en 0.2, a'la derecha'dell punto

decimal?

3. Cuál es la suma de las respuestas a 1 y .i?

4Cuintos digitos hay en 0.075 a la deredha, del plinto

decimal?

Compara las respuestas a 3 y 4.

Ahora multiplica 0.4 x 0.25. Ouil es tu mespuesta? Resr

ponde a Ias cinco preguntas anterlores, 1, 2, 3, 4 y 5, Ram

tales ntimeros. 4Concuerdan entre si alin las respuestas dadas a

3 y 4? ,

Propiedad 2. Para encontrar eI nlimero de cif s decimales

del producto, cuando se multi an dos nximeros,

'suma el niimero de las cifras de los

dos.numerales.

Por ejempIo, multipliquemos 0.752 par 0..25 EI primer

numeral tiene tree cifras decimales y el segundo tien doss.en7

tonces el producto debe tener cinco cifras decimaIes. alcUlapos

el producto 732 x 25, y Iuego marcamos cincq,cif*s dé imaies en

4

la respuesta, contando de erecha a izquierda.

0.732
0.2
0

01464
0.1:1300 /*

Consideremos ahora el problema de dividir dos niimeros expre--

sadcs en forma decimal, por ejeMplo, 0.125 +.0.5.

Como primer paso se acostumbra busdar une fraccidn cuyó deno

minador sea unLndmero cardinal y taI Op eoa nueva fraccidn sea

tambidn un nombre para' '0.126 0.5. .En Wste caso, empezamos con

0.1a Luego,- a finsde reemplazar eltdenominadop*porcuzi nOmero

cardinal, multiplicamos el numerador y el denominddor por 10 y
1.2

obtenemos Utilizando las fracciones podrIamos transformar

eito asi:

99
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x (Tiu x 1) - T66 x x 125)

9-4

1= x 25,= 0.25

Pero un modo mucho más breve es utilizar la forma habitual de la

devisión.

.

zntonces:

(divi.sor ) cociente) (dividendo)

X 0.25 = 1:25

y vemos qLe en la 1.1s ldad eI ndmero de cifras decimales'(dos) del

pmducto es la sum de los ndmeros dp cifras decimales de los facT

t;)res k:se pr',Auctc; (0 2) conforme a,lo expuesto en la pro-

pif.dad Cuands el divisor es un ndmero carainall dividendo y

el cociunte tienen el mismo.ndmero de cifras decimales. Colocando
el punto decimal del co'ciente coincidente con el del dividendol

localizamos automiticamente eI punto.deimal del cociente en su

posici6n correcta.

Es facil cometer un error al colocar el punto decimal en la
resPuesta y por eso ps conveniente verificar con una respuesta

estimada. Por ejetplol vmos'que

es aproximadamente
glo.5 . v.D

lo que se parce bastante a nuestra respuesta.

Trata de,seguir el, mismo procedimiento con una fracción mis

complicada: 2113. Si multipliciramos el denominador por 10

tendriamos 25.3 que no es min un ndmero cardinal. Pero si multi-

plleamos por 100 obtenemos 2530 que sl es un nximero eaedinal.

La fraeeidn dada se transforma entonees en y-entonees divi-
5

dimos en la forma habitual:

2.1
253 )

06
3253
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41.

Entonces 3 x 2.1 531.3, dynde vemos que el naero di cifras

decimaIeb'de 253 (qile es eero) más el ntimero de cifras decimales

de 2.1 '(que es 1) es igual al ntimero de cifras decimales de

531.3 (clue' e 1).

Verifica el siguiente

0. 2421
3.75

Por supuesto no odemos pretender que nuestras divisiones

sean "exactas" en todos los casos. Por ejemplop-tratemos de en-
2

contrar la expresicin declmal de IT. Si queremos obtener el co.,-

ciente con tres cifras decimales, dividiremos 2.000 pop .7. Si

lo quisiéramos con seis cifras decimales, tendriamos que dividir

2.000000 por 7, y asl sucesivamente. CalOulemos el cociente

con seis.aifras decimales:

0.285714...
7,) 2:000000

1 4

56

TO
40
28

Ejercicios 0-4b

(Suponte que los deaimales.son exictos.)

. Calcula los siguientes productos:

(a) 0.009 x 0.09

(b) 0.0025 x 2.5

(c) 1.2 x 120

(d) 0.135 x 0.202

2. Determina Ios siguientes cocientes:

(a) 0.009 4. 30

(4) 0.015 4. 0.05

(o) 0.575 + 0.4

(d) 2.04 + 0.008



Expresa los slguientes qmeros como decimales:

3000
8

(tT

(c)y 30

0.01t-, X 0.0025 X 2.5 9

4'0.05 X 0.03

5. El padre de Juan tiene un jardin'de 25.3 pies de largo y 15.7
pies de ancho. Ouintos pies cuadrados tiene el jardfn?
Un rectingulo tiene 14.2 metros de largo y 5.7 metros de
aneho. LOuil eijisu area en metros cuadrados?

7. Laz dAmensiones de una.caja son 17.3 metros par 8.3 metros
por 2. metros. LCual es'su volumen en metros clibicop?

zAlrededor de cuintas millas tiene una distancia de 5.8 kiló-
metros? (Un kiltimetro es aproximadamente de mina.)
Calcula el sigulente-producto:

1.1 4siete x 2.4
siete

d)

(e)

(fY

9-5

Desarrollo decimal

Observemos más detenidamente la expresidn decimal de los nd-
meros pacionales. Recuerda'que es el cociente de 1 Idividido

por 8.

-0.12
8

Considera

expresidn decimal

por 3.

O.
3 ) 1.

Resulta asi que y 0.125 son rombres

para el mismo numero racional.

ntimero racional. 31r. Tbdos sabemos cuil es la

de este ntimero. Se encuentra dividiendo 1

Sin efectuar la al/304n, 4podemos saber

qu4 digitos aparecertin en las prdximas 6

cifras? Obtendremos por resto cero en

alguna etapa de la divi:sidn?

Los .3 puntos que se han escrito en el cociente indican que

el numeral deelmal nunca termina.
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Observe nuevamente el numeral decimal pare .Recuerda

que se obtuvo dividiendo 1 por 8.

0.12500...
8 ) 1.00001

8

70
40

Despuds de la primera sustracción el resto
es 2

El segundo resto és 4.

0,-- El tercer resto es O.

9b El cuarto resto es O. i,Fuedes predecir

cudles serin los restos quinto y sexto?

Habitualmente terminamos nuestra divisi6n en el momento en

que obtenemos un resto'cero. Sin embargo, podriamos continuer

dividiend9, obterli'endo cada vez un resto eero'y un cociente cero.

.Es elaro que si obtenemos un resto cero los restos que le

siguen serin eero. Podriamos escribir im 0.125000... ea como
-1escribimos 3.. 0.333.,., pero lo hacemos rare vez. ?or consi

guiente, 0.125000... es un decimal cuya cifra 0 se repite in-

definidamente. En la misma forma 0.333... es un decimal cuyo

dIgito 3, se repite indefinidamente.

Pop desarrollo decimal queremos decir clue hay un digito para

cada cifra decimal. Observa que tanto el desarrollo decimal de

1 1

IT eomo el de 3 poseen cifras que se repiten.

larcicios2:1 spra analizar en clase

Consideremos la expresión decimal del ndmero racional

0.1428 1428
7

1. Sin continuar la divisidn, ouedes decir qui digitos apare-

cerin en cada una de las'seis cifrag siguientes?

2, '411ay un grUpo de digitos que continda repiti4ndose'indefini-

damente? Coloquemos una barrahoriental sobre el grupo de -

digitos que se repiten Entftees en el caso 0.142851112187...

la barra significa que los misMos digitos se repiten en el

mismo ordan y los 3 puntos indican que el decimal no tiene

fin.



4-=4,
x!t.

5.

4

nal puede ser nombrado por un decimal numeral en el oual o hien se

repite un solo digit° co se replte inderinidamente un grupo de digi-
tos.

-373

Obta la expresi6n decimal de

partir de qué momento reconoces que has encontrado un peri-

ode, esdecir un grupo de digitos que se repite?

Oabri algAin resto cero si continxias dividiendo?

Se repetirán los digitos de este decimal? 06mo debes indi-

carlo?

Observa que el decimal se repit cuando el resto se repite.

Examina el procedimiento que seguimos para obtener un numeral

decimal para

O. 1;28r.? i428.77 .

7-7.70006177707567---
7

Despuds de la primera sustracci6n el resto es
-28

El segundo resto es 2.
14

El tercer resto es 6.

dto sEl cuarto resto es 4:

50 El quinto resto es 5.

0 El sexto resto es 1.

7
50 El séptimo rest° es 3. 4Es el séptimo
28 digito a la derecha del punto decimal el

mismo que el primero?
14
tb El octavo resto es el mismo que el se-

gundo. LEs el octavo digito a la dere-
-40 cha del punto decimal el mismo clue el

segundo?

Observa que losidlgitos de este cociente comienzan a repetirse

cuando cuaiquiera de los restos anteriores aparece por segunda,

vea.

Haz consideraciones similares cuando.,divides I por 37 para
encontrar un numeral decimal pira 47.

De estas ilustraciones podemos concluir que todo ndmero raoio-
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Eleracios

Escrihe 11A numeral decimal (o decimal) para TT
(a) A partir de qu4, momenta puedes reconocer el perfodo?

'(b) 4Tiene fin este decimal?

40) 06mo deberfas indicar que no tiene fin?

,(d) :May algtin grupo de digitos que se repite pericidicamente?,

.(e) Cómo podrias indicarlo?

Ezeribe dectmales ,para:

Indica a partir de que memento puedes

reconocer eI perlodo en cada caso. Al

efeetuar la divisidn observa,los restos,

pues te pueden dar una idea de cuando un

numeral decimal eomienza a repetirse.

,eeimales para:

(c)
11

(d)' -421-

Eztudia los siguientes numerales decimales y ve si puedes

L:n3ontrar una relaciOn
1

(a) Entre el decimal que corresponde a Tr y el decimal
2

eorresponde a IT
1

(b) Entre el decimal que corresp9nde a y el decimal,
11

14
que corresponde a 1;5170 11.0 etc.

5. LPuedes encontrar un decimal para sin dividir?

6, 4Es clerto que el ntimerei 0.63F1%.. es igual al ntimero

multiplicado por sietc?

liana el numeral decimal para el primer ndmero de cada uno de

los siguienes grupos y calcula los otros sin dividir:

1r-

a



1 2a ) in,
aab 40'

a`

I 3 7(b) 7, 7$ 7
1 3 11

(c) 1.76- Tu.
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1 42 47
GA\ai Sri 71 77

1 111 927
(el TUM IMP 1000

9-6

9-6. Redondeo

Supongamos que queremos encontrar un valor decimal aproxtmado

para
2

Podriamos querers por ejemplop representar este nximero

sobre una recta numérica en la cual cada segmento represente 0.1

como.se muestra a continuación:

2'

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0. 7 0. 8 0. 9 1.0

016nde estarla en esta recta? Sabemos que su forma decimal es

0.285714... Probablemente te das cuenta a simple vista de que
2 debe estar entre 0.20 y 0.30. 'Si esto no te resulta claro,
I

m1ralo con mayor atencidn. En 'primer lugar:

,0.26714... 0.2 + 0.08 + 0.005 + (otros decimales), y en conse-

cuencia, es mayor que 0.2, que es el .primer sumando. En segundo,

lugar, 0.2 es menor que 0.3; 0.28 es menor que 0.30; 0.285 es

menor que 0.300, y as/ sucesivavente. Independientemente del nxi-

mero de cifras decimales que se calculan, obtenemos siempre un nd-

mero menor que 0.3000000... . Tambi4n puedes ver que esti

mis prciximo de .0.30 que de 0.200 puesto que esti entre 0.25 y
0.30, y 0.25 esti a mitad de camino entre 0.20 y 0.30. Re-

sulta asf que 1; estarla situado en la recta numérica en un lugar

coma el que se indica con la flecha.

Podrlamos representar a 4. con mayor exactitud sabre la recta

numél4ica si dividiéramos (sada uno de los segmentôs en diez partes.

Entonces verfamos que 3- esti entre 0.28 y 0.29 pero un poso
. 7

as cerca de 0.29. (Es posible-que quieras exponer las razones de

esto con mayor detalle que c6mo lo hemos hecho arriba, a fin de
2-tener una idea bien clara.) Diremos que IF es 0.29 con la apro-

ximación de4pAn centisimo. Llamamos a esto "redondeo de fir VIA
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elfraa". CSrno serfa redondeado a tres eifras? La respuesta

es 0.286.

Este redondeo es dtil para estimar resultados. ,Por ejemplo,

suponte que quieres ealeular el prOduceo de 1.34,x 3.56. Este

produetl podrfa ser, aproximadamente, 1 x 4 = 4 6, si queremos

una estimaci6n mis aproximada, podriamos ealeular 1.3 x 3.6 = 4.7,

aproximadamente.

El red,ndeo tambift es dtil euando se consideran poreentajes

aproximados. ?or si se tratara de expresar clue de eada

7 familias 2 tienen perro, no ,serfa juieioso efeetuar un edlculo

con muchas eif,ras deeimales para dar la respuesta en poreentaje.

Utiliearfamos exaetamente doz eifras y dirfamos quo alrededor de

29X de todas'lan familiac tienen perro, o attn podrfamos redondear

más y doeir que 30%.

Ocurr.: .pronma partieular euando los ndmeros por redondear

estin exaetamente a mitad de camino entre dos ndmeros aproximados.

For ejemplo, i,c6mo se podrla redondear 3.1215 a tres cifras

deeimales? LOs doe ndmeros aproximados son 3.121 y 3.122 y el

uno s tan.aproximado eomo el otro. Frecuentemente se usa cual-

qulr-pa de, los dos sip notar mayor diferencia. Sin embargo, si

para una sum de varios ndmeros se redondeara siempre al pdmero

menor, proba.blemente la respuesta resultarfa muy pequefta. Por

esta ras6n nos pondremos de aeuerdo en eseoger el decimal cuyo

dltimo digito es par. Asf, en el easo anterior, escogerdamos

3.122 pues su dltimo dIgito es par; este ndmero es un poco mis

grande que el ndmero dado. Eh cambio, si el ndmero dado fuera

habrfamos escogido 3.142 Alho aproximacitin, pues el .

ndmero dado esti entre 3.142 y 3,143, pero el primer°, 3.142,

es el que tiene su dltimo digito par; en este casco hemos escogidik

el más pe.lueeo de los dos ndmeros aproximadoa. .Esto no es par-

ticularmente imporbante en esta clase pero encontrards en tus

estudios de ciencias que es as/ como se hace.

,E,tercicics.

1. Redondea los siguientes ndmeros a dos cifras:

, (a) .0.0351 (o) 0.0051

(b) 0.0449 (d) 0.0193
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2. Redondea lo s1uirt3 ntimeros a tres cifras:

(a) 0.159,; (c) 0.00009

,(b) 0.0009 (d) 0.3249

Expresa 103 s4 -ientes ntimeros como decimales correctos a

trva cifras:

(a)

(14,

4. Expresa los siguintes niimeros como decimales correctos a

una cifra:

(a) r5

(b)
1(a) 75

(a) no 1:an t:_,mado las medidas de un terreno expresindolas con

la aproximaci6n de una d4cima de vara larga. (Eb,otras

palabras, las medidas han sido redondeadas a una cifra

declmal:) El largo redondeado es 11.1 varas largas y el

ancho redondeado es 3.9 varas largas. Halla el area,

redondeindola a una décima de vara larga cuadrada.

(b) Suponte'que el largo es 11.14 varas largas y el ancho

3.94 varas largas redondeadas con la aproximacién de un

centésimo de yara larga. Halla el areas redondeindola a

un centésimo de vara larga cuadrada. &Nil es la dife-

roncia entre esta respuesta y la de_ la pregunta (a)?

9-7

5.

A

9-7. Porcentajes decimales

-Has aprendido que el ntimero puede esoribirse oomo 51%

y tambi4n eomo 0.51, teemos tanto 0.51 oomo Aity asi; "Oin-

cuenta y'un oentésimos". Tenemos tres expresiones diferentes para

el mismo ndmero;

-.51%u.0.51

que leemos: "la razdn de 51 a 100 es igual a oinouenta y uno

por eiento y es igual a eincuenta y un oentésimos". En forma
-A

stmejante, tenemos que

Sot .r



Tambien

Expre3a como

(a)
3

(b). 0.

Expresa cono

- 8-

ft 1;0% ft 0.1)

r'r 13
td75 = 7.ZTP

,Ejerciclos de clase ala
porcehtajels:

decimales:

(c)

(d) 1.2

(a) % (0) 4-
( d ) 3%

1Ea un ii)co mas diffcil expresar vt. coma porcentaje, pues

8 no es ut; :.'ator de 100. Sabemos que su forma decimal es
122,5

escribir este nlimoro es: 6 12.5%;
100

(b)

0.. 0 60% = 0.6.

nanera

,

142-

tamtlén, 127x. En forma semejante, 0.375 es lo mismo774

y entonces puede ser escrito como:

Ea

3% 15 3
1000 . 46

icual tanto a 374% como
a

Earticios de ela.la

Expresa c,pno porcentajes:1.

110

(0) 145

(b) (d) 0.475

2. Expresa como decimales:

(a) 604%

(r)

a

4.C6mo eneontramos el poreentaje equivalente cut euya

expresieln deelmal. 0.333.... se replte indefinidamente? Si

queremos un valor aproximado podemos redondear el decimal a

.39
I
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9-7

dos cirras y deeir que

1

es aproximadamente igual a 0.33 6 33%.

Se puede uncontrar un porcentaje muy exacto para un tercio de la

siguiente manera:

1 7. loo 3 14
100 ' Tor

Resulta asf que una expresidn pxacta para es

E!erciclos de clase 9-7c

Expreaa aproximadamente como porcentajes:

(a) (c) 41-

Expra!I porcentajQs e arriba con mayor aproximacidn.

3.:154°

c:xpresar como fraccidn

,4 200
_ f

TUU 100

S14%?

f200 1 2

1-7- 7

ercicios de clase 9-7d

ExprRa coma frac 16n los siguientes porcentajes:

(a) rm.

(1:) 14t.

'(c) 25%

(d) 124%

R)ercicios

1. Copia la sieulente tabla y llena los nombres de los ndmeros

Pue faltan. La tabla completa puede.ayudarte en las lecoiones

futuras.

Fraccitin 'Ciento
forma mis simple como denominador. _ _ _

(a)vs-4

( b )

(c)

Decimal Poreentaje

0.50 50%



a 

eo' 

IFS 

pa 

4 

M111, 

aa 

POI 

%Olt 

910 L 

a9 

Q.0 *0 

00C 

( A) 

( A ) 

(n) 

s 

(d) 

) 

% 6 'z1) 

01. '0 

a 

'29 *0 

QQL 
OL 

QL 
09 

%Otr 

Oa *b 

are4uanaod VUIT 0 aa 

a. 

(p) 

..top'eu-rutouap owoo rridtuT ST:1 VIM 0,1 
04uaTo D 

- 6 

a 
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Praccidn
forma mis simp 1,,

Ciento
co o denominador

Decimal Porcentaje

1

( X ) 7

() 64
160

( ) 0.005

G. Dibuja una recta num6rica y marca en ella los puntos que corres-
)onden a lx: porntajes en el problems 1.

iL
ttilizando part,1 adriculado, bibuja un cuadrado grande que
contenga- 100 cuadrados pequfehos. Sombreando en forma con-
veniente, indica los porcf?ntajes de las pregvntas (b), (d), (1),
(P) Y (3).

. i,(1114 fraccift en sU forma simplificada es etro nombre de

(a) 32'4? (0 90? (c) 120%?
-. Da los =bre: 1;orcentuales para los s.guientes ntimeros:

9-8. Aplicaciones de los porcentajes

Los porc.mtajez se usan on la-vidadi'aria-para expresar razones
de cantidades numericas. Es importante que comprendas la notación

.de pocentaje, asi como también que puedas calcular con suficiente
aiproximaci6n las operaoiones entre ndmeros indicados como porcen-
tajes. Veamos algunos ejomplos en que se usan los porcentajes.

,Ejemplo, 1. Suponte clue una familia tiene un ingreso anual de
4419Dok (después de deduoir los impuestos): El-presupuesto de la

inoluye una partida para alimentos de 3340 del presupuesto.
4Qu4 oantidad de dinerö se destina para alimentos durante el alio?
-aUedes responder a ekta pregunta sin utilizar papel ni lipiz? Si
puedes, haz1d, Iomprueba luego con los resultados que siguen.

4
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.

esarrollam6s =.111t,.... Ie J.mplo en la forma que ene para ilurhD rar

un m6todc. quc :Itii aremos luego en probaemas mtis dif/ciles.

Sabemo Tic. . es igual a
1 ; enOnces, si x ,representa1

.

el numem th, d61arer destinados a aliMentos, tenemos que

4500 3

Para encontrar x usamJs la propi,Aad 1 de la Seccidn 9-1
. %

la cua nos uiev qut)

a c
si emir-lees ad = be.

Por -sto significa que

entonces

A eh nustrc. ,Jemplo,

15 9, 10.
10 15

si =
1 entonee3 3x . 4,500.

2.z,00
Por le tanto, x = . 1,500, y 1,500 seri el niimero de

3
udlart:.; pueden gastar en alimentos.

F..;,mplo 2. Suponte que el ingreso anual de la familia del

eompl:, 1 -.7 44,1-0 de lo cual gasta 32% en alimentos:

tonc.:s st x representa el niimero de d6lares destinddos a ali-

mentos, tonemos que

x 32
4560 IZMor

Utilisando la propiedad 1, tenemos

*100x = 320,560) = 145,920

x = 1,459,20

Por lo tanto, el monto destinado a alimentos ser/a 41,459.20,

que es un resultado muy prciximo al de la respuesta del ejemplo 1.

Ejemplo,3. Ouintopor giento de 1,590 es 900? auedes

eneontrar la respuesta a esta pregunta sin emplear el lapiz? Es

un poeo m4S dificil que el ejemplo 1 pero puedes!iesolverlo men-

talmente.' Aquf es igualmente til el método que hemos usado

anteriormente. Si x% represanta el poreentaje de 1,500 que

es 900, tenemos que

Itts.:40006

4')

4:
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Nuevament utland_ i a propiedad 1, tenemos que

1,500x . 100(900) = 90,000

90000 -

x 1i,00 =

Por lo tanto, 500 os ;:0;',5 de 1,500.

Ejemplo 4. Suponte que una familia tiene un ingreso anuaI de

44,560 y paga por alguiler de una.casa, 477.00 al mes. 4Qué por-

centaje de su ingreso gasta la familia en alquiler? En primer lugar,

el alquiler anual srd doce veces mayor que el aIquiIer Tensual, es

decir, 4924.00. Si xi', representa el porcentaje que de 4,560 es

924, tenemoc como antes, quo

x ab?!_L

yl usando evtrte la propiedad 1, resulta que

4,560x . 100(924)

4060x . 92,400

-x
92400 9'(1 --A=

Entonees x% es alrededor de 2O %; es decir, que alrededor de 20%

del ingreso de la familia se gasta en alquiler de casa.

Ejymplo Un anuncio dice que se puede comprar a plazas una

-itdcicleta pagando inicialmente 414.70. El comerciante dice ademis

que este pago es 25%. del precio. Ouinto cuesta la'bicicleta?

Si el precio do la bicicleta es x ddlares, queremSs determinar

x' de taI modo que

14.70 25_

.1b7

Antes de calcular x con exactitud, debemos estimar su valor.

. Después, para encontrar:un valor más aproximado, usamos e mismo

mdtodo que hemos aplicado anteriormente.:

100(14.70) . 25x

eeto es,

x = 58.80-

Ehtonces el precio debe ser 458.80.

e-

a
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Comisiones descuentos

.
Los vendedores frecuentemente reciben su pago en forma de

comlslones en vez do,sueldo. Un vendedor de libm.s recibe una

comision de 2,1% del precio de yenta de los libros. Si vende

llbros por 460.00, su comisión es 25% de 460.00, es decir

415:00.

Definici6n. Comisián es la cantidad que sepaga a un ven-

dedor por sus servicios. Frecuentemente se balsa en un por-

centaje del precio de vents..

Algunas veces los comerciantes venden sus articUlos con un

descuento. Durante una liquidaci6n de mercanclas, un anuncio

declat "Se.venden todos los gabanes con 30% de descuento".

Un gabin cuyo precio esti marcado en *70.00 se venderi con un'

descuento de 30% de $70.00, es decir, 421.00. El precio de

yenta (a vecs *llamado 2mlaneto) es 470.00 - $21.001 es

decir ,449.00.

Descuento es la cantidad que se resta del

preeio marcado.

Definicidh. Precio de yenta o precio neto es eI precio

marcado menos\el descUento.

fijercicips 9-8a

En los problemas siguientes puede ser necesario redondear

algunas respuestas. Redondea 4.as reipuestas referentes a monedas

con la aproximación de un centavo; y las referentes a porcentajes

redond6alas a porcentajes expresados como nUmeros cardinales.

1. En un examen hay un total de, 40 problemas. El maestro

asigna isual valor a cada uno de .ellos y da las calificaciones

en pomentajes. Outintas respuestas correctas indican las

siguientei calificaciones?

(a) 100% (0) 50%

(b) 80% (d) 65%

.2., Al calificar los eximenes mencionados en el problem 1, Nuel

.porcentajes asigryaria el maestro a los siguientes'eXimenes?

(a)' Todos los problemas abordados pero 10 de las reepuesv

tas -est& mal.

(b) 36- problemas aborda4 dos y todas las respuestas son

Alj
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correctas,

(t) 20 problemas abordados y 2 respuestas estin mai.

(d) Un problema no ha sido contestado y hay una respuesta mal.

Si el impuesto a las yentas en cierto estado es 4% del precio,

ouinto se recaudarla por impuestps en las siguientes yentas?

(a) Un traje vendido por 417.50.

(b) Una bicicleta vendida por 449.50.

4. Un agente vendedor de casas recibe una comisi6n de 5% por
cualquier yenta que haga. ;Cuinto recibir/a de comiel4n al ---

vender una casa por $17,500?

El agent vendelpr del problema 4 aspira a ganar anualmente en

comisiones por lo menos 49,000. &Cue deberla ser el total

anual de sus yentas para conseguirlo?

Un vendedor de aspiradores de poly() gana una comisidn de $25.50

por cada miquina que vende: Si el precio de yenta de una máquina

es $85.00, Lqué porcentaje recibe de comisi6n el vendedor?

7. Algunas veces el pgrcentaje de la comisión es muy pequeno.- Los

vendedores de maquinaria pesada frecuentemente reciben una

comisi6n de 1%. Si en un afto uno de estos vendedores vende

dos miquinas, una por 4658,000 y otra por 448i1000, 4tiene

un buen ingreso anual?

8. Una tienda de articulos deportivos anuncia una llquidacidn de

accesorios de flitbol. El descuento es 27%.

(a) ieuinto costaria una pelota de fdtbol que estuviera marcada

con un preci6 de $5:98?

(b) i,Cuzinto,costaria un casc2._PAY.2_precio marcado fuose 43,404

En una escueIa de primer cicWsecundario hay .380 alumnos del

séptimo grado, 385 alumnos del octavo grado y 352 aluMnos' del

noveno grado.

(a) Ouintos alumnos hay en la escuela?

(b) 4Qui porceritaje del total del alumnado esti en el siptimo

grado?

, 4Qu4 porcentaje del alumnado esti en el octavo grado?

J- (d) 4Quo porcentaje del alumnado esti en el noveno grado?.

(e) es,la suma de los ndmeros de las respuestat a

(b), (c) y (d)?

10. El senor Martin-lleva una cuenta de lo que paga au faMilia por

feza
_ 46_ -4

77-i"174
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impuesto en las compras. Al final del atio encuentra que el

total do impuesto asciende a $96.00 (por el ailo).- Si el por-

cer,taje del impuesto es 4%, Atte' cantidad gaitd la-familia

Martin durante el arlecen articulos gravados con impuesto?

11. El seor Gutiérrez solicitó a su banco un prestamo de $1,000

prometiendo pagarlo en un afto. El balm le cobra un 6% de,

los $1,000. Esto se llama el "tipo de interds". 4Qud canti-

dad tiene que pagar por intereses? Si devuelve el total del

prestame al final del aeio juntamente con los intereses, Lqud

cantidad page

1. El setlor Palacios obtuvo en su banco un préstamo por valor

de $20000. Al final del afto paga al bane° $2,140. &Cud',

es ei tip9. de interes? Aue porcentaje es 42,140 de $20000?

*13. lin bone del coblerno cuyo costo es $18.75 vale *25.00 diez

anos después de su compra. En qud porcentaje subici su valor

durante esos diez elos? Leuil fue el porcentaje medio de

aumento por afto?

14. El impuesto por la yenta de inmuebles es de 412 para una

uasa tasada en $1,000; $24 para, una casa tasada en $2,000;

$3.) para una casa tasada en 43,900. ;owe porcentaje del

valor de las casas es, en cada case, total del impuesto?

A base del mismo porcentaje, a cuinto ascenderia el impuesto

per la venta.d., una casa tasada en 425,000?

1. -Una tienda da 10% de deicUento por compras al contado mis

de descuento si la compra se haee el lunes. Es decir,

ai un cliente--673mpra u'artica6MUY6aci-.e-s -4m y liagas

al contado,le costari $100 - 410 m 490. Ademis, si hace la.

compra un lunes,yecibiri 5% de'deseuento adicional, con

lo que el precio neto seri 05.50, pues el 5% de 90 es

4.50 y

90 - 4.50 85.50

Suponte que el 5% de descuento sobre 4100 se haya caiculadO

primero y que luego se haya iebajado el otro 10%. 4Serfa el

precio neto final el.mismo que antes? aarfan el mismo re-

Sul:tad° final estos dos atodos de ailculo del precio nett)

para un articulo cuyo precio 4200? aor qu4?

-*V

1.

47

3.
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*16. En cierta tienda los clientes pagan un impuesto de 2% y se
les da un 10% de descuento por compras al contado. Es decir,
si el cliente compra un artfculo c4yo precio de lista es *100
y paga al contado le cuesta solamente 490 mis el impuesto,
o. sea *91.800 pues 2% 'de *90 ee Suponte ahora que
el impuesto fuera calculado sobre 4100 y luego el 10% de
deacuento. Oesultarfa igual el costo neto? Oor qu sf o por
qu4 no?

*17. Un cliente de la tlenda del problema 15 suma los descpentos y0

plensa que, pagando al contado y siendo lunes, debe recibir 15%
de descuento. Si tal fuera el'casol deberfa pagar .485.00, en
lugar de 48.510, por el articulo marcado en *10% ,4C6mo
podrla explicar el cobrador de la tienda al cliente que el oil-

culo debe hacerse como en el problema 15?

Uso de los porcentajes para cOmparaciones

En el problema 1 de Iola Ejercicios 9-7, algunos ae los pox.-
centaies no eran en 1teros. El numero escrito como pordentaje.
es 124%. Has aprendido que 4% puede leerse "4- de 1%". Los
decimales se usan frecuentemente en los porcentajes, por ejemplo,
0.7%.

0.7 -70.7%(0.7 de 1%) IS 0. 7 X 17127 1.11 My a 11yOU 10 0* 007

Todas estas expresiones son nombres para el mismo namero. Si

qUeremos calcular 0.7% de *300, tgnemos que determinar x de
tal modo que

-AP 4.7 3z25. = 0.007

100x.= 210 x . 300(0.007)
x = 2.10, (42.10). x = 2.10 (42.10)

r

0.7% es menor que 1%. Como 1% de 4300 es 43.00, la res-
puesta $2.10 es razonable.

a

.10
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Suponte que queremos determinar el 2.3% de 4500.

2.3% Wig* 23 m 0.023. Caleula el nlimero que te dé

x 2.3
377= 100 3.0.6. 0.023

100x . 11150 x = 500(0.023)

x 11.50 (411.50) x = 11.50 (411.50)

El prorrateo de bateo de un jugador de béisbol se obtiene

dividiendo el ntimero de 1-4tazos indiscutibles que eoneeta poor

el nilmero de veces que le toca batear. La division se efectlia

generalmente hasta Ias milésimas. ,E1 prorrateo de bateo se puede

considettr, pues, como un poreentaje expresado con la aproxima-

elOn de una decima. 8i unjugador coneeta 23 indiseutibles en

un total de. 71 veces que batea, su prorrateo es 44. 0.324.

Algunas veces se piden las respuestas con la aproximaciOn de

una d6cima de uno por clento.' Un maestro da 163 califieaciones,

de las cuales 35 son B. Podrfa preguntirsele glad porcentaje

de sus calificaciones son B. Debe entonees calcular el valor de

x de modo que
"167 = 1755,

lb 4,5IOU

X MO A5.5 00 163x 3,50e*

x 21.47... x ut 21.47...

En la Seccicin 9-6 has aprendido c6mo redondear decimales.

Si se pide la respuesta eon una aproximacidn de una.d4cima de

uno por ciento, 21.47... debe ser redondeado a 21.5%.

Porcentajei de crecimientoirdecreeimiento

Los porcentajes se usan para indicar el crecimiento o deere-

cimiento de alguna cantidad.. Suptante clue una ciudad tenla en el

afto 1950, una poblaei6n de 320000 habitantes (redondeada oon

la aproxlmacion de un millar), Si la poblacion ha aumentado a

400000 habitantes para el afto 19600 out' ha sido el porcen-

taje de crecimiento?

1,

4
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40,000 8000 x
32000' /12 fo

8000008,000 (creeimiento real) x 32000
X ist 25

Ha habido un erecimiento de 25%.

pbserva que el porcenta/e de crecimiento se obtiene eomparando el
crecimiento real con el ntimero clue representa la poblacidn anterior.

32,000

100%

5,000*

25%

40,000
401.001=

1402 40,000 habitantes se eomponen de 32,000 habitantes
(100%) mis el incremento de 8,000 (25%). Entoncea, la poblacidn
de 40,000 habitantes en 1960 ha sido 125% de la poblacidn de
32,000 habitantes en 1950.

Suponte que otra cludad tiene una población de 15,000 habi-
tantes en 1950. Si su poblacidn en 1960 era de 120000 11461-

tantes, Leuil ei el porcentaje de au decrecimiento? Si x re-
senta el poreentaje de deerecimiento, entonces

15,000

tZAW
3,000 (deerecimiento real) x 100

20

Hay un deerecimiento de 20%.

Observa que ei'decreeimiento de la población tambien se eneuentre
comparandc el decrecimiento real con le poblacian anterior*

3000
15000

4

-15000

110111 20%

4

12,000
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El ndmero 12,000 es la diferencia entre 150000 (100%)

y el decrecimiento de 3,000 (20%). Mntonces la poblacidn de

12,000 habitantes en 1960 ha sido el 80% de la poblacidn

de 15,000 habitantes en 1950.

Si los alquileres en una ease de apartamentos han aumentado

todo inquilino puede caleular su nuevo alquiler. Suponte que

un inquilino page 480v '4Cuinto debe pagar de alquiler desputis

del aumento? Si x repreuenta el aumento en daares, entonces

X
Ilaor -16Z5

x 80 76-6.

x 4 (El aumento fue 44.00.)

El nuevo alquiler seri 480 4. 44 = 484.

Ejercicios 9-8b.

1. Urn maestro en una escuela secundaria de primer ciclo tiene

176 alumnos en sus 5 °lases. Las calificaciones semes-

trales de los alumnos se distribuyeron de Is siguiente menerel

Al 20; B, 37; C, 65; D, 40; E, 14,

(a) Lqud porcentaje de los alumnos recibi6 la. calificaci6n

A? (con la aproximaci6n de una décima.)

(b) LQué porcentaje de los alumnos recibi6 la calificacidn

B?

(c) iAlud porcentaje de los alumnos recibi6 la califleacion

C?

41) tAutr.--po-re-en-iale-de -los-alumnos rectbid --la-trariftcacti5n

D?

(e) Aud portentaje de los alumnos recibi6 la calificacidn

E?

(f) Ouil es la suma de las respuestas a las preguntas (a),

,(b), (d) y (e)?, aermite esta sumi comprobar las

respuestas?

2. El peso de Roberto ha aumentado,durante el aft escolar de 65.

llbras a 78 libras. LCil fue el porcentaje de aumento?'

3. Durante el mismo aflop la madre de Roberto rebajd de peso ,de

libras a 144 libras. Cul fue el porcentaje de divi

minucidn?

-751.
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4. El aurrad Jt a t:seuela secundaria de primer eiclo era

1,240 en 19f; . Pm 1960 el ntimero de alumnos aummnt6 en

,;Cuil rue el nUmero de alumnos en 1960?

Mairia gam; $14.00 durante el mes de agosto, pero en setiembre

gand acilo 9.5O. Ouil es el porcentaje de diaminucidn de sus

ganancias?

0. Un lendedor de maquinaria pesada ha ganado una comidicin de

;44850 por la yenta de una miquina de 4970,000.

(a) Nud poreentaje de camisi6n se le page)?

1(b) i,Cual seri su comisidn por la vente de otra miquina de

$847400?

7. La statura de Jaime era de 5 spies en setiembre. Eh junio su

estatura era de 5 pies 5 pulgadas. Ambas estaturas se han

medido eon la aproximacidn de una pulgada. &Oulu es el porcen-

tale de :reelmiento de su estatura?

4Reeuerdas euinto medlas al cpmenzar el ado escolar? a ahora?

I,Sabes euinto pesabas aI cornier= del ado escolar? a ahora?

(a) ;;Cuil es el porcentaje de crecimiento de tu estatura desde

jetiembre del ado pasado?

(b) LCu4l es el porcentaje de aumento de tu peso desde setiem-

tr ... lel ado pasado?

9. Un Neader de béisbol llamado Sinchez ha conectado 25 'India-
aut1ble3 83 turnos al bate. Otro jugador llamado Sosa
eoneetd 42 indiscutibles en las 143 veces que le toed batear.

(a) (:uall es promedio de bateo de Cada jugador?

441:4 0.1uil de ,los dos jugadores tiene mejor rieord?

10*
4
Una escuela elemental tenia 790 alumnos en setiembre de 1955.

En setq.kbre de 1959 el nximero de alumnos era 1,012. &Cue
ha sido el portentaje de crecimiendo del alumnado?

11. El primero de sgtiembre la madre de Roberto pesaba 130 libras.

Durante ese mes .su peso disminuyó en 15%. Sin embargo, durante
el mes de ootubre su peal; aumentá en 15%. &Cuanto petabi el

primero de novieMbre? ere sorprende tu respuesta? 4Por cid
a 0 por qué no?

12. Suponte que en el problema anterior, el peso de.li"madre de

Roberto aumentd en 15% durante amen de setientbre y 4ismilmad,

5'1
Mt,
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en 15% durante el mes de octubre. 4Ser/a la respuestasigual

a la del IlItimo problema? auedes comprender por qué sf o

por qué no? Comprueba tuyespuesta. haciendo el cilculo.

Dos métodos pLum resolver problemas de 221:221Ates de crecimiento

o decrecimiento

En Ia aolucl6n de los problemas que contienen porcentajes de

crecimiento o decrecimiento se pueden utilizar dos méttidos.

SI el precio de la mantequilIa aumenta de 80 centavos por

libra, a 92 centavos por libra,.4cu4I es el porcentaje de aumento?

El método que has utiIlzado es 920 - 800 m 120 (aumento). Si

12 es x par ciento de 80, entnces

12

x 100 g
x = 15

Ha habido 15% de aumento.

Mediante otro método se puede calcular qué porcentaje de 80

centavos son 92 centavos. Como 92 es mayor que 80, entonces

92 es m43 que el 100% de 80. Si 92 es x por ciento de 80,

entontes

x 100

x = 115

Esto significa que 92 centavos son 115% de 80 centavos. Si se

austrae 100% de 115%, resulta el porcentaje de aumenta, o sea

15%. .

En clerta ciudad el cuerpo de bomberos extingui4 166 in-

cendios durante 1958. Durante'ei a2lo 1959 el luillero de in-

tendlos bajd a: 120. 4Outil f4e el porcentaje de delrecimiento?

Mostraremos dos =thetas de resolver este problema. Utilizsndo

un mAtodos encontramoe qué porcentaje de 160 es la diferencia

(160 - 120). Vtilizando el otro mAtodo, hallamos qué porcentaje

del ndmero de Incendlos del primer afto es el r4mero de incendlos

del afto mis reciente. Ebtei,orcentajb se compara lump) con el

53
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100%. Si 120 ea w% de 16o, entonces

160 20 w
- 120 TOZT

40 (innd:los menos) 120w . 100 ivy
w 75

100% - 75% . 25%

El tiltimo mimero de incendios rue 75% del ntimero anterior. Hubo
un decrecimionto do 25% en el numero de incendios extinguidos
duranto ) j con respect° al Inimero de incendios apagados en .1958.

41.

SI 40 s x pot, cionto de 160,

entoncea

40 x
Ten 100

40x = 100 Tay

x

Hubo un glecrecimiento de 25% en

el nAlmero de incendios extinguidos

durante 1959 con respecto al nxi-

mero de incendios apagados en 1958.

Naturalmente, lac respuestas deben resultar iguales.

Ejercicios_9-8c

En cada uno de los primeros cinco problemas, calcula el por-
centaje de crecimiento o decrecimiento por los dos metodos antes
indicados. Si es necesario, redondea los porcentajes con la aproxi-
maci6n de una diicima de uno por ciento.

1. En una escuela de primer ciclo secundario las listas de los
alumnos ausentes del sdptimo grado durante la semana arrojan las
siguienteS cifras: 29, 31, 32* 28 y 30. La siguiente semana
las ausencias fueron 22* 26* 24* 25 y 23.

(a) 4quil ha sido el ndmero total de faltas de aiistenoia
diaria de los alumnos durante la primera semana?

(b) 4Cuól ha sido el total durante la segunda semana?
(c) Calcula el poroentaje de creoimiento o deoreoimiento del

ndmero de faltas de asistencia diaria de los alumnos.
El,primer dia de elase de una esouela -de primer ciao seoundario
ooncurrieron 1,050 slumnos. Un mes despu4s, el alumnado era
de .1,200 estudiantes. Oudl fue el poroentaje de oreoimiento?
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Cierta aemana el inEreso semanal dul comvdor escolar fue de

$40. La sieuiente semana el ingreso fue de ,$42. Ouia

fue el orcentaje de decrecimiento?

Normalmente durante los primeros seis.meses los bebés anmen-

tan dv.pzo en un 100Y, del peso que ten/an al nacer.

(a) Cui1 seri al peso de un nifto de seis meses si aI nacer

pusa .7 libras 9 onsas?

(1,) SUponte que el bebé de la Pregun1a'5)' pesa 17 Iibras

a los seis meses de nacido. LCuil es el porcentaje de

31; -crecimiento?

I:rranto1 a U;.:8 una familia gastd 111490 en alimentos.

En 'la misma familia-gast6 *11950 en alimettos. 4Cuil

rue vl porcentaje de crecimiento del dinero gas.tado en ali-

mento?
ri comurciaLte habla encontrado que durante el atio 1958 el

total vunas estuvo por debajo de Io normal. Anunci6 A
is

vntoncs a sus empleadoS que durante 1959 sus sueIdos se

reduCirfan en. 20%. Sin embargo, el comerciante observ6 al

final de 199 que las -yentas hablan alcanzado su nivel de

i. Anunc16 entonces a,sus empleados que durante..1960

un aumento de sueldo de 20% sobre lo que perci-

:lat. en 19:,9.

a) LCuil de-las siguients proposieiones es cierta?

(1) Los suelf-os de 1960 eran los mismos que los de

195.

(11) Los sueldt4s de 19!.,0 eran menores que Ios de 1958.

(3) Los sueldos de 1960 ,eran maybres que-los de 1958.

(t) Si tu respuesta a la pregunta (a) es la proposi6i6n (1),

justificala. Si tu respuesta a la pregunta (a) es la

roposioidn (2) 6 -(3), expresa los..sueldos de 1960

como pOrcentaje-de 16s'sueldos de 1958.

4;1. En.una fabrica de autom6viles se supone clue el ndmero de oarros

quesalen dldriamente de la secoi6n de montaje asciende a 500.

Una semana la fabrics, tuvo operaciones normales el luries. El

martes hubo una interrupcián como consecuencia de 3.V aual se

redujo el. ntimero de carros montados a 425 use d/a. Ei
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m14reoles la fatrieacidn volvid a su estado normal.

- el porcentaje

maiq.es comparada con

: fuP e),Joreentaje

nittpcoles comparada con

fa) VII vendedor recite 6%

de decrecimiento de la producci6n

la del lunes?

dq erecimiento de la producci6n el

la del martes?

de comision s'obre.lin articulo ipe

vende por 11,000. LCuil eS el importe de su comisi6n?

(b); Un banco recibe 6% de interesses apuales por un pr4stamo

410000.., 4Cuinto i-ecibe en intereses?

(1) EI impuestove las joyas es 6%. .4Cudnto se paga de im-
.,

Ouesto por un cQllar de perlas cluSeuesta- 0,000?

(d) ,;1Aedes encontrar alguna relacián entr(a) (b) y (c)?

.(a) Un art1eul6=se vende con' 5% de descuento. Si el precio
M'arcado es $510; 4por cuinto debe \teilderse?, , . .

(b) Una 'aldea tenia uha pdiolacia de 510 habitantes el pri-
.,.

Atero de enero e 1958. La poblaciem disminuy6 en un 5%
41Tante los siguientes dope meses. LQuAS. era la poblacicin

el primer° de enero de 1959?

(c) Un-tanco,concede un pr4stamo de $516, y.eh vez de cobrar

peri6dicamente los intereses como 'es cqstumbre, descuenta

cip la cantid0 prestada el. 5% pop adelantado.' EB decirr-
da al cliente 4510 menos 5% de, 4510 al comienzo del

af.o con el compromiseCi0e,que -date devueliva los t510

completos al final del &do'. Ouinto recie el cliente al
. ...;---comienso del afto?

(d) Puedes encontrar alguna relacián entre (a), (b) y (c)?
10: 'LC1.1dl Cue el tipo de interds del problema 9(e) anterior?
11. (a) El seftor LOpez pag6 *210 por impuesto sobre l.a gasolina

* 4

-

durante un afto. Si el impuestd sabre la gasolina es ,31%,

ouinto gast6 en gasolina?

.(b) El seAcir i3-84 pag6 *210 como primera cuota del pago de

una miquina de,lavar que comprd a plazos. Si esta suma es
- el 31% del costo total, ouinto le cost6 la miquinl.?

lc) La poblati6n infantil de una aldea es 31% de la pobla-
ción total. Si hay 210 nidos, oudntos habitantes tiene
la aldea?
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(d) 17n .omerelante gana 31% en la Yenta de un artfeul6 cuyo

preCio es 4213. &Cudl es su ganancia an ddlares?

(e) 1,Puedes eneontrar alguna relacián entre (a), (b), (c)

y (d)?

*12. El corador di, los impuestos sobre la renta investiga el pago

de impuestos del senor Ldpez, mencionado en el problema 11(a).

Encuentra que el seflor L601 maneja un Volkswagen que rinde

alrededor de 30 rillas por galein de gasoline.; y que, aclemds,

va a pie a la ofIcina.

(a) Si la gasoline cuesta 40.30 par gal& (incluyendo tin-

pistos), outintos galones compra el sehor Wpez? (Uti-

liza los datos del problema 11(a)).

(0 Qué distancia puede recorrer col esa cantidad de gaso-

line..

(a) Ob.14 distancia media recorre por dia?

(d) i,Por que el cobrador de impuestos investie el'pago del

senor L6pez.



Capftulo 10

PARALELAS, PARALELOGRAMOS, TRIANGULOS Y PRISMAS RECTOS

10-1. Dos reetas en un piano

Desde épocas muy antiguas, por lo menos 4,000 aftos a, de T.C.

.1a geoietria ha ejercido influencia en el modo de vivir del hombre.

Las tablilla3 de arcilla escritas en Babilonla hace unos '6,000 aftos

manifiestan que los babilonios sabfanscalcular el area de un campo

rectangular, usando 14 miama reIacicin que has aprendido en el

Capituls'3.

La grar) pirdmide de Giza, en'Egipto, fue construida alrededor
dt 2,900 azlos a. de J.C. *La construed& de eata pirtimide y de

otras, muestra que'los egipcios tenlan aMplios conociaentos de

geometria. Sus manuscritos de hacia el alio 1850 a. de J.C.

vt?lan que entonces Ios egipclbs estaban desarpollando regles geo-z
m4tricaa. Una de ellas era la reglapneral. pare determinar el

area de uAl triangulo, que discutiremos despuésl'en esteAcapituld..
Cuando un matemático comienza una investigacidn,,habitual-

,

mente empieza con un caso muy simple. Cuando llega a la conoluii6n
de que comprende tien ese casol,procede analizar problema's mis,
complicados. A fin de conseguir una buena intuición de las rela-

dones spaciales, comencemos estudiando algo. mWiobre las fivitali
formadac por dos rectas. .

La figura 10-1-a muestra que la intersecci6n,de Tas rftotad

.8 y es el punto A. Kt- y At son rayos sobre i2.

cuerda que AB significa el rayo,que tiene por extremo el punto
--

0 A y contlene,e1 punto B.) AE y AD son rayos sobre L.

Figura 10-1-a

11.

t-
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Observa que hAy äuatro ingulos formados por los rayos del4

figura 10-1-a: inguk) ,BAEI dngulo BAD, inguloo CAD y. Angulo -

CAE.. Diremon que son 103 ingulos formados por Al y .82. En

este capitulo, pues, nos referiremos a dos rectas.que ie Anter,

secan y determinan.asi cuatro eingulos:

Observa los ingulos .CAD y DAB. Estos dos ingulos tienen

un rayo en comtin, AD, y un v4rtice en comUn, el punto A. Dos in-

gulos cualesquiera que tienen un rayo y un v4rtice en comin,

tuyos interiores no tienen ningtin punto en comtin se llaman ángu-

los adya(*entes. (Adyacentes significaj"vecinos".)- Et cdnsecuen-

cia, los dngulos' CAD y DAB son adyacentes. &Hay mis pares

de ingulos adyacentes en la figura? Str-...ZAB y BAE, BAE y

EAC, y EAC y CA:, son pares de ingulos adyacentes.

&Son adyacentes los angulos BAD y EAC? No, ino lo son!'

Pero ambos estin formados por rayos de. las dos reotas y, 12.

En este capitulo, cuando decimos rectas, nos referimos a llneas

rectan.ilimitadas en ambas direcciones. Cuando dos rectas se

intersecan, los dos pares de ingulos no adyacenites fe.mados por

esas metas se llaman ingulA opuestos p_ta el vértice. ,Los An-
.

gulos BAE y CAD spn, pues, opuestos por el v6rtice.

la figura considera.la recta t awe contrene

lo rayos it y A. Recuerda que en el capitulo 7 has apren-
.

0-

dido que si colocas un limbo graduado con v4rti'ce en A de

mdnera lue AC sea el rayo que pasa por cero, entonces* AB

NN correspond° al &Mero 18d al eillimbo grp.duado.

Una re(ita divide al piano en dos semiPlanos: Eh la rigura

1.0z1-t, se 71u'oetra un'seraplano determinado'por .11 como la

s

zona sombreada encima de 1
1. *

El otro semiplana,es la zona no

sombreada clbajo de 11.

s t

s



. t

-399-

Figura 10-1-b

10 -

En la figura 10-1-c se repr6sentan los dos semiplanos deter-
minadols por A91 uno por Ia,regi6n sombreada debajo de 22 y el
otro por la regi6n no sombreada enciMA de 12.

Figua 10-1-c

De este inodo, dos rettas qUe se intersecan separan a un piano
en cuatro regiones. Cada una de esas regiones es el interior de un

-Angulo. El interior de cadatfingulo es la intersección de dos semi-
pianos. En figura 10-1-d se muestra la intersecci6n del semi-
plano sombreado de la

la figura 10-1-c1 La

interior del Angulo

figura 10-1-b con el Semiplano sombreado:de

interseccidn de estos.'dos semipianos es eL
SAE. El interior del ingulo CAD es la inter-

setciOn de los dos semipla'nos no sombreados restantes. Esos dos
ingulos, el Angulo BAE y el Angulo CAD, son opUestos por el vdr-
tite. 4Puedes enc6ntrar los dos semiplanos que incluyen el interior
del Angulo CAD? i,Puedes encontrar los dos semiplanos que ineluyen
el Angulo BAD?



Figura a- 1 -d

Si la sums de las medidas en grtIdos de dos ingulos es 180,

esbs ingulos se llaman Angules,suplementarios., En la figura

10-1-dr,1os 4ngulos sombreados BAE y BAD ion suplementartos.

;Jiay alihmos otros pares de 4ngulos suplementarios en esia 'figura?

on suplementarios los irlgulos CAD .y BA? a lor ingulos

CAE y CAD? Eh la figura 10-1-a, los.angulos suplementarioq son ***ft

tambi6n ingulos adyacentes. 'Los ingulv BAE y BAD. son-ingUless

adyacentess asi como tamb14n lo son los ingulos CAD y BAD.% Si

la.medida del 4ngulo Ms en la figura 10-1-es es 40. y la medida

del ingulo N es 140, entonces los ingulos M y N son suple-

mentarios.

AIL

Figura 10-1 -e

I
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En el CapitvIo 7 has aprendido e,medir Angulos. .En este

capitulo habIaremos frecuentemente de ia "medida de un Angulo".
Por' consiguiente, convienc tener un simbolo pare este expresi6n.
Para indicar el ndmero de unidades de medida que hay en un Angulo,
useremos eI simtolo "m" seguido deI nombre del Angulo pues10 entre
pardntesis. Por ejemplo, m(Z ABC) se refiere al ndmero de unida-
des del SinguIo ABC.

Has aprendido que se puede utilizer cualquier Angulo como uni-
dad de medida, pero en este capftulo usaremos el grado como unidad.
Asi, cuando escribamos m.(L ABC) . 40, debemos entender que el An-
gulo ABC es un Angulo de 40 grados (40'). Observe que, siendo
m(/ AkiC) un ndmero, escribimos solamente m(L ABC) . 40, y no
m(Z ABC) = 140".

Ejercicios 10-1

Use la figura 10-1-f pare resolver los tres priMeros problemas.

Figura 10-1-f

(a) Indica los Angulos adyacentes a Z:

(t) Indica los angulos adyaoentes.a LINN.
(c) Indica los Angulos adyacentes a Z:

2. (a) Indica el Angulo oput.sto por el vêrtice a
(b) Eh la figure, indica otro par de ingulos opuestos por el

v6rtice.

(c) 4Cuintos pares de ingulos opuestos por el vértice se roman
cuando dos rectas se intersecan en un punto?
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(a) Utiliza un limbo graduado para hallar laUmedidas de

los ingulos opuestos por el vértice, LJKM Y Z LIC1\14

(b) ,Cuiles son ras medidas de los ingulos NKM y JKL?

(c) 4Qué parecc ser cierto reterente a las medidas de un

par de ingulos opuestos por el vértice?

(d) Dibüja conjuntos de pares de rectas que se intersecan

como en la figura 10-1-1. Varlet el tamaEo de los in-

gulos comprendidos entrelas rectas. Con un limbo gra-

duado, halla las medidas de-cada par de ingulos opuestos

por el vértice. ae parece que son iguales?

4. Estudia tus respuestas al problema 3. Luego enuncia tus re-

sultados en la forma de una propiedad general, copiando y com-

pletando la siguiente prop6sici6n:

Propiedad 1. Cuando dos reatas se intersecan, los dos singu:

los de cada an de ingulos formados 20.21

ellas tienen meads, es decir, son

congruentes.

. Has enc,rtracto experimentalmente que cierta relaci6n es verda-

dera en algunos casos. Veamos por qué esa relacidn debe ser

verdadera en todos los casos.

(a) En la'figura 10-1-f, Lcual es la suma de las medidas de

Z: JKL Z:JKM?

(b) ,:aCuil es la sum de las medidas de Z:NRM y Z: JKM?

(c) Si medida de JKM es 60, ouil es la medida de

Z: JKL? a la de Z: NKM?

(d) Si la medida dA L JKM es 70, &cue.l es la medida de

&TX'', a la de Z: 14KM?

(e) 4,44u4 puedes decir de las medidas de los ingulos JKL y

NKM, puando la medida del ingulo JYM cambia? Explioa

por qud los ingulos JKL y NKM en ltt figura 10-1-1

deben tener la misma medida.

173

4t
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La siguientoe fieura t.s semejante a la figura s10-1-f. Represen-
.temoz lou dpgulos 141, JKM y NKM por ras letras xi y z,

respeutivamente. En la figura se indican los ingulos de esta

manerat

Copia y completa las siguientes proposiclones:

(a) x) y) = ? .

(b) m(Z z) m(Z . ?
(c) Si st: ccnoce m(Z: y), 06mo puedes encontrar m(iL x)?

,C6mo puedes encontrar m(L z)?

(d) Escribe tu respuesta a la pregunta (c) en la forma de'una

proposición numérica como se ha hecho en las preguntas (a)
.:,. copiando y completando ;so siguientet

m(z! x)
m(Z z) ? ?

(e) Eucrit t.! una proposición numdrica para mostrar la relaci6n

untre m(L x) y m(Z z).

Imagina dos rectas en el espacio.

(a) Hay alguna relaci6n posible entre dos rectas en el es:.

paclo que no pueda ocurrir entre dos rectas en un piano?
(h) Para explicar tu respuesta, presenta una ilustraci6n

tomada de tu sal6n de clase.
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10-2. Tres rectas en un aLto

Los griegos fueron los primeros en estudiar Ia geometria

como un ramo del conocimiento. ThaIes (640 - 546 a. de J.C.)

estudi6 en Egipto, e introdujo el estudio de la geometria en

Grecia. A 41 se atribuye el descubrimiento de la propiedad de

los pares de ingulos ,:77)uestos por el vértice que hemos estudiado.

en Ia sectian anterior. A medida que estudias la geometria vas

a aprender propiedades descubiertas por 41 y otros matemiticos

griegos.

Et la seccicin anterior hemos estudiade Ias figuras formadas

por dos rectas en un plano. En esta seccián estudiaremos figuras

formadas por tres recta's en un piano.

Dibuja una figura semejamte IA la 10-1-a. Ouedes dibujar

otra recta P 43 que pase por el punto A? Oueden tener un punto
f

corn& de interseccidn las rectas 1'
A
2

y £3? Tu dibujo debe

.parecerse al siguiente:

Figura 10-2-a

Tres rectas dibujadas en un pIano, Ltendrin siempre un punto

de interseccidn? Observa la figura 10-2-b en la cual la recta

t interseca a las rectas Al y A2. En'el lenguaje de logt con-

juntos dirfamosque Ji r) t no es el conjunto vacio (y que

A2
r) t no es el conjunto vacio). Una recta que interseca a dos

o mis rectas en puntos diferentes se llama una secants de esas

.rectas. Como la recta t interseca a Ai y a £20 es una se-

cante de las rectas Al y £2.
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Figura 10 -2-b

Elercicios 10-2

1. Dibula Una figura parecida a la

de la derecha. Las rectas ti

y t2 no 2e_ intersecan.

(t
1

rl t. es el conjunto vacio.)
2 .

La recta t
3

interseca a la rec-

ta t
1'

llama A a su punto de

interseccicin. La recta t
3

in-

terseca a la recta t
2'

llama B

a su punto de interseccidn.

(a) 4Cuantos pares de ingulos opuestos por el vértice hay,en

la figpra que has dibulado?

(b) LCuantos pares de ingulos adyacentes hay en la figura clue

haS dihujado?

(c) iiEs la recta t3 una secante de las rectas t1 y

(d) &Es t
1

una secante de las rectas t
2

y t
3
? ExplIcalo.

el'
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Dibuja dos rectas, ml y rn, que se intersequen en un

punt.°

de m
1

y

ri una torceva recta, m3 clue interseque a

fuera 1 1 punto 4. Llama S a la interseoc16n

m y a la interaeccion de m
2

y m
3

.

(a) C.'udl es el nombre del

conjunto- de puntop, for-

maao por los.segMentos

0 )

"6:7- 710,7
ON2L 77 en la

fizura qutl t.as dibujado?

(31 no L-; reconoces, con-

aulta el Capftulo 4.)

lar.:s de ingulos opuestos por el vértice hay

en :a '21,::.:ra 4ue has di:Aljado?

(c) ;;CucIntos pares de ingulos adyacentes hay en la figura

has -1J.1,ujado?

. Z2:;a la figura 10-2-c para res-

ponder a 1a slcuientes pre-
.

guntas:

Nomt,ra la at C dibujada

Uri 1a fiura %tea a

qu4 lineas int :.ieca.

En la .fieura, 4cuantos

ingulos forman las tres

rectas?

Figura 10-2-c
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( ) Cuintos pares de ingulos opuestos por el vértice hay en

esta figura?

(d) :,4ud sats acrca de las medidas de cads: Angulo de un par

4hgu1os opuentos por el vtirtice?

(6) J.:s tr.(4! . rr,(Z f)? ;PorAu6 razcin?

(f) ,;Es Z e c=lgruente eon Z d? &Por qu6 razon?

(a) :,Cutintos pares de gAlgules ayacentes hay en la figura

,

(b) çuIs i1r acerea de la suma de las medidas de un

par (1,.' anculos adyz.lpentes de la figura 10-2-c?

5. (a) ,;3c,z'i ::%.plemr.tarios los ingulos c .0(e'en la figura

() .3= supintarios los int7u1s a x d en la figura

;Son st.rlementarios los angulos de oath. par de dngulos

adyaer.t.es :IP la figura 10-2-e?

(d) .31 la medida de / h es 80, ouál es la medida de Z:g?L_

eS la medida de Z e? a' la de Z f?
(,,) :11 la medill Z h es 90, Lson suplementarfos los in-

FuL.)s h r?

(V) Si r(4 / Z g), son suplementarios los angulos e

g? ,t

Obsc:rva los ingulos b z f en

la figra 10-2-d de la derecha.
a

Del v6rtlee del dngulo f parte
C d

un rayo de la recta to hacia

arriLa, contiene un rayo del

dngulo b. Ademas, los interiores

-de los ingulos b f estin de

un mismo lado de la seeante t.

Los 4ngulos eolocados de esta

manera se llaman ingulos corres-

pondientes, Figura 10-2-d

C.4
)
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(a) l:aUta otra par de ingulos correspondientes que est4n

z.ismoilado de la seaante en que estan los

f.

(I) e'..)rrespondientes los ingulos a y e? (Observa que

eI rayo de la recta t 4ue forma el ingulo a es Bola-

mento una parte del rayo de la recta t que forma el in-

gulo e; sin embargo, ninguno de los rayos que forman el

ingulo e es parte, de los rayos que forman el ingulo a.)

'(c) ..,Son eorrespondientes los ingulos c g?

(d) ,;Cuantos pares de ingulos.correspondientes hay en la

figura 10-2-a?

la me:ilda de Z b es 80, zpuedes decir 01,41 es la

medida de / f?

(f) 31 tanto la medida de Z a como la de Z e 'es 90,

T:tiedes deair de las medidas de todos los ingulos

d. la figura 10-2-c?

:A. la medida tanto de / a como la de Z e es 90,

auplenentarios los lingulos h y_ b?

(a) :,13:1' d se parecen las figuras de los problemas 1, 2 y

3?

(i) ;En qud difieren esas figuras?

(0) ,;Puides imaginar otra manera de dibujar un Anjunto de

tres reatas en un piano? (NO hagas pasar las tres rectas

ror un mismo punto.)

(d ) Copia y completa la siguiente proposicitin: "La inter-

seac16n de tres reetas diferentes en un piano puede con-

sistir en ? 1 ? 6 ? puntos".
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t.uscas alrdedor tuyo, puedes emontrar ejemplos de con-
.

,!1.intos rectac comp d'Aur_llos deA.as figuras.que has

dilujad-z, en eztoa earcicios.,'Ahora., trata de.imaginar tres
planoz 3pa.i3. Descrle la manera en oue tres pianos

pue;lan tener las siguientes inters(;ccionest

(a) lin purlto.

(b) Dos rectas paralelas.

(c) Tres rectas paralelas.

(d) El conjunto

gamos

#.

14.4!etas raralelas xinpulos cotrespondientes

Sean dos reLas, r1 y r2 cortadas por la secante t. Supon-

a- r..-:ctas r1 y r2 no se intersecan. .F:n el lenguaje

de los " to dirfamos:

Figura 10-3-a-/

r
1

r) t no es el conjunt8 vaclo.

r2 r) t .nD es el conjunto vacfo,

r
1

r) r
2

es el conjunto vazfo.

Es decir, r y r2 son paralelas. NI r ni, r2 es.paraleia

#
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Ejereiclos para analizar en cIase

Vas a dllar una fii,.ura seen se indica a continuacicin; re-

sulLari parecida a la figura 10-3-a. Traza una recta t, y

marca en ella los puntos A y B separados per una distan-
1

cla de aproximaamente 117 pagadaS. En el punto A dibuja

un 6ngulo con medida 70 y llztalo La. Eh el punto B

diblaja L r. una medida de 40. &Se intersecardn esas

rectan si se prolongan? Si asl fuera, &de qu4 lado de la

recta t se intersecarin, a la izquierda o a la derecha?

otra figura de manera que a tenga por medida 30

y Z tenga por nedida 40. &Se intersecaran estis reatas

31 a, 1,rolongan? Si asi fuera, 4de qué lado de t se inter-

a Ia izquierda o a la derecha?

liaz r lo menos seis experimentos de esta clase con varias

mediaas para los ingulos a b. En dos de ellos por lo

Mt.:Lot.; ut11Ia para a la illisma medida que has usado para.

Z EscriLe ts result'ados asi:

Medida de L b

en crados

Intersecci6n de

ri y r2

70

50

:10

40

); 0

-A la izquierda de t

A la derecha de t

4. i4 la silente abla. Responde a simple vista si ri y

intersecan, y si tu respuesta fuera afirmativa, indica

dQ quti lad.° de la recta t se intersecan. Haz un dibujo

para vrificar tus respuestas. (Si deseas puedes extender la

tabla conftedidas inventadas por ti mismo.)

MediJa de Z a
gradoa

Medida de Z b

en grados

Interseacidn de

y r2

50

80

co

40

a
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Despu4s de analizar en clase los probIemas 1 a ii, copia y

completa la sp.uiente proposicidn:

't.opledad Si, ,Ylun mlsmo piano, una secante interseca a

t9.3 Aectas un piT de ingUlos correspoAdientes

tienn diferente ? , entonces las rectas ?

G. Considera el caso en que los ingulos correspondientes son con-'

gruentes (tien:m /uales medidas). Escribe la proposicicin para

este caso. Copia y completa:

Propiedad 2a. Sio% en un mismoplar4 una secante interseba a

dos rectas un par de eingulos correspondientes

son congruentes entonces las rec.tas son ? .

a
Ejercicios 10-34.

Ditja ',..na fliAra como la siguiente. lAusd ingulo forma con

,l_x La. pal. d-: 1.r.guIos,correspondientes? Ll * alo 2:p. Si

los 6.11los x - p tienen las medidas indicadas en la tabla_

rmiria si
1

y 2, $e interseean encima de t,

:A. sari 'paralelas.
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Copia y compiztta:

-4121-

Medida de

en grados

*
A

x Medida de p

'en grados.

e .

\,

i A y'

.
1

,on pa-

ftlelAs

Se interse-

car,1 encima

de t\-

Se interse-

can debajo

de t.

(a) 120 140
-

4
..----

(b) 120 120*

..,........
-

6
N

(e) 120 90

(d) 90 120-

(e) 90 90
,

.

(r) 90 .

.

70 .

.

(e) 40 90 . .
-..

.
.

(h)
.

40 40
,T.,---

.

.

.

,

.

(i) 40 20
. :

,

.

.11E12 una lista de varios.ejemplos de rectas paralelas que en-

cuentrea en tu sa1611 Oe aase.

Pon una vara o una regla a través,de alglin'par'dg rectas para-

bolas de las consideradas en el problema 2 y. fgrma, de"eata

manera, una secante.. Hazlo de manera que las ititersecplones

con las rectas.pardlelas est4n separadas menos

Mide las diatanclas entre las intersecciones en pada posician. ,

LCuil es la medida del dngulo formado Dor la secante y cada

recta pai.alela cuando lfegas ala posicidn en que.la distancia

es minima?
. ,

is
1 0-4. tiecicalitinveraidn de una ps.9.patic.idn)

HMOS ieto clue si also es clerto, ,entonces also distinto
.-

tambi4n es cierto. Por

9.

4 e-
4. 4k j

4.

a

a s
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(a) "Si dos ingulos son ol7uestos por el vdrtice, entonces los

ingulos tienen la misma medida".

Suponte que construimos una nueva proposicián oambiando la

parte del "si" por la parte del "entonces". La nueva proposici6n

es:

(b) "Si dos ingulos tienen la misma medidae entonces los inr

gulos son 6pupstospor el vértice". Una proposici6n ob-

tenida maiarfe ese Cambio se-llama una proposici6n real-
.

proca (en indiés, :cqkverse).i. Wel ejemplo anterior, As.

proposician (b) .se llama la cbeciproca de la proposicidn

(a). Puesto que con un cambio igual al anterior en la

.proposición (b), volVemos de nuevo a la proposIci6n (a)",

decimcs tambien que (a) es la reciproca de (b).

Si "inviertes una peoposicidn verdadera", 4serA su reciproca

siempre verdadera? Veamos primer° un par de proposiciones y sus

reciprczias antes de responder.

T. "Si Marfa y Luisa son hermanas, entorices Marfa y Luisa son

nifias"

La recfprocit de 1. es: "Si Maria y Suisa son nitas, entonces

Maria y Luisa son hemanas". 1,Eg la proposicl6n original verdadera?.

LEs la proposicidn_reciproca también verdadera?

Consideremos ahora Ia proposici6n siguiente:

2. "Si Pedro es hijo de Cisar, entonCes César es padre de

Pedro". U

La recfproci de 2 es: "SI CESsar es padre de Pedro, entonces

Pedro es hijo de César", as verdadera la Proposición original?

as verdadera*la rebiproca?

Con estos dos elemplos podemos ver que, si una propoSicidn es

verdadera, una recfproca obtenida cambiando la parte "se por la

pa7..ste "entpnces", pulde seryerdadera o ralsa.

3; 4Es verdadera Ia proposicidn (a) relativa a los ingulo4.

.opuestos por el vértice? .4ES verdadera la proposioi6Nreaproca

(b)? No podemos aceptar que la,reolproca de una proposicidn ver-

dadera sea siempre verdadera. Algunas'veces, auando se "invierte"

una proposicidn,verdoderat su reciproca es verdadera. Otras yeses,

A
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cuando se "invierte" una proposici6n verdadera, la recfproca ea

falsa.

EJer.eicios 10-4

Haz un dibuJo en el que se muestre que la recfproca,de la-pro-

posicitin (a) de la Sección 10-4 no es verdadera, 4Deben

ser opuestos por ei vértice dos..ingulos cualesqtV.era que tienen

la misma medida?

?era cada una de las siguientes pri5podiciones, escribe "verde:-

dera si la proposición es siempre verdadera, yj'falsa" si la

proposieián es falsa en algunos casos.

(a) 31 Duque es un perro, entonrstes Duque es de raza cocker.

(b) Si es el 44,a 4 de Julio, entonces es feriado en los Es-

tados Unidog.

(a) Sr Roberto es el nifto de mayor estatura en su escuela,

Roberto es el niflo de mayor estatura de su clabe.

(d) Si un animal es un caballo, ese animal tiene cuatro patas.

(e) Si un animal es un oso, ese animal tiene piel gruesa.

(0 .31 Susana es la hermana de Marcos, entonces Marcos es di

hermqno de Susana,

Eserihe una reciproca para cada propoSicidn del problema 2 e

,Andica si esa recfproca es verdadera o falsa.

4. Lee las siguientes proposiciones. Escribe "verdadera" si ia

propdsician es siempre verdadera, y "falsa" si la proposición

es alguna vects falsa.

(a) Si una figura es una circunferencia, entonces /a figura

es una curva simple cerrada.

(b) Si una figUra es una curve simple cerrada compuesta.de

tres segmentos de recta, entonces la figura es un tri-

ingulop

(c).. Si dos ingulos son congruentes, son ingulos rectos.

(d) Si dos rectas son plralelas entonces esas rectas no

tienen ningdn punt() en condn.

(e) Si dos ingulos son suplementarios, son adyacentes.

(0 SI dos.inguios adyacentes son ambos rectos, son suple-

'° mentatios.
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-(a) Esáribe una proposicián rec1proca de la siguiente prople-

dad.

Propiedad 2a. Si una secante interseca a dos rectas con-

tenidas en un mismo piano, 1: un ar de in-

$31los, correspondientes son congruentes,

entonces las rectas son paralelas.

(b) Para averiguar la posible

verdad de la reciproca,

dibuja ,m1 y m2, y la

secante' t, como'en la

-figura. LSon congruentes

los ingulos correspon-

dientes? Luego dibuja

otra scante de mi y m2.
Llimila ti. Mide los in-

gulos de cada par de ingu-

los correspondientes deter

minados por ti. 4Son con-

.gruentes?

Compara tus resultados con los de tus condiscfpulos.

Basindoteen estas medidas, 4piensas que la reciproca dj

la propiedad 2a enunciada en. (a) es ver*dera o filsa?

Escribe uft proposici6n reciproca para la propiedad 2: Si una

secante interseca a dos reotas contenidas en un mismo piano, y

un par de ingulos correspondientes tieneri diferentes medidas,

entonces las rectas se intersecan. at parece verdadero o

falso este enunciadot Puedes comprobar tb respuest4 dibujando

figuras como en el problema 5.
.

)

*7, auede.ser verdadera la reolproca de una proposicidn falsa? Si

es asf, 1.puedes dar un ejemplo?

es.
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10-5. Tridngylos

Has descubierto las relaciones que existen entre los angulos

de una figura eompuesta por tres recto, dos rectas paralelas y

una seeante. Suponte ahora que las rectas estin dispuestas de tal

manera que cada recta es una secante de las otras dos. Oesultard

una figura parecida a la siguiente?

En esta figura, Al es una secante de 22 y de 43; A2 ei

una secante de i y
3

de i * y i es una secante de A
1

sr de
1 ' 3

'
A, B y C son tres puntos y y triE son segmento's

Z

quO los unen dos a dos. 0En el Capftulo 4 (Geohletrfa de posicidn),

la reunidn de tres puntos que no estin en una misma recta y de lds

segmentos que los unen dos a dos fue llamada un triarioulo. De

acuerdo con esta detinici6n, nuestra figura cnntiene el tritingulo

ABC. Los puntos AI B y C se llaman los vdrtices del triingule

y los segmentos y ME se llaman lop 1ados del triingulo*
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iSuitles de las siguientes figuras son triingulos? Para cada

una de estas figuras que no sea un trieinguIo, indica qu6 condic34n

de la definicián no se cumple.

(e)

Los, triangulos del siguiente wrupo son elementos de un con-

jCinto.particular de triangulos porque tienen una propiedad

i.Qué observas acerca de las longitudes de los lados de los tri-

ingulos? El slmbolo 3" signifies tres pulgadas. El simbolo

34 signifies tres pies.)



Observa lue cada triangulo tiene por lo menos dos lados de

longitud igual. Lcs triingulos de este conjunto, y todos aquellos

tengan la misma propiedad, se llaman tridngulos is6sce1es.

LO3 triingulos del siguiente grupo son elementos de otro con-

junto particular de triingulos. Cual es la propiedad eomlin a

todos loe elementos ieI eonjunto?

1Y

24

Observa cada triingulo tiene sus tres Iados de longitud

Otra man(qia de decir lo mismo es: todos los lados de un mismo

triángulo'tlenen iguales medidas. Los triAnguIos de este conjunto

y wdou aquellos que tengan la mlsma propiedad, se llaman

Angulo:3 eTliliteros. La palabra nequilitero" procede de la palabra

latina aequilaterus, compuesta de aequos: igual y latus: 41dp.

Los triAngulos deI siguiente grupo son también eIementos:de

otro conjunto de triAngulos. 4Te parece quo estos triAnguIos

tienen una propiedad en comiin?

4N.:1
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En cualquiera de estos triangulos, .i.tenen dos de los lados la

misma medida? alguno de estos tridngulos tres.lados de

medidas iguales? Ninguno de los triingulos en cuestián tiene dos

lados de igual medida. Los tridngulos de este conjunto particular,

y vodos aquellos triangulos que tengan la misma propiedad, se lla-

Man tridngulos escalenos.

En la figura se muestra en primer

lugar una caiUta papa tomar soda y

luego la misma quetYda en dos puntos

y lista para'ser plegada de manera

que sus extremos se junten, de esta

tanera:

'

6 g )

A

awe
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LQud clases de tridngulos pueden ser representados de esta

manera, plegando las siguientes caditas?

1" if 2"

I L"2

2" 241

t*
Atiora vas a dibujar unos tritingulos. Dibuja un ingulo y

llama A a au ,;-6rtice. Toma un punto B en uno de los rayos

del dngulo, y un punto C en el otro. Dibuja el segmento

Tt figura debe pdrecerse a Ia siguiente:

4

La reunidn de Ilc y 1 se llama "tridngulo ABC". Obserifra

en tu figura que los puntos 0 y B son los tinieos compartidos

por eI ingulp A -y el lado It4 El ingulo A y el lado. Tie se

,Ilaman opuestos uno de*otro porque au interseqoldn oonsistessola-

mente en los extremos de Etc Os L B opuesto a In loPor

clue Es Z: O. gptiesto a 1r? &Por qué? awl otros ingulos

W,W,V0.14.11V01.1.1
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y lados n)n opuestoa uno de otro, en tu dibujo? 4Por qu4?

Dibuja otro triangulo como el anterior, pero esta vez localiza

cuidadosamente los puntos B y C de manera que y ICC Bean

congruentes, como se muestra a continuacidn:

alud L'Iase de triingul%es AABC? 4Por qué? 'Copia el ingulo B
y trata hacerlo coincidir con el ingulo C. ellud sugiere esto

scbre las medidas de los ingulos B y C? Haz varias copias mis

de los triangulos is6sceles de la segunda pigina de esta viccidn.

4Qué observas? Copia y completa la siguiente proposicidn:

Proni.q.Idd 2. Si dos lados de un tri4ng14.2:on !? en

tud entonces los 4ngulos ? de esos lados411=11=111 111.111 I1I
tienen ? mtdidas.

Ahorao haz un dibujo como el que sigue. Dibuja 7C13 aproxima-

damente de'cuatro pulgadas de longitud. Dibuja dngulos de 40

grades en A y Bo como se indica. Marca puntos C y D en
lugares convenientes de los rayos de esos ingulos.

Obserya que hemos dibujado dos ingulos de igual medida. Pipolonga

y y llama E a su punto de interseccidn. Results awl
formado el triingulo ABE.

Q4.4
Mk,
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.-:,iuti otsas acerca de Ins lados opuestos a los Angulos A

y B de este triángulo? Haz varias otrcls figuras segdn estas

directivas. Dibuja los angulos A y B siempre agudos y de

tgual medida, pero cambia .esa medida de un triingulo/a.
4C6: observas acerca de los lados de tada figura? z,A qu6 con-

junto particular de triingulos parecen per;enecer tus figuras?

Copia y completa el siguiente enunciado:

Si dos 6ngulos de un triangulo tienen medtdas ?

'4)

, entonces

.0s lados a esos dngulos tienen.lon4,itudes ? .

6Te has dado cuenta de que este enunciado se parece al que

anteriormento completaste como propiedad 3? 4Qu4 nueva palabra,

de lac lue aprendiste al estlidiar la Secci6n 10-4, podrla usarse

para dttscribir la.relacitin que hay entre estas dos proposiciones?

Llamaremos reciproco de la propiedad 3 a este enunciado.

Problemas 10-5 para analizar en clase

1. podrlan determinar los tres conjuntos de triingulos que

h os ostudiado (iseisceles, equiliteros y escalenos) por al-

propiedad comtin que se .refiera a las medidas de los in-

ulos on vez de las medidap de los ladoc? Nu4 ventajas o

d sventajas tendria este m6todo de clasificaticin?

2. i,C6mo se podria utilizar la rec/proca de la propiedad 3 para

demostrar que un triAngulo que tiene sus tres 4ngulos de igual

medida debe ser, rcesariamente, equilátero?

Ejercicios 10-5

1. DAuja un triingulo.iseiteles.

2. Dibuja un triinguIo eqUilitero.

3. Dibuja un triingulo escaleno.

4. Si un triingulo es is6steles, zes144mbi4n equiltitero? Mcplica.

respuesta.
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.? Si un triirzulo es er.1116ter(Ses tambio'n is6sceles? Explica
tu respuesta,

Dibuja un trJingulo equilatero y'llama P,ClirRasus
vdrtices. Pz una lista en que se corredpondan los*ingulos
con sus 'ados opuestos.

(a) e podria representar un triangulo doblando la cadita
para tomar soda que se muestra en ie.:figura? Expllca tu
respuesta.

(b) 4Se podria repreeenear un triangulo do lando la caftita
que se muestra aqul? Explica tu respiista.

4

Enuncia una propiedad sobre las longitudes de los lados
de un triingulo, sugerida por tus observaciones de las
preguntas (a) y (b).

..

,
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8. OPCIONAL. Copia 103 si.gulents modelos, Oblalbs por las

lineas de trazos despues de haberIos recortado siguiendo,.

los.bordes y pqa las aletase Observa los tr1fing4os equi-

literos. Para ohtener mejores,rdsultados, amplia estos mo-.

delos.

. a .

tetraedro

(ciAatro caras)

.11...10i11111,1.0/
\ /

\ /
Ii// 1,

\1
.ALETA

ootaedi;

(oeho oaras

'
'MP2222 de un _Etinela

-Eh las secoiones anteriores hemos eatudiado propiedades de-

- peoliYes de oiertoa triingulos. 'En este seeolón nos oeuparemos

de una propiedad qué 4s verdadera paya todo1,trigngulo.

Vir

t
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AF.!r,lis 1 para analizer en clase
Lituja tridLgulo, de mudo que cada lado tenga unas do's o

pulgadac le longitud. Recoka la .1-igian triangular a lo'
1ar'o do loc ladou del triangulo. 'Arranca dos de lassquinas
de eua regi6n y pega la figura complta sabre cartdn to sabre

una haja'de papel* cpmo se indica en la .figura slguiente.
Nota: Las esqu1.:15.s B' y C han sido colocadas alrededardel
v6rtice Al pegindolas en este lugar.

(a) Halla laJ medidas de los tres 4ngu1os cuy;s Wrtices están
.41 A. Halla la suma de esas tres medidas y eompara tu
resultado uon los de tua condiscipulos. En la figura
anterior* Lte parece qu Al y est4n 'sabre la misMa
recta? ,,,Te parece cive esto es cierto en Ia figura que has

.1%

hecho?

(b) ;Add observas acerca de los dngu10 1, 2 y BAC en esta
nueva dial5oslción?

. (a) Dibuja un triingulo hacienda

el lado mis largo de unas 4

pulgadas, uno de los doe
lv oprox. 3 Ng.

?.-ados restantes de una; 3

pulgadas, y el terder lado de

unas 2 pulgadai de'largo.

Recorta el interior del till-

inguio.

oprok 4 pig.
%It
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(b) Marca los vértices A, B

y C en el interior del

triingulo, como se indica

en la figura de la derecha.

Toma el punto medio de 7CIT

e indlcalo con la letra D.

(El.punto medlo:es el que

esti a mltad d4 6aiinb de

un extremo del segment° al

,otro.) Toma el punto media

de -SU. e indfcalo con la

litra E. IV . D ,dtben

ser de la misma longitud:

ISE y deben ser de la

misma longitud.

(c) Dibuja un segmento de Tecta

que una D y Dobla

luego hacia abajo, a lo

largo del segmento Tr, la

porcidn del tridngulo que

contiene el vértice El, de

manera que el vertice B

caiga sobre X. Marcia,. con

la letras 0 el punto en -que

cae B sobre 7%
(d) Dobla la porcion del:triingulo.

que contiene-el viitice A

shacia la derecha de manera.

que A (Naga sobre el punto

0. Dobla la porcidn del tri-

ingulo que contiene el vdrtice

C hacia la izquierda de mane-

ra que C tambpn ceiga sobre-

el iunto. 0. La figura reSul-

tante seri, un rectingulo.'

a I
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(e) 4Qué parece oeurrir con la suma de las .medidas de los

ingulos Al'B y C?

(f), 4Se puede repetir este ekpertmento cdh dtros trUngulos?

Compara tus resultados con los de tus condiscipulos.
(g) 4Concuerda con tus observaciones la propiedad que has en-

contrado en el problems 1?

3. Considera eI triingulo ABC y los rayos y or como s
muestra en seguida. Por el puntà C se traza la recta RS
dv manera clue la medida de 2:y sea igatl a la medida de

*Ahoi.a estamot usando una nueva notaciór y,, que e lee
*, prima". (Eh este problemd.i.asaremos la notagi6n para

4

de-
signar angulos.)

Cada vez que te sea poSible, emplea una propiedad para explicar
"por que, en cada una de las siguientes preguntas:

t 4-410.

(a) 4Es RS paralela a Alb
(b) 410e qué clase son los dos anguios mar-

cados con las letras x x'? as
m(Z x) m(Z xt )? 4Por qui?

(0# 4De qui alma son los dos ingulos mar-

cados con las letras z x zt? 4Es

m(ez) m(Lzi)? &For quél

mrZ y) m(Z ) 4Por quoit '

4Por qui?

a
a

.... .,04....... ,,,...4_



, 1'0.6 -428-

rn(Z x) ni(Z y) m(Z z) = in(Z ) In(Z Y' )

m(Z x) m(Z y) In(Z z) es la suma de

'las medidas de los ingulos del triingulo.

m(Z ) + m(Z y") + m(Z zt ) = 180

m(Z x) +sm(Z y) ra(Z z) = 180
Concluimos, en consecuencia, que la suma

de las medidas de los ingulos de un tri-

Angulo es 180.

+ m(Z zi)

4Por 00.14?

4Por TA?

4Por que?

4Por qué?

Oor qué?

Esta es una demostración de la prppledad 4.

Propiedad 4. La sum de 14Emedidas, refLA92,

ingulos de un triApplo es 160.

s 4
No estudiaremos este ado muchas demostraciones, pero en al.-

. *

gunos.ejercicios se_te pedirA que irates de deacubriruna demos-

tración. Cuando estudies mis geometria, en los ados prdximos,

,se te desarftllari mucho la: habilidad para descubrir demostra-'

clones.

Observa que en esta demostracián hemos dibujado un tridngulo

cualquiera.' LSe podrA aplicar esta demostración a todo triAngulo?

Si lo dudas dibuja otros triAngulos de forma muy diferente al

lue hemos utllizado aqui, marapuntos, dngulos, segmentos, rayon

y rectas de la misma manera.' Luego trata de rehacer esta demos-

tracion para la figura que has dibujado.

Eierciclos, 10-6 *

1. 4Cui1 es la medida de cada Angulo de un triangulo equildtero?

2. 4Cui1 es la medida del teroer ingulo de un triingulo si los

otros dos tienen las siguidntes medidas?

(a) 40 y ,80

(b) 100 y

(e) 70 y 105

(d) 80 y 80
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Suponte Iue un ingulo de un triingulo is6seeles tienespor
medida )(). Ulla las medidas de lqs otros dos ingulos. 4Hay
Aos eonjuntos diferentes de respuestas posibles?
Si se dibujan dos triingulos, ABC y DEP', de manera que

m(Z BAC) = m(Z, EDF) = m(Z SCA) in(Z EFD), /Awl se puede

afirmait aeerea de los angulos ABC y DEF? 4En quic propie-

dad se bass tu respuesta?

En eada una de las siguientes preguntas se dan las medidas
de eiertas partes del triangulo ABC, las de los lados se

dan eh puIgadas y las de los 4ngulos en grados. Se te pide

determinar la medida de alguna otra parte del triingulo. Eh
eada easo, justifiea tu respuesta.

Dadps Determina Propiedad

W In(Z AB:C.) =' . 111(Z BCA) =1 4o m(Z cAB)

(b) yr(Z CAB) . 52, m(Z BCA) --=. 37 m(Z ABc)

( ) m(Z ABc) . 4o1 m(310 . 2

..

(17) . 2

(d) m(77) . 3 m(17) . 30

maM) 7 3

m(Z ACB)

m(Z BOA)

?

?

,( ) m(Z BAa) = 100,

tr.(Z wit) = 4-00 main . 4 1 m(AU)

.

.

*

4

---2111C
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y6. En la figt,ra tle la derecha

1
y A, son paralelas.

(a) &Es In( y) m(Z TO?

jor qu6?

(b) i,E8 111(Z Y). = In(Z, 11)?
Oor qu4?

Trata de demostrar
k

(d) Comenta con tus condisc/pulos las condiciones que re-

quiere una buena demostracion.

Después del análisis hecho en clase, redacta tu demos-

traci6n de acuérdo con los puntos de vista expresadoa
,

por tl y tus condiscipulos.

En el problema se ha visto que las medidas de 16s tingulos

a b de la figura que sigue, son iguales si ra recta 't

es paralela a EF. Usa esta propiedad para demostrar que la

sum de las medidas de los 4ngulos del trlitgulo DEF es

z n

i80.
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10-7, famIslaEnalaa

p1i3tanc1a entre r4cta3 ega2lelas

.0)

Observe la siguiente figmra, en la que se presentan algunas., ..,_
ectas cpe pasan por el punto A y la recta r que las interseca.

Utillza un limbo graduado para verificar las medidas de los ingulos
que se dan a contintlacidn.

m(Z: SDA) . 40 (./. SCA) .

Da las siguientes medidas:

m(2: MA) ? m(L. =A) = m(Z: TEA)

Midc los segmentos T, 1/T y Mr.
Lcuil es el más aorta?

Copia la flgura y dibuja otras rectas que pasen por A e

m(Z SBA) = 150

intersequen a r.

Mide los segmentos de esas rectas ddsde el punto A hasta
las intersecciones de ellas con la recta r.

4Encuentraa que alguno de estos segmentos es mis corto que
17?

4-0
Obsrva que AC es perpendicular a r. '
A base de tus experiencias en este caw, copia y completa

la

cm

iguientte proposicidn:

i

El segmento más cooto desde el.punto A haste
la recta r -.es el segmento a r._ ....

La longitud de este segmento Ae llama frecuentemente la distaneia
de A\ a r.
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En la siguiente figura, ki y k2 representan rectas para-

telas. Las rectas a, b c son perpendiculares a ,k2 y

pasan por tres puntos, DI E y F de ki. Es decir, las longi-

tudes de VW, Tr y /5C son la3.distancias de F, E y A) a la

reiSta k27respectivamente. Se acostumbra dibujar un*cuadradito,

como se ve en la figura en los puntos A, B y C0 pargiAndican

que un ingulo es\ recto.

I.

Figura 10-7-a

El trazado de una recta tal como c, que pasa por D y sea

perpendicular a k20 puede haoerse

ficilmente utilizando una tarjeta

o una hoja de papel que tenga una

esquina formando angulo recto. El

procedimiento se ilustra en la fi-

gura de la derecha.

En la flgura 10-7-a hay 21

ingulos rectos ademia de los mar-

cados. auedes seftalarlos? 406mo

sabes que son ingulos rectos?
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Mide las longitudes de PT, y riCt en la rigura 10-7-a.
4Te parece que estas longitudes son iguales? Esta longitud comin
se llama la distancia entre las rectas ki y kr Entonces, se

puede definir la dJstancia entre dos rectas parSelas como la
longitud de cualquier segmento contenido en una recta perpendicular
a esqs dos rectas y que tenga un extrema en cada una de las rectas.

Paralelogramos

En el Capftulo 4 hemos introducido la idea de curva simple
cerrada. Se puede llamar' olpietim a toola curva simple cerrada que

es una reuni6n de segmentos. En tus estudios posteriores es pro-
bable que yeas a veces aplicada la palabra "polfgono" a curvas que
no son simples, pero todos los polfgonos que estudiaremos en este
capftulo serin curvas simples cerradas. A mews qtle se indique lo

contrarlo, entenderemos que un pollgono esti contenido en un piano.
Se dan nombres especiales a los polfgonos que tienen ciertos

mimeros de lados (es decir, de segmentos). YA Babes que un poll-
gono de tres lados se llama triingulo. pe modo anilogol un poll-
gono de cuatro lados se llama cuadrilitero y un poligono de cinco
lados.se lAma pentieono,

Wm.

Cuadrilitero

..,=w=leamo...11114

Pentágono

lit
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Dos lados (begmentos) de un cuadrilitero que no se interse-

canspesli=an lados opuestos. (4C6mo describirias dos lados

opuestos refiri6ndote a.su interseccion?) indica los pares de

lados opuestos dsl cuadrilitero anterior.

Una especie particularmente importante de cuadrilitero es

c
el paralelogramo. Es un cuadrilitero cuyos lados opuestos estin

sobre rectas paralelas. La figura ABCD que sigue, representa

un paralelogramo. Indica sus pares de lados opuestos.

De ahora en adelante,

lelas diremos que son

podemos decir los

paralolos.
cS

si dos segmentos est

segmentos paralelos.

ladoE.3 opuestos de un

in sobre rectas para-

En sconsecuencia,

paralelogralia.son
II

Propiedad Los lados opuestos, de un paralelogramo son

paralelos congruentes.

Ya sabemos que los lados opuestos son paralelos. Para saber

si son lguales, mide los lados del paralelogramo de la figura

anterier. Encuentras que los lados opuestos tienen igual longi-

tudj nibuja varios paralelogramos y mide las longitudes de los

par!es de lados opuestos. 4Ebtis de acuerdo 4on la propiedad

anterior (subrayada)?

Ot-
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La figura de la de.rec.ha representa

una hoja rectangular de papel. (Observa

que un reettingulo es un caso particular

de paralelogramo.) Toma la hoja de

papel, dOblala por la linea de trazos y

c6rtala a lo largo de esa lineal en dos

partes Zuperponiendo una pieza sobre

la otra muestra que los triingulos ABP
y BCD .ti nen el mismo tamano, z,Es el 4

iirea de uno de esos triangulos iguaI a
A

la mitad'del area del rectangulo? apor
qué?

En el problema de los.ejerticis siguientes se te pide que
repitas la misma operacidn, utilizando paralelogramos de diferentes
formas.

Ejercitios 10-7

varlos pares de rectas paraIelas en tu sal& de clase y
mide las distanclas que hay entre ellas.

2. neaala varios ejemplos de paraleIogramos en tu salon de clase.
udles de las siguientes figuras son-paralelogramosl suponiendo

que los segmentos que parecen ser paralelos, realmente 10 sean?

yd.
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4 4buja perpendiculares a las rectas cuyas piniciones apraxi-
madas se indican, de lmanera-qu-e papen por los puntos. A

setialtl'aos en la figura. No dibujts.en tu libro. Utiiiza
una hoja de papel aparte.

5. Dibuja un paralelogramo y recártalo cuidadosamente Piguiendo

sus lados.* Obtienes as un trozo de papel que reprpsenta el

.interior del paralelogramo. Dibuja una diagonal (una recta

que une v4rtices opuestos) y certa elloapel a lo largo de*.

esa diagonal., Compara las dos.piezas triangulares. avué

Copcluyes acerca de esas piezas triangulares? Repite el

mismo procedimiento con otros dos paralelogramos de formas
distintas. Escribe un enunciado que'parezca verdadero a
base de tus experiencias con este problema.

En la 'figura siguiente se muestrari varios pares de rectas

paralelas. Tama cada uno de ellos y dibuja una recta per-
pendicular a una de las dos rectas de ese par. (NO escribas

1

en tu libro. Copia laa rectas In papa aparte, conservando

aproximadamente sus posicionesq. Las rectas perpendiculares

a una paralela, 4son tambidn perpencliculares a la otra para-
lela del miamo par?

(a) (b)

1.1

(d)



a
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Las siguientes preguntas se reflex=

a un cuadrildtero, como sesugiere

en el dibujo. Cada pregueta, sin

embargo, se refiere a un cuadrili-

tero distinto.

4a) rt es paralelo a 'fa

paraielo a IC una

longitud Oe 3 pulgadas

414.

i 0 -7

tiene una longitud de 6 pul-
'doe 0

gadas. 4Cua1ea son las longi-

tudes de .74 y d 451T0

(b) It ITIt'is el con:unto vacloi ri 15it es tambidn el

.conjunto vacia. Dr tieng tna longitud de puigadas y

. eo tres vetes mtis largo Tie I. Halla las lonatudes
de
4* to"N' *--30

(c) LM OK gs el conjunto vaclo pero 15rn lit no es ei

.conjunto vaclo aueden tener dgp lados opuestos la misa,-;

ma longiiud?' aueden tener ambos pares de lados opuestos

esta propiedad? (Dibuja figuras paradltstrar tus re's-

Iiuesttis.)

.Copia y completa el siguiente enunciado de una propiedad:,

Si0'en un plano,,una recta es perpeAdicular a una de varias

rectas paralelas, enton6es es

(b) .10emuestra la propiedad. (Debes suponer que una.reeta.

49111411erpendicular a una de dos paralelasinterseca a la7otra.)
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Con refserencia 3 triingulo

ABC lue se muestra_a la dere-

cha, suOonte que los segmbntos

VS, rr, y. ru, son parale.=;

los; qu E3p.r32Lelo a

7Th y que-SCh'ep paralelo a

ET%

(a). 14)2 :Iona lista de los para-

l:Acgramos que hay en la

eiv.ura. (Son 10.)

(Wliaz.una.lista dx?. los 'segmentos de la figiira

que son: congruentes'con IT, sin medirloa.;

(c), daz una lista de los segmentos de pit figura ancrior

que son congruentes eon 211:i sin medirlos.

(d) Hazt;Anx lista de lCJs segmentos de la figura anterior

ue son congruentes con UT, sin me,Pirlok.

anterior

No-a: Areas de loz paralelogramos v do los tridngulos

Ur. (uadrilitero'os na firura

,de ctAcr6'lados. Todo_cusdriagetero.
.7Ns iados ol.lestos están sobre rec-

tas paralelas oc.- llama paralelo5ramo.

400.14 Y.:as desculoierto ya sobre las

2:Ongltudes 'd :E. los lados opuestos de

un parale4ogramw: La figura ABCD.

do la derecha es un paralelogramo.

4401.u4 pares, de lados'cle'esta fizura

son congruentes?
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Cada ydrtice de lark Daralelogramo es el yértice de un, ingulo

euyo interior eontiene al interior de; paralelogramo. ErIlaf1Eura

Idecja pggina interior, el YArtice. A del paAaelograMo lo

bidn del-ingulo BAD cuyo interior contiene al Aterior del para-

lelogramo, _teuiles son los.otros ingulos .cuyo interiolt.contiene al
,

del pabalelogramo? 'uintos Zngulas. con este, propiedad hay en

. total? Tales ingulos se llaman ios dilgulos del'paraleiogramo:

Si los lados dekun paralelograto'se prolongan con lineas de

trazos, domo se ye en la figura-10-8-a,

a
S.

48

Figura 10-8-a

to.

!7 'hay yarios pares de rectas paralelas cortadas por una seeante.

../
.10

iCuintas secantes encuentras?
rias

,
0 i 4

i7opia la figura 10-8-a. Marca el ingulo del paralelogramo

cuyo v6rt1ee esti en A, como se mvestra. A este'ingulo del para-
.

ielogramo,lo.lIamaremos "angulo A. Anilogamente, mares el fingu-

10 B delparalelogramo como se ye en, la figura. Marca, como lo

has hecho'con.el,angulo A, todos los ingulos de'la figura que son.

congruenten con cl ingulo A. Repite la operacidn con los.ingulos

clue son congruentes con el Angulo B. En eada caso indica la raz6n

que justifiea ia marca.
S

.

Si has procedido eorrectamente, deben quedar marcados todos
. ,

los ingulos determinados por las rectas dela figura. Basindote
. .

en los resultados que acabas de. obtener, completa las siguientes

proposiciones:

in(Z NA) m(4 B)

-L8a-

'411



10-

,

t6qpiklad'r os de para.a. Lop 6ngul lin leIogramo.sEnlmallta-
. . .

.

.

I ttes a dos.vertices consecutAvos son 9
. .=1. 41 .MIIr1M

. Propiedad 6b. Los ingulos de a paralelogramo porrespondien-
.

. .

. tes a dos vdrtices opuestos ipn , ?

. De act;erdo con los,xesultados anteriores, 1,qud puedes deCir
de un paralelogramo cuyo 2:A es rectoc &Estis seguro de que sa'

%

. a\\. .

trata de un rectingulo? (4Recuerd&S cdirio hallibamos +ea grea de
. P

un rectingulo en el Capitulo,8?) Si la figura ng,iep unsrectinguld,
entonees-, Z A y / ii3 no sori' rectos, y un es' P.F1 Iln-ingulo-------1

agudo. Oor qud? Quponte que el drigulo agudo es Z A. Poi, el-
%-punto D traza el segmento ra perpendicular a la base 701 del

paralelogratho, como e en la figUra

a,la derecha. Como sabemos que 705
rff son congruentes, imagina que

el triingulo AQ6 se mueye
-

rgida-
ñite, deC'ir, sin cAmbiar'de

tam;fto ni de forma, hasta

la posicicin'del triinguI9'

Entonces el punto Q1 caerd sobre

una prolongacidn de ML 406mo lo

zabes?

.La figura WCD .es ahora un rectingulp. ( Camo apes que
6ngulos en C 'y 'D -son rectos?) Ademds; el reètingulo

vela* y-el paralelogrAMP-1=-6Sta-tOrMadoiiior-Pleias del
mismootamatio 70 en consecuencia, tienen lemima irea, de acuerdo

'

, con la.propiedad de la coincidencia, SI,cqi6n 1 del Capitulo 7.

?or consigulente, para hallar el lirea de un paralelogramo,

se necesita hallar el Area de.1.4n reicte.ngulol que ya sabymos
lnacyr. Si no recuerdas, revlsalo en el dapittilo 8.

Observe que la base AC, del paralelogramo es congruente.

colt el lado.'44-r del rectingulo. . iC6mo sabes que esto ES
cierto? El lado riu. del rectingul6 es un segmento perpendicular.

A laA rectas paralelas Tir y 116. Tal segmento se llama una
altui'a del paralelogramo respegto a la base. X. La longitui de
la altura es la distancia que hay entre las dos rectas paralelas

1
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A

4.

4

1 0:4

yo cOmo'ya lo.hemos vista, es la misma cualquiera que sea el 4.tio
A

en Rue se mida. ,Como consecuenra, eslo mismo considerar la al-
tura qlse pasanov?' Do la quepasa por C o la clue patta4lor cual-
qui!er otro punto del segmento Ademis, cualquier lado de un
paralelogramo puede ser-considerado coma base. .

.

. .

,

'.Basandote .en la exposicicin anterior, copia y complete la
siguiente proposidicin: "El tilimero,de unidades cuadradas de area:

. d el paralelogramo,es el ? * del, nthero de unidades de longitud ,

de los. pot el ntimero de unidarles_sle_longitud_de.

-peeto de esa base.

sObserva que si tn paraIelogramd es un reetingulo, las longi-
tudes de labase y de la aItura son, sMmpIemente, .el "la4o" y el
"ancho" 4el rectingulo resultando as iguaI el mêtodo anterior al
4106 hemos empleado en el Capitulo 8.

Considera un triangulo cual-

ABC,--'oome-se muestra a la _

8dereeha. Por C y B traza-rectas 7.
paralelas'a- los segmentos 7af y XU;
lae.cuales se intersecan en algdn'

punto S. La figura 'ABSC es, en-

ton4es, up paralelogramo. El seg- 'a

mento tr4 que pasa pOr' C y es

perpentlicular a la recta lg se

--llama la alturtr-delkr.lingulo ABC :respecto de la belie, 37. La
langitud,de la aItura 'CZ1 es la distancia de C a la recta lg.
Obfleiwai4ue Iv, Z4F son tambidn una una altura del'para-

.

lelogramo.

En la Sección 10-7 has descubierto que las areas de los tri-
.":Iirigiao's. ABC y SCB. son iguaIes. 'Como las dos regiones

.
444.4

lares eulbren.la totalidid del p.atalelogramb y de su int.eriorvse
Jr

,

.Ideduce:q4e el Saidalg.4i triingulo ABC es 'la mitad del area 41
. paralelogramo .tABSC. fisando el método'que ya hemos vista Para

.det4rminar.eI ir'ea del paralelogramo, &opia y completa la sigulente°, ,
-J

proposici6n:. "El ntimem de unidadep cuadradas 4el drel de un tri-
-

\. angulo es : del del nftero le unidadle_ de lo4itud de la ,

t
. Nip ... v.

--.

.

it)
ev

-"77-!

;

-
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per el rOmero de unidades de longitud de respeCto

de 'esp. ba8e4.

Como cualquier lado de.un triangulo puede ser conAiderado

coMo base, esta regla.da treS marieras de encontrar el area del.

.trlangulo; esto se qustra en las riguras.siguienxesp donde se

puestra un tlimmo tritingulo sucesivamente con sus 3 Iados como

base:

A

BASE AB
ALTURA OC

its

R 9
SASE AC
ALTURA fT8-

A

Figura 10-871)

BASE C B-
ALT URA g

En la 111trac16 I anterior, _se muestra el mismo trianguIo

en .tres posictones de vianera que en cala caso la base est4 colo-

scada horizontalmentL. Esto no es viecesariq, y debes habituarte

a imaginar las bases y las alturas correspondientes en distintas

pogiqpnetsdiferektes de. la horizrtal.

taw

%

,SZ

`L.



Por ejemplo, 1ea 1,do mejor, :no inover el triPigult
mostrar' los tres casOs tie la manera sigulentéi

4

,

a

BASE Alt
41.:TtifiA QC

Haila las
tinuaciOn,

(a)

4

'

'I.

BASE CB

BASE a
ALTURA, RB

ALTURA a

Piet a 10-8-0.

Ejerciclos 10-8
thleas de los taarattelogramsts que muestran a con-.,

.i.zpando. las dimeniiones que. se indican., *

e

-a

'4'

--,

0

m.

adis
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,
1.%ando las di:4ensiones que se indiean; halla Ias dreas de Ios

triI4ngu1os que se muestran a eontInuaeicin:

(a) (b)

.

reettingulo viene dos

de sus lados de 5 yarded y' 12

.ardas, respeetivaMente, edWitt,

muestra en Li figura. HAlla el

niaero dvardas eLadradas de su

1 -
It 4. Un hombre pOsee un terreno rec-

150101_por, 100
pies. El terreno tieoe Ina eerca

que va desde la esquind A al

-punto medio M Iado opueste

.mis largoo'comp

(a) Halla el area de AMC.,

(1) liana el. ires de AmB.

(e) Hale. el Area de AIDC.

Si b es el nliMero de unit:ladè .. d944lonsitud de la tase

.paralPIogramo x.si; pzt el pilingrolde unidades de la longitud

Ia altura respect° esa basev4scribe unft-proposicidn numé-
.

riea que westre cdtho encontrAr el ntimerot .A,; de, qnidades oua-

dradas del area amo.

de un

de

izz

au.
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6. Si b es el ndmero de unidades de la longitud de la base de un

tridngulo x. *h etk el nxim.ero de unidades de la longitud,de la

altura respeeto de esa base, esoribe una proposioidn'humérica

que indique la rilanera de encontrar el riftero IA de.unidades

auadradas de su*drea.

(a) En el,dibujo que sigue, mide 7US y L Utilizando estilm

medidas, halla el area del paralelogramb. /
.

(b) Mide 7C6 y 'Usando estas medidas, halla el drea del
%

paralelogramo..

(0%,1,Concueratari-tuE resultadokde (a) y .(b)? Como la m?di-
.

.eicin es aproximada, puede ser que no resulten exattamente

iguaies, pert) deben ser nlImerosmuy pv5ximos.

a.

A A

(a) Si una.figura es un euadrildtero,./Aebe ser un paralelo-
t

grado? Explica tu respuesta.

(b) Oe.puede llamAr reetingulos a todos los paralelogramos?

Expl.lea.tu respuestd.
4

(c) - 4Se puedéparalelogramo a un ouadrado? Expliba tu

respuesta.
a

(d) peben str euadrildtteros todos los paralelogramos reo-

tingulos y ouadrados?, ExPlica tu .-dipuesta.
*

4 ,1
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utflize el delbujo siguiehte, haelendo

it on la npreximLci6n tie un cuarto de

I I

(a) Halla i irea del .tridngulo

*de y ZT%

liana el 6rea1del tridngulo

de y

liana el areatrieingulo
d4., AZT y 737..

Oon.tus resultados de" (a), (b)

4

ABC, utilizando las'medidas

ABC, utilizando las medidds

ABC, utlllzando las.medidai

Y *(e)los mismos?
Como en el problema 7, loPeden no

deben ser mimeros muy proximos.

ser id4ntieos, pero ,

a
a

OIL



10. TRCBLEV.A

El paraIelogramo

y el reet.dngul

que se muestran a.

la dereeha tieden

sus bases de igual

longltud y sus al-

turas ziespeeto de,

sas bases'pienel

también.igual lot:,

DIbuja

figuras en otra hoja

-4

'de papel. feeorta el paralèlogramo y.luego e6rtalis en pilezas

manera que al'reunirias formen el réetAngulp.

1 PROBLEMA Damn. Sea QRST un paraleloiraio .eualquiera que

lo sea un rectingulo. A continuaqd'il se muestraAin posible

kkibujo de tal'parale196%-mo. Prol6nga los segmentos ITU y

ZiTT COMO se indicaen.la srunda figura. Por los Itertiees

y S, en los que los 4ngillob del paralelogramo bp). agudos,

traza perpehdieulares-U .y Wsv ts ui rectingulo.
4

PqA b la me.dida de h la medida de Irri 5: x la'medida
- 'de MT.

*

4 .4

418

eP
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(a) SI la medida de 7.,7 es

Vg?

* Cudl es'la medid*a de 401?

(c) 4Cuil'es iárnedda de 1T7?

,(d) LCuil4es la medida de VT?

'(e) 066l es el Area de. QUSV,

(f) Ouál es el'etvea'del, trld.ngüio RUS?

(:!) 4Cu4l.es el et.rea del tr4ligUlo QVT?

(h) Mediarte tUs resp,:estas a- (e) (f) t. (g); muestra,'

que et 6rea de QRS7 est4 dada poi- la proposi16n

- A . bh,

x, oust]. es la medida de

0

10-9. Prlsmas recto'S -

En el Capttulo 8 has .estudiado los prismas 27ectangulares.

Ahora estudiaris'otras clases.de prismas. ImaginemOs dos tri-

4ngulos exactamente del mismo taMafto y foma, situados en pianos

paralelos, como se muestra en la siguiente figura (triAngulos

ABC y-A'B'C'). piremos que los,triingulos que tienen exacta-

mente la misma forma.y tamafto ion congruentes.

n.



-449- 10-9

Si se trazan Segmentos que unan los vertices correspondientes, se

obtienen tres ouadriliteros (poligonos de cuatro Iados). En el

caso de nuestra figura estos cuadriliteros son ABB'AI, y.

CAA'C'. Si los triangulos estan colocados, uno respecto del otro,

de tal manera que estos cuadrile.teros sean rectanguy)s, la figura

resultante se llama un prisms recto triangular.

Los sels puntoe A, C, A', Bi y C' se lIaman los vertices.

del prisms; los segmentos que aparecen en la figura se llaman sus

aristas, y los interiores de los dos triangulos de2os extremos y
de los tres lados rectangulares se llaman sus caras. Para distin-

guir los interiores de los dos extremos triangulares de los inte-

riores de los'lados rectangulares, se les llama frecuentemente

.bases del prisms. ;,Cuiritai aristas, vertices y caras hay,en un
prisms triangular?

Es muy posible quejiayas visto.algAin trozo de vidrio cuya

superficie es un prisms triangular. Cuando se le pone a la luz

del sol, tal prisms produce el p fecto de curvar los rayob de luz,
formandó asl un arco.iris.

Si en vez de usar regione triangulares como bases, usamos

regiones limitadas por o ollgonos, las figuras resultantes
son otras clases de prismas. (Revisa la definición de poligono,
dada en la Seccián 10-7.) Por ejemplo, mira la figura que se

muestra en la siguiente pigina, en la que los extremos son penti-

gonos (poligonos de cinco lados) de la.tisma forma y tamako, cob-
eados en pianos paralelos de manera que los cuadriliteros ABB'At,
BCCIBI, etc., Bean rectingulos. Esta figura se llama un prisms
rectO pentagonal.

alb -
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0

En general, un prisms recto es una figt.ra obtenida a partir

de dos poligonos congruentes colocados en pianos paralelos, de

tal manera que los segmentos que unen los vertices, correspondienteS

de los pol1onos determinen cuadriliteros que sean todos rectan-

gulos. El prisma es la reunión de las regiones rectangulares

cerradas y de las dos rniones poligonales cerradas. Lss regiones

rectarigulqres se llaman caras del prisms, los segmentos se llaman

aristas y fos puntos'en que se intersecan dos o mis.aristas se

llaman vertices. Las bases del prisma son las regiones encerradas

por los poligonos originales.

Las figuras clue hemos descrito se llaman prismas rectos,

como ya se ha indicado. DeilDues encontraris prismas mó.a génerales,

para los cuales los cuadril4teros mencionados pueden ser parale-
t.

logramos cuhlesquiera. En% este capitulo, sin emoargo, considera-
.

remos solamente prismas rectos, y todas las veces que usemos la

palabra prisms. seri pare referirnos a prismas rectos. Los priamas

re,ctangulares tratados en el CapItuio 8 son, simplemente, prismas

rectos cuyas bases son regiones rectangulares. Esos priamas

tienen una propiedad muy interesante. Es posible imaginar un

prisms rectangular como primma de tree maneras diferentes, pues

112

9
4

!Jr!'



cada par do :!aras oestas pueden or usadas como bases. Ninguna
otra pu, imacinad% ,.omo prluma re(ipa de más de una
maneru. X

En.los d I .)s prismas.de las piginas anteriore's se ha,
ereido conv-I-ninte dl!:ujar las bases horizontalmente. Zin embargo,
nu es dificil identifIcar tales figuras cuando.ocupan posicionea
dlrerentes. la siguiente figura'representa tin priSma'
triangular con basibs ArIC y aun cuando sa le presenta
apoyado L;oLn,.: una cl as caras.,rectangulares.

Abords el probIema desdetermlnaf el volumen de un
pp1r7:a. al ?arltalo B y relee lo quo alli se tratcracerca
(vsl vlumen de un prisma rectangular. Se vio entonces quelsi e1
irea de la biiise fuera 12 unidades cuadradas, entonces, utilizando
un total cl i2 ,Jnidades cubicas de volumen (alg'.:nas do las quales
podian r suhdivididas), podemos formar una capa de.espesOr und:-
dad so e 1t,r el rondo dol prisma. CI el prisma tuviera untdades
de alto, necesitariamos 4 de tales capas para llenarlo, es decir.
un tot31 de 12)(3,11.) unidades. reilulta asi clue ea volumen
es 42 unidades el:a-doss.

En. ,.sa-discusi6n no era nocesariG tener en cuemea la fo
real de la base. rzn eft:etc), l mismo razonamiento se aplica al
calculo del 'volumen de cUalquier prisma recto, independientemente
de la forma de la base, ye: que se puede'considerar el volumeqde
cualquir prisma recto ser coMo formado por una serie de capas

.ssuperpuestas.

-.
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Dedutimos, puest la siguiente conclusion:

El ndmerp de unidades cdbicavde volumen de un priama

recto es el produe4o del ndmero dy Uhidades cuadradas del

irea de la base por el nlmero de unidades de'j.ongitud de

la altura.

En este enunciado, el tirmino altUra se' refiere a un segmento

perpendicular a los planos de las bases y ouyos extremos están

'en esos planos;,es decir, es uno cuaIquiera de los segmentos que

unen un vdrtice de una base con su correspondienle vdrtioe de la

otra base,. Observa*cuidadosamente que la altura no se considera

vertical, salvo que los pianos de las bases eaten colotados horA
zontalmente. En la dltima figura, por ejemplo, la altura es

.cualquiera-de los segmertos .137; 8Sr o

A modo de ejemplo, calculemos el volumen del prisma trian-

gular que se muestra a continuaci6n:

Como las bases son regiones triangularesp el ndmero A de pul-
,

1
gadas.cuadradas de una de ellas es ,A = 246)(8)-. 24..(v. la

Secci6n,10-8), rebultando el drea de 24 pulgadas cuadradas;(el

ndmero de pulgadas de ;a altura del priama e's 25: Entontes,

en virtud de la conclusi6n anterior, el ndmero de pulgadas

cdbicas del volumen es 24 25 . 600, de manera que el volumen

es 600 pulgadas cdbicas.

*

a
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Ejereieios 10-9

Halla el nl!mer° de uniqades elibicas de volumen de eada uno de

los'prismas que slguen:

t

-*

Halla el nUmero,de unidpdes clibicas de voIumen de eada uno de

los Siguientes prismas,:

ii--e rrt-JP

El area del Reiati-
zono es 21 pulgadas
cuadradas.4

3. Las columnas de la..fachada de un'edifieio tienen la forma de

prismas de, 18 ples'de'alto. Sus bases son hexagonOs de 15,

pulgadas de,lado. (Un hexagon° es un pollgono de peis lados:)

Si tuvierav que pintar estweolumnas, ouintos pies cualrados

de superficio tendr1as quo pintar en cada columna? (Observa

que las baL#es--es decir, los extremos--no se pintan.)
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z!na tlnda de campana paim Un

perriLt., 19 !'ormn,d,_.

pLr1L114a triangular do 7 pies

de lare.o. En,e1 ditu.lo se

indlcan las mcdidas de uno

do sus extramos.

(a) Ci la aenda tiene techo,

extremos y piso de lona,

ntos pies, cuadradOs

de lona se han utilizado en su construceicin (No tomes

cuenta las costuras.)

33 la tienda tiene tedlo y,ambos extremos de lona, petp

no 14ene qué-cantidad de lona estEthecha?

(c) LCu6tospies edbicos de aire hay en el illtrior de la

rz.presenta el.nOmero de unidades cuadradas de drea de

la tasc de un prisma, 'h el nUmero de unidades de longitud

c.tc :Altura, fJrmula una proposición'en la 4ue se indique la

manera :1:::,,)nt.mir el ntImero V de unidades clibas. del

volumen d esf: prisma.

UL reciplente de un gal6n de capacidad tiene la forma de un

pri:Ima ch. 11 puleadac: de alto. .4Cilintas pulgadas cuadradas

tient.- la t3ate? ;,Conoces la forma de esa base? (Un gal&

ticzne ?51 pulgadas cdbicas.)

7. 71: prismu triangular'tlene por.bse un triangulo rectingulo

evuyos lados pc'rpondicUlaresmiden, uno de ellos, 3 pulgadas

y el otro pulcadas. Si el prisma tiene 20 pulgadas de

a to, Lcu6l e su.volur4en en pulgadas ctibicas?

6
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e ha construido Una canaleta

con la fOrma,de un pristaa'tri-,

angular fijando entre sl, en
,

ingulo tecto, Abetablas y

ponidndoIeextreMos. Si sus

medidas interiores son 6

pulgadas y si la canaleta

tiene 12 pies a largo, como

se muestra en la figura, tailán-

tios pies cdbicos de agua puede

contener? 4

1.

Construye.modelos en -cartulina de prismas triangulares y penta-
. gonaXes. tibuja tt mieMD los croqa& en la cartulina y si no

puedes, utiliia los de las peiginas sig4entes.

10. 4Cuintas arlstas, caras y Idrtices hay en un prisma trIangular?

.0r en ut?.,prisma pentagonal? LY en.un prisma hexagonal (6

lados)? vl'unlprisma octogonai (8 lados)?

valb

A

Ado-

.1

`

76.

s`

-a
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Croquis de un priama triangular

111

Oa

,
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10-10. Resumen
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El Capitulo 10 'tratd extensamente de algunas relaciones

que existen entre las rectas.de_un piano. La Seeei6n 10-1 se

refiere a las propiedades de ad@ rectasoen un piano. En elli

se 1:onsideran.pares de Angulo:3 llithados opuestosoor el vdrtiee

y se establece la siguiente propiedad:

Propiedad 1. Si 008 reetas -se intersecan, Igo ingulos -

e
op4e.00p EsE el virt/ee forman pares de

ingulos congruentes.

De este misma.geecidn pe han estudiado taMbién los dngulos

adyacentes y los dngulos suplementariós.

. La SecciiSn.10-2 trate de'laspropiedades de,tres rectas

- en un piano, introduciendo, las ideas de secante y de pares de

ulbs evrespondientes. 4Recuerdas las diferentes clases de

figilras quo se pueden formar trazando i'res rectagien un piano?

En la Seca& 10-3, se util1z6.10 aprendido en las Seeeiones

2 para-averiguar dos propiedades importantes:

Propiedad 2. Si, en un Oano, una setante interseea a dos

rectawylun al de ingulps corresRondientes

no son congruenteS entonces esas reetas se

interSecan.

pnaElltITI 2a. Si, en un piano, una secante interseea a doi

reetas zun 22r de dngulos:oorrespondientes

son congruentes, eptonces'esas reetas son

paralelas.

En el lenguaje de ios conjuntos, la proViedad 2 se refiere

a dos reetas cuya interseccián no es el tonjunto vacio, mientras

la propiedad 2a se refiere a dos rectas euya interseociOn es el

conjunto vacio.

En la Sec41.6n. 10-4 e analizaron loq enunciadosrec/procos.
.

Se dieron ejemplos pare mostrar que el rec/proco de un enUnciado

verdadero puede ser verdadefo,y que Al reeproc6 de otro enunciado,

verdadero puede ser falso. Se te pidid que escribieres ree/procas

de las propiedades 2 y 2a, co19T sigue:
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ReciproCa de la praplecktd. 2. Si, en un piano, una secan,te

interseca a 'dos rectas no paralelds, entences ,

los ingulos,eerrespondient'es. np son congruentes.

4Reclproca 'do la propledad 2a. Sil en.un plane, una 'secante

interseca a dos rectas p4palelas, entonces los

etngulos de,cuaIquier par de ingules correspon-

dientes son comgruentes.

Recordards Tue. has erabntrado que ambas reciprocas eran ver-
w-.!

daderas.

En la Secci6n 10,-5 se han irit.odAcido nombres.para.las dile-
clases de tridngulos: is6sceles, equ1les y Vscalenos.

iso Se llaman tridngulos escalenos a los que no tienen ningun par de
lados congruentes. Los tridnguIos isósceIes son aquellos que

,.tienen por lo menos dos lados congruontes, y se denominan trisan-

guIos equiIiteros a los tridngulos iscisceles especiales para los
'cualeS los tres lados son congruentes. En esa secci.Or descubris-'

mos la propiedad de los triingulos,istisceles que enunciamos mds

Uajo y encontramos que su reclproca también es verdadera.

Propiedad 3. doa lados de un triángulo

entonces los Ongulos opuestos a- estos lados

-son congruentes.

Reciprpca de la propiedad 3. Si. dos tingulos de un tridngulp

,son congruentes, entonces los lades opuestos'a

estos mingulos son consru6ntes.

En la necei6n 10-6 hemos observado que:

Proeaa 4. ,La sum& de las Medidas, en.grados de los ingu-
i

los de qualquier tr1ángui es 180.

04.J.'4ste esta propiedad utiizando el dtolO, inductivo de

vazonamiettto cuanBo- arrancaste Ids esquinas de una regicin.triangu-

lar y las .colocaste como ingulosi adyacentes. Aprendiste también

ademostrar e'sta propiedad poriel mdtodo deductive cuando utili=
zaste propledades antes demostradas para hacer ver que

rn(Z x) + 111(Z y) + in(Z z) = 180

kdonde Lx, L Y Z representan los ingulos de un tridngulo.
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El paralelogramo estudiado en la Seca& 10-7 pertenece

a un conjunto especial de poIfenos Ilimados cuadrilateros..

Llietlierda's lo'que siinifica cupiilatero? Un paralellamo..,

pertenece al conjunto especial-de cuadrilaters cuyos segme*os

opustos estari sobre rectap para1el4s4 v

42

Propi-eddd LOP )xados opuestos,de un paralelbgramo.por!
p

congi-pentes.

Tambidn has aprendido en esa'secCic5n (4 el seimento mas

corto de un punto a una recta es, el que es perpendicular-a la ..

4.

.recta, y que la distancia entre.dos re.Ctas paralelas,es cons4nte.

En la Secci6n 10-8 se introdujeron dos kopiedadet refe-

Temtes a loivingulosde un pariielogramo: t
,

Propiedad 64. Los angulos de un panalelogramo correspon

dientes a vértices-Consecutivos son suple-
.

mentarieas.
4

propiedad 612. Los'angulos-de un paralelogramo oprrespon-

dientes a,v4rticeS4opuesto8 sOn congruentea.

En esta secci4 hs usado tambi4n ciertaropiedades de,

los paralelogramospara enconirai las.fórotlas.de.las eirpasde

un paralelogramo.y detun triingulo:

'(a) 'El ndmero de unOades cuadradas del ar a de un para-

lelogramo es el producto del ndmero de unIdades de.

longitud de la base por el ndmero de unidades de Ion-,

gitud deja altura reppecto de esa.base.

(b) El ridmero de,tnidades cuadradas del area de un ti-

ingulo es la mitad del producto:del ndmero de unidades,

de longitud de.la base por el ndmdro de unidades- de

longitud de la altura respecto de esa base. ,

La Secci6n 10-9, trata de los voldmenes de lodaftnismas rec-

r.gs, ampliando lo aprendido sobre los prismas rectangulares.en

el Capftulo 8. Has aprerldido a.hallar el volumen del interior

de cualquier prisma recto: i

Joh

4.

,
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t
ndmero de uniaad, cdbicas del volumen.de un primiT

rectwei3 el producto del ndmero de unideides cuadradas del
4

area de la base por e ndmero de unidads de.longittld de la

altura.

10-il. Wota histórica
p

Alguhas de las 4deEis'geom4tr1caldel. Call)ftulo 10 ilueroil des-
%

---oubiertas por los,egipcios y los bablIoniom hace unos 4,00C aftos.
. .

Por ejemplo ab1an cdmo encont.rar el irea dsun triangUl 'y utili-
.

zaban es e conocimiento pg! medir los terrenos.
.. ..

Se atribuye a Thales, mencionado en ja Seccidn 10-2, el descu-
brimicnto de que los gnolos de la base de un triangulo isosceles
son iguales.. Parece cierto tambidn que Ths:les conOdaique la suma

$

de'las medidas; en grados, de los ingulos de un triangUIo es 180.
:Hubo muchos otres matemit4cos griegos famoeos. Sus -trabajos

lograron para.GrIcienel.notbrl de "cuna de.los ,onocimientos".

,Noe referiremos,brevement a algunos de ellos. Pitggoras (569 ? -

500 a. de J.) organizir escuela's en Crotona, al sur de Itaga,'
: que contribuyeron posteriormente al progreso del estudio dela

geometria. El prOxtmo Wio estudiarie algunos de los descubri...

mientos que se lessaribuyen.. Euclides (365)? -, 360 ? a. de J.C.)

se hizo famoso:esbribiendo.uno de los primeros ,p3ctos dt geometria
I ?

llimado Ios%Elementos. Este librp de 7texto se tradujo a muchos

idiomas y se 10,01.143d, sin hatdrsele cambiós!notables, pare., enseffar

la geometria durante unos 2,000 adios. .kunque.su f6rma ha iido ..

\
..mod9r1izada.un pow pare satifacer las necesidad, presentee,

todas las propiedades que hemos estudiado en este"capitulo'pu,iden

encentrarie eil los Mementos.'
Desde.el iigla VII hastatel siglo XIII se progres6 buy poco

en las matemittcas. Desde el'siglo XIII, sin embargo, los eetUdios

!IC
dizo la gemetria li,de Otras ramas de las matemiticas vie difpnd on
por toda Europa. toe matemiticos'cogenzaron a examinar'nuevo ..-

caminos pare estudiar las matemiticas elementales. A media que,

contindes tus estudios de-matémiticas, aprendtris algo acerca de

41.

,

47)

a



la L mlres eomo he.6 :escartec 1..!101 Francia)'

Blaise 1Y2.-5 Francla); Pierre Fermat (1601

Praneia); Kari 2riedcrich Gauss (1776 18, Alemania);

y de otros más.

En la aetualidad se estan hasiendo muchos nuevos descubri-
. .

mientos matemdticos en varies partes del mundo. ,Hay ain muchos

prollemas importantes per resolver en la geom4tria. Como ejemplo,

sup9rit.:! quo tienes un mont6n de bolitaa, todas exactamente del

mismo LCdmo puedes'ponerlas dentro de n recipiente

grande de la mejor tanera posible?, es decir, de tal forma que

. luepa el miximo n,Imero de bolitas en el volumen dado. Radie lo

sabe atin. Oonocemos muy buenas maneras de ponpr las boiitas

dentro del dep6sito, pero nunca se ha Oemostrado que una de

ellas es 14 me,!or manera posible.
4,4

Orl...t.:nalmente la palabra geometrfa signif caba el estudio

de las medldas de los terrenos. "(leometrla" viene.de las dos

palabras Eriegas: oo, ue eignifica tierra, y metrfa; que

signiflea medician. En el transcureo de los aftos, la.geometrfa

sc ha c,mvertido cr. el estudio de eler'.entos tales coma puntos,.

reetas, 1.1anos, cl espacio, superficies y sdlidos. Estos dle-

mentos se ':san pare describir la forma,el'tamaAo, la pbsici6n

y las rtia1oncts entre los objetoSr' en el espacid.



Capftulo

CIRCUNFERENCIAS Y CIRCULOS

Una:de las curvas 'sixeples cqrradas mas comunes es la eireUn-
ferencia. No importa-donde estés, es, p'osible que encuentres siem-
pre alen objeto que te sugiera una,cireunferenela. aiaedes hallar

alguno en tu sal6n.de clese, ahora? Seftala tantos como ,puedas en

tu casa. ,Hay una %ircunferencia'1,para ihdicar el trinsito evea
de tu escueia. aiensas que'una eircunferencia es una figura can:

veniente para usarIa.de,este modo? .

En el Capitulo 4 has estudiado algo de las ctftvas simples

eerradas. En cap/tulos posteriOrei has visto algunas de las carae-,.

teristicas de varias clases de eurvas simples eerradas, tales camo

paralelogramos, réctingulos y triingulos. En esie capitulo estu-

dlaris.algunas de las propiedades de la circunferencia como figura
matemática,

YA sabes que ve puede imaginar ufta recta o una *eurva simple

cerrada como un conjunto de puntos. Vtamos ahora celmo se puede

describir una eireunferencia como ettnjunto de puntos.

11-1. La cireunferencia x el compis

Tom un punto eerca del'eentro de una hoja de papel. Mirealo
con la..letra P. Luego, valiéndote de una regla y.un lpiz, marca
por' lo menos diez puntos, cada uno ds! ellag a una distancia de 3
pulgadas de P. 491p6 figura te sugieren estos puntos? Si has
colodado los diez puntoa en varias direcpiones clue parten de P,

to sugieren una c1rcunferencia.

Para dibujar una circunferencia completa, usas un compeis.

Probablemente ya estás familAarizado con el compis como un instru-
men:to para dibujar circunfeencias. Para dibujar una circunferen-

eia abn un.compets, ajusta los brazos del cOmPis de manera que la
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distancia entre'la punta metdlica y la

punta del ldpiz sea.la distancia-deseada

que en este basb es de 3 pulgadas.

Colock la punta metilipa del compis en

,e1 punto P, clue has dibujado preVia-

mete en tu hoja de papel. ;No muevaa

la punta del compis mlentras dibujas!

Gipa coMpas.alrededor del punto P

de manera que la punta del 14p>z dibu-

je una curva.' Sostdh el 'comas entre

el pulsar y el indice camo-se muestra

en Aa figura, y mientras haces esto, gira lateralmente el coMpis

en la misma direnc16n en que haces avanzar la punts. del lápi

Cuando'la punta del lipiz llegue nueVamente al punto de partida,

has completado el dibizjo de .una oircunferencia. i,Es la circun-

ferencia una curva.siMple cerrada? Ooncuerda tu dibujo con la

descripcián.de curva pple ceriada dada en el Capitulo 4? Si

has situado los diez puntos cuidadosamente, tu dibujb de ia

circunferencia pasird por cada uno de ellos.

En tu circunferencia, el.punto P es el centro de la circun-

ferencia. Tbma cualciuiera de los puntos_qi.le has colocado'a la,

distancia'de 3 pulgadas de P y llimalo T. Dibuja un segmento'

que una T y P, como se muestra

en la figura de la derecha. 'Pr
tieno la longitud de 3 pulgadas.'

c
Esta circunferencia puede lIamarse

"circunferencia P114 con lo que se

indica que la circunferencia tiene

por centro el punto P. A veces

designamos una curva dimple cerrada

con una solaletral por ejemplo,

"eiraunkerencia C". Cuando deci-

mos "circunferencia C", C no

representa scSlo un punto de la

circunferencia, sino la circun-

feroncia completa.
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El segmento 15T se llama un radio de la cirdunferencia. Un

radio 'es cualquie.r Segmento de retta que una el centrà P, 'con un

punto de la cirtunfereneia. Dibuja. un segundo radio y 11gmale 11%

y P7 son.r.adios de la circunferencia. &CuAntos radios.puede
tenor una circunferencia?

También usaMos la pal.abra "ra,dio" con otro'significado: ,como

distumil del centro a ebalquier.punto de la circunferenaa. 4
.radio de la circ=ferencia que has dibujado mide 3 pulgadas. Hay
exactamente una distancia que es "al radio de-una circunferenciau,

pero "un" radio puede ser cualquier segmento de recta qUe tenga

uno "de sus extremes en el centre y el otro en cualquier punto de
la circunferencia.

Vilely a tu figura, toma cual-

quier punto en el interior de la

circunferenCia y llgmalo X. Dibu-
-+

jd el rayo PX, y sobre 41 mide una

distancia de 3 pulgadas a partir

de P. El punto'que obtienes

deberg es.tar sobre la circunferencia.

'Lldmalo S. &Es Ts!!) un radio de la

circunferencia?

In

Podemos ahora describir una circunferencia Como un.conjunio

de puntos. La tfrcunfereneia con centro P' y radio r unidades,

es el conjunto de'todos los puntos de un plano que estgn a la
distancia r de P.

,

9
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El compis puede servirmb.én para .'ransportar'distan las.

Tralea una recta i y marca sobre'ella dos puntoS, P y

Dibuja un segmento' cuaiquiera en tLi hoja de papel. Sin

tilizar una regla parajnedir la longitud de WE, qUeremos en-

colitrar unvunto Q sobre 11 tal que ia longitud.de W sea

31a misma que la longitud de 714. Ajusta los brazos de;:tu compis

'co:lo se muestra en la figura giguiente, de'manera que 14 punta

metilica estOsobre A y /a punta del lipiz est6 so15re B.

Luego, sin'cambiar la abertpra de 1os4brazos fief compás, trdns-

p6talo hasta colocar la punta metkica en P. Dibuja luego .

una partecita decircunferencia que corte al rayo gr, siempre

si.n'-cambiar la abertura de los brazos Lel compis.
\

Designa con la letra Q el punto dé interpecciOn. Entonces la

lon41tud de -P7 es. la Misma quie la longitud de TIL

Nercitios 11-1

an los problemas que siguen, prEicticarés el uso del comptis

para dibujar ,circunferencias y transportar distangias. Lee

cuidadosamcnte las instrucciones. Marea cada punto,' ci'rcun-

feremla o segmento de recta de tu dibujo antes de seguir con

' la directiva.inmediata.

1
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p k.;1, Lu 1-,oja de papal. Dibuja una

c1reunferei-:cia conc.entro P y radio 7 cm. Lldmala
I , cireunferenci-a C.

<b) Toma puntp sobre la circunferencia C. Dibuja.una

circunferenCil. con centro'en Q. y radio -3..5 dm.

(0) Dibua uha circunferencia con centro en P y radio
A We.

di

(d) ul parece ser la interseccidn de las dos tiltimas cir-
eerencias':

2. La aluione ficra te proporcionard alguilos datos Para este

protlma. at.,:uo las instruceiones clue se dan después de la

) una recta Ntrticla de unas 6 aikadas.de largo,

,:erc a. del oentro de una hoja de .papell y llthala m. '

ora un punt.) A. .en la parte inferior de la recta.

'tiliza l compds y sibla sobre la recta m un punto B

.encima de A, de.manera clue- AB P. (Observa qua "AB",

sin nihgtin.simbolo encima; significa "la medida del seg-

snto TTP.)

( ) :1(Nt,re la recta ',m, toma un punto E de manera. uu esté

d: A y sea AE PR.

'(d) Sobre la ri:Icta m, marca un punto F encima da A, de

manera 4UC AF PS.

(e) Pibuja ua circunferencla de centre B y radio ETF..

(0 01 tu dibujo es bastantà prf.qtiso, estardn sobre la cireun-

ferenciadOn de los punt s nnteriopmente marcados. LCiailes

son esos puntOs?
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/

II

a) Dibuja dos xectas, 2 y 22' que se intersequen-y no

sean perpendiculares. (Observasque heMos designado a

ambas,rectas con la misma letra, pero después de las

' letras y un p000 mis abajo, hemos escrito numerales

diferentes. Recordaris que tales numerales se llaman

"subindices". Al se,Iee "A sub uno", o tambi4n

"A uno". 12 se lee "A sub doe.)

ib) Llama B aI pianto de interseccitin de Al y 22. Dibu-

ja una circunferencia de radio 1 pulgada que tenga a

B como ce4tro.

(c) Mama con las letras R y S las intersecciones de la

aircunferencia con la recta A
1

y con laS letras T

e Y las intersecciones de la circunferencia con la

recta 2
2'

(d) DJ:buja ny, y 7. De qu6 ciase'parece ser la

figura RTSY?

'Dibuja una recta 2 y marca'sobre ella dos puntos, X- e

que disten entre.si 1 pulgada.

(a) Dibujala circunferencia C1 de centro X y que-pasa

por Y.

(b) .DI:bujit la circunferencia C2 de,centro Y y que'pasa

por X.

(c) Marca con Z la otra intersección de la aircunferencia

4 C
2

con la recta A.

(d) Dibuja la circunferencia C3 de centro Z y que pasa

pdr X.

(e) LC6mo es Ci n C

'(1) LCemo es 02 n

4

sl%

*14
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*5. (a) Dibuja dos rectas, A y e, que ie interse4uen, y llama

B -a su 1nterseeci6jw

(b) ;tom un puhto A de ti. .y uh punt6 C de 22, de manera

que Ia longitud 'de- .sea difereqte de ;la longitmd de. ,

(a) Utilize el atimpis para marcar un punto Al sobre /g. de

manera quepo'esti sobre.BA y sea A1B AP. ,

(d) Tomp, un punto C1 sobre 5, que. no esti sobre y
' tal que .BC1 . BC.

(A) Dibuja V7, y A1C1. &Qui clise de figura

'pareee ser ?

Interiores e in ersecciones

k Como la aircunferencia es una curva simple cerrada, Itiene un'

interior y un.exteri3r. Supongamos que tenemos una cireunferencia

de eentro P y de radio r uni-
.04.

dades. Un punto tal como

dentro de la circunferencia, esti
A

ku'ha distancia AP menor que .r

unidades, mientras que todo punto

B fuera de la cireunferencia,

,dista de P mis de r unidades.

En el caso de la circunZerencia

resulta ficil describir con preeisi6n su interior y su exterior.

El interior es el conjunto de todos los puntos que'distan 'de .P

.menos de r unidades. El exterior es el conjunto de.tódos lOs

puntos que distan de. P mae de r bnidades.

Hemos utilizado con frecueheie la nocidn de'interseccián de

dos conjUntos. La aireunferencia es un ejempio de un aonjunto 'de

Nntos.- ,En,consecuencia, podemos proponer.prOblemas de inter-

stAtiones 'que se refieran,a cireunferencias.
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Tomemos un punto P y un

segmento de reqa de longitud'

eualquiera. Dibujemos la,eircun-

ferencia de centro P y cuyo radio

sea igual a 6,se segmento. Utili-
zandoel compás, haz el dibujo.en

una boja de mpel. Tu.dibujo dpbe

parecerse a la figura de la derecha.

Luego tomemos un punto cuaf-

quiera Q sobre la cireunfereneia.
1

(Despuds de.haberlo eseogido, la

figura se pareceri a la de la

i,CUintos punttosde la circun-

ferenela estan tambidn'sobre el

rayo 1. Para ayudarte a respon-

der a esi.;a pregunta puede's trazarl

el rayo en tu papel. En tal caso *

tu figura deberfa ser semdjante

la 4ue apareee adjunta.

(Eh general,,debes habftuarte,a escribir 6 dibujar'en el

papel todo lo que neresites para entender las ideas que estpds'

estudiando. Observa 46mo lo hemos,heCho, paso-a pasà, en .

nuestra exposIci6n. Sigue dsta sugerencia en todo lo que rests

del cap/tulo.)

-rara.la'r4sma situacidn del.pirrato anterior, 4auintos

.purit(is'de la eircuhferencia estdn también sobre el rayo 1ed?

(LHas dibujado el rayri ante's de intentar la respuesta?)

Oientes neeesidad de Tarcar uno o mds puntz)s de los,que

hitImos seftalado hast,ahora? .6Puedes describir cuidadoaamente

(en palabras),la situacidn de lospuntos nuevos que ore-Ws se

deben marcar?

4.
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Ahora aomtrea el,interior de

la circunfer'encia coma se muestra

en la 'figura. i,Cudl es la reunidn

de la circunferencia y inte-

riorl En el Capftulo,8 heMos lla-

mado "regicin cerrada" a la reunidn

de Una curva simple y de su inte7

rior.' La reunián de la circun-

ferencia y de su interior es una

regidn c/tdbiar cerrada, o un cir-

culo. -Ea conjunto de todos los puntos que estein o bien en el

interior de 4a curva a sabre ella, es la reunidn-de la circun-

fcrencia y su interior. Otra manera de-imaginat la reuni6n de

la circnterencia y d su interior es la siguipnte:

7-71,041

.ts

1 1-2

Esta'reunian es el .conjuptd de todos loi puntos cuya dis-.

tancia al centro P es.igual'o menor que el radio de lW

circunterenci'a.
. .

.1,Cudl es la- interiecCidn de'la aircunferencilft y ds,su iryte-`

rior? Ningiirt punto de la *eircunfer'encita, estd tambidn en-el inte-
,

rim: de la misMa. Decimo6 que la interSetcidn de la: cirbunferen-
.

cia y de su interior es.el conjunto vac1p.

Representemos por le al eirculos'es,decir &pa reunión deAa'

circunterencia con su'interior., OLIál es la lnterseccit5n del 6on-

junto Y conja recta IZ 4Por qué es Y r) Itsmuy diferente
de la.ineerseccidn de It con la*circunferepcla?

_En la:figyra de la derech41

el punto P es,el centro de la
6

-circunferencia. 1r0os puntos AI

B y G. estdn sabre la ciroun-.-

ferencia. 'La interseccidn de lg

y'l4r consist1 en 61 punto P, y

tr es perpend cular a PO. Sigue
4.411

estat instrucciones para copiar la

S.

a

s
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figura en una hoja de papal:

1. Dibuja la circnferencia con un cbmpis, marca su centro'y

lltimalo P.

2. Dibuja una recta que pase por P. Marca con A y B sus

puntcts de intersecci6n con la.circunferencla.

3. Utiliia un limbo graduado para dibujar un angulo recto, y

traza una.recta perpendicular a. lat Mama con F y, 0

los puntos de.itterseccicin de.la recta con la,eimunferencia.

4. 'Sombx:ea el semiplano qui contiene'a.:F y Cuya frontera.es-

V. '(Serfa bueno que t;t1J.loes un lipiz de color pqra el sm-
..

bt'eado. Si no tienes un lipiz de color, sombrea,ligeramente

con tu lipiz negro.)

Llameios H a este demiplano particular. Ahora responde 'a las

siguientes krguntas:-.

(a) Ouil es la Uterseccidn del sen1p1ano H con la circun-

. ferencia?

(b). LPertenece el pullto A a eat& interseccitin? Oertenece

a ella el punto '0? a gl punto F? LY el,punto P?

(0' Ouedes cdntar todosiblos puntos que pertenecen'a esta

interseccidn? Explica por qud sf o pbr qud no. ;4

Toma.clos puntos de la circunferencia que tambidn pertenezcaq'

al interior del ingulo PP, y llamalos M y N. 'Di igual maneraa

toma'un puntoa al cual llamaremos Ka'que pertenezca a la circun-

. ferencAa y estd en el-interior del.ingulo APF.

(d) Lcuál Ws.la.interseccidn de lel circunferencia y el tirigulo,

'MIN?

(a) Owll es la intersecAón del 4ntarior d4 la cir9unfe-
.

rencia ;on el interior del.ingulo MKT?'

UI

\

A

* '
441141i

ta
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Ejercipios'll -2

Sea, C ungt-circunferencia de'centro P y radio r. unidades.

Sea a otro punto cualOiera en el plano.de la circunferencia.

kVas dibujando-la figura, pasd a paso, a medida que la des-

cribe el problema?)

(a) 4Cuintos puntos pertenecen a la Intersecci6p de la circun-

ferencia C y el rayo

(b) Ouintos puntos pertenecen al conjunto C nig'?
(C) 4Dependen tus respuestas a (a). y (b) de la manera

coma hayas escogido la punt° S?

(d) 4Cuintos puntos pertenecen al conjunto C (1 lsn pepende
esta respuesta de la eleccidn de S? Si es ass, 4c6mo?'

th un piano, ipuede haber dos circupferenclas cuya, interse9ci6n

tonsista exactamente en un punto?

3. Tom dos puntos y mircalos P y Q. Dibuja dos circunferen-
,.

ciao con ceniro en . P .de manera que Q. ,esté en e"l exterior.

de ups de ellas y en'el interldr,de 1a otra. Marca la.pri-
,

mera cozi C y la segunda con D.

Eh la fliura de la derecha, sea

eel! el semiplano de lg en que

esti F. Sea el semiPlano.

de iRr en,que esti . B.

(a) 4Cuil es el conjunto fir). J?

(b) &Cue.l es la interseccidn de los
./

tres conjuntos, J4 H- y la circunferencia?
as -

J (c) &Te sugiere.el diagrama.que la circunferencia ha sido

separada en -lo 04 podriamps llamar cuadrantes? .Sips

isi, ouedes describir varias de esas porciones?

.(d) 4Puedes encontrar uda porción que se pueda ll'amar semi-

circunferencia? LPuedes describirla en el lenguaje de

las intersecciones o reunioner de conjuntps? 4Puedes

identificar varias de taaes porciones? .41lay mis de dqs? --

Toma dos puntos distinpoe P y Q. Dibuja la circunferencia

cuyo centro es P y cuyo radio es M Luego dibuja la

0
,
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eirtunferencia de cen ro Q _de manera que esté sobre

ella.

(a) 4Cud1 es la interaeccidn de,las dos circunferencias?

(b) Ouedes dibujar una recta que,,pase por tados los'puntos

Oe intersecei6nNie.las dos eircunfeiencias? zfUedes

dibujar'mds ee'una de'tales reetas? 4Por qué?

kcY Sombrea en tu dibujo inte'rseccidn de los dos cfrou-
lo

.

'(Si tienes un lipiz de coler a manp, 4saio para

sombrear; si,no lo tlehes, usa tu lápiz ordinatio'y

sorbrea Iigeramente.)

(d) (Para estaparte, usa-un tipo diferente de sombreo o

un ldpiz de otro color.) Sombrea la Atesecbidn del

interior de la eirounfeveneia tuyo eentro es..P y del
. .

exterior de la-cireunferencia cuyo centlip es Q. -(AnteS\

* d6 sombrear la intersección,,,puede resuItarte eonve-
.

niente marcar por, separado los dos aonjuntos cuya inter-

seeei6n se aesea.)

(e) Haz_otra copia de la 'figura que Muestre.las doS circun-

rerenciaa, y marea'en ella la reuni6n de los interioree

. de las dos eircunfereneias.

tas dos :%./reunferencias, que se

muestran a la dei.echa estein colo-

cadas en un mit= piano y tienen'

un,mismo centro, P. Las cIrcun-

ferencias que tienen el mismo

Centro se llaman conpéntricas.

(En.:las ruedaS de los automéviles,

el horde de'le rueday el bdrde: c/reular.del neUmEiticarson

ejevfosidb circupThrenciaa Cone6ntr1cas. Si lanzas una

.piedra a un estaxique de agus, las ondas circulares 'clue se

forman son tambid'n ejempfos de .eircunferpnciasepneéiltricas.)

(a) Describe la interscedi6h de la cireunferencia A. con

la:circunferencia B.

(b) Describe verbalmente' la region sombreada, empleando

paIabras tales como "interseccidn",. "exterior", etc.
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RefiqipdonosNa la figura del drob ema 6, cuil ser/a la,

manera 'rids* Sithple da describir la 'interseccidn de loa ex-

terlotes de las .dos circunf4ipenCias?

En la figura de la derechaet.'el

centro de cada una d'e las

cunferencias esti:Sobre la.otra.

Copia a fivra en unthci'ja de

papel esombroa la reuni6ni'de:

lo:s,exteriores de las dos circun-,

ferencias.

Toma dos punds dittirtos P y Q. .,Dibuja la recta PQ.
4-4w

Dibuja la circunf*entia cuyo,centio es P y que pasa por Q.

Dibuja la circunferencia cuyo centro es ,c1 y cup; radio es

Dibuja una reapa que pase por todos los puntos de inter-

seccidn de las dos circunferencias, y lliMila Observando

La figura, avei-iga la-relaci6n quo hay entre,la recta 2 y
la recta Nita Jtiliza el limbo graduado para comprobar tu

obsrvacitin.

-3. Dietro- tangentesa

Hemos visto quo la. alabra "radio" pliede usarse de dos mane-
.

ras. A manera de reps. un radia,de una circunferencia es ueo

de los segmentos'que uhe un punt() de la circunferencia con au

centro. La fongitud de uno Ide*esos segmentos es el radio de la

.circunfei-encia.'

' La palabra ditimetro esti intir4amente relacionada coh.la7pala.-

bra radib. Jr diimetro de una circunferencia es 'un segmento de

recta qt.e eontiene el centro de la cirminferencia y cuyos extrémos4

estin en 'la miama...,..--En la eircun-

ferencia representada,por la figura

de'la derecha, se mufstren tree

diimetros: Z, MA y W.- (Un
alimetro de una circunferencia Be

el mayorssegmente de reqta qipe se

'-rpuede dibujar' en el intericirde la

I s-1

e

it
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circunferencia de manera que sus extremos estdn sobre ella.)

Ouintos radios'aparecente<la figura?

Se puede dezeribir de otia manera el conjunto de puntos que

es un diametro. Jn diimetro de una circunferencia esaa reunidn

de dos radios distintos que son segmentos de una misma recta.
401L-

4411.16 comparaci6n se puede establecer entre la longitud de un

dlimetro y longitud de un radio?

La longitud de cualquier diimetro de una circunferencia se

llaMa tambi4n.diimetio de la misma. El diimetro-y el radio son

distanclas.

1,Cuantas veces menor es la medida del radio que la meada

del diimetrC2 Si escogemos una unidad de longitud cualquiera,
t

y si r d son, respectivamente, las medidas del radio y del

diiMetro, entonces tenemos esta,imporeante relacitin:

d = 2r

i,Por qud ntimero hay que sUstituir el signo de interrogacián de la

siguiente proposición nunArica para hacerla verdadera?

r = ? d

La recta j la circunferencia

de da figura de la derecha nos re-

cuerdan la rueda de un tren apoyada

sobre el carril, con la salvedad de

que no se muestra el borde ae la

rueda que la gula sobre el carril.

Outintos puntos estin a la vez en:

la nirmhferencla-y en la recta?

hay:un solo punto, el que se ha marcado con T. ISecimos en este

caso,que la,recta es tangente a lacircunferencia. El tinico

punto de su interseccieln es el punto de tangencia. En esta

figura, T, eo el punto de tangencia. Otra Manera de describir

un punto de tangencia es decir que eael tinico punto de la ci.r-

cunferencia que tamblin esti sobr la,recta. Responde ahora a

X

las siguientes pregvtas:

1. En Is figura, la recta "1".: separa al piano DPX en dos

semiplanos. LC6mo.puedes describir la interseccidn del

semiplano que contiene el punto X 'con la circunferencia?
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LCuil es la intersecc16n del semiplano que contiene el punto
P con el interior de la circunferencia?

Ouedes dibujar una circunferencia y una recta en un mismo

flaano de manera que su intersecci6n sea el conjunto vaclo?
Explicalo.

Puedes dibujar una eircunferencia y una recta de manera,que

su intersecci6h contenga exactamente cuatro puntoi?' ExplIcalo.
(a) Outintas rectas se yen

en la figura de la dere-

cha?

(b) Ouantas de csas rectas

no son tangentee a la

circunferencia?

(c) Designa'con una letra

cada punto de tangencia.

Suponte que damos una circunferencia y un punto sobre elle.
(a) Oudntos radios de la circunferencia contienen el punto

dado?

(b) LCutintas rectas, tangentes a la circunferencia, contienen
el punto dado?

Ejercicios 11-3

Ouintas tangentes encuentras en cada una de las siguientes
figuras?

(a) (b)

2. Busca ejemplos que representen la idea de una circunferencia

y de una recta tangente a esa circunferencia, es decir, de

una recta y una circunferencia cuya inteiseccidn consista en
un solo punto. Describe esos ejemplos.

%
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A continu.ac 6n se da una lista de los diimetros de algunas

eireu;11"rer.::ius. En cada caso, halla la distancia del

eentro de la circunfcrencia a un punto cualquiera de ella.

(a) 42 cm. (a) 11 yd.

(b) pulg. (e) O. pies

(e) PO pies

dan a continuación las distancias del centro de una cir7

cunferencia un punto de la misma. Halls el didmetro de

cada circunferencia:

(a) (d) 5 pies
1

5 n. Pies
1 c7..

..na C con centro en el punto P.

j. trs diimetros de C. Dibuja una circunferencia con

centru cuyo radio es igual al didmetro-de C.

(Atenci-,3n: te moblema requiere un manejo muy cuidadoso

del cumpds.)

-) Mama u. punto Q cerca'del centro de una hoja de

Lnuja una circunferencia C con centro en Q y con
radio d(: aproximadamente 2 pulgadas. Mantén la aber-

tura del compds fija con el radio que has elegido hasta

siue se complete QI dibujo.

;e) Mama un puhto U sabre la circunferencia C.

(d) '_;sando el compds, mama un punto V sobre la circun-

ferencia C de manera que UV tenga latiisma longitud

'Ile el radio W.

(e) Todavfa con el compis, dibuja un tercer. punto W sobre

C de manera que VW tenga la misma longitud que V.

(f) Contin'tia girando el compis, y marca puntoa X, Y y *Z

iobre C (usa'el compis tres veces) de manera que la

l6neltud de'cada uno de los segmentos WY, ICY y YZ
sea la misma iue el radio de la circunferencia.



2479- 1 1 -3

(g) Ahora compara la lorgitud del segmento: 211r con el radio
do la circunferencila.

Si tienes un

jar cuidadosamente

representard un he

congruentes y an

regular.

mpis de buena cal:lc:lad y puedes dibU-

la curva simple cerrada' UVWXYZ te

agono: (Si esa figura tiene ladOs

os congruent4s'0'ie llama hexagono

Jo debe arecerae a un hexigono regular.

Observa que losisegmentoe que son lados de tu hexelgono

son un poquiq mzis peque6s que un sexto de la circun

ferencia, esio es, que el arco que tiene los mismos ex-
tremos quczel segmento.)

(h) LQui nombre darlas a cada uno de los segmentos UN% VY
y IT?

En la figura, el punto Q es centro de la circunferencia y
centro del cuadrado UGH.
(a) LCuil es la intersección

de la circunferencia y

del cuadrado?

(b) 4Cual es la intersección
4-*

de la recta GH con la

circunferencia?

(c) LQué nombre nuevo hemos

dado al punto T?

(d) 4Cuantas retas son tan-

gentes a la circunferencia?

(e) Enumera todos los puntos de

tsngencia.

.En una hoja de pariel, haz un croquis del diagrams del pro-
blems 7. (NO se necesita en este caso uha figura cuidadosa-

mente dibuSada.) En tu papel, dibuja el cuadrilgtero RSTU.:

(a) i,Cutintos lados de ese cuadrilitero son.segmentos de

recta tangentes a la-circunferencia?

(b) 4cutil es la interseccicin del interior de la cirCunfere c a
y el.exterior del cuadrado EFGH?

"
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a

(c) Describe cuidadosamente la interseccidn'del exterior

de 'la circunferencia.y el interior del auadrado EFGH.

(d) &puil es la interseccidn del interior de la ciraun-

ferencia conel exterior del cuadrilitero RSTU? Ex-
.

plica tu respuesta sombreando la region correata en

la figura. 4

Refidrete_adn.a la figura.del problema 71 qul fue auidadosa-

mente dibujada.

(a) &Crees que los puntos Rs Q y T estin sobre unat

redta?

(b) &Te parece que los tres puntos U Q y S4 estam colO-

cados sobre una recta? .

(c) Estima el tamado del ingulo QTd uego domprueba tu

.estimaciOn usando el limbo graduado. 4

(d) HaAn coment4rio sobre la relacicin que hay entre la

recta y la recta 10..t ComprUeba tu comentario

con el limbc graduado.

*1 . Dibuja una circunferenaia cualquiera y una repta,tangente a

esa circunterencia. Dibuja tambidn la recta que une el cell--

tre la ciraunferencia con el punto de tangencia.

(a) Orees que hay una relacidn;importante entre estas dos

rectas? Si es asio cul es'esa relacidn?

(b) &Cuintos radios de una circunferencia.se pueden trazar

de manera que uno de sus extremos.sea Un punto_de

*11. Sabemos por la descripciOn de una circunferencia que todos

los radios son congruentes. LC6mo podemos utislizar este

hocho para mostrar que'por nuestra definicidn de.ditimetro

todos los didmetros de una cierta eircunferancia son con-

gruenes? 1

1 -4. Arcos

En el Capitulo 4 hemos aprendido que un solo punto sobre

una recta la .separa en dos semirrectas: Utilizando esta Idea

14.1.2x
.#

2
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separacidn, decimos que sobre una recta, un thüco punto deter-
mina dos.semirrectas. Rebuerda
que si A, B y Q son puntos

A 0 8
sobre Una recta,.como se muestra

en la figura de la dereeha, Q. se

'considers "entre" A y B. Sobre la recta, la idea de "estar
entre" y la' idea de "separacidn" estin estrechamente relacionadas.

LBasta un tinico punto sobre una
circunferencia para separarla en dos

partes? LSepara el punto Q a la

circunferencia de la .derecha en dos
partes? Si partimos de Q y nos
movemos en la direccidn.de Ias

agujas del reloj podeos, e. su debido

tiempo, llegar nuevamente a Q. Lo

mismo"bcurre si nos movemos -en direc-

cidn contraria a las agujas del
réloj. Un tinido.punto no separa a

una circunferenciaen dos partes.

En la figura de la derecha, los
puntos X e Y separan a la eircun-

ferencla en dos partes. Una. de las

partes contiene.el punto A, la otra
tantiene ql punto B. NingdnImmina.
que lleve de X a X a lo largo de-

la circunferencia puede evitar por:

lo menos a uno de los puntos A o B.

Vemos, puesl.que necesitamos dos pun-

thesAiferentes para seriSrar a la cir-

cunferencila en 'dos partes distintas.

Sobre la circunferencia (ie la
derecha estin lOt puntos A, B y Q.

asti el.punto A .entre B 'y -Q?

astd el"punto- Q entre y .B?
&Esti el punto B entre' A y Q?
Como podemos movernos tanto en 1 t
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Itirecci6n de las Agujas lel relcej como en la direcci6n con-

traria, las-respuestas a estas préguntas son afirmatiyas. A

diferencia de la recta en que la separaci6n y l.a propiedad de

"estar entre" se vinculan estrechamente; sobre la cA.C'unferen-

cla o 6ualquier otra curva simple cerr4da podemos observar

estas dos posibilidades:

1. *chi tinico punto no separa la tiurva en dos partes.

2. La separaci6n y la propiedad de "estar entre, no,son no-

clones intimamente relacionada para las curvas simples

ceiradas.

En nuestros estudios previos de geometria nos hemos re e-

rido a las partes'de rectas como segmen6s de recta. Serd

neeesario considerar en ellifuturo partes de circunferencias.

'Una parte de circunferencia se llama arco. Eh eldibujo de la

dereoha, los puntos A y B
separan a la ciitcunferencia en

dos partes. Cada una de esap

partes, Iuntsmente con los pun-

tos A y B, es un arm A y

B son los extremos del artco.

Dos puntos cualeS4uiera distintos

de 'una circunferencia determinim dos areds diferentes,que tienen

esos,puntos como extremos. En el dibujo anterior; el arco que

parte de Ay-S-6--grbIotiga-en-raern.ec61-6n de las agirlas deT

reloj hasta.el punto Bup es m4s corto que el arco que parte del

punto A y se prolongs en sentido contrario al de las agujas

del reloj hasta eI pUnto B.



Con scSlo dos pun os sobre %Ana elreunterencia, tales como A
y B, no podemos dIstinguir fieilmente uno de los"arcot.deter-

.
Iltaados por: A y B. En la figura

de la derechal hemos mareado y dado
nombre a un punto entre los dos ei-

tremos para cada areo. Esktos pun-

tos estin convenientemente loci114
zados cerca del centro de cads. uno

de esos arcos. Usamos el s1mbolo

" para.representar la palabra.

"arco". Entonces, representa
el arco itue eontiene el punto M. ANB representa el.areo que
contiene a N. En l.,;gar de 1R% podemos usar vaué otros
simbolos representarin el mismo arco que ANB?. 4Qué punto esti**
contehide en el treo MAN

Ejereicios 11-4'

Utilizanclo la figura de.la dere-

cha, seflala el areo:mds eorto

que eontiene los sigutentes pun-
.

que no soh extremos del
s.
areo.

(a) A

X
(c) C Y

2. Utillzando la figura del problems 1, nombra.el puntp d lo4
puntos 'que no son extremos de cada uno (lb :Loa s ientes
ac4

(a) .(d)

())
17)37-0 t (e). )(BY

(e) WAX. *(f) AC

A



% k

3. Haciendo uso de a figurg

extremos de.estos arcos?

4a) la.
(b)

del .1problema

(d) 176:
(e) la
(f)

Ha sido necesario dibujar una figurg para

pregunta anterior? Explica: tu respuesta.

Usa la figura dt la derechalpara respollr

siguientes.:

(a) 4Se ha especificado sobre

la cicunferencia algdn

punto entre :C y D? Ex-.

plica turespuesta.

(b) 4Se ha especificadozun punto

entre C y D, sobre...6irD?

Si es ass1,4cuil ea ese punto?

(c) El punto L separa a CLH en dos arcoa. 4Cuiles son?'

(d) Separa el punto -.14 a la circunferencia en dos arcos?

Explica por quit si o por clue no.

6. Haz uso de tus respupstas al problema 5 para conteatar lis

siguientes pregu4tas:

(a) Un puniq de un arco, Lsepara a ese arcoen dos arcos?

,(b) U4 puntd de un arco que no es uno de sus extreme; plebe

estar=entre dos puotos.del arco? -

(c) eriene un am) un punto inioial y un punto terminal?

Si es as1, 4cOmo se les llama?

(d) Las nOciones de Heqtar entre"' y de separicidn para uns

arco, 4son mis ilarecidas*a las mismas nociones referen-

tes al sogmento'di recta, o a las que se relacionan son

una cirtunferencia?

cudles son los

rdsponder a la

a las preguntas



a

st4

,

\,

14 figura de la derecha el
par de puntos A y B separa
los puntos X e Y. iQué
puntos, al los hay, estan sepa-
rados por los pares de puntos
que se dan a continuacidn*?
(a) Bp Y
(b) A, Y
Rn. la.figUra de la derecha se
asociit ilia con el inteisior
de 4 'APB. conecta un
punto de PA con .un punto.
de IX
(a) i,Estn sobre :II los dos'

puntos A y
(b) Oorresponde el punto

de Titi al punto. A de

\\*

(c) X, Y
(d). A, X

AMB?

-(c) Para cads rayo que parte de p y pass por AMB, 4hay
punto de Tv que tambidn esti sobre see rayo?

(d) &Hay una correspondencia biunivoca entre loe puntos de
Alrg y los puntos de Pin Si. es asi, describe sea comes-,
pondencia.
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1175. 4Angulos ce les
'Los arcos tienerr algunas propiedades semejantes a las de los

segmentos de recta. En la pzura
de 'la derecha nwesträ una
correspondencia, biunivoca natural
entre -el copjunto de piattos de
AMB y el conjunto de puntos de
Tra.. Un puqo puede Separal, al
segmento en dos pirtes. En la
misma forma, un, arca puede ser
separado en dos 'arcos por un punto (lye este "sobre el ,arco, pero
que no sea uno de susaextremos. cow los segmentos los arcos
tienen un punto inicial y un'pUntu ter4nal: sus extremos. Aun-

/,que los arcos son partes de circuoferencias, un" arco tiene algunas
propiedades que no son' las mismas que.pára la circuniberencia.

En la figura de la derecha, .

riN ès un diametro de la ciroun-,
:ferencia P. Sus ,extremos A y
B determinan dos iarco6 muy es-
pleciaIes iue se llaman semicircup-
ferencias. Una semicircunferencia
ea tut, arco cleterminado pox los ex-

,

emos- -ae-izr-dVametri) de-la circunferenela. In lit figura, AVB
es una semicircunferencial. 4Puedes indicale otra semicireunteren:-

ciaen esa figura? zEs 1i .una semicirpunfereiicia?

Los extremos de una semicircunfekiencia y el centro de la
misma estin sobre una* recta. Esto, sin embargo, no es cierio
pars. todos los arcos. En la
figura de la dereetat extre-
mos. de L:KE no estan soble una
recta que paaa por el ceon ro de
la circunferencia. D y E estEin
sobre los 'rayos 17ff y

.
fingulo EP]) tiene au '-tertice en

_centro de la circunt2elexAgla,;_-_-_-
LIamamos ingulos centre:es a 'los einguIos como ate. .01.1 Angufor



central e r. Angulo que tiene su vdrtice en el centrtla de le
cunterencia. Tal'es ingbilas se miden de la mismalpanera coma los.
otros. La unitiad de medicla de ingulos es un Angulo deIln grado.

11.11 la figura, latmedida del Angulo Ell".) es aproximadamente 85.
Cuando se trabdja eon areas, es necesario comparar uno con

otro. En consecueneia, serti conveniente desarroller Un igtado
' pare med4.r areas lmaginemos üxia eireunferencia dividida en 360

areas cqngruentes es, deeir cada uno de dichos 360 areas de suns
eircunferencia dada tiftne la misma medida. Cada uno dè esos arcos
determine usax unidact de medida de area's. Llamamos a este iinidad
n grado de arce.

Itos rayos quesvarten del centre, de la 'aireunferenclia 1.7 pasan
por los extremos de una uhidad de mediae de area, de'terminan un

Io céntral. Nos representarnos tn grado de arco, coma si fuera
determined() par un Angulo c.entral
que es un Angulo unitario de un
grade. En la figura de la dereeha,
al la medft.da ,de AIT`5. en grados de .

area es So, entoncet la medida de
Z AP13 en 'grados de gngulo es flo.
El slmbolo pare ,u2:1 gradode Area,

es el raismo que pars gradoe
ot

de ingio.o. Para medir grados tie arca, podemos usar un instrumento
de forma' dircular que contenga 360 areas cong,rubntes. La mayor
parte de estos instrumentos, llamados, limbos graduados, miIestran
,exactamente la mitad de esta escala.

En el,conjunto de, rayos numerados de la escala angular, los
wimeros a y 180 corresponden ,rayo's opuestos, este es, rayon
que estAri hobre i misma recta y tienen el mismo extremo. La
ieuni6n de estos dos rayon forma una recta, cuya interseeeilin con

. .
la cir-cunferencia es el par de extremos de un dionetrot Eaton dos
puntos Seterminan un arca especial, una Semicircunferikcia, 'que
hemos mencionado antes en este capitulo. Conaidrand6 eata eaeeia

...--pademos imaginer que-la ne roun1erenci a eeqme&daen
grados de areo de iSo° pues consiste en 180 arco un grado.

a,



4
Correspondiendo a la clase especial.de arco que hemos llamado

una semicircunferencia,hair una clase especial de dngulo central

con una medida de 1800. Algunas personas encuentran convenient;

hablar.del Angulo central de 180° como de un "dngulo llano".

( LPor quO "Anglo llano" n6 coneuerda Con nUestra definici6n de

Angulo?)

Eh la figura de la derteoha hai. dos

cirtunferencias con centro comiz P.

Las circunferencias estin en,u n mismo.

piano. Tales circunférencias se'llaman

ciicunferencias' cortc&tricas. Los dos

arcos, y tienen el mismo'

1 'Angulo-central, LOPH. Por consiguiente,

ABB y ESD debe. tener la, m3smErmedida

d'arco.. Si la medida angular de Z:BPA
- es 70, entonbes la medidA. del arco ARk
es 70. La medida del arca ESD debe ser tambiein 70. in .

,embargooliRg parece mds coko que Recuerda'que la medida
de arco no es\una.medida de longitud. Dos arcos pueden tenor la

misma medida de arco, pero iener diferentes longitudes. La raz6n

clara-Cuando hayas-est'udiado el 'restO de esti cap/tuXo.

Ejereicios

Usando tu limbo graduado,.deter-.

mina la medida de los arcos mar-.

cedes en la figura de li derecha.'

Indida tus reiultados hlaciendo

uso correcto de los simbolos,

por. ejemplo -m(11) . 15.

(a) ABC (d) BCD
(b) ABCD- (e) IR

*4*.

I.

..
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4

4
0

Construye una c4rsunferencia
d
e radio aproximadamente igual

1a hr pulgadas. En este ejercicio,' marca los puntos que'se
, c .. ,

nocesitan en sentido contrario a las agujas del ikeloj, a lo

largo de la circunferensia, partiendo de.un punte, Ai cual-

quiera de la misma.- Marca y'rotula arcos de rUs qiguientes

'11-5

medidas:

(e) m(a) = 19

(b) m(ia). =. 45

(c) m(BD) = 50

(1), In(D )='170

.4Cuinco.es m(R)?

(a) 4Cuatos grados de aroo hay.en fin ouadrante de una cir-,

cunterencia?

(b) 'Ouintos.gradot de arco hay en un octavo de eircuriferen-
. .

cia? .

(a) '4Cuarntos grados. de arco,hdy en un sexto.4 circunteren-
.

cia?. , . ,
,

.(1) Ouintos grad9s de arco bay en tree uartos de,:icirounfe:.

. renciay .

tDIbuja una circunterencia con un radio de 2 pulgadas.',Par-
.

tiendo de un punto Cualquiera de anal %Isa un compis cOn la

misma abertura(2 pulgadas) para marcar una seriesde puAtcis

igualmente e'spaliale5i a lo.largo de la circuliferencia.

ATENCION: Ten cuidado de que tu compis no cambie de 'aber-

,

(a) 41,1egas exactamente al mismo punto de parti.da?

(b) 401:Antos arcos has marcado?

(c) 4Cui1 eg lcCmedida'de):.angulo central de cualkidiera de

esoa arcos?

(d) 4Cual es la medida en grados de uno cualquiera de csos ,

arcos?

4 4.

1 5i)

*
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Considers: el areo ABCDEF, o mEis brevemente AF, presentado
en a figura siguiente. Determina:

(a) n
(b) n
(c) Kb r) CF

6. EnAa figura de la derecha,

las cireunferencias C y p
son 7cone6ntricas y estin en

un mismo piano.

(a) Seaala un diametro de la

eireunfercncia D.

(b) Sedala tin diimetro de la

eireunferencia C.

(d). r) DE

(e) a n AE

(e) &Cud1 de las eireunferencib.s tiene mayor diimetro?

(d) &Cud). de las circunferencias pareee der mis larga?

&Por qué serla diffeil medir con precisión lasaongitudes

de las eireunferencias, recorriendo a lo largo de ellas?

7. Experimento para hallar la relaciOn entre el diametro y la
longitud de una eireunferencia.

(a) Toma tres objetos,eirculares en tu casa; tales eomo un

vaso, un molde para pasteles, un plato o la rueda de un

juguete (o bien, puedes recortar una piera circular de_

cartulina o eart6n). Utiliza una cinta de medir (de

tela o de acero flexible) para ha...lar la longitud de

eada una de las eireunferencias. Si ho tienes una

einta de medirl utiliza un trozo de cuerda, y luego mide

la longitud del trozo de nuerda utilizado.

(b) Mide el diimetro de los mismos tres objetos cireulares.

Como puede ser diffeil loealizar el eentro exaeto de la

cireunferencia, !tilde transversalmente la eireunfereneia



(0)

"

11 -5

vP1.1.ett ,Jna modlaa oel ..11.4metro tan

butna t",:h pocIlt").1c*. eel JalTt. Patas medidas
es

r.;-:eulta u e. en una a la que se

%ompara 1 mtia d cada uno de
lod Pt.ra aantiladedo, podemos
14-111a,- c t"Ak tobla, la columna
c - dr ,'..111-tt.kkl.ta ld

c1rcunfer,=.:3s los

senta la laa

los dignet1-1.

de déclmo.)

d'imetros.

medidas

.-nre las medidas de las

dcl,umna repre-

1:4s dIrcunferencias a

1as adone? 3on la aproximacidn

Nombre del 110mAid4 de la 1.Y1Pdtda del
objeto I ir;unfrcr.cia otaletro

vaso

molde p$ru
*=m.

aro

plato

(d) Oarecen a ,f14s l3 difIrencias "c - d"?
(e) i:Parecen Ig%/a-;:s edas las razonoe

La circunferenc.!P rig,:,3 radix. ,..: 5 rulgadas. La.cir-
cunferencla B tiene lob radi.) de 2:-3 pulzadact. 2xpUca por
qu4 Ia medida angular de vo ok43.c,eaa4.e 1 ciroulo A es la
misma .3ue la medida clzi,dr,aLtp Mel circulo B.

*9 Pon en evidencia una correa:.on,'encLa.tiunivJa entre los eon-
juntos de puntos de las dol 3.:x1c2-ccriln7;14c

fertmcia dada que s4an deterAin:.ov diAletrQ.

a

N a')
,.,
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11-6. Longitud, de la circunferencia

Es dificil,medir con precisión la lOngitud de una cirmih-

ferencia. En el problema 7, EjerciCios 11-5, has visto 'que

parece haber una relación'entre el dieimetro de una circunferen-

cia y la longitud de esa circunferencia.

4a diferencia "a d" para una determinada circunferencia

no nos da una relaci6n que parezca cierta para las otras

cunferencias. ,Para todas ellas, sin embargo, la raz6n de

las medidas de la lbngitud al diametro, parece seria minas.

4Qué resultados ha's obtenido para la razón de c a d?

Era ese ndmero aproximadamente el mismo en cada caso? 4Era ese

'ndmero un poco mayor que 3? Si hiciste cuidadosamente, el ex-

perimento, tus resuItados para la raz6n Ueben haber sido

aproximadamente 3.1 6 3.2. Parece, pues, que Ia longitud de

cualquier ciraunferencia es un poco más de tres veces el diametro

de esa circunferencia.

Los matemiticOs han demostrado que, para cualquier circun-

ferencia, la razdn de la medida de la longitud de la circunferen-

cia a la medida del diimetro es siempre el mismo ndmero. Se usa

un simbolo especial para este numero. Este simbolo se escribe

" r ", que es una letra del alfabeto griego. Se lee "pi". r es

Ia primers letra de la palabra griega ilara "perimetro".

Eh lenguaje matemitico, decinns que la relacidn'de la medida.

c de la longitud de la circunferencia a is,medida d de su

digmetro es:

6 a = vd -

B:' 7
1

El valor de 37es aproxinsdamente 3.14 6 -. Usamos

este ndmero pars determinar la longitud de cualquier cirounferen-

cia.

Es mucho mis ficil nedir el diametro de una circunferencia

que la longitud de la mihma. Se puede calgular la longiiud de

la circunferencia usando la nedida deI diimetro y la relacidn

que antes hemos encontrado. Suponte que el diametro de una

circunferencia es 5 pulgadas. Entonces se puede hallar la

).1



longitud de esa circunferencia de lesiguiente manera:

(Usando r os 3.14)

c rd

o = 3.14

c =, 15.7

(Usando ir

Ejercicios 11-6a

Completfi los datos que faltan acerca de las circunferencias

consideradas (usando r 3.14), en el siguiente cuadro.

Circunferencia Radio Dialetro Longitud de la
circunferencia

(a ) A 10 pig. ? ?

(b) B 15 pies

(0) C 3.6 yd. ? ?

(d) D
.

4. 2 cm. ? ?

(e) E ? 5. 6 pig ?

(a) 4Que nUmero se obtiene dividiendO la. medida.de la longi-
tud de una circunfirencia por la medida del diimetro de
la misma?

(b) '4C6mo puedes deterthinar lalongitud de una eirounferencia
si s6lo conoces el diimetro?

(c) Ouedes determinar el diametro de una circunferencia cono-
, .

ciendo solamente la longitud de esa circunferencia? Ex-
pllCa tu respuesta.

Copia y completa las siguientes proposiciones num4ricas que
muestran la relación entre la longitud de una circunferencia
y el diametro de la misma:

9 ?(a) Tr :-... --ir (b)
.

7r ? (a) . .?=r.
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Completa-los datos que filtan referentes-atlas circunferen=

eias eonsideradas (usandci. r 4), en el sigulente amdro:

Cireunferemia Radio Diimetro Longitud de la
circunferencia

,

(a)

.

. 0
;

.

22 pies.

(b)

.

ld 25 rag.

(a) X ' 16 .cm.

(d) . Y 43 yd.

(e)

_

Z
,

88 mm.

,

(a) 4C6mo puedes determinar la medidi del radio de una pir-

eunferencia si conoces solamente la medida del diametro?

(b) 4C6mo AMpdes.determinar'la medida del didmetro de una

eireunfencia si s6lo Conoces la medida del radio de

la misma?

(c) ,C6mo puedes determinar la medida de la longitud de una

eireunferencia vali4ndote 'de la medidS. del radio de la

eircunferencia?

Copia y eompleta las siguientes proposieiones numéricasque

muestran la relaei6n entre la longitud.de la eireunfereneia

1,,e). radio de la misma

(a) c r(? r)

(b) c (r ?)r
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11-6

4ompleta los datos que"faltan referentes a las circunferenclas
Tie se consideran (usando r ft 3.1), en el' siguiente cuadro:

Circunferencia Radio Longitud de la
circunferencia

(a) Y. 5 plg. ?

b) L 51 pies

(c) M 17 m.

(d) N 100 yd,

fir

Para los problemas a 11, emplea r ft 3.14.

8. Una pantalla circular para cierta limpara tiene 12 pulgadas
de diimetro y necesita una npeva cenefa en el borde inferior.

4Qué longitud'de cinta Se necesitari?' ,(N8 tomes en cuenta la
parte que se superpone en los extremos.)

Se va a construir un aro *circular con una varilla de metal de
62 pulgadas de largo. LCuil seri su diimetio? LSeri sAfi-
cientemente grande para usarlo come aro de canasta para el
juego de bisketbol? (El diimetro oficiaI de la canasta es
de 18 pulgadas.)

.10. .En un cAmpo de.juegos, un tiovivo tiene 15 pies de radio. Si,
te sientas al borde, Cqud distancia.reeorres en una vuelta? .

11. Unp rueda se desplaza 12 pies a lo largo de la 'piste cuando
da una vuelta completa. Leuil es el.diimetro'de la rueda?

*12. Una circunferencia de 20 pulgadas de.diimetro esti,subdivi-
dida por puntos en 8 arcos de igual longitud.
(a) 1,Cuil es la longitud de la circunferencia completa?
(b) Cuál es la longitud de cada arco?
(c) 4Cui1 es la,medida angular de cada arco?

..t
(d) En esta.eircunferencial Lqud longitud tiene Un arco de

'un grado?

Afte
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OPCIONAL; la ndmeio r

El ndmero representado por el simbolo'" " es uila nueva

clase de ndmero. 'No es itn ndmerc; cardinal. Tampocto ea un nd-

iero raeional. Reeuerda que todg desarrollo decimal de un nd4-

mero racional es pericidico. Los matemdticos han demostrado que

el desarrollo decimal de r no.puede ser periddieo. Er un

articulo escrito por F. 'Genuys en Chiffres T (1958)0 aparece

un desarrollo con 10,000 cifras decimiles,para r.

, He aqui el valor de r con eincuenta y einco cifras deci-

iales: 3.14159 26534 89793.23846 26433 83279 50288 41971 69399

36510 58209,, ,

(Los tres puntos al final indican que el desarroll8 decimal:

continda indefinidamente.)

Si examinad estedes'arrollo decimal para el ndmero ir ves

que'evdificil localizar el punto sobre la recta numérica al
4

cual corresponde. Sin embargo, examinanda los digitos ordena-

damente, podemos eneontrar segmentos de-la recta numdrica eada

vez mis pequenos, que contengan el punto correspondiente a r.

Estudia los siguientes enunciados:

7 . 3*-1- 0.141592 r. ,Por consiguiente, ir > 3 y r

LPor' qud? (3 < r A)

.r = 3.1.-+ 0.041592... . Por consiguiente, r ). 3.1 -7 r (,3.2.

elPor quO (3.1 < r 43.2)

. 3.14 + 0.001592... Por consiguiente ,r 3.14 y

iT < 3.15. 1,Por qué? (3.14 4'i 4 3.i5)

LCuil debe ser el siguiente enunciadot

En la figura siguiente se muestra una recta numlériea. Eh

el punto 0 se indica la primera posición de una.cireunferencia

'ettyo did:metro tiene una unidad de longitud, y se sena a taMblein

su posicidn despues de haber rodado a lo largo'de la recta nu--

mérica. La pdsición aproximada del punto que eorresponde al

dmero r es el punto de tangencia, C.



III

IV

-497-

3

3.1

/Oa 0.2 03 0.4 0.5 OA 02
.

A/

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06-0.0?

0.8

10

.0+311-1,

3.2

I

La recta I en la figura ilustra el enunciado 1. El punto
correspondiente a r ftsti sobria el segmento cuyos extremos son
3 y 4.

En la rect'a II se muestra, amplfado diez veces, el segmento
de la recta I de extremos 3 y 4. 'Se ha Aubdividido el seg-
llento para marcar las décimas, de manera que los puntos de dividiOn
corresponden a los ntimerJs 3.1, 3,2, 35, etc. .E1 enunciaddt2''s
nos dice-,que el punto para ,r eiti sobre el segmentode eAtremos
3-1 Y 3.2.

3

Sdbre la recta III Fe muestra, ampliado.diez veces, el seg-
mento 'de extremos 3.1 3:2. Los pUntos martados sabre la°
i-eota III la subdividen en dicimas, y Correiponden a lbs nASmer;os
3.11, 3.12, etc. Por el enunciado 3 .sabemos que el punto'que
corresponde 4 r esti.sobre el segMento de extremos 3.14 y
3.15.

9

-/Aud_nlImeros se debe4 escribir en los extremos del sigmehto
marcado IV? ak qué ntimeros.corresponderi los pilntos de subdivi-
sidn? LSobre qué segmento de la recta Iv esti el punto corres-
pondiente mi

A

411
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naerva nuevamente la recta Ill. V'eris que el segthento

completo de la recta III es Una amp21aci6n 100 veces mis

grande que el correspondientesegmenio'sobre la reAta numérica

I,,sobre la que ha rodado la circunferencia. Empleando exacta

mente-tres digitcis en el.ciecimal pars .r, hemos visto que el

punto 'I- esti en un segmento particular que es muy pe,quefto--

exactamente Ter delssegmento PR 1a recta numérica entre los

puntos '3 'y 4.

Si -atilizaras un digito mis, podrias mostrar que los ex-
.

tremos del segmento qu'e con4erie a r son ?

Ejercicio 11-61)

(a) HaIl;) cor: :tres cifras decimales, la diferedcia entre

yr ; cada unp de 19s siguientes nlimeros racionales:

lq 22 25

t' 4

( de.ios mimeros racionales de la_pregunta (a)

esti mis prOximo de T?

'22
Utllizande r as calcul Lo sipiente:

,(c) La longitt:d de una eircunferencia cuyo 4Aimetr6 es

.14 pPlgadas."

(d) La longitpd de una circunferencia cuyo radio es 21

pies. .

. -

'(e) diimetro de una circunferencia exgra lqngitud es

132 pulgadas. 4 w *

(f) El radio de.una circunferencia..cuya longitUd es 44

Ties.

X (g) La longitud de una ctrcunferencia cuyo radio es 102.

pulgadas.'

(a) Halla, con cuatro cifras deal:Males, la expresidn deci-

mal para 2r.
sr

(b) Halla, con cinco cifras decimales, la -expresión deci

mai" pars 3r.. 7

159

".
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3. Es una b e a icipba usar 7 algunas vecesE como numerdl en
lugar de utilizar su expres1dn4ddcimal. Responde a las
siguientes preguntas usando r coma numeral. , Deaimos.que las

I. respueas\estan expresadas "en tg"minos de y".'
(a) Silla'iongiCiAd de unaJoircunferencia es 5kr pu'lgadas,

- 4cual es su digmetro? tCUiXes su radio?,
(b) Si el Agriletro-de una circunferencia.es 13 pulgadas,'

ouil es la laongitud de la airaunferencia?
(c) Si l radio d4 una aircunferenc±a es 3.6 centimetres,

es'la longitud de aircunferencia?
Suponte que el cl.t&metro de la ciraunferencia C. es trea veces
mis largo que el.digmetro de la biraunferencia D. LCuil es
la raz6n perlas medidas de las longitudes de kstas cirsun-
ferencias? (Sugereribia: Elige.longitudes para los.diimktros
y luego halla las lOngitudes de las ciraunferencids. Usa r
admo

5. En la figura, las airailnferen-

cias 0+%y D tipnen el mismo

cedtro P. E. radio de la

airaunferencia C es 7 pul-:

gadas y el de la ciraunferencia

ip es 5 pulgadas.

(a) Halla la longitdd de cada aircunferencia.
.

U). Si el angulo QPR contiene 70 grados, outil es la
medida angular del arco..ST? Leuál es la medida angular
de CYR-

(C

t

Parte fraccionaria de la bircunferencia C. es el
.arco QR? LQ114 parte fraccionaria de la aircunferenaia
0',4éssel ST?

(d) 1,Cuitl es la ida lineal del arco CA? 0'11ál es'la

medida Weal del *a,rao .§t?

e..)
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PROBLEMA DIFiCIL. Suponte que se coloca una cinta bien

tensa aliededor de la tiirral.sa:re al ectrador; y luego se

le aumenta I pie de longitild, ae manera que'se afloj29,un

,.podol'pero dejandola igualmente separada de la tierra en

toda su longitud:

(a) 4Podria pasar un ratdn entre'la cinta y la tierra?

(b) 4Podrlas pasar'tti entre la cinta y la tierra? Si no es

cuanto debe'alargarse l; cinta de manera que

te sea posible pOar debajo de lla? '

(c) tyllud propiedad matemitica puedes usar, pare responder a

estas preguntas?

11-7. .Area del.c/rculo

En la cocina de tt casa puedes encontrar una sar:dn circu-

lar de nueve pulgadas. El borde de la superficie en que se frie

representa una circunferencie., y las "nueve pulgddas" represantan

el diametro de esa circunferenpia.. Alkunas sartenes son cuadra-

das. Probablemente puedes encontrar tambidn una sartdn cuadrada

de ocho.pulgadas. Una persona que tratara,de decidir la compra
I 1

de una sartdn'airdular de'nueve pulgadas o de una sartdn euadra-

da de ocho pulgadas podr/a preguntarse: "LCual es mats grande?"

Por "mas grande" debemos entender mayor siterfiCie pars: frelr.

En otras-palabras, .se quiere comparar el area de la regidn cerrada

de un cuadrado de ocho pulgadas de lado"con el area de la regidn

cerrada correspondiente's. una circunferencia de nu'rve pulgadas

da'diametro.

Despuds de una'cufaadosa inspeccidn de 'ids dos sartenes,

cbncluir/as que,las areas son t,an aproximadas que no puedes'

decidir culll es mds grande. Ttatemos de smcontrar auil de las

dos sartenes tiene mayor superficie pare freir.

"Area de un cfrcu]o" significa "Area de la reel& circular

cerrada". -Cuando sepamos cdmo caleulai el area de un arculo,

podremos expresar este area en términos del radio. Esto,se hace

'frecuentemente cuando se habla de una regidn circular.

4.
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Como cada lado del cuadrddo tiene ocho pulgadas de longitud,

sabemos que su area es sesenta y tuatro pulgadas'cuadradas. En

cambio, min no hemos estudiado uris mdtodo que nos pirmita calular

elarea de-Un cfraulo. Podemos medir el aiametro. Ebta medl.da

.
puede utiaizarse para calcaar el radio o la longitud de la 0.r-

cunferencia. Pero: ea-dificil medir el area de un elpeulo. i

, r
Eh la figure., el puntO P es :

i
,

A la vez el centro de la circunfe-
,

1

rencia y el.centro del cuadrado

ABEF. Sea r la medida del radio

de la circunferencia.. Entonces,

alida lino de los segmentos

IT es un radio con medida r.. El

ingulo VPZ recto. 4Es el

itea del cuadrado ABEF cuatro

veees el area del cl:ladrado VAZP

Observa que en la figura la eircunferencia tiène un di etAo

que es igual en longitud al lado-del cuadrado; luego conteEsta a

las siguientes. preguntas:

I. (a) VEs l area del circulo mayor o me;n1ox Tae el areaidel

cuadrado -ABEF? 1

(b) Lts el area del eirculo mayor que el area del cuadrado

VAZP? i

A

(e) LEs'el drea'del clreulo mayor o menor:que el cudOruple

-del area del euadrado' VAZP?

(d) LNos da esto el Li.rea del clreulo?

Tratemos de calclilar aproximadamente el area del elycuIo

haalendo una medial-6n was cuidadosa. En la parte auperip de Ia

pigina siguiente se presenta un cuadrado, pequeno. Cada pno de sus

lados tlene una unidad de longitud, El euadrado pequeftlrePrepenta

una unidad de area.

La figura grande reprepenta una eircunferenclia cuy0 radio

tiene diez unidades de longitud. El cuadrado grande, ciyoa lados,

son tangentes a la circunferencia, tiene su lado de ve nte uzp.

dades de longitud. La xegi6n interior a esa circunfer neia ha
4

s
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sido Gubierta con' unidades de area. Usa eate dibujo para hailer

el dr4a aproximada del.cfrculo.

&Qui mdtodo serfs bueno'para contar el ntimero de wlidades

euAdradas de la rigipn circular? Podr/amos contar el /Winer° de

tales unidades en al miadranie-limitado por el cuadrado ABCIL

Luego podrfamos multipIiear ese ndmero po I. Observa, sin

embargo, qUe aigunas de las unidades de drea eatin pare almente

en el interior del cfrculo y parcialmeilte en su exterior. Tent-

mos que determlinar el total de unidades euadradass lo cuaI.se

puede Nicer contando las unidades que tienen mai de su mitad en,

el interior, como unidades enteras. .Eirmpnees, despreciamos las
4

unidades !Ara las cuales la menor parte esti en el-interior.

Hay unas 79 unidades de.drea en el cuadrante. El ntimero
A

tqtal de unidades de Area enael cfreulo sera, entonces, 4 veces

79, es decir

es el area Oel cuadrado ABCD? El area de ABCD es

100 .1.anidadea cuadradas. Entonces el area de BERG es 400

unidades cuadradas. Ahora responde a las siguientes preguntas:

II. (a). 4Aud relaticin hay entre el.irea del eircule y el drea .

.
de BERG?,

(p) 4Es el area del cfreulo un poco mayor que tree veces .

el ireit de ABCD?

sk, (e) 4Ctimo puedaa dpterminar rápidamente el Area del cua-
.

drado ,ABCD?
,

'Como hemos visto por las respuestas a 1 preguntis ante-

-. ivioreg, el arei dq BERG es Mayor. que ei ie1 cfraulo.

*Puest6 que el Area de BEFG es Quatro veeet el area de ABCD,

entonces, cuatro veces diez veces diez .(4 10 ,P0) da un

'iprducto mayor que el drea del circulo. Pero ellrea de).'circulo

,es un poco mayor que tres veces diez yeses die; (3*: 10 10).

a

a
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Ls matemáticos han demostrado que para cualquier clrculo,

su area es un poeo mayor que tres veces la medida de su radio

multipilcado por'af.misMo. (La medida del radio del cIrculo en

la figura ercl 10. Ezta era la misma que la tedida del lado del

euadrado ABCD.) El irea de un circulo es igual al producto de

que

por el tadrado del radio. En lengua,e matem4tieo, decimos

A . rr.

donde A es el numero de unidades de atrea r es la medida

del radio. '.

.amos a la comparación de la$ dos sartenes. Una sartén

circ-A.ar de queve pulgadas de didmetro tiene un radio de 3.

pulgadas (c5 pulgadas). El irea de la sart4n puede ser

calculada api:
2 /

*A rr kUsando r
7

22 9A .3.7- 7
1782

A 6 6

Ahora podemos-responder a la pregunta: %Que. sart4n tiene mayor

superficie para treir, una circular de nueve pulgaaas de digmetro

.o una cuadrada de echo pulgadas de lado?" Cuál es tu respuesta?

Ejercicios 11-7

'Isando r }
'

halla las ireah de los cfreulos cuyos radios
7

se indican a continuaeicin:

(a) 7 pulg.

(b) S pies

(e). i4 cm.

(d) 21 yd.

(e) 3.5 mm.
(f) 4.2yd.

sando r m, 3.14, halla las areas de los circulos cuyos

radios s.xn loz siguientes:

aY 5 pies (d) 20 pies

(b) 10 yd. (0 18 pulg.

(c) 1 cm. (f) 2.5 yd.

(1,5
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En 'a elgulAnte tabla se,dan datos sobre clnco circunferencias.

Halla los datos que fultan toma.do 3.1 como aproximacidn

para T.

,

Circunferencia
,

Radio Diametro Longitud de la
circunferendia

Area
.

'(a) A 4 pies

(b) B
,

16 cm.

(c) C 20 pies

(d) 0 100 mi.

(e) E 111 plg.

4Qué sartén tiene naor superficie para frefr, una circular de

ocho pulgddas de diametro o una cuadrada de siete pulgadas de

ladoe 3.14)

La parte superior de un tambor circular tiene doce pulgadas
de diametro. 4Cual es su'area?

(a) 4QA16 mato& es mis facil 'para hallar el area 'de un cir-

culc--medir su radio y calcular el area, con la ayuda de
irr

2
0 o medir el area directamente con una unidad de medl-

da apropiada?

(b) Oeben dar los dos matodos el mismo resul a o?

Un terreno rectangular*mide.

40 pies por 30'pies y 'tiene

su mayor paite sembrada con

grama, salvo un macizo cir-

cular de flores que tiene

7 pies de radio. OLIal es el

area sembrada con grama?

41
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La figura representa una curva

simple cerrada t)rmada por.un

arca de circunferencia y un

diametro de la misma. El area

del interior de est.a curva simple cerrada, medida en puIgadas

cuadradaa, es ".37.. No emplees ninguna aproximacidn para r

en este problema.

(a) 4Cuil'es el area del cfrculo entero?

(b) 4Cual es el cuadrado del radio?

(c) 4Cuil es la longitud del radio?

(d) 4De 41.26 longitud es el tramo recto de la curva simple

cerrada representada por la figura?

(e) LCual es la Iongitud de la circunferencia completa?

(f) 4Cual es la longitud del arca circular representado por

la figura?

(g) 4Cuil es la longitu'd total de la curva simple eerrada?

La tierra esti a unos 150 millones de kilcimetros del sol.

La cirbita trayectoria) de la tierra alrededor del sol no

es realmente ircular, pero si lo es aproximadamente. Suponte

que la órbita es circular; entonces,la trayectoria estari en

un piano y tendra una región interior (en el mismo piano).

.4En cuinto 'se puede estimar el.irea de ese interior?

'10. El centro de la circUnferencia

más grande estd sobre la circuL-

. ferericia mis pequefia. La inter-

secci6n de las dos circunferen-

cias es 1.n punto linico. Este

punto y ios centros de las dos

eircunferencias estan sabre una

recta. Si se tama coma unidad

de medida:el interior de la

circunferencia más pequeila, owü seri la medida de la regidn

interior de la circunferencia grande, pero exterior a la cir-

. cunferencia pequena?
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nigue lac instrucciones quo se sugieren a continuacidn y

aprenderis otra manera de descubrir una relaci6n entre el

radio y el irea de un mismo cfrculo. Utilizando tu compas,

dibuja una circunferencia grande sobre una hoja'de cartulina.

Llama P al centro de la circunferercia. (V. la figura a la

izqiierda.) ::sa el limbo graduado para trazar ocho rectas que

pab'eri por P y dividan el interldr e-I cfrculo en ftecipéis

regiones, todas de igual drea. (V. la figura a _la derecha.)

,4edes calcular cu6ntos gradoo d arco tendri cada uno de los

dieiseas arcos?

Recorta cI cfrculo separandolo del resto de le cartulina.

Coma el interior del erculo a lo largo del diimetro en linea

llena. Torra luego cada una de las clips mitades,,y corta tulda-%

'dosamente a lo largo de las Ifneas punteadas de los rayos,

partiendo dp P y hasta tasi llegar a la circunferencia misma.

Colgando las,ocho porciones angulares, deben parecer dientes.'

e
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Junta luego los dos semicirculos de mandra que las salientes

del uno se.coloquen en las

entrantes del otro. (Eh la

figura se muestran unos pocos

de los dieciséis dientep.)

Los bordes superioz e inferior

de la figura as/ formada tienen aspecto ondulado. Si fueran

rectos, la figura entera serla el interior de un

(llena el esroacio eri blanco con un nombre adecuado para. este. *

curva simple cerrada). Como apIicacin de los resuItados del

Capitulo 10 puedes estimar el.irea del interior de esta

curva usando las medidas de su bake aparente y de su altura.

VOA relaCi6n hay entre tu resultado y eI producto de r

por la segunda potencia del radio?.

12. PROBLEMA DIFICIL. Un establo tiene 40 pies de'largo y 20

piesidd ancho. Eh eI punto media de uno de los lados mis

largos se ha fijado una cadena de 35 pies de largo. Otra

cadena de 35 pies de largo se ha,fijado en una de las es-

quinas del establo. -Cualguiera de estas.oadenas puede

utilizarse beara atar una'vaca mientras come la grama..

(a) cadena da a la vaca atada la ma:Yor area en la que

puede pastar?

(b) u4 diferencia hay entre las areas de las,dos,regiones?

(Usa 3.146 como apxy.ximacidn para v.)
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11:8. .Scilidos.cili4dricos Volume;

En el Capftulo 6, has estudiado los sdlidos reetangulares,

au volumen y.el area de su superficie. Eh el Capftulo 10, has
visto el prisma, su volumen y el,drea de su'superficie. Aqui es-
tudiaremoS otros sdlidos que se encuentran freeuentemente en la
vida diaria. Suponte que un sdlido tiene una base circular, eomo
en el easo de una lata de conservas, en vez de una base reotaxiigu-
lar como'una caja cualquiera. Ese saido se llama sdlida tilin-,
drico (o simplemente cilindro).! Te son familiares Otros ejemplos
de sdlidos cilindriCos, como tubo.s de papel, tanques, silos y
.egunos vasos,para beber.

Las figuras que se muestran a continuación represéntan eilin-
dros. Las de la izquierda se llaman eilindros rectoè. Compiralas
con las de lOs cilindros oblicuos de la dereeha.

CILINDROS RECTOS CILINDROS OBLICUOS

RaramAmte vemos cilindros oblicuos en la viaa diaria.. Pop.*
consiguiente, supondremos en'este eapftulo que nuestros s6lidos
son cilindros rectos.

He aqui una lista de'algunat-propiedades importantes de un.
,

cilindro recto:

(1) Tiene dos bases tongruentes (una tapa un fondo) y
cada una de llas es una regidn circular.

(2) Cada una d las bases esti en un piano y los dos pianos
son paralel s.

(3) Si los planos de lai bases se colocan horizontalmente,
la base eu,ptor estd directamente encima de la base
inferior.

1.1. (4) La supe cieNlateral del cilindro se compone de los
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puntos de los segmentos que unen un punto de la cir-

eunferencia inferior con el punto que esta directa-
.

rmnte encima de 61 en la circunfereneia superior.

Hay dos ntSmeros que representan longitudes quepermiten

caracterizar un sSlido cilfndricor el radio de la base del

y el alto (o altura) del miamo. La altilra es la dis- a,

tancia'(perpendicular) entre los pianos paraleloa que contienen

ln bases. La altura de un cilindro recto se puede,taMbidn .tma-

44r como la longltud del segmento mis pequeao posibly conte-

nido en la superficie lateral y que une las dos bases.
ir

6Cdmo podemos hallar el volumen de un sólido cilindrico?

Encierto sentido hay un m6todo basta4e fun. Si el saido

0$ comb una lata de'conservas-y 1Suede contener ague (0 arena). .

podemos lIenarlo y iuego vaciar sU contenido en un depdsito de

tameo normalizado. Sin embargo, queremos conocer una manera

de llegar a la respuesta sin hacer esta qperacidn cada vez.

"Para algunoo cilindrosl este m6todo serfs impracticable, mudhas

veces .imposible.

Recuerda cdmo hemos encontrado el volumen de una caja o de

un prisma (recto). Primero hemOs considerado una caja o prisMa

, de :una unidad de alto. El ralmero de unidades clibicas de esia

caja o prisma s.rla 61 mismo ,lue el rIximero de unidades cuadra-

das de su base. jmego la medida del voIumen era, claramente,

medida del drea de la base por uno. Si la caja o prisma

tenia una altura de dos unidades, entonces la medida del volumen

era'clammente el doble de la medida de). drea de la base. Es

serfa 2 vecesla medida.del drea de la base.
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En general, si el drea de la base Nem. B unidades cuadra-
.

dee y el alto de la caja o prisma ruera: h unidades, entonces el
volumen serla B- h midades cdbicas.

Exaptamente lo mismo oeurre epn un sdlido calndrieo.
medida dei volumen del clindro es simplemerAe'la medida del area
de la base por lamedida de la altura. El 4fea de la base del'.
cilindro es rr2 unidades euadradas. Entonces el volumen es? 9.
rr" 'h unidades ct!bicas.

Tenemps ahora un prineipio bisiCo 'que se aljlica a las cajas,
a los otros prismas a los cilindros: La medida del volumen es
la medida del area de la base por la meaida de la altura. En
tdrmlnos matemdtpos, se escribe esto freeuentemente asi:

V. Bh
donde *B represen ,L la medida del area'de lc base h representa
la medida de la altura.

Debes aprende- y reeordar la manera de ealcularlel volumen
de los sólidos cilindrico. para.- caleular el volumen de cualquier
s6lido de este tipd simplemente'multiplicas la medida del area de'
la base por 16' medide de la' altura. la altura, es la distancia
(perpendicular) entre los pianos paralelos que contienen las bases.
Si te imaginas la figura geométrica y lo que quieres det;rmirmr,

entonces muhos problemas de este tipo son muy riciles.

Pori ejemplo, suponte que quieres calcular el volumen de un,
ailindro euyo radio tiene una medida'de 7 i.cuyo alté (o aItura)
tiene una medida de X.

V . Bh; para un cilindro, B

Por consigulente; V . rr2h

a

'

El volumen del cilindro tiene unas 1,540 uniclaqs:caleas.

22V .

. 7 : 7 10

11= 1,540
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Note Sobre los ctilculos. Algunas veces, cuanao se hacen

*calculos en los.que interviene ro resulta mis ficil.ugar su

aDrOximaci6n decimal solaienieen las illti4s partes del cil-

culo aritm4tic6. De eta manera utilizamos lo menos posible

los decimales con muchaa cifras. Considera, por ejemplo,

Ar 52 a. Observamos que 52 . 25 .y trie 25 ' 8 = 200.

Por consiguiente, r t'52 8 = .tr. 200 ft (3:4) (200) = 628.

Esie procedimiento es mucho M.'s simple que multiplicar- 3:14.

por 25 y luego muliplicar el resultado por .8.

Ejercicios 11-43

1. En el siguiente cuadro se dan datos de cinco cilindros

xTetos. Las letras r h son las medidas del radio

de lsa base circular y de la altura del-cilindrol.respes-

tivamente. Usando 3.1 come aproximación pars 7, halla

los volmenes'fde los cilindros.

ell

(b)

1111H11111111111

(d)

MI12

Cilhritho Radio (r) Alto h) VOlumen

A 4 plg.-
8 pig. 111111111111IMO

IMO
p

D

8 pies 4 pies

10 cm.

.

30 am.

7 Yd. 25 yd.

plg. 12 plg.

I *1. j

a



11,

-513-

Vot

. Rolla los voltimenes de los aili,ndros rectos que se mue4tran
.a centinuaat6n. Se dan las dimensiones para el radio y la
..altura de aada aili4ndro. Las figuras no estan dibujadas a
escala. Usa r ft 3.14

va *

4

(e)

(

(d)

ias

25 ples

Un silo (con techo p\ano) tiene 30 iiies.de alto y su radio
interiox; r.iide 6 ISies., Ouintos pies alibicoso de granos.puede
contener? (LCutil es su. volumen?) "Use. r ft 3.14.

Un tanque ellindrico para aglia tiene 8 pies=de alto. El dig.-
metro (no el radio) de su base mide 1 pie. Rolla el voltimen
(en pies clibiaos) de agua que puede contener. Deja exprpsada
tu respuesta en tdrminos de r. Si .usassuna aproximac160 pira
ro ouil es tu respuesta pon la aproximacián de un pie ctiblco?

1En uri pie clibico de agva hay unos galone?. £Cusintos

galones,contendri, aiwoximadamentej, el tanque del problema. 4?
Halla la cantidad de-agua (volumen enpulgadas cdbicas) qui 40.

puede contner lac tubo de 400*p1e8 de-largo :si el radio ine-
. rior deNsu.secól6n transversalies 1 pulgala: Toma r J" 3.144
(Una'seccidn tranaversal tiene la forma de 4.a base. Una sec-
cidn transversal es 11 interseccion del sdlido con un piano

paralele a los pianos de las bases y oolocado entre illoo.)

a.
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Hallael V,7:::Imen de un 6611do cillndrico 5uys altura es 10

eentImetros y ouyb radio de la base es 3 centSmetros. Deja

tu respuesti en tdrminos de r.

8n el problema /0 &cudl aerie el volumen si el alto se dupli-

Sr- cara y la base permaneciera sin eamb iar?

9 En el problema 7, opal seria el volumen "si el radio de la

.base se duplieara y la altura permaneeiera sin oambier?

10. En el problems 7, Loutil seri& el volumen sisse dupliearan a

la ves la alture y, el radio de Ia base? (Imagine que pri-
I.

mero se .dupldca.la altura y luego se duplica el.radio de

'se .dupliZte

el ral lo
'

12. PROBLEMA DIF14. LCual es la eantidad'(volumen) de metal

en un trozo de tuberfa de agua de 30" de largo si el da:

metrointer or de una seccidn transversal de la tuberSa es

-y el diametro exterior es 2.5". Usa fts 3.1.

la base de este nuevo eilindro.)

11. En general, oual'es el efecto sabre eI volumen de

cuando se duplica la altura? a cUand6

el radio de la brise? a cuando se duplit,an ambos,
;

de la base v la iltura?

11-9. Sdlidos eilindrios--Area total

En la sfSaci6n anterior hemos considerado problemas sbbre

el volumen de un cilindro. Consideraremos'ahora el drea de su
.

superficie. Hay' dos preguntas que se puedet proponer: (1) Okada

es el area de una superficie curva? (2)-LCual es el area total?

Es fácil ver Is relación entre estas dos 1pregUntas si nos ima-

ginamos eI sciIido. El area total es el area de la superficie

curva más (41 area de las bases superior e inferior. Pero el

drea de las dos based ei.la Mismb..* La medida 'de una de ellas -

es wr
2

donde r' es la4*edida del radio de.la base. Ass, pues,

encontramos wia manera dehisalar el area de la superficie

curva,. podemos encontrar4 fireatotal.
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La tiqueta de una lata Oe conservas pulireaci La la super-
\\fiele eurya de la lata. Supondremos que esta etiqueta cui)re com-

pletamente la superficie curva de la lata. Entondes, el area de
la eXiquPta es el tirea lateral del cllindro. z,Ccimo se fabrican
las-etiquetas? Se cortan y se imprimen en forma de regiones re
tangu,lares. El alto de tal reetingulo es el alto del stilldo cilin-
drico. 'La longitud..cle la base'es la ci'reunferencia de la base
circular:del cilindro. (Cuando se.fabricanl-las etiquetas tienen
esta longtd y un poquito mis, pars pet4mltir la 'superpcisici6n de
los borde:s extremos.) El area lateral de un cilindro, entonces,
no.es otra cosa que el area de.un rectingulo comb se muestra-a
contlnuacián.

lie-- ALTO DEL CILINDRO

I LONGITUD DE LA
CIRCLINFERENCIA
DEL CILINDRP

Hemos observado que el area lateral de un cilindro es el
area de ciero rectingulo. La altura del rectingulo y la altura
del cilindro son igtales. La longitud de la base del reatongulo
y la lorIgitbd de la circOnferencia.de la base del eilindro son
lguales. For consiz.uiente, la medida del area lateral
dro es'el producto de la medida de Ia longitud de la'circunferen-,
cia de la base y la medida de la altura. . Entonces, la medida. es

2rr h
Y la medida del area total'es

.0.

2rr ..h t 2rr
Hay ciertas ,supt,rficie'curvas, como la.superficie de una'

bola, por ojemplo, que no pUeden sec trapadas de' una manera tah
seheilla. Las superricies rectangularesty algtnas otras super-.

tidies plan'ac no pueden ser extendldas bien sabre eIlas. Las
.dreas de tali,s superficies pueden sdr tratadas d otras manerae.
Felizmente los cilindros tiehen superficies curvas "f4ciles".

0'

>
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don referencia a las medidas sobre los circulos, son muy

importantes dos de las feirmulas presentadas en este capitulo.

Esas rdrmulas son:

1. c = Err (6 c /I'd)

2; A ,

Las fdriulas para'el volumen y el area de.la superficie de un

esas dos fdrmules. Por.consiguiente,

no es esencl.al que memorioes.las fdrmulas pare elyolumen y el

area de fa suprficie' si puedes recorder lo que ellas repre-
..

sentan.

Debes entender,y conocer el principio general basico para

la obtención de loa voltimenes de varios sdlidos. Para sdlidos

que son prismad rectos y cilindros rectos4 este primipio noi

lice que'la medid4.del'vi-lurien es 4,..producto de la medida del

.irea"de la base por la medida de la altura, o en simbolosmate-

mittAcos, V . Bh.

Finalmente, en varios problemas tales como el cilculo de

kireas de las superficies, debes imaginarte los.4.0,bjetos geom4tri-

cos y lo que ya conoces. Por #jemplo, pare hallar el Area late-

ral de un sdlido cilindrico, imagine. cdmo Berle este superficie

lateral si P.,ra aplanadat Entonces el area lateral es el Area

de un re Para'c:ttener el Area total, suma altarea

lateral el doble del area de la base. En simbq.os mateMaticos,

ST = rdh + 2rr
2

.

. 1

A .
. .

donde ST representa la medida del area total de tal cilindro,
. .

d representa la medida del diametro de lia base,

r -represents la inedida del radio. de. Ia base y,

h representa la medida 4e la alturl del cilindro.
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Millar el area tollta del

ollindro que se mestra a la

derecha: (Use 7w

ST . rdh + 27rj\,

ST w (14 ? 14 20) + (2 22
. 7 .

;

ST 880 +- 308

Syr , , 188
r

11

El area, total es aproximadamente 1, 1 t38 pulgadas cuadradair.

Ejercicios 11-9

1. En la tabla' st dan_los. datos de eine() cilindros,

r g4( 3.1 halla loa1atoa que faltan.

Tomando

Cilindro Ra1io dee
lE. babe

Diimetro de.
la base

Altura
.. .

r

*Area total
CA ) I

(a) A
e

9 ,
. 10 plg. 10 plg.

a,

( F 1 pie 3 pies

17 pies
\

(c) C 1.6 pies

(d) D 15 om. ? 50 cm. ?

(e)
..

E ?

. .

8 ..rd. 12 yd. ?

%le

att

S.
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iss'n es ta pdEina.

,:n"1. 171 ,

C..-}

lns cillndrns diseHados

(d)

IRO.YECTO PARA P ECUTAR EN CASA. qompleta el sigiaiente pro-
:

yecto fuei's del aula.

(a) Toma .1ra lata de conservas cualquiera. Midela y ponle

luego una eLiqueta de manera que ct.kbra su superficie

,turva sin superposiciones. Tu etiqu,a tended la forma.

un . Su altc. skrd el . de la lata. La

lcngitud de su base será la de la lata. Trata

de aplicar tu etiqueta a ver si coincide.

Toma otra lata de conservas de diferente tamafto de-la

anterior. Haz una etiqueta sin efectuar ninguna medi-

eión. Determina el tamatio deseado de la etiqueta por

4omparact6n con la lata.

() Con una cinta de medir o una cuerda (que madirds despu4s

c..lcula el area lateral,de la lata de,la parte (b),

midiendo directamente la.circunferencia de la base y

la altura.

(d) Mide el diimetro (y lugo calcula el radio) de la base

de la lata de )R parte (b). Vtilizando estos datos y

14 altura, halla el tired lateyal de la lata. LCoincide

tu rspeesta con.la que obtuviste en la. parte (e)?
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ti ralla el lateral en cer*Ametros cuadrados) de un sdlido

c-..yo alto es centfmetros y el radio de euya
base es 1/1- eentfmetros. Toma r 3.14.

/
t.

l!alla l dra total del cilindro del problema 4.

J,Cucintos metros cuadrados de lamina metilica necesitas para
construir un tanque cilindrico cerrado cya alcura es 1.2

metros el radio de cliya.base es 0.8 metros? Ouintos
metros cuadrados necesitarfas si el tanque esilviera.abierto

en la parte superior?

1:na aldea tiene un .rran tanqv cilfndrico para agua, que nece-
s1,4a pintarse. Un galein de pintura cubre unow 400 pies cua-
drados. zScué eantidad de pintura se necesita para cubrir todo

el tanque. si el radio de la base es 8 pies y el alto del tan-
Aue c Q ies? Da tu respuesta con la aproximaci6n de un
d6cimo de gal6n.

Icaso de los CapItulos y 11

1. Fr.-onteneLt el uso 6e diagramas ayuda mucho a poner de
maL1C1t7:3.to clertas relaciones. For ejemplo,

21

al

puede representar 2 3 = 6

Medlante iiagram4a se pueden representar las relaciones refe-

rentes a sumas y productos.

puede representar

20 + 5) = 2 3 + 2

6,4, 10

^

Has eatudiado-maneras de calcular perfmetros, areas y vollimenes

pare eierto nt5mero de figuras geométricas y sus interiores, y
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has expresado estos métodos brevemente en proposiciones numé-

riess o formulas.

kcontinuacién se dan doce diagramas de varias de estas

fórmulas y una lista de las figuras geométricas a las cuales

se aplican una (o más) de esas fórmulas. Copia cada'diaga
en una hoja de papel y escribe al lado lo siguiente:

(3.) El nombre de 'la figura (o figuras) a las cualec se apIica

el diagrama. (Toma figuras de la lista indicada.)

(b) Lo que la f6rmula dice acerca de Ia figura: ,Area, peri-

metro, volumen, circunferencia y area lateral.

(c) La f6rmula que representa eI diagrama.

Lista de figuras: paralelogramo

prisms rectangular

circunferencia.

tritinguIo

rectingulo

prisma triangular

cilindro



(1) (2) (3)
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(4) (5) (6)

( 1.2 )

Q()

11-10

(9) (10)

r.
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( ) En tus copias de los diagramas, .dibuja una circunferencia

alrededor de cada numeral.

(b) Dibuja un euadrado alrededor de cada slmbolo para una

medida que tienes que conoder para aplicar la fOrmula a
-

una figura particular.

-(c) Aplica una regla horizontalmente a través de lOs dia-

gramas (1) a (10) en tu texto, para separar los nume-

rales de-los simbolos'para las medidas. 4Por qué hay

en algunos diagramas mis flechas debajo de la regla que

en otros?

(d) Cada xina de las.fOrmulas indica la manera de encontrar

la medida de =la cantidad que,tiene una dimensi6n, dos

dlmensiones o tres dimensiories. Coloca "1", '42"

al lado de eada diagrama 'Ara mostrar la dimension de

la especle de cantidad :!on que se relaciont.

(e) Otes- alguna conexiOn entre Vus respuestas a las pregentas
,

2(b) y 2(d)?

(1) Mira los.diagramas de las fOrmulas para hallar v311.1menes.

(Hay, tres.).. Pon una B en el extremo de una.flecha,

para separar la parte de la fOrmula que da el irea de 4
,

la baie del resto de la fOrmula.
a

ConstrOre fOrmulas referentes

diagrarriAs para esas fOrmulas,

cada diagrama.

Dibuja'los diagramas (11) y

Esciibe.las fOrmulas para tus

te

a cuadrados y cubos. .Haz

e indica lo que significa

(12) de diferente manera.

nuevos diagraMas.

4
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En la figura antcrior, determina con tu'limbo graduado, la
medida de los siguielites arcps. Indica tus resultados usando

correctamAte los simbolos.

La longitud de,cada lado del

triingulo EFO es 54.6 metros.

la distanciA entre E y el cen-

tro P 'de 1,1 circunferencia es

20.0 metros. La medida

altvra del triingulo EFG de

E al lado IT' es 30.0 metros.

(d)

(e). RAM

(a) Ouil es el area del tri-

ingulo En?
(b) '4Cua1 es el area dei. cirtulo? (Utillza, 3.142 camo

'aproximación para r: y redondea tus res uestas Ion ia

aproximaci6n de un metro cuadrado.)

a
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(c) Dibuja en tu papel un croquis de la figura y sombrea

la interseccisin del interior de la.circunferehpia y el

extekor del triangUlo EFG.

(d) LCuile es el area de esta interseccián?

(e) El semiplanp le EF en'que está el punto 4 se inter-

seca con el interior de la,circunferencia. LCual es el

area de esta intersección?

5, A continuacidn se muestran cuatro figuras que representan,

curvas simples cerradas. Cada curva es la reuni6n de varios

segmentos y de ano o dos arcos de circunferencia. Cada arco

eb, o bien una semicircunferencia o mide 90 grados. Los

segmentos puhteadosneforman part'e de las curvas simples

cerradas, 1:)ro son titiles para indicar longitudes. Park

cada curva, halla pu longitud total y el area de su regi6n

cer'rada.

(a)

(Usa v
6 METROS

s

24 METROS

Cada segment° tiene 31.4 centimetros'de longitud.

La distancia entre los segmentos paralelos es 17.9

centimetros. (Toma r 14-3.14, 'y redondea las res-

puestas ringles'conrrla aproximación de un centfmetro

o de un centImetro cuadrado.)

1 Sr"

s.
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525
) La unidad *de medida es *el

pie. (Deja tus resiouesfas

en tdrminos de r.) I

*(d). La unidad de medida es el'

(teja tUs res-
puestas en términos de 'r.

;12
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Halle el volumen de unmonumento
.conWuido de la siguiente,manera:
la base e.s un bloque 'rectangular,
de mirmol de dimensiones 4, por
61 "pox. 21 de altos Sobre el
cencro del blogue hay un st5)1.do

cillndricó de 8# de alto,

siendo el radio de au circunferen-
.'cia de base 1'. 53ma r fts 3.4.

Halla dl irea total de la supergicie libre del monumento del
problema anterior. La parte inferior de la babe no se consi-. I

dera como superficie libre..

a
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Capitu io 12

SISTEMAS MATEMATICOS

1 Una nueva olase de adieidn

It

S.

La figura anterior represents el diteo de un reldj de euatrominutos. El cero es el 15unto de partida y también eI punto de* :

,

llegada una rotecidn de Ia aguJi.
Con, este modelo podriamos partir de 0 y movernos has a unaelerta posieidn (numeral) y, luego roAvernod 'Easta

otra p6sieicin dela Inisma manera eomo se mueve la aguja del reloj Por ejempIo,podriamos
. %partir de 0 y movernos de la distsntia en tomb. del dideo. Nos detendrfamos en 2. Si a continuaeldn
efietuambsuna: rotaeidn' de ae vtielta (moviéndopos com, la 'aguja, delreloj), nos 1d6tendriamos en 3. Despu4s de una rqtaeión de. apiartir de 0 podrlamos seguir eon una rotaeAn de lo que nosIlevarla a 1. El ,prImer ejempIo pOdria formularse asi: 2 + 124a 3, donde el 2 _Indica v: -dr la rotaciOn a partir d6 0, alsign)! " + " Agnifiea' que hay que segvir esa rotaei64 4on otrarotaci6h (eomo la 'es.guja del reIoj), Y el 1 signifiea una

rotación cir entonees llegamc, a la posieidn =reads 3 (64. de ro t acidn a pai,tif de 0). El aeguhdcl ejemplo ,se'rfa 2' + 3da' 1 dondr., el 2 el oleo + significan lo mismo qup en elprimero, y 1 3 signif:lea una rotadldn de 4.1 tina"manera fdelide escribir tsto es:
.

2 + 3 1 (mod 4)

A

3
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que se lee:

Dos ms tres es equivalen e a uno (mod 4) o también

dos mis tree es congruente con uno (mod 4);

.El (mod 4) significa que hay cuatro numerales: 0, 1, 2 y- 3

er .. el disco del reloj. El'signo + significa lo que describi-

mos antes como nuestro nuevo.tipo de adicidn.. El " " entre

2 + 3 y el .1 'indican que 2 + 3 'y 1 son lo MiSMD (esto es,

"equivalentes") en este reloj. Abreviando, la liamambe diclón

(mod 4)". Por supuesto se podrian haber litilizadootras nota-

cionea, pero 4sta es lt; mis comun. Ia expresión "(mod 4)° deriva

de que algunas vedes 4 se llama "el módulo" que indica cutintaa

etapad hay que pasarantes de repetir el,modelo.

Ejemplo 1. Halls 3 + 37mod 4).

3 + 3 g 2 (mod 4)

Ejemplo 2. 'Halla (2 3y A. 3 (mod 4)..

2 + 3 i 1 <mod 4) 1. + 3 g 0 (mod 4)

(2 + 3) + 3 = 3 E 0 (mod 4)
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La sigulente tabla ilustra algo de lo que pasa con la aciiciem,
en %el sistema (mod 4).

a 0

1

*2

3

(Mod )4)

0 1 2

1

0

0

. -Leemos una de estas siguiendola norizqntal que comien-
za en una entada de la columna de le: izquierda, por ejemplo 2,
hassta,cierto lugar debajo de alguna entrada de la Lila superior,
tal coma 3 (observa las
esta posicion ep la tabla.

filemento de la columna,de

super5;or (en este orden).

flechas). Ernlimero correspondiehte a
se tomacomo resultado de combinar
la izquierda con el elemento de la Lila
'En'el.:caso anterior escr1bi4

2 3 .7. 1 (mod 4). Emplea' la tabla para comprobar que
3 + 1 = '0 (mod 4).

S

Uemplo '2. Completa las siguientes
proposiciones'num6ricas

Fara convertirlas 9n enunclados verdaddros.

(a) 3 + 4 E (jmol 5)

Si se representara el sistems.Imod 5) por.el disco- de un
reloj, 4ste tendria marcadas cinco posiciones; es.decir,
u, y 4. Si dibujas este relOj 'versa que
3 1- 4 2 (mod 5) puesto que 3 significa una-rotacián3

4de 5 a partir de . 0. A 4sta sigue una rotación de 5!
que termina, en 2..

(b 2 + 3 E.E..1 (mod, 5)

22 + 3 s Ok(mod 'Efsta es una rotacián de 5 a partir
de 0 seguida de una rotagidn de que conduce a 0.

. (0'4 4. 3 E (mod'6),

Rn el sistema (-wd 6) las posiciones en el,disco del
reloj estan marcadas 0, 1,e2,- 3, 4 y 5. Si'dibujas
este'reloj veriOrque 4 + 3 (mod 6).

4.

a
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2.

Ejercl.cios 12-1

Copla y completa la tabla de sumar (mod 4). 'tbipldala para

completar las sigu;.entes proposiciones numdricas:

(a) 1 + 3-Ft ? (mod 4) (c) 2 + 2 E 7 (mod 4)

(b) 3 + 3 E ? (mod 4) (d) 2 + 3 (mod 4)

Construye una tabla de sumar

(mod 5).

(mod y una tabla de sumar

Usa las tablas del problema 2 para calcular lo siguiente:

(a) 1 + 2 E ?-(mod 3) (c) 2 + 2 E ? (mod 3)

(b) 3 + 3 a ? (mod 5) (d) 4 + 3 E ? (mod 5)

4. Conctruye tIntas 0.b1as como necesites para completar las

.siguierites proposiciones numdricas:

(a) 5 + 3 a. ? (mod 6) (c) 3 6 E ? (mod 7)

(b) 5 + 5.: ? .(mod ,(d) 4 + 5 a ? (mod 7)

Nota: Conserva todas las tablas que has c;nstruido, pu4

las usaremos rads adelante en este capitulo.

5. Suatizuye x de manera que las siguientes proposiciones

puméricas se conviertan en enynciados verdaderos:'

(a) 4 + x E 9 (mod 5). (e) 3 + x s 2 (mod 5)

(b) x t 1 a 2 (mod 3) -(f) x + 4 a 3 (mod 5),

(0) 1 4.1-7r(mod 3) (g) x + 2 a 0 (moci.3)

(d) 2 + x s 4 (mod 5) (h) 4 + x a 4 (mod 5)

6. Tienes un reloj de cInco minutos. LOtAntaa revoluclones

completas efea%ua'rfi la aguja ara indlbar que'han'pasado

2, minutos? 4Cua1 serfa la posición de la aguja al,tinal

de los 23 hinutot;? (Suponte que la aguja parte de la

posicián 0:)

LiQué hora es slete horas después de las ocho? LQUé Ilueva

clase de adicldn us'arfas aquft

fecha es nueve dfas despuda del 27 de marzo? Olud

mueva clase de.adlci6n usarfas aqui?

1 S
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t
nueva clase de matiplicaciiin,

Antes de ionsiderar Una nueva multiplicacidn, veamas una
parte de la tabla de matipli,Par para los ntimeros cardin'ales.
liela aqui:

2

3

,0
1 " 4

0' 0 0 0 1 0 0 0

0 .1. 2 3 4 6

0 2 *4 6
.
8 10 12

0 3 , 9 12 15. 18 ,

0 8 12 16 20 24

5 10 15 20 25 30

(J. 12 18 24 30 '3

12 42

Sl, teniendo esta tabla, hubiéramos olvidado cuanto es 5 pcir 6,
podr/amon tomar la fila rArcada con 5 y la columrk marcada con

para hallar la..respuesta, 30,en la fila 5 y en la eolumna 6
(indlcadap con flechas. Es ficil memorizar la abla, puesto que
la usamos con freouencia; pero si no la bubidramos memorizado,k

berfa muy conven1en.4e lIevar una en el bolsillb.
06mo podras constrtdr esta tabla si no la

Xsto serfa fdoil puesto que sabes sumar. La primer flea es
sumamente.Picil: escribes una fila de ceros..; Parajlac r la se-

..gunda 1irea áio ncces1tas Aaber dbntar; para is. tercera, sumas 2
c-ada ifes; para la cuarta, sumas 3 cada vaz, y asl sucesiValente.,

,Ahora, si usamos el mismo método, podemos obtener tabla
de mult1pl1caci6nAmod 4). Primero Ilenemos las ftlas primerv..
segunda y las columnas primers y.'segunda:

1 91
II
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(mod 41.

O o 0*

O 3

O 2

3 0 3
-

Tenemosfahora,exactamente cuatro espacios en blanco pox, llerar..

'Para obtener la segunda fila (inaicada conia flech"a), sumamos

el ntimero dop en cada caso Por tanto, litercera'cifra (que'es

'2 x 2) es 2 + 2 a' 0 (mod 4).. Entonce.s nuestros tree primeros

1ugare8 ,serin aSi:

2 0 0
a

*Para obtener la cifra del cuato lugar, summos 2 a la del.* .q.erce-

ro. Como 0 + 2 (mod 4), 'ia segunda rila completa es entonces:

0 2 0 2.

Para 1E. iiltlma fila tenemqs que sumar tree en cada caso. En este

caso 3-+ 3 E 2

Comple'ta es:

(mod-4), y 3 4- 2 i (mod 4). Entonces, la tabla

x 0 1 2

0 0 0 0

1 0 V. 3

2. 0 2 0 2

.3 0 3 1

Veamos ahora iota manera de usar esta tabla.' Suponte que

una limpara tiene.un interruptor-con.cuatro posiciones marcadaft:

/abierto, bJo, medio y alto. Podriamos adjudicar ntimeros a

estas posiciones, de la siguiente manera:

-7;

e
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abierb bajo medio alto

0 1 2 3
.46

12 -2

IA la luz ev1era en la posici6n med16 rgiriramos el int-

ruptor tree p iciones0'la luz llegaria a ta pdsici6n bajo, pues

. 2 3 E i (mod ). Suponte que la luz estuviera en .?.a posición

':abierto" y tre personas giraran el, interruptor tres.posiciones

cada unal Lcuál erla la posiciOn final del interruptor? La res-
,

puesta seria "baj pues 3 3 s 1 (mod )4) y el ntimero

corresponte a "bado". \
Consideremos ahora una fLplicaciOn de otra tabla de muitiplicar.

..t.a familia Pdrezigasta un tarro de jugo en trea dlas. Un sdbado,

la'aeftora Pdrez 6mpra seis.tarros, y la familia comieriza a con-
.

sumirlos al.siguiente df;.. 1,Qu4 dfa de la semana deberi ella corn-

prar jugo? Naturalmente, serfa posible.contar con-los dedos

y decir: 3 diets despu4s del sibado es martes, 3 dfas'después del

martes es viernes1 etc. Pero es mucho mis fdcil observar que,

Tuesto que hay siete dias en la semana,, esto esti relacionado conk

la multiplicaciein (mod 7). Podriamosoasignar el niimero 0 al

sdbado pues es el dia. en que cómenzamost

sdbado domingo lunes martet midreoles jueves triernes'

0 1 3 3 4 5 6 .

Ahora necesitamos hallar cuinto es 6 3 Owld No.nece-

sitamos tener la tabla de,multiplicacián completa, pues tratamot

,. die encontrar un matiplo de 6. Nos basta, putts., calcular la

Tila 6 de la manera habitual, sumando.el nlimero seis repetidas

veces, para lo cual usamos la-tabla de,tumar (mod 7) que hemos

-cpnstruido en el problemb 4 del ante4or conjunto de ejerciciot.

-a..

-



-2 -534-'

(Mod 7)

0 1 2 3 4 6

0 0°- 0

4 4

6 0 16 4 3 2 1

Esto significa que 6 s 4.(mod,7) y como al midrcolesper-

tenece el 41 sh Sigue que la sefto'ra Pirez necesita hacer la

Siguiente compra un miércoles. En realidad no necesitamaa cons

truir la sexta fila completa.

Ejercicios 12-2

(&) Construye unh table, de multiplicar (mod 5).

(b) 'Construye una tabla de multiplicar (mod 7).

(c) Construye una tabla, de multiplicar (mod 6).

Moto.: Conserva estas tablas para usarlas despu6s.

Completa las,siguientes proposiciones num6ricas para conver-

tirlab en enunciados verdaderos. Puedes utilizar las tablas

quehas construido en el problema 1.

(ii) 3 x 2 E ? (mOd5) (d) 1 (3 x 4)-E ? (mod 6)

(b) 3 x 4 s ? (mod 6) (e) 5 + (6 x 5) s (mod 7)

(.0 *6 x4 m ? (mod 7)

*Sustituye x de manera clue cada una de las proposiciones

numéricas se convierta en un enunciado verdadero. (Bibuja

los rq.oSes iue necesites.)

(a). 5 ; 10 x (mod 11) (). (3 4) + 2 E X (mod 8)

(b). 7 13 s x (mod 15) (d) (4 7) + 11 s x (mod 13)

(a) Halla la fecha que corresponde 10.semanas después

del cuatro de diciembre.

(b) En 19571 el seis de agosto fue martes. Aud dla

la smana fue el seld de agosto en 1959?

A
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Construye una tabla de restos de la divisi6n por 5, en la qUe

la.cifra dc la interseccidn de una columns y de.una fila sea

el resto dc la divisi6n por 5 del product°. Por ejemple,

puesto que el v'St3 es 1 cuando 2 - 3 se divide por 51

endremos un t en la inteisecciein de la segunda fila y la

tercera columns.. CV. las flechai.) Hemos llenado algunos

lmgares de la -tabls para mostrar cdmo se construye. Porlejem-

plo, para obtener 1I interseccidn:de la segunda fila y.la

cuarta columria, multiplicamos 2 por 4 7 obtenemos 8;

pu,i,sto've el resto de dividir 8 por- 5' es 3, ponemos 3

en la inters4cc16n de la pegunda fila y ld.cuarta aolumna.

Completi.la ts7tla:
,

1 2

0 0 0

.1 0 1

------> 2 0 2

3 0 3

4 0 4

0 .0 0

2 3 4

1

. 4

Observas alguna relacián entre la tabla del problema 5- y

otra tabla que ya has construido? a,Puedes dar alguna razcin

para esto? 'ibbgimo se puede utilizar esto para hacer mu
sencilla la soluci6A4de algunos problemas?

*7 Emplea la tabla de_inultiplicar (mod 5) para sustituii. x .de

manepa que se convisrta en un enunciado verdadero cada una.de

las siguientes proposiciones num4ricas:

(a)* 3x 1 1 (mod 5) (d) 3x = 4 (mod 5)

(b) 3x = 2 (mod 5)4 (e) -3x 0 (mod.5)

(c; 3X = 3 (mod 5)

Si se hubiera empleado (mod 6) en vez de (mod s) en el

problema anterior, apodrias encontrar x en cada caso? Si

no es asi, 'Lque. equivalencias darfan algtin valor de x?
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-3, te,Qu4 es una (222rmlire.
,

.Estamos ramilitrizados con las operetiones de 1a.aritm6tiea

ordinaria: adiei6n, multip1icaei6n, sustrae446n y divisi6nr de.

ndm6ros. Enl.a Sec'cidn 12-1 se ha x. estudiade*.operaciones dife-

pontos. Hemos eonstruido spa tabia para un nuevo,-tipo de adiei6n

los mimeros. 0, 1, 2 y 3. rata operaeión est& eomplctamente

deserita por.la tabla que,has,eonstruido en el problema41 de

los Ejercicios 12-1. Es deeir, la operaeitin se.puede aplicar.

solamentt: a 135 niimeros dados, y'los resulte.dos de operar sobre
.

todqs los pares de esos numeros'estin inoAeados en la tabla. La

tabla indica entre quê nlimeros st; puede efeetuar la operaelón.:

Por ejemplo, nos dice que no se puecte eombinar el nlimero 5 edA
.

ninen otro en este nuevo tipo de adici6a.,\Ngs "5"' no aparece

ni en la eolumna de la izquieraa ni en la fila superior. LA

tabla nos dice también que 2 + 3 s 1 (mod 4). Estudia las

siguientes. /tablas:

2 3

4

-5

3 4-
4 5

5 1

1 2

4 5 (b) 7 9

1 2

2 3

3 4

4

3 6 7 9

6

5 8

10

9 12

(a) G.
1 3

2 1

2

8 10 12

10 12 -14

12 . 14 16

'1k 16 18

1 2

2

3 1

0
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ve-,r00101111M11110.

Las tinicas operaciones a las que nos hemos refeAldo anterior-

mente se llamaftn multipl cacion o adiciOn. Ahora, en MI (d)
y (e) tenemosseperaci (es diferentes y debemos utilizar diferen-

.

tes simboIos: 0 , 0 A .

En cada una de estas tablas poderis encontrar cierto conjunto

(el conjunto de elementos de la columna.de la izquierda

superior) y Vodemos pperar con.sus elementos para obtener una

iinica respuesta._ Por ejemplo, en la tabla (a) el conjunto es,

(1,-20 5, 4, 5), fluesto que son los niimeros qu.e aparecen en la

columna de la izquierda y latila superior. Estos son.loW tinicos

ndrneros.0041 los cliales se puede operar en la tabla (a). En la

'tabla (b), el conjunto es. (5, 5, .7, 9). Aué conjunto se da en

- la tabla (0? 4Y en la tabla (d)? AY ian la tabla (a)?

He aquf algunos ejemplos tornados de las tablas:

3 4- 5 = 3 en la tabla (a); S.

3 + 5 = 8 en la tabla- (b),

2 0 1 = 5 -sr 2 0 2 . 6 en la tabla (c). Lee cuadrado

es igual a 5.
101 = 3 en la tabla (d). Lee "i: arculo-punto I es

igual a 3.
5 A . 3 et la table (e).r Lee triingulq4'.2 es lgual

a,3".

°,1:t
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En aada u'no 4e;los casos tenemos un conjunto de elementos:

en (a) el conjunto es (1, 2, 3, 4, q; en (d) es (11 211 3).

Tenemostambi4n una operaci8n: en (a) + ,; en (d) c?

Pinalmente tenemos el resultado de combiner dos elementge cual4s-

quiera por medic) de la operación; en (a) 'los resultados son 1,

4.

21 3, 4' 6 5; en (c) son 0, 1, 2, 3, 4., 5,.6, 7, 8 6 9.

Todas7estas operaclones se llaman pperaciones binar;as, pues se

aplican a dos elementds para obtener ut tercero. Haste ahora

los elementos han tido niimeros, pero se veri más. terde que esto
1

no es necesario.

.Los dos elementos que combinamos pueden ser el mismo y el

eiultado de fa operacidn puede ser o no un eleMento del conjunto,

ero debe estar univocamente definido es decir, la operacidn no

puede dar Itarios reiultadds. .

Ya estas familArizada con algunas operaciones definidas

sore el conjunto de los rilimeros'cardinales.

Dos ndmeros cardinales'amiesquiea.pueden sumarse La

sume de y 2 da 10.

- Dos ntimeros cardinales oialesquiera Pueden multiplicarse.

El producto de 8 por 2 es -16.

. la adición y la multiplicacidn son *dos operaciones diferentes

de lnidss sobre el cohjunto de los inimeros cardinales.

Para estudiar la sustracciónepor ejempIp entre ntimeros

cardinales, es.conveniente adelantarge y consultar el trabajo-

del octavo grado. La expresidp "6 - 9" no es el nomtire de nada

que hayas estudiado en-este curso. Es decir, no te es posible

combinar 6 y 9 Aen esteorden) por Sustraccián, y obtener

Wuna cosa definida"; por tanto1 puedea llegar a dudar de que la

,sustracaidn'sea una operacidn. El pr6ximo eft aprenderi.s que

',2att "una'cosa definida" (en efecto, un nximero)-que se llama

"6 - 9". Teniendo esto presents, consideraremos la sustitacoidn

coT una operacidn binaria definida sobte el conjunto de los

ndmeros cardinales (o ntimeros racionalesl.etc.), aup euando .no

estamos familiarizaddb bon todos los'resultados que se obtlenen

por sustvaccidn.

"4:



ando una,peracip se describe medianIp unatabla, lo6

os 'del ,c.toinjtibto 6e e'Acriben'en.el Mlimo orderr en la fila

superior (d4 izquieida a derecha) y en, Ia columna de%la izquierda
e

'-darriba.abaj41. La conseryitci& de/ mismo,orden nos facili-

tara el trabajo pltterior.

f2-3

Debemos tamblAtn ser mu3yeuidadosos.con el orden en que se com-

binan dos elementos. Pot 4jemplo,.

, 2 [3 1 5, pero 1 0 2 . 4.

_Por este razónotdebemos recorder qe cuando se examicd'el procedi=

miento pare leer'una taSle, se conyirld en escribir primero el eie-

ientb de la columna de la'izquierda y después el elemento-de la

fila superior con el'simbolo de ia operación entre ambos. Debe-,
mos examiner toda nueva oppracicin pal4a ver si es oónmutativa y
'asociati4a. Haremos ahora una breve revcsidin de 'eptas propiedades,

que se han estudiado en los capitulos anteiiores.:

Uns:6peraci6n + definida sobre un conjurito se llama con- .

mutative si, para dos elementos.cualesquiera a, b del conjunto,

a +-b b a.

Uha opewián + definida sobre un con/unto se 'llama asocla-_

tiva si cualesquiera elemintos a, b0`c del conjunto, se pueden

combinar en la forma (a + b) +,c, y también en la forma

(b +'0), y los dos resultados 'son igual,ps: -

(a + b) + c . a + (b + c);

Usa'

.3.as

(b)

(c).

(A)

(e)

cf)

las tablas

siguientes

3 + 3 = ?

3 + 3 = ?

;i 0 2- = ?

4 El 3 = ?

2 G 2 ?

1 0 1 ?

Ejercicios 12-3

de laS paginas 536 y 537 para responder a

preguntas:

si ugamos .1a tabla (a).

si usaMos la table. (b).

4. 1

*
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(g) ,{2e 3

(A) g 0 00 =
(1 Cj 1) 0 2 =

(.)) 113.(1 .0 2) ?

(k) A13 A.

(1) (2 A 3) A 4

. (a) 4Cuiles.de las operaciones.binarias .desoritas en las

tablas de ew4 seacidn.son conmutativas?

(b) Oay.alguna manera fachl de sabar si una operact6n-es

conmutaava cuando Se examina la tabla de aria operaci6n?

: 4Cuil es eia mine'ra?

7

3. *i66mo ptthdes saber 81 una opeitacieln es asociaiva Apkinando

la tabla de eaa operaci6n?. LT1 liarece que las operaciones

desCritas:en las tiblas de esta sepal& ion aaociativas?
0

LSon conmutativ.s las siguientes operapiones binarias? eons-

truye por lo menos.kila tabla parcial para cada operaaidn.

Ow:ass te parece que 'son asoclativas?

(a) Conjunto: Todos los nlimeros naturalea entre 25 y
0peraci6n:' Elecei6n del manor nAmero.''

Ejemplo. 28 combinado con .36 'da 28.

(b) donitinto: Todos los ntimeros- na entre 500 y .536.

OperaciA.; Elección del miniero mayo

Ejemplo. 520 combinado con 509 da 520.
\.

(c), Conjunto: Los nlimeros rimo

-Operac16n: Elecc16n df.L minero.mayor.
4

(d) Conjuntg: Todos los n eros pares.entre

Operacidn: E1.-:cci6r.dei primer ntimero.

Easist. 52 .. .mbinaclo.00n 46 da 52.

*.46 combinado con 52- da 46.

t( ) Conjunto: Todos los n*neros naturales manors:3 que. 50.

Operacldn: Aultiplicar el primero por 2 y luego sumarle

el segundi. . 7

LAINik... 3 binado con 5 da 11,

7.5.

+to

9 y 61.

V.

puerto ue 2 :- 5 =

,1

. 1.44.



I
(f) ,C6njunto: TodOs los nime n urales.

Oli.eraeión: Hallar el,miximo ooIth divisor.
.

,k.
.

,

gAtsplo. 12 combtnado cdn 18 6da .
. .

Igi Conjunto Todos los nilveros natural:es. . ., .

* Operacióri: Hallar'el mlniko coniiin mdltigalo.

Iampla. .12 tonlianado eon 18 da 36. .

(h)* Conjunto: .Todos los ntillieros natprales.
.

"Operaci6n: Elevar el valmerorgmero a una potencia cuyo

. de r_l_... exponente ep el segun144dmero.
:...

,E,templ6. 5 eombinado con '3 da 53
. ,

nstru7e una tala para una.operaci6n que tengala propiedad

nmutativa.,

Construye una tabla parauna operaeldn que no tengala propie-e

dad ponmutativa.
0

Hemos estud±ado operaciones binariast La palabra "bi-

narie indiea'que eada vez se combinan dos elementos pars

obte4r.plresultado. Hay. otras elases de= operaeiones. Se

,puede obtener un resultado a partir de un &leo elemento.o

combinwdo tres o mis elementos. Si tenemos un conjunt6 y de

uno.cualquiera de sus elementos podemos deter minar una cosa

definida, deeimos que:khay una "opeiv.ei6n unitarie definAda-

sobre el conjunto. -.Si Combinamos tree ,elementos parapktener

un cuarto elemento podedos llamárla "operacion ienariaV. Tih
easo de vperaeicin ternaria serla el cálculo del mdximcMcor;dn

divis8r de tres*nperos naturales; ejqmpli4

comAn divisc* del 6, a y710 es. 2.

Usando aiguna elase de tablap`trata.dhallar una m era de
deseribir las siguientes operaciones Unitarias.

Conjunto: Ados los ndmexos eardinales de d - a V.-.

Operación unUaria: Elevar un ndmero'al eubot

Ejem.plo. Aplicando 1i operaci6n a 5 se obtierie: = 1?5

.7
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12-4. Clausura

2
a

4 5.

It

1

1 2

1 2

2 3

(0 0 2

1

3

2 4. 5

3 6 7 8

4

5

-542-

(d).

5.

7 9 -

10 12

10 12 14

0 12 14 16

12 14 16 18

I

tstudia las4'tablas ta), y (b). fn la tabla (a) los

resultados de.'efeetuar las qpgraciones son.los mismos ndmeros

e que fueron coMbinadog por la; operaei6n (1; 2, 3, 4,. 5 nueva-

mente). Pero enla tablan (ib) losioresuiteos de eliettpar las

operpiones son avimeros disintps delos.que se eombinaron

00 0, 10,ete:en'iugar de/ 5, 7,-9): Ya hemps visto'e a*1' °
...

Melase de diMrencia, j'tenibe til nombre paraelIk. :Hemos

d1/4141.1

dieho que el eonjunto s ndmeros cardtna148 es "cerrado
. . . %

respeeto de laiudiel6nil po e si-dos ndmod cardinalee cuales-
" .

quiera se comUinan por adieldn? el resultado es un ndmero'cardi-
4

nti. De la misma mAnera (1, 2, 3, 4, 5) en la !labia' (a) es

un eqnjunto cerrad6 respe"cto 'de ise,nuevo tipo.de.adicidn,ir

puesto que los resultados de la operitei6n,son elementoa del
.

'ilia= eenjunto.
,

Sin embargo, el eonjunto de los nttmeros impareamo es

oerrado respect° de ia adlci6n Asrque.el resultado de stimar doi

ndmeros.Ampares noes un ndmero imgar. Dela mituna%maraerat-en
la tabla (b) el conjunto 50% /, 9). no es perrado respect°

de la operación de adieiOn Allf.indicada..pUerto Tie 4

tadd no es un elemento del. conjunt0 (3, 5; 7,0).
.

202 ,. 4 . 4 . ,
A .*

.7....,4 .. ... . -1 ,,,, Ye W.f.,

, 1- -- -r,,

1

471

4.



-543

' wito

12-4

Ejemplo 1. ,El conlunto de ndmeros eardl.nales (1 3, it)

no es cerrado respecfo de la multiplicaci6n Porque '2 3 = 6 no

ea un elemento del pnjunto. Naturammente\ 1 2 e 2 esti en

oonjunto; pore, para' quo un conjunto sea cervado,,el 'resultado

debe estar eKt el cor unto cualesquiera que*Sean los ndmerots

conjunto que se combinen.

Elp2m.p_Lo*2. El.fonjunto de todos los ndmeros cardinales es

cerrddo re;peCto de la multIpIicacidn vorcide, el prodUcto de' dos

ndmeroa cardinales cualesquiera es'nuevamente un ndmero ce:rdinal.A.
's d A4

Ejemplo ). El conjunto de los ndmeros cardinalee.no es-

cerrado respecto de la sustraccift. ,Por ejeniPio, considers los,

. dos ndmeros cardinales 6 y 9. Hay dos paneras diferentes de

disponer estoi dos ndmeros part restar prio de otr6:, 9 - 6' 7

- 9. El primer Lmeral, 119 - 6" e& el-nombi.e del nimer cardt-

nal 3; pero el numeral'"6 7- 9" no es hombre feningdn ndmero 1

cardinal. Entonces, la syetracciOn de doi ndmeroja'cardinales no .

slempre da un ndmero cardinal. ill
.

Ejemplo 4. El conJunto de los ndmeros naturales no s

8 .
cerrado respecto de la'div1s16n. Es cierto que 7= 8 +.2 es .

'Un ndmero natural perono hay ningdn,ndmero nati
4

Pal 4. &Puedes
.

dar algunos otros ejemplos de Clausura, es decir, de conjuntos

cerrad6s respect° de uni:olieraci6n,:7 de conjuntos no cerra4os
.

, .

.

respecto de una operacidn?
1

Ejemplo c). 'et* podemot decir de un conjunto S de ndmeros.

naturales cerrado relpec;p de laadieiOn'y que contiene el ndmero

37 .Q0;116 ot?os ndmeros debe contener? Puesto que 3 esti en: 3,'

3 + 6 6, debe estar tambiên en S. Puestoque (3 + 3) y. 3

son miembros de SI (3 + 3) + 3 =-6 + 3 = 9 debe estar en S.

Como (3 3 + 3) y 3 'estin en S, (3 + 3.+ 3) + 3 = 9 + 3 -1- 12-:

debe estar tambi6n en S. Podemos continuar agregando 3 a los ;

ndmeros que resultan pars mostrar que k debe ester en S pare

todo ndmero natural k. Entonces S dete contener a todos lis

, mdltiplos de 3. 44Cui1 es el mlnimo conjunto S de ndmeros

Inaturales que gontiene a 3. y es cerrado respecto de la adici6n?

Como hemos visto( S debe contener a todos los mdltiplos de 3.

2 3
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,4Qu4 Raia al^ S. co t,ene solamenie estOt ndmeros:

S = 13, 6, 9, 1.2, ...)?

4Es S cerrado respeetc; de la adl6i6n? 4Es la suma de dos mil-

tiplos cuaIesquicra de ,3 un AdItipl4 .de 3? Si k -/ m son
nUmeros naturalei, 4es 3k +.3m un matiplo'de .3? La respuesta

es. sl, naZmalmente, pues, pr la prapiedad distributiva de la

mul ipilcacidn respecto de.la adicián, se'tiene que

3k + 3m = 3(k + m)

Entonces, S s 13, 9, 120 ...) es cerrado respeeto de la

ad cidn, y es er rnriimo conjurito eerrado respecto de la adicidn-:"

que eontiene a 3. 'Decimos que S es el.conjunto)engendrado

por 3 mediante la adieidn.

,Ejemplo 6. Acerca de:la multiplicacidn podemps formular la

misma pregunta que'hicim9s er 61 ejemplo 5 Ama'respectipa la

4Cuil'es elimfnimo Anjunto eerrado respecto de la

multlplieacián que contle e a 3? Tal-eonjunto tiertamente debe
contener

3

3 3

3 . 3

= .(3 3)

U3 3) 3] 3 .,
y as.f sucesivamente..

Es deeir, todo nUmero 3It', donde k .es un ntimero natural, debe

estan 6n el conjunto. 4Es el conjunto T.. (3, 3 33, ..)
eerrado respecto.de la mu1tip4.icacidn,? § n m sop raimeros
naturaleb, 4es 3P'. 3m. un miembro de T?

. Escribe

n factores.

3 3 i'000.
factbres

3 , . :2

'

5

4



3 T.. * 3 3 *

n + m

3 13 3 ... 3

Entonces 3n 3m = 3n m es tambi4n una'potencia de 3, de

manera que si 3n y 5m estin en T, tardb16n esti su producto.

En consecuencia,

T = (3 3
2

,
3 4

* )

es el minimo conjunto cerrado respecto de la multiplicacidn que

contiene a 3. Llamamos a T el conjunto engendrado.por 3

'mediantsa multiplicacidn:

Sigulendo los ejemplos 5 y 6, decimos que el conjunto en-
.

gendrado por tin elemento a mediante la operacián * es el con-

junto (a, a * a, (a * a) * a, ((a * a) * a) * a, ...).

Ejercicios 12-4

Observa una 4ez mix las tablas :(a) - (0 en esta seccidn,

pigina 542. 4Qui tdbIas determinan un conjunto quees cerrado

respect6 de Ia. operacián? Au6'tablas determinan un conjunto

que no eq cerrado respecto de la operacidn? 06mo lo sabeS?

iCual4 de los siguientes conjuntos son cerrados respecto de

las correspondientes operaciones?

(a) El conjunto de los ndmeros pares respecto le la adic16n.

(b) El conjunto de los ndmeros pares respecto de Ia multi-

pIlcadicin.

(c) El conjunto de loS ndmeros impares respecto de la multi-
,

plicacidn.

(d) El conjunto

(e) Ea conjunt.0

(f) El conjunto

traccidn.

(g) El conjunto (1

(mod 5)..

0.0 El conjunto de los ndmeros naturaIes menores que 50

respecto de 1a operacián, de escoger el ndmero Tenor.

de los ndmeros impare6 respect° de la adicidn.

de los mdltiplos de 5 respecto de la adi65n.

de los mdltiplos de 5 respecto de la sus-

3, 4) respepto de la multiplicacidn

3.
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(1) El con:!unto de lds ntimeros Primos respecto de la ad1c16n.

(j) El conjnnto de 103 ntimeros cuyos numerales en base cinco

termlnan en respecto de la adicidn.

Halla el menor conjunto de nximeros naturales:

(a) Cerrado respecto de la adicidn y que contiene .1 2.

(b) Cerrado respecto de la multiplicación y que contiene

a 2.

(10 Halla el conjunto engendrado por 7 mediante la adici6n.

(b) Halla el conjuntoengendrado por 7 mediante la multi-

p/icacidn:

Sea 2 el ,conjunto determinado por la tabla (d), de esta

sección. ,Halla el subconjunto de S que esti engendrado por

1 Mediante . Halla el subconNnto de S que esti, en-
/

gendrado por 2 mediante ED

0116 subConjunto del conjunto de los ntimeros.racionales esti

engendrado por 3? as este conjunto cerrado respecto de la

divisidn? (z,Eiti 3 en el.conjunto? LEsti 1 en el con-
3

junto? ,;Esti 3 5 en el'conjunto?) LEs cierto que

(3 3) 3 . 3 + (3 + 3)!? 4Es la divisi6n asociativa?

Si una operaci6n definida adbre un conjunto.es conmutativa,

Ltiene-que ser el conjunto cerrado respetto de la opersción?

Sa una operación definida sobre un conjunto es asociativa,

Ltiene que ser el conjunto cerrado respecto de esa operaoión?

C4Nnstruye una tabla para una operac16n definida sobre el.con-

unto (0, 43, 100) de manera que este conjunto sea cerradp -

respebto de eaa operacidp.

*10. CohstTuye una tabla para una operacidn definida sobre el'

conjunto (0, 43, 100) de manera que este tonjunto no sea

cerrado rczpeoto de la operacidn.

,11F.
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12-5. Identidad o eleMen o 1d4nt1co; inverso de,un elemento

Cuando estudiamos.el u.mero 'uno,en la ar1tm4t1ca Ordinaria,

observamos que el product° de cualquier ndmero por 1 (en cual-

quier orden) es el mism nu o.

PorsejemPlo,

2 x 1 = 2, 1 x 2 = 2, 156' x 1 = 156, 1 x 156 = 156.

Para todo ndmero 'n en la aritmdtica de los ndmeros racionales

n 1 y_ 1

Cuando estudiamos el ndmero cero en la aritmdtica de los

ndmeros racionales obseryamos que la suma de cero y cualquier

ndmero (en cualquier orden) daba el mismo ndmeX%o; es'decir, la

sums de cualquier ndmero y 0 es ese ndmero. Por ejemplo,

2 + 0 = 2, 0 + 2'= 2 468 + 0 = 468, 0 + 468 . 468

'Para todo ndmero n en la ar1tmt1ca ordinaria, n + 0 .'n

0 + n = n.

Uno es la identidad pars la multiplicacidn en Ita aritm6t1ca

ordinaria.

Cero es la identidad para-la adicián en la aritmética ordi-

naria.

Representemos con una operaci6n binaria. Algunas ae las

posibilidade's para son las siguientes:
,r

1. * significa adicián de ntimeros racionales, 0 es un

element° idéntico porque 0 * a .,a = a-* 0 para todo

ndmero racional a.

Si * 'significa-multiplicaci6n de ntimeros.racionales, 1

-es un elemento iddntico porque 1 a.a.---a* 1 para

todo ndmero racional a.'

Si * significa el mayor de dos ndmeros naturales, en-
,

torices i * 2 . 2 porque 2 es mayor que li 1 * 3'. 3

porque 3 es mayor que 1; 1 * 4 . 4 pues 4 es mayor

que 1, etc. En efecto,

1 ** a a . a * 1

para todo ntimero natural a. Entonces 1 es la identJedad

para este significado de la operacidn
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Podriamos ,,stablecer esto formalmente como sigue: Si *

tepvesenta,una operaci6n binaria sobre un conjunto.de elementos

y at hay algdn el'emento, que liamaremos e, que tiene la pro-

piedad expresada por*

e *a-a*e. a
para todo elemeno a del conjunto, entonces e se llama un

elemento idtintico para la operacicin

Otro ejemplo: Considera la siguiente tabla para una opera-

ciOn que podriamos llamar .

# A .B C D

A B. C, D A

B C D A B

C D . A B C

D A B

&Hay un elemento iantico para #? &Puede serlo. A? &Es

A # B B? '(Lee sostenidol B es igual,a B. Como de la

tablapse saca, A # B = C0la respuesta a la pregunta es "no" y

vemos que A no puede ser la identidad. Tampoco B puedver
la identidad puesto que A # B no es A. Sin embargo, D es

una identidad para #, puesto que

A # 'D. . # A = A

.B#D.D#B. B)
C #D.D#C. C,

D #'D

Compara la columna D con la columna debajo de #. Compara la

fila a la derecha de D con la fila aola derecha de #. LQud/,

obaervas? &Te sugiere esto un\mdtod4o para localizar un elemento

iddntico cuando se te da la tabla.de una operación?

Si tenemos un elemento idéntido, entonces podemos tener /

tambi6.11 un elemento inverso. Si la operacián es la multiplica-

al& de los ndmeros racionales, la identidad es 1 .y decimo0

que do's ndmeios racianales a b son inversos uno de ot7o

fEl sImbolo # se usa en mdsida para indicar "sostenido".

211
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es decir, si cada uno de ellos es el reel-

Suponte shora-qile. la operaci6n es 14 adici6n (mod 4). Ahora

0. es el elemento idéntico y decimos que dos nUmeros son inversos

sit-su sums. es 0, esto es, si combinando los dos nlimeros mediante

la operacicin se obtiene 0. Hallamos los inversos (mod 4) para

la adicicin, de esta tabla:

0 es la identidad

2 + 2 E 0 (mod 4) 0

(Mod 4)

+. 0 1 2

3 + 1 0 (mod 4) 1

1 + E 0 (1110d 4) 2

AquI 0 es su propio inverso;

son inversos uno del otro.

Definicián. DO8 elementos a y. b zon inversos (o uno es

inverso del oero) Para la operacidn binaria * con elemento

3

0

1

2

3

1

2

3

0

2

3

Q

1

3

0

1

2'

1

es su propio inverso, y 3 y

idéntibo e si a*b.e b*a. e.
Escribe nuevamente ia tabla para #. que teniamos al comienzo

de esta secqión.

A B

A B C D A
,

C D A B

D A B C

A B C D.

C

Recuerda que hemos mostrado que D es el elemento idéntico para

esta tabla.,

&Puedes encontrar un elemento del conjunto (11; B, CI D) que

haga verdadero el enunciado A # SI,.6s C: A # C

A y C son 'inversos uno de otro respecto de #. Ouedes encon-

trar otrop elementos cualesquiera.con inversos reqpecto dg; & ?
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Ejercicias 12-5a

Estudia las tablas (a) - (d) de la'Secc16n 12-3.

(a) Nue' tablas describen operaciones que tlenen una iden-

tidad, y cuál es 6ia identidad?

(b) Tama pares de elementos que sean inversos uno de otro

pars esta operacidn. un inverso cada element()

al conjunto?

Para cada una de las operaciories del problema 4, Ejeroicios

12-3

(a) LTiene.la operac16n una identidad? Si e's asi LcuiI es

esa identidad?

(b) .Toma pares de elementos'que sean inversos uno,de'otro

para' estes operaciones..

(c) z.Para qu6 operacidnes,tiene. cada-elemento un inverso?

\cPuede haber mis de uA elemento' idéntico papa una operaci6n

).inaria dada?

SI la operact6n es la'mult1pl1caci6n, llamamos inyersos

multiplicativos a los inverses. Considers el conjun'to de los

'ntimerog naturales con la multiplicación coma operacidn. /A16

eleinentod tienen iriversos multiplicativos? eriene 5 .un ip-

verso multiplicativo en el conjunto de log nUmeroi naturales?

un numero natured?. El elemento 5 no tienejnverso
.--a

multiplicativo eneste conjunto. 44T1ene 1 'unanverso multi-

plicativo'en este conjunto?. lo tiene, pues 1 1 .1.

Esteses el Unica elemento del.conjunto que tiene un Inverso

111rultIplicativol y'es inverso multiplicativo de sf mismo.

Naturalmente, :81,extendemoi el.conjunto que heMos considerado

para incluir todos los nUmeras raciphales exeepto eero, entances

Cada elemento'tiene un'invergo multiplicative. Los ndmeros de
1 4

los pares. 5 y: 5, 1 y 1,sys y 3- son inversos multiplica-'

tIvas uno de otro. /,Tiene 0 un inverso multiplicativ9?. LHay

-algOn nUmero b tal que -0 b = 1?
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Volmamos a la multi') ación (mod 5).,

x 0 1 2, 3 4

0 0 0 0 0

1 0 1

,0

2 3 4

2 . 0 2 4 1 3

3 0 3 4 2

4, 0' 4 3 2 1

12-5

06mo podemop determinar glad' elementos del conjunto ('O, 2, 3, 4)
tionen inversos (multiplicativos) en este sistema.matemitico? La
identidad pars la multiplicaciein (mod 5) es- 1. Debemos busC#r
los pares de factores cuyos productos son la identidad; es decir,

tenemos que buscar cuintas veces el.nlimero.uno aparece en la talo
So repite 4 veces en esta.tabla, io clial nos dice que.
1 1 1 (mod-5), 2 7 3 a i (mod 5), 3 s '1 (mod 5)
y 4 . (mod 5). (Escribe los nximeros que faltaq.)
Entonces el inverso multiplicativo (mod '5) de 2 es 3. Cuál
es:el inverso multiplicativo (mod 5) de 3? de 4?

&lies alguna conext6n entre los invei,sos multiplicativos y la .

propiedad de clausura resvecto de la aivisi6n? Suponte que te Han
dado un cOnjunto S. de mimeros cerrado respe.cto de ls multiplica-
ción y que a e uh elemento.de S. 06;16 podrfas saber si es
po4ble "dividir, por a en S? Es decir, 1,cuando es posible .

dividir'cualquier elemento de S -(a inpluido) po i. a obtener
otro elemento de S?

Ante tod6, S debe contener el numero 1, puesto que
a + a = 1. For ejemplo, si S fuese.un conjunto de nlimeros
raCionales cerrado respecto,de la'multiplicaci6n, y si estu-
.viera en el conjunto, entonces también tendrla qte
esiar en el conjunto.

En segundo lugar, c6mo 1 esti en \S, S debe dontener
1 + a sea cual fuere el elemento de \S que represente a.a

'gito significa que el 2 esti en S, entrices 47 debe estar:l!tam-
,'bién en S. Si 1 esti en -8, entonces 2 tiene.que es1ar tam
bién en S. S pp pui6de contener a &aro ptesto que 1 -v. 0 no.
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tiene significado..

En tercer lugar, si b es un elemehto cualquiera de S

.estd e4 So entonces

es un elemento de S. Ror ejemplo, si 2- estd en S .y 3 esti
2

en So entonces 2 3 . tambia fsti en S.

Si S debe ser cerrado respecto de la div1sión4 tiene que

aer posible dividir cualquier elemento de S por cualciuier otro

elemento de S. Entoncts S debe contener a 1, todo elemento

de S debe te4e.r un inverso multiplicativo en S y se podri

todo elemento por cualquier otro elemento.

si
4

stema fuera no conmutativo, b podr/a,no ser'
b a

b lo que quiere detir que -87 podria significar

"i'or esto', en-este capitulo consideraremos la divisidn

soIamente'cuando la multiplicación es conmutativa.

Podemos resumir lo que hemos aprendido.: Sea S un .;onjUnto

de niimeros cerr4ado respecto'dze la multiplicacion, sierido ii multi

Illicacidn.conmutativa. 'Entonces:

Si S es eerrado respecto de la divisiOn, S contiene el

ntimero 1, y todo elemento de. S tiene Un inverso

Rlicativö en S.t (Si a esti en S, entoncee 1 tambi6n

.est6 en S.)

También, sigulendo el camino inverso:

Si S contiene'4\ 1 y si tbdo elemento de S. t4.ene su

inverso ititiplicativo en S, entonces, S es cerrado.re's-

pecto de la divisidn.

Probablemente puedes ver ahora.otra razón por la cUa1.11a-.

mamos divisián a la operaciOn inversa de la multipacacidn:

DivAdir por un ndmero a, es lo mtsmo que.muItiplicar tor'

'el inverso mUltiplicativo de s.

Por ejemplo, si S es el conjunto de los ndmeros racionales

(con exclusion del cero), es el inverse multiplicativo de 2

\ y, por consigulente, la mult2plicac16n por da siempre el

mismo*resultado que la divlsidn por 2. S1 S ruera el conjunto

\\de los ndmeros 0, 1, 2,3, 4 .y la multiplicapiOn fUlralmod 5)

Si el

igual'. a

do's cosas.

,como en la tabla anterior, entonces, como 3 es el inverso de

t
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multiplicar por 3 da el mIsmo resultado que dividIr por. 2; 'esto

los yalores.de x en las dos equivalencips siguientes son

igua es:

1 2x (mod 5); 1.; 3 E X (TWA 5).

En el primer caso x 1 2_(mod 5) y en el segundo caso

x 1 3 (mod 5).

abdo Ito que hemos dicho acerca de la divisián y los inversos

multiplicativos se aplica tambidn a la sustraccidn y a los inver-

sosiaditivos.:),Ndevamente, iconsideramos la'sustraccian solamente.

cuallido la adici6n es conmutativa en el sistpma. onsidera primero

la austral:tel.& (mod 4). 1,Cuinte et!, 3 r 1 (mod 4)? Como la sus-

traccion es la operacidn inmersa de la adición, para encontrar

3 - 1-(mod*4), primero hallamo s. el ndmero que falta en la proposi-

ción ?.+ I E 3 (mOd 4),

0

1

C.

2

3

Podemos hallar la r,pspuesta utilizando Ia tabla. Observa que,

c6mo la tabla da sumaa, el 3 debe estar dentro de la tablas Y

pomo 1 es el miser° que se suma, debe aparecer en la fila

superior de la tabla. Si seituimqs de arriba abajo la c?lumna 1

hasta encontrar un 3: vemos que esti en lit fila correspondiente

0 1 . 2

0 1 2 3

1 2 3 0

2 3 0 1

3 0 1 2.

al ntimero 2 de la columna de.la izquierda. Entances 2 es el .

6 %

ntimero que, sumado con 1, da 3. Como e/ sistema es conmutativo:

lavpespuesta para 1 s 3 (modt4) es taMbidins 2;' es deeirt si

recoiremos de izquierda a derechala fila que 'correlponde'a 1

en la columna de la izquierda hasta que lleguemos a un 3, dste

se encontrari en.la columna que corresponde a 2 en la fila

superior. Si el sistema no fuera conmutativo 3 - t podria

tener dOs significado's, lo que seria inconveniente. '1Cuinto ps

2 - 3 (mod 4)? .011.1ud ntimero debe sumarse.a 3 en (nod 4) para.

2

,
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4bLenerqe Vemos en la tabla

*E

3 2 (mod 4 entonces

3 (mod 4). LeuAnto es 1 3 (mod*4)?

3 a

461
%

Ahora abordemos otro problems. &Hay Iin ndmero tal quo

sumado a 2 dd i - (mod 4)? ei6emos que 2 - 3 s 3 (mod 4)

puesto que 2 s.3 + 3 (mod 4).* Si observamos la tabla, vemos

que 2 + 1 3 (mod 4) y pox% consiguiente,

2 - 3 5 2 + lk(mod 4)

Esto signi'fic& que si restamos 3 de 2 tenemos el mismo re-

sultado que si sumsmos 1 a 2. En otras palabras,.sumar 1

a 2 'da el mismo resultado que restar su,inverso0.3,.de 2.

De la mpsmi'manera Podrfamos mOstrar que

- 3 s + (mod.-4)
4

3 - 1 E 3 3 (mod A)

De los dos primeros ejemploS resulta que .en la adicidn (mod A),

silstraer 3 produce el mfsmo-resultado qe sumar 1. 4Es.

siempre 4.sto cierto en este sistema? &Es 0 - 3 s 0 + I (mod 4)?.

4Es 3 - 3 s + 1 (mod 4)?

4141A relacidr. hay entre 1 y 3' en (mod 4)4 ,Oomo

*1 +' E 0 (Moe 4), y 0 es la identiaad para la adicion. (mod 4)

ou4 decimos de I y Son inversos aditiVos uno de ot;o:

Prcibablemente puedes inferir un principiq general de este

ejemplo. pbserva que:

.Sustraer un ndmero produce el mismo resultado que =mar el

inverso. aditivo del ndmero.

Este principio seri verdadero en todo sistema conmutativo

en .que llamemos "adicidn" a la operacicin, y 'en que los elementos

tengan inversos. Dolg liUal manera, pari la propiedad que hemos

observado respecto de la multiplipacidn, tenemos la analog/a

siguiente:

linconjunto qUe es cerrado respecto de la adicidn (en el

que la adicidn es conmutativa) seri aerrado respecto de

la susiraccidn si contiene a' 0 y.contiene' el inverso

aditivo de'cada uno de,sus elementos.
4
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'Obserya qu.een la adlei6n (mod ri) tenemoa nue'stros primero'S

ejemples.de donjuntos eerrados respecto.de-la sustraeeidnr. En

nihgdn momento del estudio que,hemos heeho este afto de los ndmeros

naturales, eardinales y raeionales, h.emos tenido inverses aditivos, .

,

,eon. le 'uxtepo4.6n-de eero, que es'inVerso aditAvo de si,m4.smo in

tod6b eslos sd.stemase

Tendrds la, ocasión de comprobp.r estosi.prineipios generales 'en

los slguientes ejereicios.

Ain

Ejeroieios 1275b

(a) Usa la tablp de multiplieaeldn (mid 6) pare determiner,

euando sea posible, par qué hay que-sustituir x para

que cads unz de las proposieiones numérieas siguientes

se eonvierta en un enuneiadd verdadero:

1 x 1 (mod 6) Ax 1 (mod 6)

1 (Mod 6) 5x ri 1 (mod 6)

1 (mod 6)

(b) elementos del eonjunto (0, 1, 2, 3, 4, 5) tienen

inversos multiplleativos (mod 6)?

Reouerda que la divlsidn se define eomo la operacidn'inverse

de la multiplieseión. Entonees, en la aritmétiea de los nd-

meros rielonales, a pregunta "4Cuinto es sei:s dividido por

' dos?" sign...flea; realmente,."4Por tuinto hay que multiplieer

. dos pare obtener seis?" Podemos definir la divisián (mod 5)

de'esta meneril:

6 i. 4's* mod 5') signifibe

(4)(?) E- 6 (mod 5)

Usando la multiplieaeidn y la divisicirv(mod 5), copia y cam-

pleta la slguiente-tabla:

-4--

.4a
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(mod 5)

b
*.
a

1

inverso multlpll-
cativo de a'

.

b 4. a
.

flnvemo matipli
lioativo de a

-

.

3

3 ,
..

1

2

+ 2

4.- 2

._
= 3

11

. 1.33
2 3 1 .

. .

.
.

.

.

.

.

,

.

.

4

.

'
i

.

He aqui una tabla para la adieidn (mod 5

1

s

+ 0 1 2

0 . 0 1 2

1

?

3

.4

1 2

2 3

3 li.

4 0

2

a

3

4

at

1

3

3 4

4 0

0 1
am.

1 2

2 3

4
II
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Ccp1a y completa la sigulente tabla:

(Mod 5)

12-5

_

. inverso adltivo
de a.

inverso adltivob + f.

de a

4
,

.

.

2 -

.

a
,

1 m

4 s 4

,

+ 4 s
t -.

.

.

1

2

2 .'

2

.2

.

.

.
.

s.

40.

,

.

.

4

..0 .

.

LCuile& de los siguientes conjuntos

la divislcin en la aritmética de los

-(i) (1 2, 4.)

(p) Li, 2,_ 2 - ..% )

(c), Los nximeros naturales no nulos.

(d) Los mimeros

4
son cerrados respecto de ,

nximeros racionales?

(a) Ouiles de los slgulenteB Conjuntos son cerradop respeito

de la mu3A1p11cac16n,(mod 6)?
.

[0, 1, 12i3,"14, 5)4.,(2, 4), (0, 1, 5), (1, 5), (5)

(b) -1,Qud conjUntostmencl.onados en (a) contlenen un liverso

multiplicativo (mod 6) para cad4 uno de sus elementos?

(c) Oudconjuntos Mencionados en e(a) son cerrados res.%

p'cto de la divisidn (mod 6)?

217.
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1

411

656r.
.

.
6. (a) OUiles de,los conjuntos (A, B), (C, D), (B, C, D),

(A, Di sor. eerrados. %specto de%187'opersción

definida por la tabla Aliguient?

(b)

(c)

A A A

A At B B

D C

A c

A

Por ejemplo, (A, D) es cerrado respecto de la.operacia

por4ue sl Aeparamosgla parte eorresponditente de tabla

tehdremos la table parcial qte sigue:

A 45

A A

A-

que contiene solamente tws y Des. Por otra parte,

el conjuntp (A, C) no es cerrado porque sisepara-

mos,su tabla parcial tendrlamos

A C

A A

jh

y,esta tabla contiene una D, queno es un elemento

del conjunto (A, C).

Olay Una i'dentidad.para * ? Si es asi, 4cUi1 es?

4Cui1es de los corijuntos de (a) tienen un iAverso

pare * para cada uno de sus elementos?
,

*(d). Outues de los conjUntos de (a) ime.cerrados respegto

de la operaci6n invelysa'de * ? (Puedes uadr los

pimbolos pars seta operación, de manera que

a b .-? signifies b * ?a= a.)
*

a

1 .



0
-559- 12-6

12-6. &Qué es un sistema matemitico? 1

,La idea de conjunto ha sido muy titiT en este libro--se ha

usado algo en oasi todos los capitulos. Pero, realmente, no es

mucho lo que se ptede hacer 'con s6lo un conjunto de elementos.

Un conjunto es más irlterd'sante si se puede hacer algo con sus.

eleMeritos*(por ejemplo, si los eleMentos son ntimeros, pueden ser

sumados o multiplicados). Si tenemos un conjunto y una operacidn'

defilotda sobre el mismo, ei ihteresante hallar la manera como se

comporta la. operacidn. &Es conmutativa? &Es asociativa? LHay

.un elemento idéntico? &Tiene citda elemento un inverso? El

"comportamiento" de las operaciones aritm6ticas. (adición, sus-

.tracci6n, multiplicapicin y división) sobre As.nlimeros se ha

estudiado en los Cagtulos 3- y 6. Hemos visto que operaciones

diferentespueden "comport.arse de la misma manera" (ambas conmu-

tativas, por ejemplo). Esto nos sugiere que eatudiemo los con-

juntos con operaciones definidas sobre ellos pars ver las diferen-

tee posibilidade6 que hay.' Es demasiado dificil hacer una lista

de .todas las posibilidades, pero en esta secci6n y en la.pr6xima

daremos algunos'ejemplos. Son ,precisamente ejemplos de sisteMas

matemdticos.

Definleión. Un distema matemitico es un conjunto de

elementos con una o más operaciones binarias definidas

sobre el conjunto.

Los elementos no tienen por qué ser niimeros, pbdiendo ser
y#

pbaetos cualesquiera. Algunos de los ejemplos siguientes se

refieren a letras o a figuras geom6trieas en vez de nximeros.

Ejemplo 1. Observemos la aritmética del reloj de tree minu-

-tos--aritméti,ca (mod 3).

(a) Hay un conjunto de elementos: el conjunto de los

. mimeros, (0, 1, 21.

(b), Hay una operacián + (idd 3), definida sobre el conjunto

(0, 1, 2).

2
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(Mod 3)

2 0

1
2

0 1

1

2 0 ''. 1 2

04 1 2 0

Por consiguiente, la aritmética del reloj de tree minutos es

un sistema matemdtiCo. i,Tiene este sistema algunas'propiedades

interesantes?

Cc.) La operaciOn + (mdd 3), ?tiene lapropiedad conmutativa.

Ouedes averiguarlo con solo mirar la tabla? Si es

asf, LcOmo? Podemos también comprobar algunos casos

especiales. 1 + 2 e 0 (mod 3) y '2 + 1 a 0 (mod 3),

entonces 1 +.2 s 2 1- 1 (mod 3).

(d) Hay una identidad para la operaciOn + (mod 3) (el

ntimero 0).

(e) Cada elemento del conjunto tiene un inverso para la

operación + (mod 3).

Estudia las siguientes tablas:

(a) A B (b) * P

A A B P R S

B A B Q, S R P

P 8

s R

(c) A 0 0 /

A 0 0 /

0 -0 0 / A

0 0 / A 0

/ A 0 0
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Elercicios 12-6

&CLIO_ o cuiles'de las tablas NO, (b), (c) describen un

sistema matematico? Prueba que tu respuesta es correcta.

Uttliza las'tablas anteriores para completar correctamente

los siguientes enundiados:

(a) B A.= ?

(b) o=
(a) /7 =

(e) Q * R

(f) R * S

(g) P * R

(1) I' - 0= ?

B B = ?

(d) A.0 B = (h) (1) s * s

Ouiio duiles de' lab operaciones,binarias 6 j * j son

conmutativas? Prueba que tu respuesta es correcta.

Leuil o cuiles de las operacione$ binarias 0
/ * 'tienen

un elemento identicó? LCiagl es ese elemento en cada *caso?

Usa Ias tablas anteriore6 para completar correctamente lo8

siguientes enunciadost'

(a) P * (Q * R) = ?

(b) (P *Q) * R'. ?

(c) .P * (Q * S) = ?

(d) (P * Q) * S ?

(e) (R * P) * S ?

(e) R * (P * s)

(g) A (A '4 = ?

(h) (A ^' A) = ?

(1) (O.7 0)- A ,

d -(0 - 46) = ?
6. /je parece que alguna de las operaciones descritas por las

tablas. (b) o (c) es asociativa? LPor que? LC6mo-puedes

demostrar tu afirmacián? 4C6mo podria.otra persona probar

que tu respuesta no es *correcta?

(a) la tabla (01 ouel es el donjunto engendrado por el

element() 0?

(b) En la tabla (b) &Qua es el conjunto engendrado por 61.

elemento P?
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8 PROBLEMA DIFIpIL, Indica por qué no describen sistemas mae-

micticos, las siguientes tablas

(a) 1 2 0?)

1

1

el producto la suma de
de 3 y 6 2 y 4

.4

un nIlmero
entre
17 8

0

12-7. Sistemas matemiticos sin nAlmeros

Eh la seccitin anterior hemos dado algunos ejemplos de sis-

temas matemáticos sin numer9s. SUponiendo que queremos inverltar

uno, 4qué necesitamos?

Lebemos, por.lo pronto, disponer de'un conjuntode objetos;

luego, necesiiamos salguna operacicin binaria--algo,que puede

hacerse con Aos cualesquieis de los elempntos de nuestro conjunto.

Hemos aprendido sue-las propiedades de clausura, conmutatividad,

asoeiatividad, etc., son muy ttiles pare simplificar expresiones.

Serie comodo tener en nuestro sfstema matemAtico aloulas de esas

propledades

Empecemos con una tarjeta. CUalquier clase de tarjeta rec-

tangular nos es til. La utilizaremos para representar una

región rectangular cerrada. Coloca la .

tarjeta.sobre tu escritorio y marca-

las esquines como en la figura. , Ahora

vuelve del reves la tarjeta y escribe

una "A" detris de la "A" que ya habfas

escrito. Asegtinte de que las dos lettas "A" eatdn una detris

de la otra de manera que designen una.soIa esquina de la tarjeta.

De la misma manera; escribe las letras B, C y D detrás de

las que'ya has escrito, de manera que coincidan las Bes, las

Ces y las Des.

11

t.
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Qud eonjunto tomemoe? En lugar de numeros, tomemoe elementos\V

.que tienen alga que ver con la tarjeta. domienza con la tarjeta en

el centro de tu escritorio de.manera.que los lados más largos estén -

eolocados paralelamente al borde más eereano de tu eseritorio.

Ahora mueve la terjeta-Llevintala, ponta al revés o ma4vela en

alguna Orma--y col6eala nuevamerite en el eentro de tu escritorio

con sus ladoo más largos peralelos al borde más cercano del tablero.

La,tarjeta aparece exactamente en la mi:sma posici6n que antes; pero

las esquinas pueden ester marqadae con diferentes letras (una

esiluine que ahtep estaba arriba Puede aparecer ahora abajo, por.

ejemplo). La posicidn de la tarjeta: ha eambiaao, pero la regi6n

rectangular eerrada, arece coma al principio. (La "figura" es la

..misma: Los puntos 1dividüales pueden haberbe movido.) los ele-

mentos de nuestro conjunto seran justamenie esoo cambios de posi-
1

ei6n. Consideremos todos los cambios de-posiCidn neceseritA pare

que la regicin rectangular cerrada yaelva a su posiciOn primitive

(ládos mis'largos paraleles al borde mas cercano del escritorio).

1Cuintos cambios hay?

Podemos empezar con la tarjeta en alguna posicián que llamare-
.

.-mos posicia normal, como se muestra en la figura.

Sin lCvantar la tarjeta del eseritorio, hezla girar media

vuelta alrededor de ou centro. 'Una figura transformada de este

madq, es:

Pdsición normal

la media

vublta

da:

a

Como.las letras '!A", "B", eic., son solamente mareas pare

distinguir fas esquinas de la tarjeta, unas de otrasi no altera-
a

remoseel movimiehto si giramos las letras de moda que resulten en

iu posicicin habitual de lecture. Este,cambio de posici6n--

designando la rotación de la tarjeta eon "A"--se representasen el

diagrama siguiene:

a&
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Gira.la tarjeta

media vuelta.

elou4 .habrfa ocurrido si la tarjeta hubiera girado un cuarto

de vuelta?.

n cuarto

de vuelta

OesUltari en la miSma Posición.la tarjeta; desPués de este

cambio?. No, este cambio de posición no puede estar en.nuestro

donjunto, pues las dos figuras son bastante diferentes.

1,11ay algunos' otros camblos de posici& de la tarjeta que.

.dejen la regi6n rectangular cerrada en su posici6n primitiva?

SI, podemos dar vuelta ec,la tarjeta de dos meras diferentei,

como se indica en estos diagramaq:

ve,

H:

Da vuelta a

tla tarjeta,

utilizando un

eje horizontal.

V:

Da vuelta a

14 tarjetal

.utilizando un

eje vertical;
17 1
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Ahora comprendes p r qu4 convenia marcar tan cuidadosamente
. ,

.

elt

ambos ados de la tarjeta. Recuerda que para nosotros la tarjeta

repr nta solamente una figura geom4trica. Dada vuelta, la '.

tarje aparece de mod° diferente: se 'le ve la otra caa; pero

la regi6n.rectangula'r cerrada, aUnque esiti volteada, no cambia.

(Algunos puntos particulares,pueden estar en posiciones distintas,

por sUpuesto, pero la figure geométrica en 'sf es la misma.)1

Hay otro-cambio de posigión que debemos p'onsiderar. Es el

cambio que deja la thqjeta sin mover (coloca cada punto en su
e .

propio-sitio). Llamemos "1" a este cambio de posieidn.

C.`

' I:

Deja la

tarjeta en

su

Ahora tenemos nuestro conjunto de elementos; es I, 24, H0 R.

Resumamos lo que significan Ipara consultarlos f4ci1mente:

Element°

Deja la

.tarjeta en

au Sitio.

Elemento V:

Da vuelta a

,la tarjeta,

utilizancIo un

eje vertical.

Elemento_H:

Da:vuelta a.*

la.tarjeta,

utilizando un

eje horizontal.

24,
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Elemento R:

Gira la t4rjeta

media vuelta en

la direeci6n

pop la

flecha.

Recuerda, a def1nlei6n de'sistema msOrtivo. Habfa de's

requisitos:
*.

(a) Un conjunto de"elementos.

.(b) Una oinis operacionea,binarias defi idas sobre*el eenl

junt9.de elemntos considerado.

Nuestro conjunto (I, V, H, R) satisface 14 primera condici6n.

Tenemos ahora que cumplir 14 segunda condieidn: necesitamos

una operaeidn. 6QuEl operaci6n utilizaremos? 06mo podemos

'combinar dos elemento4 cualesquiera de nuestro onjunto" para

obtener pn "objeto definido"? Si el conjunto ebe.ser eerrado

respecto de la operación, el "objeto definido que ea resultado

de la dperacidn debe ser nuevamente uno'dp los e ementos del

canjunto.

He aquf una manera de combinar dos e ementos cualesquiera

.de nuestro conjunto:-Efectuaremos'uno de nuestros cambios

AUEGO el otro. Utilizaremos el sfmbolo "AU" para esta

operacidn. (Probablemente puedes imaginar un sfmbolo mtis con-

veniente.) Entonces "H YLU V" significa "voltear la tarjeta

usandp,un,eje'horizontal'y luego dar vuelta a la tarjeta usando

un eje vertical". Comienza con la tarjeta e.n la posición normal

y efectila estos cambios. 1,Co.11 es la posicidn final de la

tarjea? LEs el resultado de estos dos cambios'el mismo que

el cambio RI 4Qué signifies

"V Y1U. H"? Hazlo con la

tarjeta. Ahora'podemos com-,

pletar la tab1s de nuestra

.operapi6n. Algunos de Sus

Ilementbs se indican en la

tabla.de la derecha.

0
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yerifica los elementos qua se dan en la'tabla anterior y'
,

enduentra los otros. Altiliza la tarjeta..

Llena los espacios vacios parehacer las ssiguientes.igualdades

correctas. Usa tu tabla para la operaci6n ylUt'o la tar'jeta.

R YLU H =

(b) R YLU ? H

R H

(c1 ) ? YLU H

(e) (R YLU H) YLU V: . 1

(f) R YLU (H YLU y)

(g) (R, YLU H) YLU ? v

(h) (R YLU ?) *Yu H

(i) (? YIU YLU V R

Examina la tabla pard la operaciem YLU:

'4E's cerrado eI conjunto i.espectosde la operaci60.

operación conmutat1v0

ere parece que ia.operación es ascciativa?''Uti4za la

tabla de la operaqiOn'para comprobar varios ejemplos.

(d) 4Hay.un elemento idntico para leroperaci6n. YLU?

(e). LTiene cada elemento'del 'corijunto un inverso respecto'de

la operacidn ;YLU?

He aqui otto sistema de dambios

o transformaciones. Corta una.-

tarjeta tkangular don dos lados

iguales. Marca'las esquinas

como se indfca eri la figura.

(Marca'el raves de, cada,estmina

con la misma letre;. original.;

4 El_conjunto-de nvestro sistgma

consl'itirg en .d8s ambles o
. .

tr.ansformaciones. El primer .

-r

+1.

4
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cambia, llamado I, seri; Deja la tarjeta en su sitio. El

segUndo cambio, llamado F, seri: VUelve la tarjeta del-

revés, utilizando el eje vertical. F 'YLU I kgnificari:

da.vuelta a la tarjeta, usando au eje vertical, y luego déjaIa'
en su sitlo. 06mo se veri la tarjeta--como si se la hublera

dejado en su sitiosc I, o como si se hubiera efectuado el

cambio F? &Que. significa I YIU P? Es P YLU I

o es' F YLU -I . I?

(a) CompIeta la tabla siguiente:

.(b) its cerrado el conjunto respecto de esta!operaci6n?

(c) as la operacidn conmutativa?

(d) &Es la operación asociativa? &Estis seguro?

(e) &Hay una identidad para la operaciOn?

(f) &Mena cada eiemento del conjunto un inverso respecto

de la operaci6n?

Recorta una tarjeta triangular de tres lados iguales y
marga 'sus esquinds como en la figura (por apos Iados,

coincidiendo las lettaé). El'

conjun'to .para este sistema se

compondri de los siguientes

seis cambios o trhnSformaciones:

I: Dejar la tarjeta en su Sitio.

R: Girar. la tarjeta en el

sentido de las agujds del reloj
15 de ruelta.

'S: Girar la tarjeta en el

seAido de las agujas del reloj
2.

cie.vuelta.

V: Dar vuelta a la tarjeta,
4usando un eje

U: Dar'vuelta a la.tarjeta,

1

a.

4
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usando un eje que.pase par el v4rt1cle inferior derechos

V: Dar vuelta a la tarjeta; usando.un eje que pase por el

vórtice,infrior izquierdó.

Tres de estos camViOs;serin cotaclones alrededor del centro:

I, R y S. Lob otros tres serinsabatimientow alrededor,de '

los'ejes. (Teni cuidado:' los ejes%son'fijos; no.giran-con la;

tarjetas i3Or ijemplo, el eje vertical permanece Vertical.

pero pasari por otro.vértice diferente de la tarjeta.después

que data hayi itrado un tercio de vuelta alrededor de su

.centro.) Construye una tabla de estos cambios. Examina la

tabla. z,Es conmutativa, la operaci6n?' &Hay un cambio 1déntic6?

alene calla camblo un inverso?:

Trata de hacer una tabld de cambios-para Una tarjeti cuadr4da.

Hay ocho cambios (es decir, ocho elementos en el conjunto).

&Cuiles son? &Hay un elemento idintico? &Es la opereciOn

YLIJ conmuttiva?

Lori ntimeros naturales y'ios ndmeros cardinales

Los sistemas matemiticos que hemos estudiado haste ahora en

este capltulo se componen :de un conjunto y una opiraWn. Son

ejemplos la adiciOnio la multipiAcacidrf modular y los movimiehtos

de una tarjeta rectangular o triangular:, nn sistema matemAtico

dad() Oor un conjunto y.dos operaciones paxecerfa mucho ináa com-

plicado,que estos ejempios. Sin embargo, comolpuedes ya haber

adtvinado, la aritmética ordinaria es.tamb161 un sistema mate-

mitico y sabemos've podemos efectuar mds de una oppraci6n utill-

zando los mdsmos ndmeros--por ejemplo, pueden ser sumados y

Para concretar, tomemos elqcónjunto de los ndmeros racionales.

Ellte conjunto, con las dos operaciones--adici6h y

rorMa Un sistema MatemAtico que se ha.^ettldiado;en los Cap/tulos 7

6 y' 8. 4Hay propiqdades de 'este sistama que son completamente

diferentesde las que hemos'COnsiderado en los sistemas con'una

sola opera.616n? SI, te ps familiar el hecho de que

2?9
,
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2 (3 + (2 3) + ( 5). Este es un ejemplo de la

propiedad distributive. Nis precisaminte, esto pone. de mani-

p.esto 11.1e la multiplicacidn es distributive 14specto de la'

sbma. La propiedad distributive ea tembién de inter4s en otros

-sistemas matemiticos.

Definicidn. Suponte que tenemos un conjunto y dos opera-

. ,ciones binaries, * detinidas sabre el conjunto.

La operaeicin * es distributiVa respecto de la op'eracidn

si 'a * (t * c) (tk * b) ° (a * pare elementos

-a, b, e cualesquiera del conjunto. (Ypodemos efectuars

todas estas operaciones.)

un sistema matematico con.dos operaciones, estin las

fpropiedades que previemente hemos estudiado pare cads una-de

esp operacionesoseparadamente: La tinica propiedad que se

reflere'a ambas'dperaciones a la .-ez cc la proptedad distribu-
,

Eyereicios 12-8
A

Considera el conjunto de los ntimeros natur&les:

(a) 4Es eerrado el conjunto respecto de-la adición? .4Y

respecto de la .multiplica461? 'ExPlicalo.

(b) 4lialen las propiedades conplutativa y'asociativa para
la ad1ci6n1 4Y pars la multiplicacidn?' Da tin ejemplo.

de dada.una.

4Cuil es el elemento idéntico pare la adicidn?
IS-

para'qa multipilcacidn?

(0) LEs cerrado e). conjunto de los numeros naturales res-

pecto de la,sustraccion? 4Y respect9 de.la divisidn?

,Explfcalo.

-Las respuestas a las prItguritas. (a), (b) y (...) se

refierenia algunas de las propiedades del sistema niatemitico.
%

comptiesto del conjunto de los talmeros naturales y de lac

operaciones de la adieidn y la multiplleacidn,

Contesta a las preguntas del problema 1(a), (b) y (c)
4 -

pars el conjunto de los mimeros ca.rdinales.. 4Son tus res-

puestas las mismas que pare los ni.imeros naturalesi'

(
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(a) Para el sisteM'a de los-nUmeroa.cardinales, escribe tres'

proposiciones numhr cas que ilustren la prapiedad dis-

'tributiva de 1arnult'picaci6ri esecto de fa adic16n.

4 (b) 4Es Custribiztiva la adici6n respecto de'la multiplicaci6ri?

Trata con algunos ejemplos.

Las, dos tablas sleguiehtes descriLen un sistema matemdtico

compuest6 del conjunto (A, B, C; D/ y de laa dos operaciones
* 7 0

A

A A

A

C' A

A

:B .- C

A

A

A C

B 'C

D A C

. A A A B C

B
.44

B B B P

C C C D 0 D

D D D D D D

(a) ere parede que . es distributiva iespecto de * ?

Trata con vailos ejemplos.

(b) ere parece que 6 es distributiva.respecto de

Trata con varios ejemplos.

Contesta a estas preguntas para cada uric) de-los plguientes

sistemas. 44 cerrado eL conjunto respecto.de la operacI6n?.

s la operaci6wconmutativa? 4Es asociativa? 4Hay.yi ele-

mrnto idénticol &Qui elementos ttehen inversos?

(a) El.siatema cuyo conjunto es el conjuntO de los nximeros

impares y cuya operacián es laimIltiplioacián.

(b) ni sistema cuyo conlunto se compone de Cero y de los

mOltiplos de 3;'y cuya operación es ia Multiplicacidn.

.(c) El sistima cuyo conjunto se compone de cero y de los

matiplos de 3, y cuya operacián "e's la adiciN

(d) El sistema cuyo conjunto se compone de Joe nilmeros

raciohales entre 0 y 1 (no ineluyendwa 0 'ni a 1),

y euya operacidn es la matiplicación.

(e) 'El aistema'cuyo conjunto'se compone de los-nlImeros pares,

y cuya operación es ia a4ic16n. (Cero es un nUmero par.')

40
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(0 El sistema cuyo conjunto se compone de los Almeros

racionales entre 0 i. 1, y cuya operacidn es la /

adici6n.

(a) .LEn qud sentido es el s1stema l' 5(b) el mismo que el

'5(c)?'
.

(b) 4En qud sentido es'eleSisfema 5(a) diferente
.

,

sistema, 5(b)? , *
IrNenta un sistenwpiatenlitico que-se componga de un cohjunto

y de dos operaciones definidas sobre el,conjunto. Construye

por lo men4.!tablasftparciales para las pperaciees de tu

Sistema. Haz una.lista 4e las proViedades de tu sistema.

He aq4un sistema matemitico compuest° de un conjunto Y de

dOs optiradiones definidas sobre ese.conjunto.

Conjunto; Todos los ndmeros.naturales.
4

Opetaci6n * HaAar el m4ximo corndn divisor.%

Operaci6n ° I Hallar el mlriimo comi1n matiplo.

(a) i.Te Parece que la owacidn * es distributive respect°

de la opers.46n 0.? Enpaya varios ejemplos.

(b) Te parece que la operación' 0 es dIstributiva.respecto

de la operación * ? Ensaya'Varios ejemplos.

-
12-9. Aritmética mo'dular

En la SecciOn 12-1 hemos estudiado Una nuevavadic16n que

(!e practica girando la aguja de un reloj%. 41 usamos'un reloj

de cuatro minutos, d imos que 2 + 3 5 1,(mod 4). Las tables

que conatruimos, des an el sistema matemitlpo (nod 4).

En la S4cc16n 12-2- hemorPnatudiado una nueva mu2tiplic.acii5n

usandwel miaow reloj.
. ,

Los sfinas modulares son el resultado de clasiflear

ndmeros cardinales de determinadi manera. Por ejemplo, podriamos

clasificar los ndmeros cardinalqs corm' Pares e impares. En este .

caso los ndmeros pares; 0, 2, 4, 6, ... se ponen en la misma

familia, y esa familia se designa por el menor.de los ndmeros;- 0.

Entonces la'clase de todos los.mimeroa pares.es -0 (mod 2).

41.

4, 4.

4814,
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Partiendo de. 1, los ndmeros impares: 1, 3, 5, 7, . se ponen
en una misma'familia que se designa por i 3.nod 2). Para los

nUmeros pares e 'impares tenemos dos clases, 0 (mod 2) y

1 (mod 2). El nUmero pertenece a 1a clase 1 (mod 2), eI 8

pertenece a la clase 0 (mod 2).

Si ponemos en una misma clase un nUmero cardinal tornado del

conjuntiO ot 1, 2, 3, y ,;odos los ndmeros cardinales que se ob-

tienen de 61 sumandole 4, tenemos el sistema (mod 4). He aqui

un esquema de algunos de los vimeros que pertenecen a la clase

0 (mod '

4 8

construcci6n de este kjemplo se podria describir mis

brevemente ass: ponemos en una misma clase los niimeros-cardinales

"tomados eielicamente de Quatro en cuatro".

Todo nUmero cardinal tornado ciclicamente de cuatro en cuatro,

partiendo de cero, pertenece a una misma clase. Entonces, los

lltimeros sot: multiplos de 4 pertenecen a la clase 0 (mod 4).

En este otro ditujo se muestran algunos de los ntimeros 'glue

pertenecen a la clase 1 (mod 4).

Todo nUmero cardinal tmado ciclicamente de cuatro en cuatro,

a partir de 1, .pertenete a la miarria elase, esto es, 1 (mod 4).

Elitonces loanUmeros que son 1 -mas un mdltiplo de 4 pertenecen

a esta clase.

Los ditujos que siguen muestran algunos de los ndmeros que

prtence a las clases 0 (mod 5) y 3 (mod 5):

0 5 10 15 20

Los mimeros que pertenecen a la elase 0 (mod 5) son los

mUltiplos de 5.

1
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LO3 ntimeros que pertenecen a la clase 3 (mod 5) son 3

mis los mIlltiplas de

Nuestros primeros problemas de sistemas modulares hah

utilizado como operaciOn la adición. Cuando cambiamos este,

operaci6n por la multIp11caci6n, obtenemos un sistema mate-fl

diferente. Con aMbas operaciones, la aritmdtica modular

se pareee mis a la aritmética ordinaria que cuando se usa una

sola'operación.

En cada uno de los sistemas modulares podemos conocer el

ntimero de elementos de su conjunto. Por ejemplo, hay cuatro

elementos si es un sistema (mod 4).0 siete elementos si es

(mod 7), y asl sucesivamente. Un conjunto de esta clase'se

llama con)unto finito y el sistema se llama sistema finito.

Los sistemas modulares y los sistemas de la Secci6n 12-7 son

sistemas finitos. Par otra parte, el conjunto de los niimeros

racionale:; qut c:onsider6 en la Seccicin 12-8 es tan grande

que contiene mas elementos de los que puedes,nombrar. Ese

conjunto se llama conjynto infinito y el sistema se llama

sistema infinito.

Ejercicios 12-9

1. Escribe la table de multiplicar (mod 8) y recuerda o re-

construye la tabla de multiplicar (mod 5) que has encontrado

en los Ejerciciss 12-2.

2. Responde a cada una de las siguientes preguntas sobre los

sistemas matemiticos de multiplicación (mod 5) y (mod 8).

(a) 4Es cerrado el sistema.respecto de la operaci6n?

(b) 4Es la operaci6n conmutativa?

(c) Teparece que la-operaci6n es asOciativa?

(d) 4Cual1 es el elemento iddntico?

(e) 4Que elementos tienen inversos; y cuales son los pares

de elementos inversos?

(f) OS cierto que si un producto es cero, .por lo menos uno

de los factores es cero?
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3. A fin de .:.onvertirlas en enuneiados verdaderos, eompleta eada

una de las siguleniies proposiciones num6rieas:

() 2 x z ? (mod

(b) 4 A mod 5)

(e) a 1 (mod ?)

(d) 2 0 (mod ?)

h. Halla loc siguientes productos:

(a) 1: x °: (mod 4) .te) 4 E (mod 5)

(b) A .5 (Mud 0 (f) 62 ? (mod 5)

(c), .2 (mod 7) *(g) G251 E ? (mod 5)

(d) i s / E (mod 9)

!az estas

(a) 1 , (mod (e) 2 + 4 E (mod 5)

(b) + 4- 5 E (d)- F 4 = ? (mod.5)

h. (a) liana los valores de 3(2 + 1) (Mod 5) Y

(3 2) + (' I) (mod

halla los valores dg, 4(3 + 1) (mod Y

)) + ;, 1) (mod

) flalla los valores de (3 2) + (3 4) (mod 5) y

3(2 + 4) (Amod 5).

(d) En loo e,lemplos de este problemal os la multiplicaei6n

disteutituva respecto de,la adieldn?

7. (a). Halla loo valores de 3 + (2 ..1) (mod ) y

(3 + 2) (3 -+ 1) (mod .5.).

(L) Halla los valores de 4 (3 .(mod ) y

(4 + 3) (4 + 1) (mod 5).

(e) Halla los walorei de (3 + 2) (3 + 4) (mod 5)

5 (Z 4) (mod 5).

(d) En los ejemplos de este'problema, 'Les la adici6n distri-
.

butiva respeeto d6 la multiplicaeidn?

Reeuerda que la divislcin se define despue's de eonoeer la

multiPtieacicin. Entoriees, en la aritmética ordinaria,

14 pregunta "Ouanto es se-.1.s dividido por .2?" signifiea,
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realmente, %Por cu'Ato hay que multiplicar 2 para

obtuner seis?" Una operaci6n que comienza ction uno'de

los nLimeros y la "r spuesta" de otra oper4,16n binaria

y pregunta cull es tl otro ntimero, se llama una opera-

clán inversa. La d visidn es la operaciOn J:nversa de

la mu1t1pl1cac16n.

Halla los.cocientes margados con una ipterrogac16n.

(a) 2 3 s ? (mod 8).,/ (e) 0 -i- 2 E ? (mod 5)

(b) 2 -a (mod:6) (f) 0 4 = (mod 5)

(c) 2 E (I:14A (g) 7 3 E (mod 10)

.(d) .3 + 4 E od 5) (h) = (mod 8)

Efectila las'siguientes operaciones. Recuerda que la sus-

tractián es la operación inversa de la adici6n.

(a) 7 - 3 (mod E) (c) 3 - 4 (mod 8)

(b) 3 - Omod 5) *(d) 4 - 9 (mod 12)

10. Constmye una tabla pars_ la sustracciön (mod 5), &Es el con-

junto.,cerrado respeCto de esta operacián?

Sustltuye x de manera que las siguientes proposiciones

num6ricas se conviertan en enunciados verdaderos. Explicalo.

(a) 2x = mod 5) (d) 3x = 0 (mod 6)

(b) 3x a 1 (mod 4) (4) x x E 1 (mod 8)

(z)' 3x mod 5) (f) 4x s 4 (mod 8)

12, En el problema 11(d) y (f)., determina por Io menos un modo

'de sustituir x, que haga verdadera la proposicidn numérica.
ao.

t
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O., .Resumen repaso

Una operación binaria definida sobre un conjunto es una regia

de c.pmbinaci6n por medio de la bual dos elementos cualesquiera del

conjunto pueden ser combinados pam determinar un objeto Aefinlqp.

Un sistema matemittico es un conjunto con una o mars opera-
.-

ciones binarias definidas sobre ese 4onjunto.

Un conjunto es cerrado respecto de una operacidn binaria sl'

cada dos plemen;os del conjunto pueden ser combinados mediante la

operaci6n, y el reSultado es siempre un elementb del conjunto.

Un elemento iddritico para una operaciiin binaria definida

sabre un Conjunto es un elemento del conjunto que no altera ningun

elemento con ei cual se combina.

'Dos elementos son inversos,uno del otro para una operacicin

binaria si el resultado de esta operac16 sobre esos do's elementos

es el elemento idéntico de la operación.
4

Una op'eraci6n binaria es conmutativa sit para dos elementos

cualesquiera, se obtiene el mils= resultado combinindolos en un

orden y luego en el orden inverso.

Una operacián binaria * es asociativa si, para tres ele-

mentos Cue' squiera, el resultado de combinar el primero con la

pombinaci. Ael segundo y del tercero es el mismo que el resultado

de combinar la combinación del primero y el segunde- e-on-el-tert-ero-.

a (b * c).. (a * c

La operación binaria es dietributiva.respecto de la

operacidn binarla si se cumple

(b 6 C) = (a * b) . (a * c)

para cualesquiera elementos a, b c.

Un cdnjunto S es engepdrado por un elemento.b mediante

la opera'cidn * si

S (b, (b * b.) ((b * b)

v
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Capitulo 13

ESTADISTICAS Y GRAFICAS

13-1. Recolecci6n, de datoS

Si observas a los alumnos de tu claselse te puede.ocurrir

que varios de'ellos parecen de la misma estatura, que unos son,mid

altos y que otros son mas bajos: Suponte cite quieres saber la

estatura del mds alto, la estatura del más pequefto, y cuantos

tienen la misma estatura. 4C(Smo te las arreglarias para dbtener

esta informaci6n? En primer lugar, tendris que medir la estatura

de cada alumno. De esta manera podrás recolectar datos para res-'

ponder a las preguntas que te has planteado.

Supongamos que mides la estatura de cada alumno Cei la aproxi-

macion de una pulgada. Cuanp hayas tcrminado de hacer s

rekkodisponer los datos de las mediciones de modo que de ellos se

pueda obtener Io más ficilmente posibIe la informaci6n necesaria.

Frecuentemente, esta disposiciOn de los datos consiste en una

tabla como la seftalada con 13-1. Si deseas, puedes hacer una

'lista de los aluMnos'por bus nombreso.pero en muestro caso hemos

asignado un nlimero cada

Con los datos dispuestos de esta maneral-es ficil contestar

preguntas como las siguientes: eiud estatura tiene el alumno mis

alto? LY'el mds bajo?. Oudntos alumnos tienen una estatura de

60 pulgadas o más? Oudntos alumnos tienen menos de 60 pulgadas

de estatura? 1;6.41 es).a estatui4 que aparece con más frecuencia?

'2 9
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Tabia 13-1

Estaturas.de los 15 alumnos del séptimo grado

Alumno Estatura en puIgadas

65
64

3. 63
4 61

5 61
,6 61

'60

59
9 57

10 55
11 55
12 54
13 54
14 53
15 52*

Este ejemplo de las estaturas de Ios alumnos de.una 'abase

es una muestra de rh clase de asuntos que encontramos aI estudiar

las estadisticas. La estadistica, en parte por Io merles, tiene

que ver con la recolecc16n de datos y la constriic.cián de tablas

y cuadros de niimeros que i-epresentan Ios datos. Las.tablas y

los cuadros hatitualkente facilitan la comprensión de la infor-

maci6n oue pontienen los datos que se han recolectado. En est'e

capftulo usaremos.los datos de la table 13-1 anterior para

ilustrar algo de Io que hacemos en nuestro estudio de 11Costa-

distica..

.Muchas de las tareas de diferentes oficinas del gobierno

de Ios Estados Unidos no se podrian ejecutar.si estas oficinas

no pudieran coIeccionar una gran cantidad de dates para utili=

zarlos en su trabajo. El Congreso de los Estados Unidos tiene

el poder "de imponer y recaudar impuestospara-pagar las

deudas y proveer a la defensa comAn y al bienestar de los

Estados *tidos". EI tbtal de los impuestos a recaudar .dependg

de varias circunstancias. Enumera algunas. Ciertamente

depende del nximero de habitantes de los Estades Unidos. El

Congreso debe bacer el eeriso de la poblaci6n "dentro del pleat)

7
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de cada decena de .aos'n. El censo tornado en 195p mostr6 que

habfa unes 151,000,000 habitantes en,los Estados Unidos. 'Octro

censo se efectud en 1960. Pide a tu bib11ote6ario que te ayade

a buscar este dato de la poblacián de los Estados Unidos en.

1960.
La table 13-2 mmestra la población en mirlIOnes de habitantes

a rojada por,cada censo desde 1790 hasta 1950. La tabla.mues-
tra que la poblaelon en 1790 era'de. 3.9 millones de" habitaptes...

Esto significa que hablan 3,909,000 (3.9,x 1,000,000) '114bitantes

en los Estados Unidos en esa época, 1,Es éste un ntimero exacto

aproximado? La columna'titulada Porcentaje de' arecimiento muestri

el porcentd'e de'grecimiento.de la población dimante el deenio.
precedente.

Tabla 1 2

Datos de la población de los Estados'Unidos*

Censos
aftos

Poblacideen
. millones

Crecimiento en
millones

Porcentaje de .

crecimiento

1790 3 9
1800 5 3 4 35.1
1810 7. 1.9 36.4
1820 %so 2.4 33.1
183p 12.9 3.3 33.5
1840 i7.1 4.2 32.7

4 1850 23. 6.1 35.9
1860 31.4 8.2 . 35.6
1870 39.8 26.6
1880 50.2 , 10.4 26.0
1890 68.9 12.7 25.5
1900 76.0 13.1' 20.7
1910 92.0 16.0 21.0
.1920 105.7 13.7 14.9
1930 122.8 17.1 16.1
1940 131.7 8.9 7.2
1950 150.7 19.0 14.5

'1..we los Resumenes Estadisticos'de los Estados Unidos, 1956.

Ejspoioios 1.2:1
z,tres alguna'tendencia general en los datos que se muestran an

,24
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. 4En qué ddcada fue mayor el porcentaje de-crecimiento? De

tUs estilldios de histor&a, 1:conoce3 alguna razón para.estoi

qu-6 décado fue mlnimo el porcentaje cl crecimiento?

Ouedes expIlearlo por la historia que has estud1ad62

a

V.

b.

El himbre enjrlanda ocurri6 en los aeos 1845, 1846 y

1847. 06mo afect6 a la población de los Estados Uhidos?

4Cui1 fue el porcentaje de crecimiento de la poblaci6n desde

1570 a 1580? ,

6. Disp6n los-siguientes datos en un orden Las, call

ficaciones de los estucMontes en'una prueba delflatemiticas

rueron: 72%, 80%, 77%, 95:%, 84%, 61%; .98%, 75%, '80%, 100%,

67% 77%, 83%, 75%, 88% 91%; 70%, 78% -812f y 86%.

Utiliza un almanaque u otra fuente.de referencia pare encontrar

la intormación que necesites en los problemas,que siguen.

7. Haz una lista de la población de la cludad más grande de tu

estado para los atos 1900, 1910, 1920, 1930, 1940 y 1950.

(Refiérete a Ia cludad en que vives si es bastaate grande

como pare aparecer en las listas de poblaci6n, o sl puedes

encontrar los daths.)

(a) Haz una lista del ntimero da inmigrantes a los Estados

Unidos durante los Otos comprendidos entre 19:35_

1950. (2,

(b) Disp6n Ics ntimeros la'parte (a) en orden de menor

a mayor.

Haz una lista del nximerd de automóvilei vendidos pern los

:fabricanees de los Estados Unidos en cs:da uno de los

siguientes &los: 1910, 1915, 1920, 1925, 1930, 1935, 1940i

1945, 1950 y 1955:

vi

13-2. Grgicas de RteTram
'LOB datos de que hemos hablado qn la atima sección se

rpresentan'frecuenteMerite "dibujando una figura". 1:4 "figura"
. _

para los datos de la tabla 13-2 18 -iiieilla-figurar13;;1.----Esta
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\
"figura" se llama grifica de seeentoe, como probablemeate sepae.

Tales grificas se hacen habltualmente sobre papel euadriculado

comq el que se muestra%en la figura 13-10 Las grdficas de seg-

mentorOae usan pare m9strar los cambios en 7aXgtin arteulo.

'Se usari, come rectas num6ricas, und recta horizontal y otra

vertical: En la rigura.13-1*, la rectallorizontal se
.

pare indichr tiempo: Observa qu'e cada t;eriOdo de dieZ Otos esti

representado par 14 mitt* distancia a lo largo sre la recta. La

recta vertical indica el ntimero de habitptes. 4Cuintos hab

tantes representa dada unidad? Estap dos reótas Se llamaR

rectas 6 referencia dela grifica. Elias muestran las escalas

utilizadAs. pare dibufar le grdfica..

erendrfan 8ltn significado los.ntimeros de las escalas si

éstas no tuvieran nombre? 4Serviria park sigo una grdMa que'

no tuviera tliulo? Uria buena gráfica dibe tiner un.tItulo

claramente escrito0'que especifique la informaci6n, y Sus es-

ealas deben tener sentido compZetO1 dOen ser ficiles de leer.

Cada punto de la grifita en la figura 13-1 representa la

poblacidn del'arlo cuyo ntimeto esti en la escalaghorizontal

exactamente dtbajo de ese punt(); Para cads pUnto, la poblaci6n

se lee trazando uha recta perpendicUlar desde el punto a la

escala vertical y leyendo el ntimero en elia. .Los ndmeres que

se usan en las.grdficas son habitualmente aproximados, de

manera que el ntimero qbe !le lee en un puito cualquieraea tiimbidn

un nilméro aproxlmado. Para coristruir la gráfIca, se marcdp los

puntos que representan la población pare çada aft del censo;'

luego estos puntos se unen mediante segmentoz de recta. Loa

segmentoU entre dos puntos Conseeutivos dan estimaciones de la

poblacidt entre esos dos Mos del cense,. Sir, embarg6, no hay

seguridad de que estas esttmaciones sean 'exactas, pues los

cambios pueden haber sido mae rapidos en una époea que en otra.

Pregunta:a para analizar en.elase

Usa la figura 13-1 para responder a las preguntas.

jfla crecido la poblacián entre 1900. y 1910 mis que entre

1 800 'yr 113194

'
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0.1u.estra la grifisa u. Clcrec,imlinto de la poblaelan 'en alglin

perlodo de diez efts?

Si le.poblacicimentre 1810 y 1820 hubiera sido la misma,

4cómo se notaria esto en la grifica?
,u

' I. Ouil erh la.poblaci6n aproximada en 1945?. a'en 1895U

4En cuanto ha cambiado esa poblaci6n entre los 56 ?los que

intican estpis feChas? .

Si la roblaci6n crece al mismo ritmo de 1950 a 1960 que

de 1940 a 14656 la grifica sube en lines recta de

1940 4 1960., ouirserd la 'poblacián ti!n 1960?. Este por-

ciOn de la..grAftca se indica per llnea de puntos.' 'Puesto que

se conoce el censo de 1960, compare el resultado del censo

con tu respuesta.

Construcci6n.de grOficas lineales

.Cuando se dibujan grificas, Ias detalles se planean antes dp

Aoner la primera mares en el papei. Observe la informacidn que.'

qu'ieres representar y el espacio que tienes disponible. Deja

espacio suficiente pars el tftulo y.para let mareas.de las esealas.

Las gráficas resultan mejor si todas las Ralabres se escriben con

caracteres de imprenta en vez de manuscritas. Las grificas deben

r tan grandes come 41 .spacio lo permits. Traza las reetas con
. ,

la, y dibuja un marco para dar a la grifica aspecto de aeabada.

Las grittoes linalea requieren el uso de escalas. El nayor .

problems pare construir grtifica es elegir la escala que hay

queiutilizar. Hay manerWde saber cuinto debe representar cede

unidad: si se usa papel de grificas, los cuadrados del 'papel

marc.in unidades convenAntes. Como ejemplo, usemos los datos de

la table. 13-2. Cuenta el ntimero de censos entre 1790 y 1960.

Como hay 18, la grifica debe tener por 1 menos 17 unidades

a lo largo de la escala horizontal. (LPor quê se necesitan sax) .

1.7?) La escala horizontal aomienza siempre al extremo izquierdo

de la'grifica y en ese punto se pone un rulme'ro. ,S1 hubiera 344

uilidadem dAspOnibles pare' user on 1.4, escala horizontal, 4qud

padrfas hacer? ouenta los cuadrados a lo largo de le escala

horizontal en la figura 13 1. En eats 'Vince se han usado doe

.T
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A

cuadrados para cada 001130.
0

Ahcra, observa la escala vertiCal. Representa el ndmero

de Millones de habipantes de la poblael6n en los Estadas Unidos.
,

tabla-13-2, toms, el mayor ndmero de personas que neceSitas

repreaentar en la grafica. At:tea de trabajttr con los ndmeros de

.esta tabla se los puede redondear con la aproximacidn de un

imillón. Cuenta el nklmero de unidades desde la escala horizontal

haeta"el extxpemo superior de la escala usada. (En'la parte

superiiir deja espacio suficiente para un tftulo.) En la figura

3-1 hay 3L.) unidades disponibles a lo largo del eje vertical,

y el mayor.numero de habilantes es 151000,000. Divide el

ndmaro de habitantes poxl el nirmero de unldfides diaponibles.

En elfte ejemplo èl cociente resulta,ser el ingrme ndmero

4,314,285 y todAyla hay uniresto. 4 acuerdo con esto, cada

unidad deberfa representar14,31,86 habitanles; pert° Berle
0

.

muy dificil trabajar con esto,nUmero. Cada unidad de la escala

vertical dete representar el ndpero mis.Convenienteja exaeda.al

Ircocidnte. En este caso, elm unidad representa 5,000,006' de
,

iiabitantes.: LPor qu4 debe ser el ndTtero utilizado vara eata A.

unidad Fayor que el'coefente?

LEra neaesario efectuar toda la divisidn anterioer. Como

usarenios ndmeros aprpcimades pare la grifiaa, la aivisi6n puede

,ser tambien 411:Oximada. La población ha sido redondeada con la

1__ApanAimaelde 'cle un- millom fteta efectuar la divia16n s6le

hasta que" el cociente indique el ndmero de millones. Ahora el

problema es feeil.

4

35 151000000
140

4 4
I t

.E1 resto de las cifrip no inter.'tsan,*pues'el ndmero urado *no

unidad debe ser miyor que el cociente. .

Las grificas quedan mejor presentasclas si se numeran saw.

las lineas de las escalaa que beaten pare hacerlas ficilmente

aegibleso,
.
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kierelelos 13-2

ndmero'que debe representar eada 'unidad en cads uno

de los easos ,slguiehtes:

13-2

-(e)

(b) 20 475

(0) 20 175,000

(a) 33 940
sr

(e) 27 ,2,4650100

Ndme o de cuadrados . Máxlmo ndmero
a representardisponibIes

"eo

Construye una gr'ficq de,segmentos para representar los datos

que se dan en esta tablet:

Ndmero de estudiantes de la Eseuela Franklin de primer'

Ciclo Secundaxio durante-loa silos 1952 - 1957

4952 --- 86 1955 --- 196

0953 --- 150 1956.,--- 235

IL954 --- 164 1957 ---.254

Construye unkgrelfica de segmentos para representar los datos

de la tabla 13 3

'TSbla* 13 3

Notaci61) popu

presidenciale

Afto

1928
1932
1936
1940
1944
1948
1952
1956

ar en millones de votop para los eandidatqs

Le-Los Estadoa Unidos 1928 a 1956.

6 Partido Republipano Partid mtiorata

r
21.4
15.8
16.7
22.3
ae:o
22.0
33.. 8

.35.6

15.0

271
26.
24. 8
24. 1
27. 3
25. 7

.
. 0

Observa estas instruociones:
,s

(a) '1Dri la mismi grtifica dibUja.una lfñea quebrada'para el

partido Republdeano y otra pare el partldo Elemicrata.'

4 1,
4.

a
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(b) Busca en tus libros o en alguna atm parte ei nomb e del

presidente electo y el nombre del candldato derrotado en

cada eleccicin.

(c) Utiliza las tablas 13-2 y 13-3 para hallar el por-

centaje total de la población que votá por cada uno de

-los candi-datos en la elecci6n de 1940.

Construye una grifica de segmentos pare los datos del

problems 7, Ejercicios 13-1.

Construye una grifica de segmeiltos para los datos del

problema 8, Ejercicios 13-1.

Construye una grifica de segmentos para los datos del

problema 9 Ejerscicios 13-1.

13-3. Gr0`...1.cas 4e barras

La tabla 13-4 da el alumnado del séptimo grado que hubo

en los Estados Unidos entre los eios 1952 - 1959 y el alumnado

probable para los eos 1960 - 1962.

Tabla-13-4

Alumnado del s6ptimo grado en los Estados Unidos entrf.:? 1952-1962

Afto Alumnado en miles

1952 2,159
1953 2,224
1954 2,354
1955 2,5?1
1956 2,586
1957 2,599
1958 2,707
1959 32,075
19r:0 3,260
1961 '3,30g.
196: *3,333

'Alumnado probable para los afios 1960 - 1962.

Los datos de esta tabla se represeatan por la grifica de

la figura 13-2. Esta clase de gra:flea 8e llama grifica de

barras. Las graficas de barras representan comparaciones entre
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objetos semejantes. Los datos que se dan pare las grificas de

segmentos pucdon ser también adecuados pare las grificas de barras.

Los dates qtke representan cambios pueden ser considerados igual-

mente come comparaciones entre conjuntos semejantes; un ntimero

asociado con cada periodo de tiempo se considera, entonces, camo

un conjunt.) de objetos semejantes. Hay algunos datos que son

adecuads pare las grificas de barras y no lo son para las gráficas

de segmentos. Un ejemplo serla una grifica que cdmpara las alturas

de las 10 montaaas mis altas de Norteam6rica. En la figura 13-2

los aelos 30 representan a lo largo de la recta horizontal de la

bt4e y el alumnado en millares se representa a lo largo de la

recta vertical de la izquierda. las barras se espacian a lo largo

de la recta base de manera que la distallcia entre dos barras

cualesquiera sea la misma. También el ancho de cada barra es igual

pare todas. En este grifica particular, el ancho de los espacios

y el ancho de las barras son iguales, pero esto no tiene por qué

ser siempre eke:. El nombre de cads barra es el ntimero del alio

escrito en..ea base. En algunas gráficas, las barras tendrin nom-
bres que no son ntimerps. Cuando te propongas dibujar una grifica,

deja suficiente espacio en qué escribir el nombre de las barras.

El nmero representado por cada barra se puede leer en la
escala.vertical. Es el ntimero representado por aquel punto de la

escala vertical que esti en la misma recta horizontal que el ex-

tremo superior de la barra.

Al construir.grifieas de barras, sigue todos los principios

que hemos dado para construir buenas grificas. Trata de utilizar
todo el ancho disponible. Esto te seri posible porque e. ancho

de los-'espacios puede ser diferente del aneho de las barras. El

rillmcro .4e represknta cada unidad en la escala vertieal se en-

cuentra de la misma manera que.eQ las grificas de segmentos.

2 4
.4
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ALUMNADO DEL SEPTIMO GRADO EN LOS ESTADOS UNIDOS

1952 - 1962
4,000

3,500 11111111111111111/1110//
1.1

.III/11 I ...I III1
4

MI
41.41.

4.

r«I
*4

11111
46.11,91. so..

re:gfi 00

as::

...:
we

46
a

.0041111

.:.: ....- :::*
ovaa a 0.46*sae

0 .4
. .. 4:"a 04

..:. .:- . . -::
441041 4641 0.60 00a . ...

6 40 0 460
.6 *46 ..4.

4.
4.00 .: ... 164

00*
.44
64

::..
0
44440
.4
*644
Se*.
.
4.6
46

CI
a 4
4.64
ea

46

e::...
0
044
6

41004
4.4..a

..404.
*a

66 a
446

. ::
4

00.
46.

0

....
WI...
. 6
4
.

ee
6

..,r

....
0* 4
4he 0

*a
6 6

.

Sae*WM
. .4.
00.4
ea
0 a

L.
.46
*46
.
eve
6

::64
ea*.
64.
.64

046

.i.
46
as&
*A*

ea*
a*111

.:6.
&A a
4.46

4640
460
we*
04

Fiii
46

04.41
See*

ea
46

'6:. .0464
0044
See

464

::4
46
.6..4460
.6164

....

iii:
4.

*04*
400
.4

...

. 46

*ea
464
Se
46

0.:

6
O.
...

0::.
. 4.
0. 6
.4.00* ii
'see

:.
4

ow

*a
sa.

e.
404*
6440
640
II
.464
.6041

i ::::
46

e

a
1646

a..

4
a

111

11111

:.:*
.41
46

M.
.4.04

:!:.
41646ma
:a::

.4.

i::i

6 .
. .
46.4.
..

:.:
*ewe
.4 0
.

....
400.
.
46.4,oa
ea

:::
es

. 0
ye*
.1.

. 46

:
4*

6464

....
eae

44.1.."4464
464.

"
.eaaii...46,0

0464

.1::

it*
..446.0 ake

&a .
.a.

4

00*

eame
&

a

.::.

44

4

:::

::
*46

40443:.
.
eas

:::
16

It'466
ea

4:

46*

Sea...
4::
0.

7
Se*

00.4.
.440

elk
Se

::"
0....
ea.

64
0

3,000:

cn 2,500
La

4.t
-2, 2,000_

2 1,500

1952 1963 1954 1965 1956 1957 195

Figura 13-2

1959 1960 1961 1962

Ej9roicios 13-3.

1. Si cada alumno que curs6 el eéptimo grado en 1960 necesitaba

un texto de matemiticas que costaba $3.250 Lcuanto se gastó

en total para proveerles libros a todos?

2. 011urante qué eio el alumnado'llee a ser de 3 mdllones de

alumnos?

4Entre'qué par de aftos consecutivos hubo el mayor caMbio de

alumnado? Utilizalla figura 132 pars obtener la respuesta,

y luego consUirta la tabla 13-4 para ver si tu respuesta es

correcta.

4. Dibuja una,gráfica de barras para representar el ntimero de

personas muertas en diferenees clases de accidentes durante

1956, como se muestra en esta tabla:

2 I
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'Accidentes en vehlculos'motorizados 40,000

Caidas 20,20G

Incendios 6,500

Inundaciones 6,100

Accidentes ferroviarios 2,650

A continuaciOn -se dan las ma'ximas altitudes de algunos estados.

Redondea los dates con la aproximaci6n de 100 pies, y luego

construye unA grifica de barras.

Alabama 2,407 pies
Alaska 20,320 pies
Arizona 12,670 pies

Arkansas 2,830 pies
California 14,495 pies
Colorado 14,431 pies

Hasta cierta fecha durante la temporada de beisbol de 1960,

Ios equipos de la Liga Nacional habfan ganado los ii'artidos que

se-indican. Represdntalos en una grifica de barras.

.

Pittsburgh 64 San Frangisco 51

San Luis '60 Cincinnati 46

Milwauk,_ 57 Filadelfia 42

Los Angeles 56 Chicago 39

13-4. Gráficas circulares

. En la fLgura 13-3 se muestra una grifiqp. circular. Tal
grifica L, isa para representar las relaciones que tienen entre
sf las part.i de un todo, y entre el todo y cualquiera de sus *

partes. Esta grifica muestra los porcentajes de sus ingresos que

una familia gasta en alimentos,'ropa, alquiler y gastos varios,

y el porcentaje de ingresos que ahorra.

250
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\
COMO GASTA UNA FAMILIA SU DINERO

Figura. 13-3

La familia gasta 30 Por ciento de sus ingresos en alimentos, 20

pox% ciento en ropa, 20 por cient6 en alquiler, 20 por ciento en

gastos varios,mil ahorra 10 par ciento. El ingreso total de la

familia se re0W6nta por el area del circulo. El radio' del

circulo es arbitrario y se escoge de tal manera que quepa en el

espacio disponible; pero que, al mismo tiempd, permita distinguir

con claridad las partes en que se divida dicho circulo.
4

Para representar'el 30 por ciento de los amgresos que la

familia gasta en aIimentos, necesitaremos 30 por ciento del drea

del circulo. Para obtener esta area, comenzamos.dibujando el riyo

mareando ton la letra. A la intersecelem del rayo con la

circunferencia. 'Sabemos cdmo dividir.la circunferencia en 360

partes iguales4 dibujando 360 dngulos de 1 grado, todos con

vértice en O. Treinta por ciento de 360° es 108°. 'Si se

coloca el limbo.graduado a lo largo de nw con su vértice cblo-

cado en 0 y la marca de .0° sobre 31, entonces la marca de

1084", caeri en el rayo at El area 1initada por la curva cerrada

OAQB. es 30 par ciento del area del.,circulo. En consecuencia,

el interior de la curva cerrada 0A0 representa la parte4de_los

ingresos que se gasta en alimentos.

4,04 porcentaje del irea'dyl circulo representa los alquileres?

Veinte por ciento de 360° es 72°. Colocando el limbo graduado

a lo largo.de con la marea del vartice en 0 y con la marca

de 0°. sobre 511 la marca de 72° determinard el rayo

g
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Continda de la misma manera pars determinar las areas que repre-.

sentan ropa, gastos xarios y ahorros.

SI el ingreso neto de la familia es 46,000, LcuEinto gasta
en alimentos? i,C1.16nto ahorra?

En cierta escuela hay 48(i, alumnos. Al mediodia ao

alumnos regresan a su Casa para almorzar, 120 llevan su almuerzoi
280 eompram'su almuerzo en el comedor-de la es&dela. La fp:4-

, fica'6ircular de la fieura 13-4 muestra'la manera como e repar-
ten Ios alumnos aja hora del almuerzo. Antes de construir la

grifica cIrcular-hemos tenido clue 'Hallar clue porcentaje o qué

parte fraccionarla de los alumnos van a su casa para almorzar,

qué porcentaje:o parte fraccionaria llevan su almuerzo y qué por-
centaje o parte fraccionaria van al comedor. Eh la tabla se

muestran estos p6rcentajes y fracciones.

Ndmero de altamnos Parte fraccionaria Porcentaje. Grados

VUelven a su casa 30

Llevan el almuerzo 120

Compran el almuerzo 280

Total 480

del total

1

1

7

COMO ALMUERZAN LOS ALUMNOS

Figura 13-4

25

581
3

60

90

210

100 360
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Para hallar el ntamero de grados de la eurva AB, tomamos de

360 y obtenemos 60; el ntimero de grados, de la curva BC se

1

encuentra tomando .4- de 360 y se obtiene 90; finalientel par'ta

obtener el nlimero de grados de la curva CQA se toma de

360, y se obtiene 210.

Ejereicios 13-

Construye una grifica circular para representar la infor-

macion dada en cada uno de los siguientes problemas: Construye

una grifica para cada problems. Redondea los ingulos con la

aproximaciOn de un grado:

1. ph 1949 sr encontrOtque los acoldentes relacionados con la

escue4.al'que afectaron a los aluMnos c1el séptlmo grado en:los

Estados Unldosl.ocurrieron como se indica. (Las cifras clue

se dan son muY proximas de las reales.)

60 por clento de los accidentes ocurrieron ep los

ediftalos escolares.

30 por ciento de los accidentes ocurrieron en los

campos deportivos escolares.

por ciento de los accidentes ocurrieron en el

camlno de lda a la esquela o de regresp a la casa.

2. En '195.7, las cif/ 3 (nuevamente, muy prZxlmas a las reales)

de los accldentes del problema.1 fueron las sigulentes:

AL per clento.de los accidentes ocurrleron en los

edificlos escolares.

por ciento de lo3 acadentes ocurrieron en los

campos deportivos escolares. .

por clerto de los accidentes.ocurrieron en el

camino de ida a la escuela o de regreso a la casa.

3. F1'Club Teatro ha recaudado fondos con que comprar cortinas

4est1nadas para su escenarlo. tin 79% del costo La las car-

tinas se obtuvo de la yenta de boletos para una serie de repre-
,

sentaciones 'escolares. Aproximadamente its% de los tondos

provino de la yenta de programas, y el 5% restante se gan6

vendlendo b'ombones.

Los alumnos de la Escoela Wshington de Primer Ciclo Secun-

darlo hacer viajes'mas o menps largos para asistir a glaze.

2rm



-

-p95- 13-5

El 50% de ellos viven a una distancia no mayor deeuna milla

de'la escuela; aproximadam9nte 28% viven a mas de tna milla,

pero a menos de dos.millas de diatancia; y 22% tienen lus
casas a dos o mis minas de distancia.

13-75. Sintesis de los datos ,

Ciertas informaciones pueden determinarse fhcilmente mirando
loa Aatos tabulados. Sin embargo, algunas veces, laa tablas re-.

sultan confusas cuando tienen demasiados datos. En eatos casos
suele ser mejor descri4r loa datos.utilizando unos pocos ndmeros.

Suele spr muy dtil la determinaei6n de un prorrateo del cdhjunto
de los ndMeros que se considerah.

4Sabes c6mo.efectUar un prorrateo Lo has hecho hace algdn
t empo., per() Lsabes que hay varias clasea de prorrateos?

Media aritmética

Ctando efectdas el prorrateo de .un conjunto de datos numhri-.,

CO3 sum4pdolos y luego dividiercdola suma por el ndmero de datos,

hallas un ndmero qui se emplea Como representante de los ndmeros
- delconjunto. Este prorrateo tan dtil.; con el cual yd estis fami-

liarizado, se llama media aritmdtica o media. (En este 'capitulo,

todas las veces en que se use sola la palabra media ser4 para
re: !rirse a la media aritmétiea.)

Observemos una vez.mis las estaturas registradas en la tabla
13-1 que se reproduce'a continua'ci'6n. Esta tabla da una lista
de las estaturas, ordenagg:s de mayor a manor, de. 1.5 alumnos.

411.
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l!abla 13-1

Estaturas de 15 alumnos del séptimo graft.

Alumnp Estatura en Olgadas

. 1

2

3
63

4 61
61
61
60

9

59
.

10 55

11 55

12
54

13
54

14 53
15 52

-Para describir este conjunto de datos, oodemos encontrar

un ndmero que sirva para representar todas estas medidae,

*ndinero tal podrip. ser Is media iritmética. Para esta tabla.la

sums de las alturas 874
.estatura media es m Esta medida,

Ildricero de" alumnos

comdnmente usacilEt, se puede caleular sin necesidad de disp6ner los
,

datos de una manera especial:.

Pramedio
Otro moda de' obtener un ndmero.que represente a los'ndmeros

de un conjunto de datos es hallar un rainier° tal que la mitad de

los n-imeros del conjunto sean'mayores y la otra mitad menores

que el ndmero hallado.

I1,promed164de_un_conjuntode ridteros,es el
numero situadb

en la mitad del conjunto cuando,los nilmeros de este of5njunto se,

dAsponen en orden creciente o decreciente. En el conjunto de las

estaturas de la tabla 13-1 el ndmero que esti en el medio es 59

Este es el promedio del conjunto. . La mitad de los numeros son

'mayores que 59 y is otra mitaa son menores, Siete alumnos

tienen estaturas mayores; que 59 pulgadas y siete tienen estaturas

menores que 59 pulgadas.
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Si el numero de element s del conjunto es par, no hay ndmer.o,

medio'o central. Entonces, debemos definir el promedio en este
easo. 'Si hay un ndmerb par,le elementos en el conjunto, el rromedio

se toma generalmente como la media de los dos ndmeros eentrales.
Por ojemplo, en el conjunto de ntimeros 8, 10, 11, 12, 14, 16, 17,
19 los do's ptimpros centrales son 12 y 14. Ei promedio ep 130

qut es la media de. 12 y 14, a pesar de que no esti erkel conjunto.
b.gunas veces hay varios nd ros que son iguales al Promedio. El .

conjunto de zalifipaciones 3 5, 15, 15,.15, 16,,18, 19, 20
tiene 10 ndmeros. Los doi nmros centrales son dguales a 15

y, por lo tanto, eI piedioe 15. Pero los ndmeros tercero y
cUarto son tambi6n 15, de.man ra que 15 no es un ndmetto tal que
5 de l4s calificaciones sean,menores y 5 sean mayores que l.

En el conjunto de salirios *2,050, *2,100, 42,300, 42,,400,

42,500, 42,600, 42,700, $2,700, 42,700, 43,150 el satiric) pro-,
mddlo es $2,550. La media: aritmitica es $2,520. El promedio y.
la meciia aritmética son aproximadamente iguales. Sin 'embargo, si
S1 mayor salario hubiera sido $5,150 en lugar de 43050, la
Media aritmética serIa 42,7200 aunque el pramedio continda siendo
42,550. Esto explica que la utilidad del' promed10 pars deseribit
un conjunto de niimei.os se funda frecuentemente en el heeho de que
un nximero (o algunos nUMeros del conjuntb) no afeetan al iromedio
en la misma proporci6n en clue afectan a la media aritmétiea..

Mpdp

i.Qud estatura aparece mis veces que las otras en la tabla
13-1? Leuantos aIumnos tienen esta estatura? Eta estatura se
llama tI-modo.

Eh con:Juntos talds como los ndmeros naturales 1, 2, 3, 4,
5, ningdn ndmero aparece más de una vez. Pero en4un conjuntp
de edatos, un niimero o varlos ndmeros pueden repetirse varias veees.
Si un n1:.1mero aparece en el'conjunto de datos mis freeuentemente que
ningUn otro 'Telmer°, se le llama modo. Puede haber varios modos.
En la tabla 13-1 hada exactamente un modo: 61. En el conjunto
de sueldos 42,050, *2,100, 42,300, 42,400; 42,500, 42,600, 42,700,
42,700,42,700, 43,150 el modo es 42,700. Pero en el eonjunto
de calificacionee 19, 20, 21, 21, 21, 24, 26,.26, 26, 29, 30 hay
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dos modos: 21. y 26. Si hublera habido Una calificaci6n nis,

por ejemplo de 21, en este4conjunto,,Lcuil habr/a sido el mddo?

Si en li table 13-1 el I1uod6cimo alumno hubiera tenido 55 pulga-

das de estatura, i,cómo.hOrla afectado esto al modó?

Ejercicips 12:2a

1.
,

Holla el modo de la siguiente lista t7le calificaciones:

79, 94,, 85, 81, 74, 85, 91, 87, 69, 85, 83.

2. Para las calificaciones del problema 1, halls.:

.(a) La media. . (b) El promedio.

3. Unos empleados hanrecibido los siguientes sueldos anuales:

$4,000, $6,000; $12,500, $5,000, $7;000, $5,500, $4,5001

$5,090,, $6,500, $5,000.

(al HAlla la Medla de los datos.

(b) Cueintos sueldos son mayores que la media?

(c) tCuintos sueldos-son menores que la media?'

(d) Te pirece que la media' es una btlena manera de describir

elssiaeldo tipo de estos empleados?

(e) Halli el promedio del conjunto de datos.

(f) 6Te parege que el.promedio representa pien estos datos?

4.% A continuaci6n, se dan las temperaturas de cierta cludad, en

grados Fahrenheit a las 6 p.m. durante un per/odo de dos

semanas:, 47, 68, 58, 80, 42 43, 68, 74, 43, 46, 48, 76, 48,

50. liana:

(a) La media. (b) El promedio.

Avup.aci6n de los datos

Si estuvieras haciendo una lista de lawestaturas de un

rhimero muy grande de alumnos, podria resultarte enojoso anotar

separadamente cada estAtura. Te resultarla mds fimpIe agrupar

los.ntimeron.ge.esta manera!

Estatura en pulgadas Nlimero de alumnos

62-64 12

59-61 17

56-5a
42

53-55 57

'ZI3Z
33
14

S.

armormon1.
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Para hallar el promed o, averigua primer° el ntImero total de
a umnosy dividele por, 2.." La sums tie 12 + 17'+ 42 + 574- 33 + .14
es y 314; do manera que el afumpo que esti en el medic),
ser6 el 88 ésimo (octogdsimo octavo); contado de arriba hacia

. abajo o de abajo hacia arriba. Si contamos desde arriba,
12 4. 17 = 71, neces1.tam9a_\17 más para. completar 86.. Si
ddl,grupo de 7 toMailtos 14 más; encontramos el prOmedio. Puesto
que la 88 ésima koctpg64ma octavo.) persona estaba en ede grupo,',
declmos qup el promdlo de las citaturas del grupo dompleto de
alumncs e3t4 entre 3 Y '55 pulgadas. Como la 88 ésima persona
aparecc antes de'pasar el punto medic) de tal grupo contando bac/a
abajo, podr/amos decir mejor)lue el promedio de las estaturas estg
mg8 cerca de gue de 53.

Para verificar nuestro trabaJo, contamos de abajo hacia
arriba 88 'personas. 14 + 33 = 147. ::cesitamos 41 personas
mds para llegar a 3, lo 2ue nos lleva a la parte superloi. del
grupo de .1, como hemos encontrado cuando contábamos desde.
arriba. tn.:vamente: hallamos la 88 ésima persona dentro del grupo
de "7, cilyn istatura esti entre 53 y 55. Entonces el promedio
de las esaturas del grupc estg entre 53 y 55 pulgadas.

Ejercicios 13.-5b
bu un 0,emp13 de'datos que'el director de tu escuela prefe-
riria tctner en grupos y no .en rolmeros:separados.,

Rana el promedio de las slguientes grupos de edades. Leuil
es el promedio de las edades?

%dades c4,4 atlos Nvimero en el grupo

2i'-23 . 68
18-?0 18
17.-17 94

.

. v4-14
53

9: -4 i
73

-8 26

,sando intervalos de 5, a sOer 50.-54, 55-59, etc., a
90-94, halla el promedio, agrupando loa siguientes datos de
temperaturas: 74 73, 91, 68, 84, 75, 76, 80, 77, 68, 72,
71 86 74, 55 , 72, 50, 63, 71. Marca una golumna con la
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44.

a

palabra "temperatura" y otra columna con "frecuencia".

ptspersi6n

La 'media aritmética, el mode Y el.promedio son prorrateos.

Cada uno-de elloss una medida que nos da una idea-del tamado

de las meditclones, y puede ser considerado.como un nximero repre-

zentativo o tiplco.

Si queremos resumir vn conjuntd de datos, podemos hacerld

exactamen*te con dos bkSmeros. Uno de.los ntImero's seri un Oorrateo

(media aritm4tica, modo o promedio) para darnos una noción del

tamado del elemento tipo. El oo nlimero deba.darnos una medida

de cómo se diferencitin los datos de nuestro prorrateo. Suponte

queluereMos resumir estos dos conjuntos de.ndmeros:

1

son los mismos que la

media y el promedio del conjunto 'B, pero los nlimeros del con-

B estin menos seertirradosoque los mimeros del conjunto A.

Una manera de medir esta "separaci6n"'o "dispersion".es hallar

la diferencia entre los nUmeros mayor y menor conjunto. Esta

diferencia se llama el mnea. El rpngo de los niimeros del ton-

junto, A es 20; el rango de los'ndmeros del conjunto es 2.

Podemos ahora deacribir el conjunto A como el conjunto de

logs mimeros cya media es 50 y cuyo rango es 20. Estos dos

ntimeroB nos dan una breve descr:ipcicin del conjunto. Podemos.

desCribir las estaturas dadas en'lLtabla 13-1 pare los alumnae

ségtimo grado diciendoque'su media c- 58 pulgadas y su

rango es 13.pulgadas..' Con eeto podemos ir, Inar que la medidr-

de las estaturas esti alrededQr de 58 y Jna meads de la

diferencia de las estaturas es 12.

Otra medida de la separacidn o dispersicin de un conjunto de

otimeros es la desvlición media. Para hallar la desviaciOn media
1

"debemos primero hallar Ia4 de'sviaci6n o diferencia qqe hay entre

cada ntimero y "-d.1a arif,tioa.

Considera el con o:Dde'nlimeros 4, 8; 10, 4, 5, 4; 7.

Outil es la media'de este conjunto? Outil es la diferencia

(,40, 50, 60)

B = (.49, 50,. 51)

La media y el promedio del conjunto A

2. ,
446 a
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(desviacidn) entre el mayor ntiMero de este conjun'to y la media?

Las desviaciones de.los,n4ve.i.os de este conjtu:Ito respecto.de la--

medra son 21.21.42, 1, 2, 1. Estos ntimeros nos indican c6do:

.se disi'ersan, 0 separan, los ntimeros del cunjunto respect° de Ia

media. La deswiaci6n media es la media eritmética de estas des-

viaciones. Tomando.la media de 2, 2, 4, 2, 1, 2, 1. obtenemos

1 m 2. Utilicemos esta medida la des-

viaci6n media, para describir.otro.conjunto de datos..

Los ingresos totales del gobierno federal en los ados 1946 -
. lb1955 fueron asf:

Desviaciones
Ado Billones respecto de la media'

1946 44
1947 45
1948 . 46 .

19.49 43
1950' 41

1951'
tii B.1952

1953 /......... 73 .

1954 73
. 1955 69

Total 555

11.5
10.5
9.5
12.5
14.5
2.5
12.5
17.5
17.5
13.5

122.0

La media aritmétice de estos ingresos es el );opkil., 555,

dividido Por 10.0 es declr, 55.5. (555 y 55.5 representan

billones.)
4

La tercera columna muestra la Ciesvia'cidn del ingre.ao de cada

E.do xespecto de la media, 55.5.

La media de las desviaciones es, 122 dividido por 10, es

decir, 12.2.

Ahora podemos condensar la informacidn de la tabla diciendo:

Los ingresos del gobierno federal en los ados 1946 - 1955,

Apvieron una medla de 55.5 biliones'de ddlares y una desviacidn

media de. 12.2 billmes de ddlares. I.
'NW

Elercicios 13-5c .

(Las primeras tree: preguntas de estos ejercidios se refieren

a los datos de ips'ingresos del gobieimvfederal en 1946 1955.)

1. 4En qué ado o'ados ftie maxima la desviación?

1 N.-
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2. ,E.n qu4 aflo o .de minima la desviaci6n?
(

5. Halla la mi.,t i1 y 1a desviación media para los anos 194 -

194').
4, !ialla, la

dosvidel,f,n

roximación _ma ddelma, la media y la

a 171,. las siguientes calificaciones:, 85, 82

60, 8'2., 84 y 83,

liana .1a rtIa y la desviael6n media de las calificaciones

(del mismo examen, pero en otra elase): 94, 84, 8, 74, 98,

70, )i,

Otro..r::AA3 para "a1::.diar la media aritmetica se muestra en

C:alc.,:a la media ar1tm4tla de esto conjunto de

caliricaelones: 10, 11, 13, 19, 20, 21, 21, 23.

Come:n..:amos un n6mero razonable eomo media. Suponte

ortnm6a pyr 1 n seguida hallamos la desviaci6n de

oada del conjunto .respecto de 18.

1 Desviaeiones respecto de
0

5

Ian denv aeiones para las calificaeiones

23. La 3uma ecrrespondiente a las

calificacions mayores que 18 es 14.

7%;imz; la JI..renela 25 , 14 5 y la div.ildimos por 9,

r,Llmt-ro d';.! calfricaciones: 5 = 1. Como las

desviaccs respeeto de 18 ,eran mayores para las ealifi-
.

m,..r:-r-s de it quc para las ealifieaciones mayores

rtamos 1 de 10 para obteher la media eorreeta:

m6todo ejemplo antcrl.or para. hallar la

med del siguiente conjunto de ealifieaciones: 40, 43 44,

47 49,
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La mc:dia, 1 promedio y el modo, para un conjunto de datos,
11aan das d 4.0:mdoncia cr . 1os da este nornbre

Tor:lilt! caia ,:.11as es uct ra;raero haeia el ua1 103 datos
T,Dekas estas medidas de tendencia

central 3V 11....atran siguien:e eonjunto de sueldos de 12
personas y r. la F;riti(*. de ,la figura 13-5. Sueados: $4,000,
$4,,d00, 000, $r;250, $5,250, $5,250,

3 t7.1,7-

7'. UN 111.1)0 311ECCI0NAD0

NUMERO DE
SUELDOS

4,000
SUELDO

4,500 5000J
J

5,500 5,000

MEDIA 5,04 2
PROMEDIO 5,125

MODO 5,250

iligura 13-5
2e r/



Cilculo de la desviacicin media respecto de la media,aritmética,

45,042 (con la aproximacion de un ddlar).

Sueldos Desviaci6n respecto de 45,042

443000 41,042
4,500 542

4,500 542

5,000 42

5,000 42

5,000 42

5,250 208

5,250 208
5,250 208

208
:405oo 458
6,000 958

Total 44,500

$375 desviaol6n media respecto de la media aritmética.

Ilango: $6,000 - $4,000 . 42,000.

La posición de las rectas que,representan la media, el

promedio y el modo muestran que estos nximeros son aProximada-

mente iguales y la gráfica muestra que los sueldos estin mis

o menos igualmente distribuidos a ambos lados de esas rectas.

13 Muestreo,

Todos sabemas que las elecciones presidenciales se realizan

cada cuatro elos en los Estados Unidos. 1,En qué afto se realizarin

las proiximas? La gente se interesa mucho por los resultados de

las elecciones. Algunas veces, mucho antes de que las elecciones

se realicen, algnas organizaciones hacen predicciones respecto

de quien seri elegido. Estas organizaciones no sac) predicen

quién seri elegido, sino tambidn el porcentaje de votos que alcan-

zará cada eandidato. Los candidatos, y el porcentaje de votos

pronosticado para cada unn de ellos en la-elección de 1948,

pare tres diferentes listas de votantes se muestran en la tabla

que sigue:
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Candidatos

Lista nlImero
Lista ntimero
Lista niimero

1

2
3

Dewey

-9.5%
4919%
52.2%

Truman

44.%
44.o%
37.1%

Thurmond

2%
1.6%
5.2%

Wallaae

4%
3.3%
4.3

En la elección, el porcentaje de 'votos para cada uno de ellos fue:
Truman L9.4%, Dewey- 45.0%, Thurmond 2.4% y Wallace 2.4%.

&Ves por qué a esta eleccidn se le llama "elecci6n de las sor-
presas"?

Aunque ninguna de las listas predijo la elecci6n correcta-

mente, SUS pron6sticos fueron aproximados. 06molo'hicieron?
&Recorrieron los Estados Unidos y preguntaron a dada votante por
quién iba a votar? 40 escribieron una carta a cada Votante?

-Culqulera de estos procedimientos hubiera resultado muy costoso
y hubiera necesitado mucho tiempo. Eh vez de esoj emplearon el

método llamado muestreo. Esto significa que las organizaciones

que hicieron las predicciones seleccionaron una "muestra" de la
población de los Etados Unidos. Luego, después de preguntir a
la gente de la "muestra" por quién iba a votar, las organizaciones

predijeron que la votación en el pais entero estaria aproximada-
mente en la misma razdn que la votacidn de la "muestra".

Probablemente has visto alguna vez un contador de sangre; el
medico te toma una pequeia cantidad de sangre de la ,punta del dedoj

o del l6bulo de la oreja, y luego cuenta los gl6bulos rojos'y,

blancos que hay en ella. A pesar de que te ha tornado una Muestra
muy.pequeda de la sangre, considers la cuenta que obtiene como una

buena representabi6n del niimero de gl6bulos que tienes en todi la
sangre. Probablemente puedes imaginar algunos otros ejemplos de

muestreo.

Suponte que sates que.todos los empleados cuyos nombres apare-
een en el registro de empleados de una gran fibrica son hombres

uuya edad esti por encima de los,veintitin aftos. Preguntemonos
cámo podemos usar el metodo del muestreo para obtener una estima-,

cián de la estatura media de esos hTbres. Podrias elegir,al

primero y al Illtimo de los nombre indicados en el registro y
hallar la media de su estatura. . 0, podrias elegir el primer
nombre de cada letra del alfabeto, o el tiltimo noMbre de cada letra,
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o ambos. 'flay 71%.:cl.az mane ac de et:coger una mue .ra. Algunas

pudrr se'r tpler:as y otras malas. !.Encuentras 1n3 objeción

para cualluira cl los mótodos sugeridoc?. La manera de elegir

una mtkestra de :7.odo represente hien al grupo del que se

seleeciona cs *.;na parte dificil de la tarea.

ercicios 13-6

prOt1=7.; s proyecto de muestreo para tu clase. 'El

tl!Allar la estatura media de tps condiscipulos.

Como' es probable T.le haya una diferencia entree las estaturas

de los y 471, las niilas, halla separadamente las medias

para los ninos y rara las niftas. Los nifts hallarein la

1,-)s rJ.os y las nizia6 hallarin la'media-de las

dans6lo para los pero

si,:stituir la palabra niflos-por "nifts".

(a) le una r11;estra de cada una de las siguientes manerast

11) Todos los ninos que tienen su'cumpleaAos en malizo,

av-osto o- diciembrc.

Aldos lbs nlgos cuyos nombres comiercen con Go M

.
Todos loS ninos que se sienten en una misma fAla.

;scocida en el salán do matemEltieas.

(t) Nana la estatura-mtdia utilizando la mueAtra (1).

(c) liana la estatura media, utili7b.ndo 1.a muestra (2).

(d) Halla la estaura media, ,isando la muedtra (3).

(e) alla la estatura media dc todos los niftos de la

elase.

ef) &,.!util de las tres muestras representaba mejor a todos

los niftos de la clane?

(g) Al elegir la3 muestras, &es imporZante que la muestra

SQ ésco.ja de manera oue no dé demasiada representación

a una parte?
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la lci tin de 1948 para.' presidente de.los Estados Unidas:

votaron 1434,000 electores (con la aproximaci6n de un

(a) Si la lista ntimero 1 de la pigina 60 del texto hubiera

sido coiirecta, 6cuintos votos habria alcanzado cada candi-

data? Da tu respuesta con una aproximacidn de 10,000.

(by LosToreentajes de los votos realmente alcanzAdos par cads:

candidato se dan después de la tabla de las listas.

Utiliza esos porgentajet para hallar el ntimero de votos

que reciti6 cada candidato. Redondea las cailtidades con

una aproximaci6n de 10,000 votos.

Resumen

El tema de la es adistica trata, en parte de la recopilaci6n

de datos,' la tabs,:lac16n de los mismos y su representaci6n mediante

gráficas. La tabulac.i6n y, la rePresentaci6n grifica de los datos

deben efectuarse de tal manera que se pueda interpretar y resumir

fdcilmento lo qua esas datos dicen: Las grificas de segmentos, de

.barras y las circulares stir: unos pocos ejemabs de 31s clases de

grdricas que ae puedcsn emplear.

Has aprendido 4ue hay varias medidas diferentes para la ten-

, dencia central de un mismo conjunto de datos. La,pr6xima vez que

yeas grificas o tablas de un conjunto de cifras en *los peri6dicos,

re4stas o en tu libro de estudios sociales, obs6rvalas cuidadosa-
,

mente. Si se menclonan prorrateos, t-ata de averiguar qu6 prorra-

te(; se usa. ualiuiera iue sea la clasc de prarrateo que se use,

la pozibilidad'de preguntar si da la mejor representaciOn

OP todos los datos. s
5

Para ayudarte, reeuerda los nuevos términos que se te han

dado al trabajar con las estadisticas, los cuales son:

Media aritmética 9 media -- la suma de todos los ntimeros

del conjunto dividida por el'nlimera de elementos del

conjuntoo

2' o

a
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Promedio numero medio o tentral del conjunto cuando

ditos se ordenan a bien de menor a mayolq o blen de

mayor a menor. Cuando no harun nUthero medic), el

promedio es la media de los dos nUmeros medios o

centrales.

Modo numero 9ue apareee mae yeces en la lista de datos.

Puede haber yarios modos.

Rango diferencia entre los nUmeros mayor y menor del'

eonjunto.

Desviaelcin media media dp las desviaciones respecto de

la media aritmética.



. Capitulo 14

EL FUNCIONAMANTO DE LAS MATEMATICAS EN LA CIENCIA

14-1. El sube z.baja clentffico

&Has jugado aiguna vez al sube y,baja?

pesas 100 libras y tu compaftero de juegos del otro lado

del sube y baja pesa. 85 libras, en quê'ahrio de la palanca debes

sentarte para que se equilibren los dos lados? 1,Estari dl:mis

cerca o mis lejos deI centro que td? i,Puedes decir euinto mis?
-

El sube y baja es una especie de miquina GimPle llamada tam-
.

bién balancfn, que ee usa mueho en el hogara, en el trabajo y en

los laboratorios cientificos. Pertenece a la'familia de miquinas

llamadaCpalaneas". Naturalmente, ino todas las.palancas funcio-

nan como un sube y bajal Utilizas una palanca pars abrir una

boiella. Usas otra clase de palanca para levantar tu autoMdvil b

mover una piedra. e,P.edes imaginar algunos otros ejempios de

palancas?

Los hombres de ciencia utilizan,palancas de$construeci6n muy
fins en sus laboratorios. El tiPo más simple de ellas es la

balanza dp laboratorio,ordinaria. Probablemente tienes alguna en

tu aula de ciencia. Los hombres de ciencia han pstudiado desde

hace muchbs aftos estos.balancines cientlficos, han aprendido-a

equilibrar objetos de diferentes pesos y a expresar ius'descubri-

mientos en férmulas mat6miticas. El disponer-de una f6rmula nos

permite usar y comprender más ficilmente,e1 sube y baja.cientlfico.

.Hoy vas a representar el papel de un hombre de ciencia. Iras

a montar un experimento sencillb de sube y baja, haris observa-

clones y trataris de descubrir una regla para luego'establecerla

en forma'matepitica.
1

El experimento nos ensefta la. manera comb un hombre de ciencia

efectila observaciories en el laboratorio y cámo despu4s las estudia

matemiticamente.y saca conclusiones de ellas. Luego el cientifico-
I N

erata de establecer las conclifsiones por medio.de ecuaciones mate-

m4ticas. Finalmeate usa la fórmula para'predeeir un nuevo resul-
t

tado y luego vuelve al laboratorio para comprObar si esa vegla es

adecuada.
-

-

2g 0

Ina
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14-2. experimento d laborato

Tu qu1po para estudiar el subo y baja ciontifico se

parecot1

a

Los rraterials requeridos en tu laboratorio son: .

Una vara de madera de Uri metro o de una yarda de largo.-

Hilo fuerte y dos bolsas para contener los pesos (el

plistico fino sirve wa hater bo1sa muy satis-

factorias).

Un conjurNo de objetos de igual peso y tamaft6 con-

veniente (se recomionda un surtido de monedas o

de bolitas).

Procedimiento

1. Equilibra la vara suspendiéndola de un hilo fuerte

atado r u punto medic). sSi la vara no se equilibra, puedes

-colocar una tachuela en varios puntos hasta que lo consigas.

El punto por el cual ra barra esti suspendida se llama el

apoyo.

2. Cuelga diez objetos de igual peso'de un lado del apoyo

y d1 bjetos identicos a los anteriores delsotro lado y trata

de e4u11ibrarlos. Toma dos 9bjetos de peso diferente y trata

equilibrarlos. erienes qwe cambiar l distancia para lograr

el equilibrio ouando los pesos son aiferentes?

a
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Nota. Los cientificos hab tualmente realizan aIgunas pruebas

preliminares pare determiner la mejor manera de montar y lievar a
cabo un experimento. ;Su primer montaje experimental no siempre

funciona peefectamente:. Puede ser que encuentres conveniente

hacer algunae e:ej-.)r:ea en tu equipo y en los procedimientos durante

este etapa.

Cuando tu equipo funolone con facilidad estaris listo-para'

comenzar con la primers fase de tu experimento. Los eientlfieos

planean ouldadosamente el experimento por adelantado, pero.nosotros
.

desarrollaremos ralestro plan do trabajo a medida que lo ejecutemos.

5. (a) Cuelga 10 monedas iguales 6 10 bblitas (6 10

otros 3bjet03 eualesquiera, 11.:fluables,, de J.ual peso) a ura

tancia de 12 centImetros del apoyox.y equilibra el p';Sobcon 10

objetos idemticos en el otro lado. (Si tomes una vara de una

yarda de longitud puedee ver que media pulgada es una unidad de
-

distancia adecuada.) Observe a glad distancia se halla del apoyo

este segunda masa euando la paIanca esti en equilibrio y escribe
la distancia en una table, columna (a)o aniloga a la que se

muostra a continuaci6n4 Observe que w d rePresenten las

medidan del peso y distancia, 'respectivamente, de un lado del

apoyo.

del et:Jo

y r

lado

representan la medida del peso y la distancia

lnoyo.

TABLA I

(a) ) (c) (a) (e) (f) (g) (h) (1) (j)

w 10 10 10 10 10 10. 10 10 10 10

d e 12 12 12 i 2 12 12 12 12 12 12

10 8 I r 211 12

11111111111111111111NUNIIMMINIM

,
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eaté en equilibrio.

"20",'columna (b).

(c) W

estd en equilibrio,.

. debajo de "5"

-612-

es 20, halla D de'manera que la 5alaneh

Escribe el ntimero e. tu tabla deliajo de

es 5, halla D de manera.que la paIanca

Esaribe el nUmero en la tabla, columila (c),

(d) Observa,que emestas tres primeras pruebas, w z

d permanecon iguales. Todos los'cambios se han hecho en W

y D. Utiliza los valores indlcados en las columnas (d) -

(g) para hallar el valor de D. Haz varios otros cambios para

W y ascribe los resultados correspondlentes pare D en tu

tabla--columnas (h), (1) y (j).

4. Sea ahora w = 16 y d =,6, como se indica en la.,

table II. Determina cuil debe ser el tamafto de W para que,

la palanaa se equilibre cuando D es igual a 6. 4Qu4 pe4so

tquilibrarki la palanca a una distanala de 4 aentimetros del;

apoyo? a* 16 centimetros? Ensaya varias'otras distanciaS,

medidas desde el apoyo, halla qué pesos se neaesitan pare equi-

librar la palancaoly completa tu table II.

TABLA *II

16 16

6 6

6 4 lo

6

16 16 16

6 6 6

5. Ensaya otros valores para los pesos y distanclas oomo

se sugtere eh las tablas III y IV y complete tablas simiIarei

dadas por t1 mismo.

TABLA III

20 40

20 20. 20 20 20 20

15 15 15 15 15.
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TABLA IV'

w 18 i8 i8 18 18 18 18

d 5 5 5 5 5 5 5

W 15 10 30

D 10 15 18

.14-3. lAtencirin: razonamiento inductivo en funciohes1

,Después que un clentlfico ha completado un experimento y

recoPilado los datos, trata de analizarlos. Trata de descubrir

todos los hechos que los datos-representan. Prueba también inter-

pretar estos hechowde una manera conexa y adecuada; y de deacu-

brir una regla general sugerida por los datos. Se propone estlaT

blecer esos resultados de una manera preci.sa, preferentemente

mediante urla fórmula matemitica simple.

Observa qUe losgientificos estudian deerminado nximero de

resultados 4xperimentales especificos Y de ellos tratan e extraer

una conclusi6n que se aplique a todos los caws. Razonando sobre--

un minerb de resultados experimentales especificos; se.desarrolla

un enunciado general que se aplicard a todas las situacionbs'

anilogas. Este proceso se llama razonamiento inductivo, que debe

ser uqado con cuidado. ?uede suceder en algunas ocasiones que

unos pocos ejemplos sugieran una conclusidn cole no ed verdadera

en vineral. Por ejemplo, si vas a Nueva York y encueptras cinoo

pelirrojos sucesivamente, no es razonable la conclUIVT6n de que

todos los habitahtes de Nueva Yolleson pelirrojos. Tambi6n si

observas que
D'

1 1 .1

10
4 2

r3 5, estaris Dqui-

vocado si supones que slempre puedes tachar los numerales de esta

manera.

Cuando se propone una regla general, los cientificos.tratan

de verificarla mediante más experimentación y, si es posible,

por razonamiento deductivo. En todas estas Atapas las matemiticfts

y el razonamisnto matemitico son especialmente importantes.
4
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Censideremen los resultados de.nu,..stras tablas desde este *

purto de vista. Tr.:tamos de saber 31 existe una ;ftegla general

que deserlte tod:As ests r4laciones. Si es posible, deseamos,

expresar la, regla en t6rm1nos matemiticos. Si.tuna regla

general, deberlamos poder usarla para predecir dcinde colocet un

objeto de :eso eeneeido para equillbrar un segundo objeto de,

peso tamb n

Eiel.cicios 14-3'e

a) En 13 ta6la a, Lnotas alguna conexitin entrr la colocaclign

de las masas de iguaI peso en.lados opuestos del apoyo9

ruil es esa conexicin?

w

ke) 31 el valor de W se duplical permaneOiendo inalterables

w- d, zse6mo cambia el valor correspondiente de D?

(e). 31 el valor de W se reduce a la mitad, Lclimo cambia la

..orrespondiente distancia D desde el punto de apoyo?

pareea que:los vaIores de w, d ,x WI D estin rela-

lonado3 de alguna manera? z,Puedes establecer'xina regla

e-eral 1u4 parezea vállda, respecto de wi d, W

En.:ncia la regla verbalmente y luego inediante una ecua-
.

7.atemitice er la eual aparezcan aos.elmbolos w, W,

d L.

1erif1ca.tu regla, iplicandola a algunos de los datos

encentrados por experimento en las tablas II, III y IV.

eugerida en el ejercicio anterior para

12re(ie 1. las cifr'as que taltan en la table. V.

TABLA V.
12 21 15 23 11 14 ' 10 100 100 100

4 8 '7 5.%- 50 50 300 5,000

13 10

10 a .- 5 5 5 5

4.0

. 14 20

9

3 Vuel'ie a tu eiperimento y verifica los resultados de 11a

tatla V pare ver si realmente determinan el ecialibrici de

la palanCa

A

'Ow
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14-4. Iiitrtaci6r.firifica .

En el Capitiulo 1. has apirendido aIgo sobre las. gráficas y su

utilidad para represew.ar informacitir numdrica ae manera clara'y-

concisa. L.:;z cl,:ntlfieos sc. valJ.,n fl'cauente du las.gráficas de
. . 0 ..

ohservaclones obteefidas por experimenbaci6n para resumir e inter-

pretar'los da*I2v)s:

En la4eouacicin wd = 'AHD .laue has obtenido td mismo en el ex-
.

perimento anterior, apareeen cuatro cantidades. ..T.eltpuede inter-
.

pretar'esta ecuación de varias*mane,las,"segtin el camino que hayas

seguidoTe la exp-,rimentacicin. 2r, la prfmera parte del experi-

mento, has.onsiderld fijns w d, y luego has encontrado los

valores para W y 2, que producen el, equilibrio dc la palancli.

1)1 cada t,xperimento obtienes un par de vaIore2 que satisfacen it

rele.ci6n . 12C4 !,:na grifica de WD =120 describe muehosi
1:,.r6 de val,ores producen el equilibrio cuando wd = 120,

Intonees, .1a grifica'suministra no selamente Id informacián

de la tab a sino.tamb' én otros posibles valores Para W y D.

,La 1g'4:r.t tap çs dibujar una greica de la'relacian que

sc,,,eoneeta un valo- de W n el correspondiente valor de en la
Jtabla

Si nec,:3ita3 ayv.la para d.buJar la grifica

las 1,:ntes sugert.i.lcias:

obtendrAs en

Tema un hoja de papeT'cu,adriculado y eomienza brazanlo las

rectds.perperdicularies que se llaman ejes. La interSecc16, de'

fos ejes se llama punto 0 6 punt. orlgen. 1 I

Marca Aeje horizontal con, W y el vertical con D.

Si usas pnpel 'cuadriculado de* .4- de pulgada, .te conviene la

escaka de Llho r cado espacio.

En la tabla 1, l primer valor para W es 10 y el corres-

pondir,rt.-, :;a1pr. Fara n, es q, Situa 10 en el ej W. Sigue

la rtteta vertical.hasta 12 en el eje D. Este punto se llama

(10. 12). Las lfneas de buntot e'n la gráfica de la figura i4.14-a
*

to avudariin a loeaIlzar est.e punto. Diboja Una marquita circular
, - .

para el pupto. .
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61gu1e!Ao la tabla 1, de modo anilogo, cuando W = 20,

es D MarrAl 20 en el eje W. Sigue la recta vertical

que pb.sa por 0 hasta el punto en que encuentra la recta hori-

zontal que pasa por n del eje D. Este punto se llama (20, 6)

Antes de pftoceder a,la into,!rpretaoiOn, dibuja y marca los

otros puntos de la tabla I, que son (5, 24), (8, 15), (24, 5)

(1,10).

Marca los puntos clue carresponden a los resultadoS que has

encontrado en las columnas (h), (i) y (j) de la tabla I.

Llena los espacios en blanco de los siguientes pares papa

D) y marca los puntos correspondientes en la grifica:

), ( , (1, y ( 18). Usa WD . 120.

Traza a 'nano una curva continua por los puntos que has mar-

cado. Esta curva te da la representaeidn general de la relaci6n

entre pesos y distancias de la tabili I. Si algun punto queda

de un lado e del otro de la curva continue, verifies tu eilculo.

No todos los experimentos son perfectos y no todos los resultados

se ajustan exactamente'al modelo. Los puntos obtenidos mediante

la medicioms Tie has gftoctuado deben caer muy cerca de la

curva. Frecuentemente los cientificos no aspiran a mayor pre-

cision en un experimento de este tipo.%.

La curva que has dibujado es una parte de una curve llamada

hipérbola. Aprenderis algo mas acercade esta curva en tus

estudios de digebra.
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0(distancia8)
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(pesos)

Grifioa de WD = 120

con los datos de la tabla I

Figura 14-4-a



Ejercicios 14-4

Estudia las gyafias y luego contesta a las siguientes

preguntas:

(a) 31 el valor de w crece, 016mo cambia el correspondiente

valor de d?

(i) Si el valor dc d crece, !,c6mo cambia el correspondiente

valor de w?

Para haflar el valor de W cuando D es 24, m.arca 24 en

el eju y sigue la recta horizontal clue pasa por 24 hasta

lue interseT.e 'a la curve. Lee el valor en la escala W

directamenty d.ebao de ese punto. Debes'obtener 5.

Empleando la grifiee, halla los valores de W para los

siguientf_s pvntos:

(a) ( ?0) (b) ( , 15) (c) ( 6)

. ,.:and,-; la t:rzifica Lana los valores de

(a.) (t, ) (t ) (4, ) (c) (15, )

4. Indica .'uiles de los siguientes puntos estan sobre la

y u-iles no lo estan.

(a) (10, 'dr.:) (c) (5, 5)

(b) (d) (20, 15)

termina los valores que faltari en los siguientes pares:

(a) (71 ) (d) (17, )

(b) ) (e) ( , 21)

(c) ( 9) (f) (23, )

6. Dibuja una grifica de la relaci6n entre W y D con los

datos de la tabla II. Emplea la fdrmula WD = 96 para

hallar los pares cle nilmeros que necesites para localizar

puntos. Verifica los valores que halles con los de la

tabla II.

7. EmpleandO la grifica, halla D cuando W es 20; halla

W cuando D. es 12.

8. &C6mo cambia el valor de d cuando el valor de w decrece?

&Y cuando el valor de w crece?

9. &Tiene esta grifica algo en comlin con la grifica que dibujaste

para WD . 120?
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- as tclases de palancas

la ,Introduccicin a este capitulo has visto que no todas las

palanca'son e..)mo el sbe y baja. Serfa interesante que indagaras

.algo de llas en tu clase de ciencias, en el momento oportuno.

Ademds del i!ato.para levantar automOiles, del abre-botellas y de .

la barra mencionados ante-riormente, hay otros ejemplos del amplio

use de la palanca. Piensa en cu4n litiles son algunas palancas,

ebmo las tenazas. para hielo, los cascanueces, las tijeras, los
141

sacaclavos y las Weras de podar.

El papll de las matemáticas en la experimentaciaffi cientifics

Aunque los experimentos relativos a palancas no necesitan una

gran cantidad dc matemdticas, son un ejemplo de la manera,de usar

las matemdticas en las actividades cientlficas. Has visto,cómo se

utilizan las mateticas en la medición, recuent,) y la compara-

cl6n de .,antidades. Has tornado nota de cómo las observaciones de

los datos $ ,,.resume:1 en t6rminos matemiticos.

tratado de cncontrar un modelo estudiando los ntimer de

los dal-,on lue it:Ls reunldo hazonando con un conjunto de casos

especlelcos, desarrollaste un enunciado general que ie aplida a
todas las situaciones anilogas. En la Sección 14-3 hemos llamado

ra2onamiento 1nducz17o a esta claso de razonamiento, pues de lan

ntimero neeesariamente restringido de casos conduce a la prediccicin

de una relac16n.general. Esta relacidn general se ha formulado en

simbolos matemiticos como la Ocuaci6n: WD = wd. Para establecer

este principio general, se han efectuado mu experimentos.

Ademds, has dibujado una grifica de WD . 120 y de ,WD . 96

para rhostrar la mantlra en que eatos nunciados desdriben completa-

mento ol fon6mono en cada caso. La gráfica es ota etapa del uso

de las matemáticas para interpretar y resumir una coleccidn de

hechos. La'greifica,también ha ayudado a revelar la.l.ey general

que se 11 descutierto.
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,Muchos hechos clentificos permanecieron sin descubrir

durante miles de e.os hasta que algunos hombres de ciencia mis

atentos montaron experimentos, en gran parte como lo has hecho

tt y lograron descubrimientos sobre la base de observacionea.

He aqui algunos ejemplos:

(a) Hasta el tiempo de Galileo se creia que,si dos objetos

se dejaban caer al mism6 tiempo, uno pesado'y otro

liviano,-el objeto pesado caerla mis rapidamente que

el liviano. Consulta la historia de Galileo y de sus

experimentos con los querpos que caen, y entérate de

lo'que descubrió.

(b) El hombre ha visto los eclipses de sol y de luna desde

Itiempos inmeMoriales y observado la eombra redonda de

la tierra que entonces se proyecta, pero no descub'riii

que la tierra era redonda. Eratóstenes, en el afto 230

a. de.J.C., calculó la longitud de la circunferencia

terrestre, observando al sol desde dos posiciones en

Egipto; sin embargo, diecisiete siglos despu.4s, cuando

Coláh partieo pare desenL...ir Am6rical se seguia pensando

que,el mundo era plano. Consulta en un libro de his-

toria de las matemitioas.o en una enciclopedia, la

historia de Erat6stenes y de su expertmento.

(c) Los péndulos eran conocidos desde muchos siglos antes

de que Galileo 1-,iciera aliunas mediciones y cileulos

para descubrir la ley que da'la relacidn entre la

longitud del péndulo y el tiempo de su oscilación.

Buses este experimento en un libro de historia de las

matemiticas o de la ciencia.

Observa que todos estos exper141entos se basan en muchas

observaciones y m.ediciones cuidadosas a fin de descubrir una

ley Cientifica. Luego se enuncia la leyen tórminos matemiticos.

Justamente por este motivo, una gran parte de la ciencia depende

de las matemiticas.

Los ejemplos que hemos dado aqui se refieren a descubri-

,mientos fundamentales antiguos, los que usaban matemiticas

relativamente simples. Los cientificos de hoy utilizan
A

.2`:°r)
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matemiticas mis avanzadas y muchas de las ramas nuevas de las

m&temiticas.

14-6

Ejercicios 14-6

. Algunos balancines se construyen de manera que puedan desli-

zarse un poco sobre su apoyo. 4Por qui?.

En cada uno de los problemas siguientes, halla los valores que,

faltan:

4.

1100 14 -0 pies

2 plg.
a

4 yd. 72 lb

8 pies

3 04: i 5 oz.

6. Ouedes imaginarte quo una nifla.que peso 90 libras pueda

levantar una caja que pese 1,000 libras? Fundamenta tu res-
puesta.

Un ni10 que pesaba 54 libras invit6 a su padie (que pesaba

180 iibras) a jugar alsube y baja. 4En qui posición-debe

sentarse el padre para equilibrar al nibs)?

1.

2:31)
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Se va a. utillzar como palanca una barra dt hlerro de 6 pies

de larm r.ara levantar una piedra que pesa 7,, libras. El

apop) esti a 2 pies de la picdra. ;Cuantas libras de

fuorza se necesitarin para levantar la piedre

Suponte 4ue un ri que pese 100 libras se sienta en el
1

extr*mo de una barna de seis pies, a 52- pies del.apoyo: I

Cudl seri ei per.%) máximo de tIn objeto colocado al otro

extremo de la barra, que,este nide) puede levantar, sin

considerar el peso propio de la barra?

10. f'y'utiles de estos puntos estin sobre la grifica de WD 60?

(a) (1 (b)
1

3
iso) (e) (i 6)
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.1.4.1itar1a, 541 -

orcknaci6n, 93, 239
palanca, 609, (719
palmo, 261
par, 159, ;t":4,* 178

paralelogramO, 433
pentigono, 433
perirvrtro, 299
perpendicular,
.peso, 33,
pinta, 334
pirdmide, 397
Pitdgoras, Li71 .

pianos, 105, 108, 127,

aralelos, 128
poltno, 433
Polo'Norte, 263
,ortentaje, 354, 377, 381, 387

Op arecimiento, 388L 392, 581
de decrecimiento, 313 392

potencia,
precio

de yenta, 384
neto, 384

precisión 275,. 270, 277, 279, 310
preciso 6.1, 276, 279, 284
primos, 151, 153,.1560 184

gemeli)s, 155
prisma

arista de un, 449
base cl4 un, 449
rectangular, 316, 322, 324

*11



recto, 446
recto pentagonal, 449
recto triangular, '449
vértices de un, 449
volumen.de un, 451

probzibilidad, 8
producto, 156, 202, 213 36
prapedio, ..596, 608-
'propiedad asodiativa

de la adici6n, 5, 76, 102, 197, 539
de la multiplicacidn, 76, 102, 197, 203

propiedad conmutativa
de la Oicidn, 70, Oa, 196, .539
de la muItiplicaciA, 71, 99,'102, 196

propiedad de Ia factorizacil5n unica, 184
propiedad distributiva, 79, 102, 197, 220, 365, 570
proporcl6n;' 349
pr000rofonal, 349

rateo, 388, 595, 607
pu..co, 105, 'tir

de tangeRcia, 47.7
- .

rac1onal, 190, 193, 196, 203, 214, '?.16 20, 225, 235, 2650,505,
326, 350

radio duna cireunreAcia, 465.
rango, 600, 6o8
rayo, 13k, 138, 289, 397
raz6x., 231, 23, 347, 348, 355 .
razonamiento

deductivo, 1, 3, 459
in&Ativo, 459, 613, 619

reciprocal 412.
reciprecov 202, 203
recta, 105, 104;, 1444 127, 135

numérica, 93, 206, 207, 265
segmento de, 132, 2k4

rectas
de referencia,
que se pruzan o rectas alabeadas, 126

rectingulo, 255, 2991 303
redondeo, 375
regitin, 148

cei.rada, 245, 299
circular: cerrada, 471
euadrada cerrada, 303
rectangular cerradal 255

regla, 266 :
residuo oxesto, 151 169, 170, 372
Rhind, papiro, .189
segmento, -131

,de recta, 132

0000D).



I.

seMicircunferencia, 486
semiespacio, 134, 136
semiplano, 135, 1

semirrecta, 135 136
separacitn, 134, 481
slmbolo, 21, 61, 113
sistema

binario, 56, 62
de los mimeros racionales, 221
decimal, 26, 27, 28, 160, 162
duodecimal, '57, 365
.finito 574
infinito,* 574
ingles de medidds, 264, 337
/catemitico, 559
métrico, 262, 273

sistemas modulares, 572
sálido

cilindrico, 509 '

volumen de lin, 511
rectangulaf,. 320

sumando, 366'
sustraccián en base siete, 42
tangente a la circunferencia, 476
termdmetro, 336 .

Males, .404
triangulo, 138, 397, 416

equilitero, 418
escaleno, 419 .

isósceles, 418
suma de la medida (le los 4ngu1os de, 428

tridimensional, 333
propledad de la factorizacidn, 184

unidad
. de longitud, 263

de medición, 251, 255
de peso, 336
de tiempo, 337
normalizada, 260, 263, 289

unidimensional, 332
uno, 94, 184
vacio, conjunto, 122
valor de posicion, 363
velocidad, 231
vértice, 138, 281, 317
vertices de un priama, 449
volumen, 320, 322

de un prisma, 451
de.un sólido cilindrico, 511


